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Résumé

Ce travail de thése concerne les méthodes numériques a’badeldttes pour la simulation de
la turbulence incompressible. L'objectif principal espldse en compte de conditions aux limites
physiques dans la résolution des équations de Navier-§&toke

Contrairement aux travaux précédents otrdaticité était décomposée sur base d'ondelettes
classiquesle point de vue qui est adopté ici vise a calculer le champtdesele I'écoulement sous
la forme d’une série d’'ondelettes a divergence nulle. Oraless dans le cadre des équations de
Navier-Stokes incompressibles en formulatidtesse-pressiqrpour lesquelles les conditions aux
limites sur lavitesses’écrivent explicitement, ce qui differe de la formulatidtesse-tourbillonLe
principe de la méthode développée dans cette thése coasigecter directement les conditions
aux limites sur la base d’ondelettes. Ce travail prolonghéase de E. Deriaz réalisée dans le cas
périodique.

La premiere partie de ce travail a donc été la définition et isenen oeuvre de nouvelles
bases d'ondelettes a divergence nulle ou a rotationnelunlid sL|™, permettant la prise en compte
de conditions aux limites, a partir des travaux originauXPd&. Lemarié-Rieusset, K. Urban, E.
Deriaz et V. Perrier.

Dans une deuxiéme partie, des méthodes numériques effitdiszst ces nouvelles ondelettes
sont proposées pour résoudre différents problemes d&ssiggquation de la chaleur, probleme de
Stokes et calcul de la décomposition de Helmholtz-Hodgeoenpériodique. L'existence d'algo-
rithmes rapides associés rend les méthodes compétitives.

La derniére partie est consacrée a la définition de deux aovvechémas de résolution des
équations de Navier-Stokes incompressibles par ondglefiéutilisent les ingrédients précédents.
Des expériences numériques menées pour la simulationud&nent en cavité entrainée en di-
mension deux ou le probléme de la reconnection de tubes tex\ar dimension trois montrent le
fort potentiel des algorithmes développés.

Mots-clés : ondelettes, équations de Navier-Stokes incompressitdeslitions aux limites phy-
siques.
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Abstract

This work concerns wavelet numerical methods for the sitrariaof incompressible turbulent
flow. The main objective of this work is to take into accounygibal boundary conditions in the
resolution of Navier-Stokes equations on wavelet basis.

Unlike previous work where the vorticity field was decommbge term of classical wavelet
bases, the point of view adopted here is to compute the welfieid of the flow in its divergence-
free wavelet series. We are then in the context of veloaigsgure formulation of the incompres-
sible Navier-Stokes equations, for which the boundary itmms are written explicitly on the ve-
locity field, which differs from the velocity-vorticity fanulation. The principle of the method
implemented is to incorporate directly the boundary cdon# on the wavelet basis . This work
extends the work of the thesis of E. Deriaz realized in théopar case.

The first part of this work highlights the definition and thenstsuction of new divergence-
free and curl-free wavelet bases [0n1]™, which can take into account boundary conditions, from
original works of P. G. Lemarie-Rieusset, K. Urban, E. Dedad V. Perrier.

In the second patrt, efficient numerical methods using thesewavelets are proposed to solve
various classical problem : heat equation, Stokes probletnHelmholtz-Hodge decomposition
in the non-periodic case. The existence of fast algorithnake® the associated methods more
competitive.

The last part is devoted to the definition of two new numerszddemes for the resolution of
the incompressible Navier-Stokes equations into wavalsiag the above ingredients. Numerical
experiments conducted for the simulation of driven cavioyflin two dimensions or the issue
of reconnection of vortex tubes in three dimensions showstheng potential of the developed
algorithms.

Keywords : wavelet, incompressible Navier-Stokes equations, phi/boundary conditions.
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Introduction

La caractérisation et I'étude des propriétés des écoulenfides sont des sujets qui pré-
occupent une vaste classe de scientifiques, dans des dsna&imecherche tres variés. Malgré
plus d'un siécle d’efforts, la prédiction de la nature desubements turbulents est encore classée
comme étant une question ouverte. La turbulence fait pdetie vie de tous les jours : la plupart
des écoulements rencontrés dans la nature, dans les proaedsstriels ou dans des applications
technologiques sont turbulents. La turbulence n’est paspuapriété intrinséque du fluide, c'est
un état qui se caractérise par des propriétés physiques tgle I'instationnarité, I'imprédictibilité,
une forte interaction des échelles spatiales et tempsrmadi@ifférents niveaux dans I'écoulement...
La présence de phénoménes physigues trés variés rendadiffes expériences numériques dans
des domaines d’application comme I'hydrologie, la méttagie, I'astrophysique etc. La maitrise
des schémas numériques performants est importante poomséraction de modeéles de prévision
opérationnels précis et efficaces.

Les équations qui modélisent mathématiquement les éceunlsrnturbulents sont les équations
de Navier-Stokes, qui se déduisent des lois newtoniennegs ldacontexte de I'hydrodynamique.
On s'intéresse dans ce travail a la résolution numériqueédeations de Navier-Stokes pour les
fluides incompressibles. La forme adimensionnée des &msatie Navier-Stokes dans le cas d’'un
fluide homogéne est la suivante :

du—vAu+ (u-Vju+Vp=f, V.-u=0

ol u est la vitesse du fluidey la pressionf la somme des forces extérieures da viscosité ci-
nématique (inversement proportionnelle au nombre de Reégnd.a présence du terme convectif
(u- V)u qui régit le caractére non-linéaire des équations est i@ des difficultés rencontrées
dans la résolution théorique ou numérique du systéeme. Olmeatt pas de solution analytique
pour Navier-Stokes, sauf dans des cas trés particulies édeulements de Couette ou de Pois-
seuille. Les résultats mathématiques connus sur I'existdiunicité et la régularité de la solution
de Navier-Stokes ne sont que partiels et varient selon lamsion de I'espace considérée. Ainsi, la
résolution numérique est un élément incontournable padtyire des résultats significatifs dans
de nombreuses applications en ingénierie.

13
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14.

Le parameétre de contrble dans les équations de Navier<ststde nombre de Reynolds qui
dépend de la taille et de la vitesse intrinséque de I'écomhenPlus ce nombre est grand, plus le
fluide est sensible aux perturbations et produit de nombmades, ce qui le rend turbulent et chao-
tique. Les expériences numérigues se heurtent alors alepretessentiel du trés grand nombre
de parameétres a gérer : celui-ci évoluant avec le nombre gedRis (de I'ordre deRef en 2D et

9 . . N , . , ;o
Re1 en 3D ). La situation est tres défavorable pour la simulaties écoulements atmosphériques
par exemple, ou les expériences en dimension trois.

Le principal enjeu des méthodes numériques est de foursiscl@®mas d’'une grande précision
mais peu co(teux en terme de calcul. Dans le cas des équagidiessier-Stokes, la nature physique
des solutions cherchées limite I'existence de méthodémalgts.

Pour simuler les équations de Navier-Stokes, on utiliseatoment des méthodes de type
éléments finis ou volume finis [57, 117], souvent coupléessandailleurs adaptatifs pour tirer
profit de la structure et de la géométrie de I'écoulementtaes utilisent des méthodes purement
lagrangiennes telles que des méthodes vortex ou partiesili0], qui consistent & concentrer les
particules de vorticité sur les lignes de courant carasttdties de I'écoulement. On utilise aussi des
méthodes spectrales [12,73] qui permettent de résoudéglmdions sur la base de vecteurs propres
telle que la base de Fourier, qui est une technique trésdépagt bien adaptée aux conditions aux
limites périodiques.

Pour réduire le colt des calculs, une autre alternativeistena se tourner vers les méthodes
LES (Large Eddy Simulation ou Simulation des Grandes Eekpl[84, 85, 102]. Dans cette ap-
proche, le principe de la méthode repose sur I'observatimnles gros tourbillons sont tres diffé-
rents selon les géométries et leurs structures varientbapiavec le type d’écoulement considéré,
tandis que les petits tourbillons ont un caractére beaupluguniversel. La méthode consiste alors
a calculer le mouvement instationnaire des gros tourlslidans des réalisations particulieres de
I'écoulement, et & modéliser de facon statistique lesgiirbillons. A ces méthodes s’ajoutent
les méthodes variationnelles multi-échelles (Variatidnaltiscale Method) développées par T.J.R
Hughes et ses collaborateurs [66—69]. Le cadre d’'appicates méthodes LES ou variationnelles
multi-échelles est généralement celui des méthodes étérfieis, spectrales ou pseudo-spectrales.

Dans ce contexte de la résolution numérique des équatioNsnder-Stokes, les schémas par
ondelettes font leur apparition a partir 8696 (par exemple [15, 49, 59]). Les bases d’ondelettes,
par leur double localisation espace-fréquence et leuct@mamulti-échelle, fournissent des bases
particulierement bien adaptées aux structures cohéreatebillons a grande durée de vie, qui font
la dynamique des écoulements turbulents. L'idée de bassctiésnas ondelettes est de permettre
une représentation de la solution a la fois compacte et nogene : 1a ou la solution est réguliere,
peu d’'ondelettes suffisent a I'approcher, dans des zondegldarité, il faut ajouter des ondelettes
de petite échelle pour augmenter la précision. Ainsi legéses ondelettes se placent a mi-chemin
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entre les méthodes spectrales (basées sur Fourier) et tbedag de type élément finis. Dans le
cadre des méthodes LES, une premiére méthode, la méthodd@W8rent Vortex Simulation)
[47] propose une modélisation statistique des petits @ieviis d’'ondelettes.

Les méthodes classiques de résolution de Navier-Stokempressibles en ondelettes [15,47,
49, 78] utilisent la formulation vitesse-tourbillon, ceigermet I'obtention d’'un systéme a deux
équations : une sur la vorticité et I'autre sur la fonctiomramt. En dimension deux ces variables
sont scalaires, mais deviennent vectorielles en dimernsi@s) ce qui n’apporte pas d’avantage par
rapport a une formulation en vitesse-pression. De plugdaditions aux limites sont imposées en
général sur la vitesse et ne sont pas transposables aisa&mémfonction de courant et la vorticité
[105]. Il est souvent plus facile d'utiliser une formulati@itesse-pression en non périodiques et
alors les algorithmes sont identiques en dimension deuroisl t

Le présent travail s'intéresse a la définition, I'étude atiae en oeuvre de méthodes numé-
riques pour résoudre les équations de Navier-Stokes enfation vitesse-pression, a partir d'une
discrétisation de la solution sur base d’ondelettes. Erens,des bases d’ondelettes a divergence
nulle isotropes a support compact de P.G. Lemarié-Rie(ig8kbnt joué un réle prépondérant, et
les résultats obtenus avec ces ondelettes ont conduit ¥alesées significatives.

Les travaux de P.G. Lemarié-Rieusset ont été repris par BatJf115] qui propose une gé-
néralisation en introduisant des bases d’ondelettes &amtel nul. Dans le cadre de I'analyse
des champs turbulents incompressibles ou la résolutiomahigme de Stokes, l'utilisation de ces
nouvelles bases d’'ondelettes a divergence nulle ou aooteti nul par K. Urban et al. [32, 116]
a mis en évidence leur potentiel pratique et I'intérét das&peuvent apporter dans la simulation
numeérique de la turbulence incompressible.

La construction des bases d'ondelettes a divergence mieteopes introduite par E. Deriaz
et V. Perrier [39, 40] est beaucoup plus pratique du point ule umeérique. Les travaux de E.
Deriaz et V. Perrier se sont attachés a la prise en comptéanderipressibilité du champ de vitesse
par les ondelettes dans le cas périodique. La performargalgerithmes mis en oeuvre dans la
résolution des équations de Navier-Stokes réside dangda fariginale de calculer la pression a
partir d'une décomposition de Helmholtz-Hodge du termelir@raire. Cela sort du cadre habituel
de la formulation de Galerkin utilisée par K. Urban et al.][88 des méthodes classiques basées
sur différences finies ou éléments finis [57].

Dans ce travail, on revient sur la construction des onaslettdivergence nulle ou a rotationnel
nul anisotropes de E. Deriaz et V. Perrier, mais avec comneciibleur généralisation et leur
extension aux cas non périodiques sur I'hyperciihe|™. Le but assigné a cette construction est
gue les ondelettes a divergence nulle ou a rotationnel tisfassent les conditions aux limites
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imposées le plus souvent a la vitesse d'un fluide confiné daxemnaine borné :
u-v=0 ou u-7=0

avecv et T les vecteurs unitaires respectivement normal et tangedoraine. Dans la résolution
numérique des problémes, la technique adoptée pour laogedis conditions aux limites phy-
siques (Dirichlet, Neumann) est celle qui consiste a camstdes ondelettes de bords [2, 25, 109]
sur un intervalle, c’est une technique qui est trés efficace ges opérateurs elliptiques [28, 95].

Sur le plan théorique, le travail de A. Jouini et P.G. Lem&iéusset [72] permet d'établir le
cadre nécessaire pour construire gur]? des analyses multirésolution, qui ne sont pas a diver-
gence nulle, mais dont les projecteurs multi-échelle acwese la propriété de divergence nulle.
A. Jouini et P.G. Lemarié-Rieusset utilisent la constarcti’analyse multirésolution de [25] pour
avoir des analyses multirésolution reliées par dérivatiotégration suif0, 1]. Cette approche est
poursuivie dans cette these dans le cas d’'une construatdique a partir des analyses multiréso-
lution & reproduction polynomiale sur l'intervalle de [98ec comme apport la construction des
ondelettes a divergence nulle ou a rotationnel nul&uirj™.

Le calcul de la décomposition de Helmholtz-Hodge [63] esbutil numérique essentiel dont
le champ d’application dépasse largement celui de la réspldes équations de Navier-Stokes.
On retrouve cette notion par exemple en électrodynamique Garésolution des équations de
Maxwell [7] ou en infographie [113]. Dans le domaine frégiiginla décomposition de Helmholtz-
Hodge se calcule facilement en utilisant le projecteur day,de symbole de cet opérateur est un
polyndme de degré nul dont on connait I'expression analgtitpns la base de Fourier. En général,
sur des domaines bornés, on passe souvent par la résolutioprdbléeme de Poisson [57,62]. Les
méthodes de calcul de la décomposition de Helmholtz-Hodgemdelettes a divergence nulle ont
été introduites par E. Deriaz et V. Perrier [40,42]. L'##tion de leurs méthodes dans la simulation
numérique directe de la turbulence donne de trés bonsats{dtl], similaires a ceux obtenus en
spectral [15].

Pour calculer la décomposition de Helmholtz-Hodge par latids, on part de I'observation
gue la matrice de masse de la base d'ondelettes a divergetieeen dimension deux et celle
de la base d'ondelettes a rotationnel nul en dimension mupér{: > 2) sont équivalentes a la
matrice du Laplacien scalaire. Ces matrices admetterg atopréconditionneur diagonal optimal
en ondelettes [23]. Au lieu d'utiliser un algorithme itékabmme le font E. Deriaz et V. Perrier, la
facon de faire utilisée dans ce travail pour calculer ceitmchposition est d’inverser directement la
matrice de masse de la base des ondelettes a divergencewnaltetationnel nul, en se servant de la
structure tensorielle de la base pour faire les calculslaganatrices des bases unidimensionnelles.
L'intérét de cette approche est qu’on retrouve le méme atinegeur donnée par la base dans le
cas d’'une approximation linéaire.
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Les objectifs qui ont déterminé I'orientation du travailréeherche mené dans cette these sont
la mise en oeuvre des algorithmes et méthodes numériquesmigua la fois performants et effi-
caces pour simuler les écoulements fluides incompresshlesase d’ondelettes, en imposant les
conditions aux limites appropriées. Le plan proposé pougdéisation de ce travail est le suivant :

La premiére partie de ce travail est consacrée a la constnuibs ondelettes a divergence nulle
ou & rotationnel nul sup, 1]™. On présente brievement au premier chapitre les résuttatstiens
jugés utiles pour comprendre la théorie générale des basmdetettes de.?(R"). Une relecture
de la construction des ondelettes a divergence null®8wast donnée a la fin de ce chapitre puis,
la question de I'approximation non-linéaire sur base dabeties a divergence nulle est abordée.
Le deuxieme chapitre traite de la construction des onéslsttr I'intervallel0, 1] pour la prise en
compte des conditions aux limites et qui vérifient la pragride dérivation, puis on introduit une
nouvelle construction des ondelettes a divergence nuléerotationnel nul sur I'’hypercube, 1]™.

La deuxiéme partie concerne les algorithmes pratiques imieevre dans les simulations nu-
mériques. On étudie dans cette partie la qualité de I'apmation des bases d’ondelettes constrifites
en premiére partie. On présente aussi les techniquesasligour résoudre I'équation de la cha-
leur (partie diffusive de Navier-Stokes), pour calculedé&composition de Helmholtz-Hodge ou
résoudre le probleme de Stokes.

La troisieme partie introduit deux nouveaux schémas padsialution par ondelettes des équa-
tions de Navier-Stokes incompressibles avec des congitiar limites non périodiques. Apres une
introduction succincte des modéles de fluides numériquiksést deux schémas, basés sur deux
méthodes célébres dans la résolution de Navier-Stokeprmpdsés : méthode de projection a la
Chorin et méthode de Gauge. Ces schémas sont comparés daegilane simulation numérique
directe de la turbulence sur le caf®é1)?, avec conditions aux limites de Dirichlet non homogénes.
On termine le chapitre sur la méthode variationnelle madtielle utilisant les bases d’ondelettes
pour résoudre Navier-Stokes dans une simulation numéduaete.

Enfin, on présente les conclusions sur les résultats obtdrias perspectives envisagées dans
ce domaine de recherche.
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Notations

Espaces
C™(£2), m entier : espaces des fonctiomsfois continuement différentiables sfi
C5(Q) (s > 0 non entier) : espaces de Holder.
LP(Q) : espaces de Lebesgue.
W*P(Q) : espaces de Sobole¥((2) = W*%(Q)).
5‘1(9) : espaces de Besov.
L2 () : espace des fonctionse (L?(£2))" et a divergence nulle.
Hain(Q)  la fermeture dd?,, (Q2) dansL?(€).
H.,(Q) : espace des fonctions d&(2) a rotationnel nul suf.
D(Q) : espace des fonctiort8® a support compact dans I'ouvet
D'(Q) : espace des distributions s0r
Vj etf/j : espaces a I'échellgdes analyses multirésolutions primale et duale.
W; etW; : espaces d’ondelettes a 'échejle
p' : exposant conjugué dec [1, +oc] tel que% + ;% = 1.

Fonctions

@ik = 2/2p(2. — k) etp; = 2/23(27. — k), k € Z : fonctions d’échelle primales et duales

surRR, mises a 'échellg en normeL?(R).

Wik = 20/2(20. — k) etehy = 29/%4(27. — k), k € Z : ondelettes primales et duales &ur

mises a I'échellg en normeL2(IRi)

® = 2/29" (27.) et ® , = 29/29% (27.),0 < ¢ < 7 — 1 : fonctions d’échelle de bord en

primales et duales, mises a I'échejlen normeL? ([0, 1]).

U, = 207200 (20) et U, := 20/20% (27.),0 < £ < py — 1 : ondelettes de bord enprimales

et duales, mises a I'échelfeen normeL?([0, 1]).

O, = 20/20% (27) et dF 1= 29/28% (29.),0 < ¢ < 7 — 1 : fonctions d'échelle de bord e

primales et duales, mises a I'échejlen normeL? ([0, 1]).

U, o= 207208 (29) et BF , = 29/20% (29.),0 < £ < p; — 1 : ondelettes de bord enprimales

et duales, mises a I'échelfeen normeL?([0, 1]).

(f,g) : produit scalaire de dualité entre deux fonctions scaldifef g si f € LP(Q) etg € LP'(Q)).

(f/g) : produit scalaire de dualité entre deux fonctions vecllese(| f - g si f € (LP(Q))" et
€ (L' (Q)™).

u : fonction vectorielle dé2 — R™.

p : fonction scalaire d& — R.

u ® v : produit tensoriel da etv.

<p]1-7,C ® goik : produit tensoriel de deux fonctions (ou vecteuw%)€ et cp?k keZ.
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Supp(f) : support de la fonctiorf.

Opérateurs

Pj, P, Qj = Pj11 — P; etQ; := P;11 — P; : projecteurs biorthogonaux suf, V;, W; etW;.
T* : adjoint de I'opérateut’.

V -u = div(u), divergence du champ de vecteurs

Vp, gradient du scalairp :

_(9p op
Vp - (8—21717 ) 8—%)
rot(u), rotationnel du champ de vecteur.
n =2, u unscalaire rot(u) = (5_;7_5_;); u un vecteurrot(u) = g_;lf B Z_z;

(9113 (9112 (9111 8113 8112 _ aul

n =3, u unvecteus rot(u) = (8952 T 92y 025 02, Omn 8352)

£, transformée de Fourier dedansL?(R") :

f© =] f@)e="de

R”

Ensembles

N : ensemble des entiers naturels.

7 . ensemble des entiers relatifs.

R : ensemble des nombres réels.

R, : ensemble des nombres réels positifs.
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Deuxieme partie

Ondelettes a divergence nulle et
ondelettes a rotationnel nul
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Chapitre 1

N\

Ondelettes a divergence nulle et
ondelettes a rotationnel nul surR"

Les premiers travaux sur les ondelettes a divergence rar@mtent a G. Battle et P. Feder-
bush [4]. Dans [4], ces auteurs ont construit une base dletids a divergence nulle orthogonale
pour étudier I'existence de solutions du systeme de N&tiekes incompressible. Ces travaux ont
montré l'intérét que peut apporter I'utilisation des ordeds a divergence nulle dans I'étude de la
turbulence incompressible et ont ouvert d’autres persgascsur |'utilisation de ce nouveau type
d’ondelettes. L'utilisation de la base construite par GttlBaet P. Federbush reste toutefois théo-
rique, car les ondelettes de cette base ne sont pas a suppgract. A peu prés a la méme époque,
P.G. Lemarié-Rieusset a montré qu'il n'existe pas de baseddlettes a divergence nulle ortho-
gonale et qui soit a support compact [80]. Alors il a constdains [79] des bases d’ondelettes a
divergence nulle biorthogonales qui sont a support com@aatla base des travaux de G. Battle,
P. Federbush et de P.G. Lemarié-Rieusset, K. Urban fait é@nérglisation de la construction et
introduit des nouvelles bases d'ondelettes a rotationulgl1i5]. La construction des bases d’'on-
delettes a divergence nulles anisotropes que nous alléssmter a la fin de ce chapitre a été faite
un peu plus récemment par E. Deriaz et V. Perrier dans [392#@is ce chapitre, nous allons
présenter de maniére concise des résultats généraux smdekettes utiles dans la suite pour la
construction d’ondelettes a divergence nulle et a supponpact.

1.1 Bases d’ondelettes

Pour construire les bases d'ondelettes, nous adoptonsnalisme des analyses multiréso-
lutions développé par S. Mallat dans [88]. Ce contexte craddes algorithmes de transformée
en ondelettes rapide. On commence d’abord par définir ldgsasamultirésolution dé.?(R) et
donner un apercu de leurs propriétés.

23
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24, CHAPITRE 1 : Ondelettes a divergence nulle et ondelettes a rotationuhsurR”™

1.1.1 Analyses multirésolution del?(R)

Définition 1.1.1

Une analyse multirésolution de*(R) (AMR) est, par définition, une suite croissar{t€; } jcz de
sous-espaces vectoriels Ai&(R) tels que :

(1) Njez Vj = {0}, Ujez Vj est dense dans?(R)

(ii) Vf € L*(R), j € Z,ona:

f(z) € V) & f(22) € Vi
(iii) Vf € L?>(R), k € Z,ona:

fle)eVhe flxa—k) eV
(iv) Il existe une fonctiorp telle que{y(. — k) }rez SOit une base de Riesz Ug.

La propriété de base de Riesz est un compromis qui permetrde@r I'équivalence en norme
d'énergie||.|| L2 (r)- Plus précisément : il existe deux constantes strictemasitiyesC' et " telles
que, pour toute suite réellgv, }rez € (2(Z) :

Clelleez) < 1D arvorlrze < C'llakllee, (1.1.2)
kez

La fonction ¢ est appelée fonction d’échelle. D’apres la proprigté, il existe une suite réelle
notée{hy }rcz telle queyp vérifie la relation a deux échelles suivante :

p(z) = V2 hyp(2w — k) (1.1.2)

kEZ

En écrivant cette relation & deux échelles dans le domaif@deer!, on obtient :
$(28) = mo(§)P(€) (1.1.3)

avecmg une fonction trigonométrique qui s'écrit :

mo(€) = % Z hye” ¢ (1.1.4)

keZ

La suite{h } ez est appelée filtre d’échelle. La fonctigrest a support compact si et seulement si
tous les termes de la suiféy } <z sont nuls sauf un nombre fini, voir pa¢@s de [76]. Dans ce cas,

1. Latransformée de Fourier gedansZ?(R™) est définie par :

F& = [ e
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mg est un polyndme trigonométrique appelé polynébme de raffemtrassocié au filtréhy }rez.
Le paramétrg définit la résolution ou le niveau de détail. D’aprés la pitgrd’emboitement des
espaced’;, on peut décomposer |'espabl,; comme suit

Vi =V, & W, (1.1.5)

Dans (1.1.5), I'espacl’; designe un supplémentaire topologique directgdansV 1, qui n'est
pas unique. Les ondelettes se définissent alors en chemah@miase inconditionnelle de I'espace
W;. Si{e(. — k) }rez €st une base de Riesz Ug 'ondelettey) € W est définie par la relation a
deux échelles qu’elle vérifie dams :

Y(@) = V2 grp(2z — k) (1.1.6)
keZ
De méme si on écrit (1.1.6) dans le domaine de Fourier, on a:
$(26) = m1(£)$(€) (1.1.7)
oum, une fonction trigopnométrique qui s’écrit sous la forme :
1 ke
m = — e’ 1.1.8
1(6) 73 %91@ (1.1.8)

La suite{ gy }rcz est appelée filtre de détail. La familfe)(. — k) } ,ez forme une base de Riesz de
Wo et{v; x = 27/2(27. — k)}, xez €St une base d&?(R), appelée base d’'ondelettes.

On n’est pas limité dans le choix de I'espdég, et en pratique il existe deux choix.

e Le cas orthogonal :
Les fonctions d’échelley; . = 27/2p(27. — k) forment une base orthogonale get IV, est le
complémentaire orthogonal dé dansV; :

Vim=V;eWw; et W;=Vian(V;)"t (1.1.9)

Si on note(.,.) le produit scalaire d&.?(R), I'orthogonalité est définie sur la base des fonctions
d'échelle{p; 1 }rez deV; etla base d’ondelette); , = 27/2¢)(27. — k)} ez deW; par :

<30j,k’7 Soj,k”> = 5k,k’7 v kv k/ € Z
<1/}j,k71/}j’7k”> = 5]97/6’5]'7]"7 vjaj/7k7 k/ €L
<(Pj,k71/}j,k’> = O, Vk,k/ Y/

Les deux filtres, d’échelléhy }rcz et de détai gx }xez, sont aussi liés par :
gk = (=1)*h1y (1.1.10)

Dans ce cas on parle d’analyse multirésolution orthogomh#teprocédé qui permet d’obtenir une
telle analyse multirésolution est donné par le théorémestde [91] :
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Théoreme 1.1.1 [91]
Soit {V;}jez une analyse multirésolution d&?(R) de fonction d’échellep. Il existe alors deux
constanteg; > ¢ > 0 telles que I'on ait, pour presque togte R :

1/2
c1 < (Z |p(& + 21<:7T)|2> < e (1.1.11)
keZ
On définit ensuite € L?(R) par
-1/2
$(&) = ¢(¢) <Z (€ + 2fm>12> (1.1.12)
keZ
Alors {¢(. — k) }rez €st une base orthonormée g
Exemple 1.1.1
L'exemple le plus simple d’analyse multirésolution ortbiogle est celui de la base de Haar ou :
1 1
= , avec hg = —=, hy = —
o(z) = Xjo,1)(2) 0= =%
U(&) = Xoa/a(®) ~ X1/2(2). aVeC gy = —=. g1 =~
= X]0,1/2] X[1/2,1{%), go = NGE g1 = NG

La fonction d’échelley et I'ondelettey) sont tracées a la figure 1.2 ci-dessous.

Haars scaling function ¢ Haars wavelet function g

05F

0.8

ol

0.6 9
-05F

0.4 4
s

0.2

FIGURE 1.1 — Fonction d’échelle (a gauche) et ondelette (a drogedlaar. Echellg = 0.

Il existe d'autres familles d’ondelettes orthogonalessplegulieres dont les formules analytiques
ne sont pas si simples a établir, par exemple les ondelegt&ys Meyer qui he sont pas a support
compact (voir [36, 76, 91]). Ces ondelettes sont indéfininaémivables et leur implémentation se
fait dans le domaine fréquentiel.
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Meyers scaling function ¢ Meyers wavelet function ¢

FIGURE 1.2 — Fonction d'échelle (& gauche) et ondelette (a droidyldyer [91]. Echellg = 0.

e Le cas biorthogonal :
Il consiste a définii’’; comme étant un supplémentaire biorthogonaVgddansV; ., c’est a dire :

Définition 1.1.2

SoientV et V deux sous-espaces fermés d’un espace de Hillertes espaced et V sont
biorthogonaux pour le produit scalaire d¢ si et seulement sitl =V @ (f/)L (somme directe).
Il existe alors{y;} et{@;} des bases respectives Heet V telles que ¢y, Pr'w = Op -

Ainsi, une analyse multirésolution biorthogonale (AMRB) E#(R) sera la donnée de deux ana-
lyses multirésolution d&?(R) notées{V;},cz et{V;};ez telles que :

Vim=V;oW;, et Vig=V;oW,

Vi LW, VLW, W LW, £
Cela se traduit dans le choix des fonctions d’échelle etlettds par :

(@i Pik') =Okpr, VE, K €Z
(¢j’,k>¢j’,k’> = 5k,k’5j,j’7 v k» kl?jvj/ €z

(pimim) = 0, Vk, K eZ
(@i, Vin) = 0, Vi, kK eZ
Le fait de prendrgV; } ;7 biorthogonal &V;},z dansL?(R) assure :

W,=Viun(Vp)t e  L*R)=V;o V)t (1.1.13)
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Remarque 1.1.1

Les analyses multirésolution biorthogonales ont été thiites afin d’avoir des filtres miroirs
conjugués a la fois symétriques et a supports compactsriptép qu’on ne peut pas avoir dans
le cas orthogonal. Pour des compléments sur les ondeleittethdigonales et leurs propriétés, on
peut se référer a [25, 38, 72]. Ici, on se contente de citerlques unes de leurs propriétés qui
serviront ultérieurement a la construction des ondeletiesteurs a divergence nulle. |

Exemple 1.1.2
Un exemple simple d’AMRB est celui de B-Splines biorthogomie degrén € N. Dans le do-
maine de Fourier, le B-spline de deguéest défini par :

R o —ig m+1

—i m+1 .
Son polyndme de raffinement esty(§) = (%) . On trace sur la figure 1.3 le graphe

de la fonction d’échelléV; et de I'ondelette la plus courte associée. On trace égalétragraphe
de la plus courte fonction d’échelle biorthogonale asseciéN; qui correspond ang(§) =

—1 2 — .
(#) (1 +2. 1%’5(5)) et de I'ondelette associée.
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1.4

1.2+

0.6

0.4r

0.2

15F
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"2 15 -1 05 o0 05 1 15

25 3

! | | |
5w N B O B N W » @
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2 -15 -1 -05 o 0.5 1 15

FIGURE 1.3 — Fonction d’échelle et ondelette B-Spline biorthodesi@e degrd (premiére ligne
) et leurs biorthogonales de plus court support (deuxiegre)i

Les ondelettes qui sont utilisées le plus souvent en peasgut les ondelettes a supports com-
pacts [25, 35] : il existe deux couples d’entiérs , n,) et (nq,n2) tels que les supports des fonc-
tions d’échellep et ¢ soient inclus respectivement dans les intervalles nq| et [71, o). Les
relations a deux échelles que vérifient ces fonctions sors al

o(z) = V2 ) hp(2z — k)

k=n1
De méme pour les ondelettes on a :

1-ny

P(@)=v2 Y grp(2r — k)

k=1—n2

1—-nq

() =v2 Y Gup(2z — k)

k=1-—no

F(x) = V2 Z hip(2x — k)
k=1

(1.1.14)

(1.1.15)

(1.1.16)
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Exemple 1.1.3
A titre d’exemple on prengp = Ny, alors on a :

Supp(p) = [~1,1], Supp(¥) = [~1,2], Supp(p) = [-2,2] et Supp(¢y) = [-1,2]
De fagon générale, pour les ondelettes on a :

1—ng+ny 1—n1+mng ~ I—nag+ny 1—mny+ng
Supp(¥) = [ 5 ; 5 ] et Supp(y) =] 5 ; 5 ]

Dans la suite, les analyses multirésolution considéréesiseiorthogonales et leurs fonctions
d’échelle et ondelettes seront a support compact (saufiomecntraire).

Décompositions et reconstructions multi-échelles

Connaissant une analyse multirésolutionId€¢R), I'analyse multi-échelles d’un signgl €
L?(R) donné consiste & décompogeen une approximation grossiéfg € 1, et une somme de
tous les détails d¢ qui vivent dans les espac#g;. Pour;j € Z, a partir d’'une approximation fine
fj+1 € Vj41, on calcule I'approximation plus grossiefgc V; et le détaikw,; € W :

fiv1=[f; tw;

En itérant cette décomposition a deux échelles et prendimhite@ pour ; — oo, on arrive a la
décomposition multi-échelles desuivante :

fF="Ffo+> w
jeN

Dans le cas des AMRBs, on commence par définir une suite dectimjs def notée(P;(f)); ez
sur les espacelg; par :

Pif = {f,Bik)pin (1.1.17)
k

Connaissant une approximation grossierefdeune résolutiorj, > 0 donnée, pour touf > j
on peut voir que formellement on a :

Pif =Pjf+ Pjo+1 = Pj)f + ... + (Pj = Pj=1)f (1.1.18)

Cela permet de definir une suite de projectionsfd®tée(Q,(f));cz sur les espaces de détails
W;, définies par les formules :

Qif =Pjt1—Pj)f A Q;f = Z<f7 Q;j,kwjjvk (1.1.19)
k

La propriété de base de Riesz fait qu’on a la stabilité de cgegteurs biorthogonaux daig (R)
[90,91]:

1P (Ollc2y ~ 1f Bimdllea et 195z ~ I4F %elle e (1.1.20)
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Pour toute fonctiory de L%(R), on en déduit que :

F= (Gor)eon+ D> A )i (1.1.21)
k

7>0 k

On appelle transformée en ondelettesfd&pplication qui af associe les coefficients de sa dé-
composition multi-échelles :

fe L Gop) Yeez U LU k) Yisokez (1.1.22)

Une conséquence de la relatidfi; = V; & W;, de la densité des espace¥; = L?(R) et
NV; = {0} estque :

+oo
L*R)= P W, =Y bin (1.1.23)
j=—o00 J,kEZ

Ce qui permet aussi de définir la décomposition en ondelddg'scomme étant I'application qui
a f lui fait correspondre les coefficients de sa projection aurdse d’ondelettes :

f={{f ) ez ke (1.1.24)
La recomposition multi-échelles consiste alors a fairedesil inverse. On cherche a calculer

a partir de son approximation la plus grossiére et de toudé&tails. Cela est rendu possible grace
aux relations de recomposition satisfaites pat  :

Pjtrlm = Z Pin—2k9j ) + Z Im—2kV; k (1.1.25)
k k

Djtlm = Z him—2kPjk + ng—zklﬁj,k (1.1.26)
k k

En pratique, pour aboutir a la décomposition ou a la recoastmn d’un signalf, on utilise le plus
souvent un algorithme en cascade di a S. Mallat [88].
Transformée en ondelettes rapide

L'algorithme de transformée en ondelettes rapide permeatiriler la suite des coefficients
{cjw = (f,Pjk), k € Z} et{d;r, = (f,¥jr), k € Z} a partir des{c;11, k € Z}. Poury
parvenir, on utilise les relations a deux échelles suivsante

Cjk = Z hi—orcitiy et djp= Z Gi—2kCj+1,1 (1.1.27)
I !

On peut résumer cet algorithme schématiquement par :
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CJ

La transformée inverse se calcule en utilisant la relat®nedomposition suivante :
Gtk =D hr—mcii+ > ge-udjy (1.1.28)
! !

Son algorithme correspond aussi schématiquement a :

cgp — €1 — C — ... Cj—1 —r
S S S S
do dq da e dj_q

1.1.2 Analyses multirésolution del?(R"™)

Pour construire une analyse multirésolutionId¢R"), une fagon simple de faire est de partir
d'une analyse multirésolution de?(R) et d'adapter les formules et théorémes précédents. On
peut aussi utiliser le produit tensoriel deanalyses multirésolution d&?(R). C'est cette derniére
technique que nous adoptons car elle conduit a des baseatiépal’ondelettes a support compact
et qui sont plus simples a manipuler en pratique. La cortstruest la suivante :

Soit 2, = {0,1}" 'ensemble de®" suitesw = (w1, ...,wy,) €t = Q, \ (0,...,0). Partant
d’'une analyse multirésolution biorthogonale a support gach deL?(R) formée par les espaces
{Vj, Vi}iez, on définit les espacég” par:

Vi =Vj, siw; =0 et V=W siw=1
f/jwi:f/j, Siw; =0 et f/;’”:Wj, Siw; =1
et de méme on pose :
P =, Siw; =0 et Y =1, Siw; =1
P =@, siw; =0 et Y¥ =1, Siw; =1

Comme le produit tensoriel a les propriétés algébriquesadiaultiplication, une analyse multiré-
solution biorthogonale d&?(R") est donnée par les espaces définis par :

Vj:Vj®...®Vj et Vj:f/j®...®f/j

WJZZW;) et WJIZW;)
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ou
W w1 Wn ATW _ Yrwi1 W
Wi=V"10..0V, et Wy=V"®.0V;
pourj € Z etw € Q. A ces espaces on associe les fonctions d’échelle conjsgdée®) et les
ondelettes conjuguééd“, W) qui sont & support compact :

P=pR..0¢ e P=¢R..0¢ (1.1.29)
U=t @ .. @YYt et U¥ =g ® .. Qyn (1.1.30)
Les projecteurs obliqueB; surV; etQy surW sont définis par :
Pi(f)=(P;i®..@P)(f) =D ()P (1.1.31)
keZn
QY(f) = (QV @..@Qy)(f) = D (f, 99,95, (1.1.32)
kezn

Avec une définition analogue pour les projecteRyssur V; et Q¥ surw.

Une autre construction consiste a faire le produit tenkenée des ondelettes qui vivent a
des résolutions différentes, issuesrdanalyses multirésolution biorthogonal{a‘s}l, ce Vj"}jez
et {le, . .,f/j”}jez : C'est le cas anisotrope. Et au lieu d’av@it — 1 ondelettes, on aura une
seule ondelette analysante qui dépenchdearametres de direction. Si on ndte’, 3)1<;<, et
(1%, 9")1<i<n lesn fonctions d’échelle et les ondelettes associées respectivement ancasa-
lyses multirésolution, suR”™ les fonctions d'échelle et ondelettes biorthogonalesoamipes sont
données par :

O =i @@, et =gl ©. 0 (1.1.33)
Uik =V @ @UP 4 et U= @09 (1.1.34)
pourj € Z; j, k € Z"™.

Exemple 1.1.4
On donne un exemple en dimension= 2. Par produit tensoriel, on construit les espac¥s
suivants :
Vi=V;aVi Vj={ia®oWji1)® V1o W)
ce qui donne :
Vi=Vm1®@Vim) & (Vs @ W) © (Wima @ V1) & (W1 @ W)

Donc dans le cas isotrope on a une fonction d’échellgz, y) = ¢(x)¢(y), et trois ondelettes :
WO (2,y) = p@)i(y), ¥ (2,5) = p(2)p(y) et WD (z,y) = (z)i(y). On trace sur la
figure 1.4 les isosurfaces de ces fonctions, dans le casastiune fonction d’échelle de Daubechies
[36] qui a une capacité de reproduction polynomiale jusqutiegrér = 3.
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FIGURE 1.4 — Premiére ligne, isosurface de la fonction d’éch@lle, y) = ¢(x)¢(y) (& gauche)

et celle de I'ondelettal! (x,y) = () (y) (a droite). Deuxieme ligne, isosurface de I'ondelette
U2(z,y) = ¥(x)e(y) (& gauche) et celle de 'ondelette’ (z,y) = v (x)¥(y) (a droite). Cas du
générateur orthogonal de Daubechies de reproduction @oiiaher = 3. Le cas anisotrope utilise
une seule ondelettels?(z,y) = () (y).

1.2 Espaces fonctionnels et ondelettes

Les bases d'ondelettes sont choisies dans de nombreudestqps a cause de leur bonne
propriété de localisation spatiale ou d’interpolationleElpermettent d’approcher des fonctions
réguliéres avec peu de coefficients d’ondelettes. Il existplus un certain nombre de propriétés et
criteres qui permettent de mesurer la qualité de I'appration donnée en analyse multi-échelles
ou de relier la décroissance des coefficients d’ondelettagégularité de la fonction a analyser.
Ces propriétés sont reliées a la régularité de I'analysdindsblution choisie, a la décroissance a
I'infini de la fonction d’échellep et aussi a la taille de son support.

Définition 1.2.1 [91]
Une analyse multirésolutiofiV; } ;cz de L?(R) est ditea-réguliére (x € N) si I'on peut choisir la



tel-00544373, version 1 - 7 Dec 2010

1.2 Espaces fonctionnels et ondelettes 35.

fonction d'échellep de sorte que I'on ait :
3C, >0 telleque: Vo eR, |o®(2) <Cpn(l+ |z))™™ (1.2.1)

pour toutk < « et pour tout entiern € N.

On tient aussi compte du nombre de moments nuls dont disjpretelettey). Cette propriété
permet de quantifier les oscillations de I'ondelettet de reconnaitre directement la capacité de
reproduction polynomiale dont dispose la fonction d’élhel

Définition 1.2.2 .
On dit que I'ondelette) posséde: moments nuls si :

/xqzﬁ(w)dw =0 0<¢g<r—1 (1.2.2)

La propriété den-régularité montre la latitude dont disposent les basesd#lettes dans la re-
présentation des fonctions réguliéres alors que les manmerg sont reliés a la décroissance des
coefficients d’'ondelettes. Ces deux propriétés sont beguexploitées dans la théorie de I'approxi-
mation ou on cherche a relier la régularité d’un sigha X (X un espace de Banach quelconque)
au taux d’approximation d¢ en norme deX notée||.||x donné par une analyse multirésolution
a-réguliere(V;),cz de X. A une échelle de résolutiohdonnée, en genéral ce taux est mesure par :

;gfvj If = gillx
Dans ce travail, on s’intéresse principalement aux espacesionnels qui interviennent dans la
résolution des équations de Navier-Stokes incompressiliigtre motivation est de faire ressortir la
marge d’erreur numérigue commise en projetant la solutasédjuations sur base d’ondelettes. En
effet, les bases d’'ondelettes a divergence nulle se soriie/étre des bases adaptées a larésolution
du systeme de Navier-Stokes [4, 48], surtout pour les swistimilde' ou intégrales étudiées par
M. Cannone [11]. L'espac& sera un des quatre espaces fonctionnels ci-dessous daappmelle
la définition a I'aide des critéres sur coefficients d’onttele qui permettent des équivalences en
normes discrétes. St (R) 'espace des distributions tempérées, un sous-espaera défini par
sa norme :

X={feSR): |flx < oo}

On commence par se donner deux analyses multirésolutiothogonales{V; } jcz et {V;},cz

a support compact. Soiefit); };rez €t {11}, ez leurs bases d'ondelettes respectives, avec :
Wik = 22(20. — k) eteh;x = 27/%4(27. — k). On suppose que ces analyses multirésolution ont
respectivementr > 0 eta > 0 pour régularitésy et moments nuls. Sp € LP(R), on supposera
GRS LP'(]R{) oup’ est le conjugué harmonique de % + I% = 1[23]. L'étude des fonctions se fera
dans I'analyse multirésolutiofi; } jcz. On noteras I'indice de régularité des fonctions a analyser.
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Cet indice est suppose inférieur a la régularité de I'amalysiltirésolution choisie et de plus les
ondelettes biorthogonales; ;. vérifient la condition de moments nuls :

0<s<a et / Q,Z;j,k(:n)a:kdx =0, pour 0 <k < |s] (1.2.3)
R

(@) Les espaces de Lebesgue(R)

Pourl < p < oo, les espaces de Lebesglié(R) sont définis paq|f||Lp(R) < 400 Ol
11| Lo (=) €St la norme :

1/p
e = ([ @pe) ", 1<p< o

On a la modification habituelle gi= oo :

| f1| Loo () := supess|f ()]
zeR

Sion exclut les cas opi = 1 etp = oo (les espace&! (R) et L>°(R) n'ont pas de bases incondi-
tionnelles [91]), pour une série d’ondelettes notée

F=Y" dixthin,
jker

ona:
1/2

FelP®) & [ ldisllen@)] e LP(®) (1.2.4)
gk

On peut définir ces espaces en utilisant la localisation dpposts des ondeletteg; ;, et zﬂM

[76,91]. Soient/; ;, les intervalles dyadiques de la formg, = [k277, (k +m)27[oUk,j € Z et
m un entier assez grand pour que les support®/de) (27« — k) et2//2¢(272 — k) soient inclus
danslj ;.. Si|l; | estla longueur de l'intervall; ;. etx;, , sa fonction indicatrice, alors :

1/2

felP®) & [ Y 1dsl Lkl X, () | € LP(R) (1.2.5)
7.k

(b) Les espaces de Hdolder-Zygmun@®(R)



tel-00544373, version 1 - 7 Dec 2010

1.2 Espaces fonctionnels et ondelettes 37.

Pour une fonctiory € L*°(RR), on définit son module de continuité par :

Vh=0,  wp(h)=sup{lf(x) = f(y)]; |z —y| < h} (1.2.6)

Pour0 < s < 1, 'espace de Holdef*(R) est, par définition, I'espace des fonctions continues
et bornées suR dont le module de continuité veérifies(h) < Ch® pour une certaine constante
C > 0. Lanorme def € C*(R) est :

| flles) = [IfllLeo®) + sup wyp(h)h™* (1.2.7)
0<h<1

L'espaceC®(R) est un espace de Banach pour la noffrig: ). Sis = 1, on remplace’’ (R)
par la classe de Zygmund définie comme étant 'ensemble dedas continues et bornées telles
gu’il existe une constant€' > 0 qui vérifie :

Ve eR, VheR, |f(z+h)+ flz—h)—2f(zx) < C|hl (1.2.8)

Enfin sim < s <m+1, on écriraf € C*(R) si f est une fonction de clas€&" au sens classique,
et si toutes ses dérivées d’ordre inférieur ou egal sont dang*~™(R).

Théoreme 1.2.1

Une fonctionf € L} (R) appartient aC*(R) si et seulement si, dans une analyse multirésolu-
tion de régularitéa > s dont les ondelettes biorthogonalé% ont |a] + 1 moments nuls, les
coefficients d’ondelettes

ck = /Rf(x)cﬁ(x —k)ydr et dj;= /Rf(x)l/;jk(x)dx, jEN, keZ (1.2.9)

vérifient : '
g <Co et |djp] < C127ICHYD G eN ke Z (1.2.10)

On peut trouver une démonstration de ce théoréme dans [@diprts [76, 88] avec une version qui
caractérise plus des analyses locales.

(c) Les espaces de SoboléV*P(R)

Ces espaces permettent de mesurer la réguladféne fonction f qui estp-fois intégrable
ainsi que toutes ses dérivées d'ordre inférieur ou égallde cas qui nous intéresse est celui ou
1 < p < co. Pour des régularités entieres> 0, on définit ces espaces grace a la norme de Sobolev
suivante :

I fllwsrm) == Z [T (1.2.11)
0<k<s

On peut aussi définir ces espaces pour les cas limjtes bo ou0 < p < 1, mais des précisions
supplémentaires sont nécessaires [1]. BoarR, on définitiV*P(R) par :

WSP(R) = {f € LP(R) : (1 — A)*?f € LP(R)} (1.2.12)
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Pourp = 2, on remplacera dans les notatidihs?(R) par H*(R). Comme dans le cas des espaces
de Lebesgue, pour une série d'ondelettes donnée, on paudtédser la norme d&/*?(R) de
cette série par un critére sur la série des coefficients :

Théoreme 1.2.2 [76,91]

Soient{V; };cz et{V;};cz deux analyses multirésolution biorthogonalesIdé¢R) de régularités
respectivesy et &, de fonctions d’échelle respectivese W*?(R) etg € W= (R) pour 0 <

s < aetl < p < oo. On suppose que les ondelettes associggset J)j,k ont respectivement
|a] +1et|a]+1 moments nuls. Alors, la famillgpy, 1; 1} kez jen €St une base inconditionnelle
deW#*P(R) et la série d’'ondeletteg appartient al’*P(R) si et seulement si :

1/2

S @+ AP € LPR) (1.2.13)

J,kEZL

(d) Les espaces de Besa¥, ,(RR)

Les espaces de Besov peuvent étre interprétés comme urraligatién des espaces de Sobo-
lev H*(R) ou de HolderC*(IR) dans la mesure ou ils permettent de quantifier la réguladténe
fonction p-fois intégrable en apportant une correctipa cette regularité H°(R) = B3 ,(R) et
C*(R) = B3, ~(R). Ces espaces apparaissent aussi de fagon naturelle paoiaten réelle
entre espaces de Sobolev. Soidhet Y deux espaces de Banach tels que- X avec injection
continue et dense. Podre|0, 1 etq € [1,+oc], on définit les espaces intermédiaires (espaces
d'interpolation)Y” C [X, Y]y, C X comme I'ensemble des fonctiorfselles que la fonctionnelle

£ lix 10, = [t K(f, Ol Laqo,1,de/t) avec  K(f,t)= 91231; If—gllx +tlglly]
(1.2.14)
soit finie. Alors, B, ,(IR) est défini par :
[W'P(R), WP (R)]g,g = By ,(R), s = (1 —0)t + Or (1.2.15)

Remarque 1.2.1
Les espaces de Besov, contrairement aux espaces de Sohatisedy # 2, sont stables par
interpolation
[B]fw1 (R), B, ,,(R)oq =B, ,(R), s=(1—0)t+0r
quels que soient; etqg,. Pourp €]1,00[,0na:

LP(R) C B) (R)
Sis > 0etp€|l,00[,0na:

S )(R) CWHP(R) C By hax(p,2) (R)

p,min(p,2
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Cette définition des espaces de Besov n'est pas unique. Kiste €'autres que I'on peut trouver
dans [43,114]. De méme, pour une série d’ondelettes on géintrclin critére sur son appartenance
aun Besov. Soier{tV } jez et{f/j}jez deux analyses multirésolution biorthogonales telleslpse
vérifient les hypothéses du théoréme 1.2.2. Pour une fonfto LP(RR), on rappelle sa projection
sur les ondelettes; ;, a I'échelle; :

Qi(f) =D _(f k)i

kEZ

Ce qui permet d’écrire la série d'ondelettfs- ZM d; 1 1 Sous la forme :

=9/

JEZ

Proposition 1.2.1
On suppose les hypotheses du théoréme 1.2.2ave8; (R)etp € B;sq, (R) pour0 < s < «
etl < p,q < +oo. Alors une série d'ondelettef appartient a I'espace de Besdy;  (R) si et

1_1

seulement si la suité2’**2 p)”Qj(f)HLP(R))}jeZ appartient al%(Z). En outre la norme d¢f
dansB, ,(R) est équivalente a :

1/q

1/p q/p
(Z (f, mp) [ S it (Zuf, z/?j,k>rp>

keZ §>0 kez

Cette proposition est un cas particulier du théoréneage491) de [76]. Une preuve dans le cas
particulier des analyses multirésolution orthogonal¢slesnée par Y. Meyer dans [91].

1.3 Approximation linéaire et non-linéaire

Sous des hypothéses de régularité de I'analyse multitimolaonsidérée et de stabilité des
projecteurs multi-échelles qu’elle engendre, il existe @sultats d’approximation linéaire (projec-
tion) ou non-linéaire. Nous rappelons ici ceux qui nous isentiles. Auparavant, il est nécessaire
de préciser les notations qui seront utilisées. Nous aitiisdes analyses multirésolution biortho-
gonales a supports compacts :
1—no4+n1 1—n1+n9

]

Supp(p) = [n1,n2] et Supp(y) = |

2 ’ 2
B L - 1—no+ny 1—n1+n
Supp(@) = [n1,n2] et Supp(y) = | ; L ; 2]

On notera pat la collection de tous les intervalles dyadiques de la fofme= [k277, (k+m)277|
ouk,j € Z etm un entier assez grand pour que les support®/ tfep(27z — k) et27/2(27x — k)
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soient inclus dang; ;.. Cela est possible si I'on suppose que 72 +n; > 0etl —ny + 71 > 0,
parce que les fonctions sont a support compact. Si besoireohgrendre comme fonctions de
départ les fonctions dont les supports sont contenus [lang. Pour simplifier les notations, on
notera le plus souvent au lieu del; ; et on noterap; ety respectivemenﬂj/Qcp(ij — k) et
21/24)(27x — k) telles que leurs supports sont contenus da@n fera de méme pour les fonctions
biorthogonales. On notetd| = 277 la longueur dg modulo I'entierm pour simplifier, ce qui ne
change pas le sens des estimations a venir. Pauf.?(R), la décomposition en série d’ondelettes
de f s’écrira alors :

F=Y (fdner (1.3.1)

IeT
gue I'on peut coupler pour toyg > 1, avec l'identité :

F=Y (hener+ > (fdn) (1.3.2)

|1]=2-0 [1]<2-0

En dimensionn > 2, T sera la collection de tous les cubes dyadiques de la fdme=
279([0,m]™ + k) ol k € Z™ etj € Z. Pour une question de simplicité¢, nous allons considérer
des analyses multirésolutions dé(R") isotropes (le cas anisotrope se traite de fagon similaire).
Dans ce cas, on rappelle qlié(R™) est caractérisé par — 1 ondelettes, et la décomposition de
f € L*(R") en série d'ondelettes s'écrit :

F=Y2 (50907 (1.3.3)
weQ* IeT

Il est aussi facile de voir que poyr> 0, 'espaceV ; correspond a :
Vj=Vect{¥;) : {<j—1 keZ" weQ} (1.3.4)

et

Pi(f)= > D {f¥0v (1.3.5)

weQ* 1<j—1kezn

De méme, on remarque que si les analyses multirésolutiathbgonales{V;};cz et {V;};ez
vérifient les hypothéses du théoréme 1.2.2 ou celles de pegitan 1.2.1, alors les analyses mul-
tirésolution biorthogonale§V; }cz et{Vj}jez construites d’apres leur produit tensoriel vérifient
aussi ces hypothéses.

Avec les conventions précédentes, pbut p < +oco, on écrit

1/2
171l o ey ~ [Z > (172, \i‘f>\xf<->)2] (1.3.6)

we* IeT Lp(Rn)
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etpourtouts > 0etl < p < 400
1/2
_s_1 =0 2
| llwes ey ~ [Z > (75731, 09) b () ] (13.7)
weQr 1€ Le(RM)

Puis sis > n(1/p — 1) et pour0 < p,q < +oo, on peut voir dans [8,91] qug € B, ,(R") si et
seulement si :

1/q

q/p
I lle@my + | DD (Z (11172 "2 |(f, xiuj;>|)p> < +00 (1.3.8)

wEQ* jEZ \kEZN

e Approximation linéaire

Dans le cas de I'approximation linéaire, I'essentiel desiltdts sont donnés par le théoréme
suivant [23,54, 88] :

Théoréme 1.3.1

Soient{V,},cz et{V,},cz deux analyses multirésolutions biorthogonales/déR™) & support
compact, de régularités respective®t & et dont les bases d’ondelettes biorthogonales associées
ont respectivemerj| + 1 et |« + 1 moments nuls.

(7) La propriété de densité donne :
Ve L®), lm [If =P/l =0
(73) Si de plusf € C*(R™), pour0 < s < a, alorsona:
(f B0] < c27nGra)
(737) On al'inégalité de type Jackson pour tofitt WP(R"),1 <p < +00,0 < s < a:
If = Pi()llze@ny < C27% || fllwsnmn)
(iv) Une inégalité de type Bernstein pour tgue LP(R"), 1 < p < 400,00 < s <
1P (F)llwsrgny < C2°(1f || o geny

(vi) Sif € LP(R™) etsi||f — P;(f)|lLr(rny < C277° pour toutj > 0, alors f € W5~ P(R")
pour tout0 < € < s.
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Les résultatgiii) et (iv) du théoréme 1.3.1 restent valables si on remplace les espace
Sobolev par des Besov [22, 23]. On parlera de ces résultats ldacas de I'approximation non
linéaire.

e Approximation non linéaire

Maintenant on définit I'approximation non-linéaire sur urase d’'ondelettes quelconque de
LP(R™) notee{¥¥ },cax rez, 1 < p < +00. On considére les ensemblEg; suivants :

Sv={f=)_d¥7: ACZetCard(A)<N,d; €R}, N >0 (1.3.9)
IeA

On remarque alors que la famille des ensembl@s n'est pas stable par combinaison linéaire
car : Xy + Xy C Xan, Ce qui veut dire lesy ne sont pas des espaces vectorielsf Sk
S, \if‘;ﬂ/‘; € LP(R"™), alors le meilleur algorithme qui donne I'approximation€termes def
est celui qui garde le¥ plus grands coefficients d’'ondelettes avec la nojmgs z-). On suppose
alors que les coefficients de la série d’ondeletteg dent ordonnés comme suit :

1 OO | oy = (10 U2 U2 | oy > - (1.3.10)
On noteras (f, Xn)r» le taux d’approximation d¢ en normeLP(R"™) dansXy :
o(f,XN)Lr == giergN 1f = gllzr@n
Alors, pouro(f, ¥ x)r», On @ une inégalité de type Jackson d&js (R") :

Proposition 1.3.1

Soit { ¥4 },,co+.1e7 Une base d’ondelettes a support compact/@éR™) pour p €]1,+oo[, de
régularité o et dont les ondelettes biorthogonales ¢ntf + 1 moments nuls. Soft < ¢ < p et
0<s<atelques = £ — 1. Alors pour toutf € B (R")ona:

o(f,En)rr < ON#|fll; @ (1.3.11)

On a aussi une estimation du type Bernstein dans ce contaxgerdximation non-linéaire :

Proposition 1.3.2

Soit {¥9 },,co+ 1e7 Une base d’ondelettes a support compact/@éR™) pour p €]1,+oo[, de

régularité o et dont les ondelettes biorthogonales ¢nt + 1 moments nuls. Soft < ¢ < p et
11

S —2_ 2
0 <s<atelque; = — 7. Alors,

1£11Bs, < ON= | f]lo@n) (1.3.12)

9.9 —

pour toutf € Xy et pourN > 1.
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Pour la preuve de ces deux derniéres propositions, on peéfsser a [54,65]. Dans notre cas,
on donnera des éléments de preuves dans la partie réservépdmlettes a divergence nulle.

Exemple 1.3.1

Pour illustrer 'adaptativité des bases d'ondelettes, dadée la fonctionf(z) = +/|cos(2mz)|
sur la base de Haar et de Daubechies a trois moments nuls féedime de [23]). Sur l'intervalle
[0,1], f admet deux demi-tangentes & gauche et a droite aux pbjidtet 3/4, ce qui explique sa
non dérivabilité en tout point mais elle est2-Holderienne. On a choisN = 2'3. Les courbes
d’erreur d’approximation non linéaire en nornté donne une décroissance de l'ordke ! et N =3
dans le cas de la base de Haar et de Daubechies respective@enbit de méme la localisation
des singularités a des échelles plus grossieres et la d&@mce des coefficients d’ondelettes.

o \ \ \

-4 L 1 1 L n 1 1

-8

-10

FIGURE 1.5 — Graphe de la fonctiofi(z) = /| cos(2mx)| échantillonnée suN = 8192 points (a
gauche), ses coefficients d'ondelettes dans la base de #deoife) : la positionr en abscisses et
la résolution; en ordonnées.
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FIGURE 1.6 — Courbe d’erreuf? en fonction du nombréV de coefficients d’ondelettes retenus (&
gauche) : I'échelle loglog. Fonction reconstituée a pakeis120 plus gros coefficients (& droite).
Cas de la base de Haar.

FIGURE 1.7 — Graphe de la fonctiofi(z) = /| cos(2mx)| échantillonnée suk/ = 8192 points (a
gauche), ses coefficients d’ondelettes dans la base de Eraebe = 3 (a droite) : position: en
abscisse et résolutighen ordonnée.
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FIGURE 1.8 — Courbe d’erreuf? en fonction du nombréV de coefficients d’ondelettes retenus (a
gauche) : I'échelle loglog. Fonction reconstituée a pakis60 plus gros coefficients (a droite).
Cas de la base de Daubechies 3.
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1.4 Construction d’ondelettes a divergence nulle ou a rotannel nul
sur R"

On rappelle dans cette partie la construction des ondglattiévergence nulle isotropes a sup-
ports compacts de P.G. Lemarié Rieusset [79]. On introduisaite la construction des ondelettes a
divergence nulle et ondelettes a rotationnel nul anisesae E. Deriaz [40] basée sur la construc-
tion originale de P.G. Lemarié Rieusset [79] et celle de Khdur[115]. Ces ondelettes anisotropes
sont plus simples a manipuler et permettent d’analyseretere anisotrope de la turbulence dans
les simulations numériques [39].

1.4.1 Ondelettes a divergence nulle isotropes

La construction des ondelettes vecteurs a divergence esuxt €apes principales :

(a) La construction d’une analyse multirésolution @&*(R"))" telle que pour toute fonction
f € L*(R™)"™ a divergence nulle V - f = 0, on puisse conserver cette propriété sur les pro-
jecteurs multi-échelle®; ( f) définis par 'AMR :

V-f=0 = V-P;j()=0 (1.4.1)

(b) La construction des ondelettes a divergence nulle en prémaotationnel d’'une combinaison
de produit tensoriel des ondelettes 1D bien choisie.

La construction d’analyse multirésolution vérifignl est rendue possible par le fait que si on
dérive une fonction d’'échelle réguliére, cette dérivéx@ime comme différence de deux fonc-
tions d’échelle. Pour le cas biorthogonal, on rappelle égpsition fondamentale de P.G. Lemarié-
Rieusset [79].

Proposition 1.4.1
Soient{V}'} ez et {V/'}cz deux analyses multirésolutions biorthogonalesIdgR) dont les

fonctions d’échelle conjuguéés!, ¢') sont a support compact. Soient, etsn} leurs polyndmes
de raffinement respectifs. Si la fonction d’échellec C''*< pour une > 0, alors :
(1) La dérivée%cp1 peut s’écrire :

d

@) =¢'@) — - 1) (1.4.2)

olt? est une fonction d’échelle a support compact dont le polyn@eraffinement est donné par :

() = T e ) (143
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(i) La primitive [*_ @' (t)dt satisfait :

x+1
/‘<ﬁ@m=¢@) (1.4.4)

avec®” une fonction d’échelle & support compact de polyndéme deeaffent :

zlgﬁma@ (1.4.5)

g (€)

(ii7) " et @ sont des fonctions d'échelle conjuguées a supports compatr des analyses
multirésolutions biorthogonalegV’}jcz et{V'};cz.
De plus, les projecteurs obliquéy sur V! suivant la direction deéf/jl)% etP) surV suivant la
direction (V,")* vérifient :

d d

1 _ p0
ToPj =Pjo— (1.4.6)

(iv) Les ondelettes biorthogonalgd et° associées &' et a3 satisfont :

W) =gt et P =1 [ P (147)

Preuve :

Nous rappelons seulement la preuve du p6iii) compte tenu de son importance [79]. Le reste
se démontre dans le domaine de Fourier. Par changemeneliéééhsuffit de démontrer qu'on a
bien: L o Pl =Pfo L.

Or,
d d d
%Pé(f) = (Z(f, @i%@}f) => (f, 95119%@%3

keZ keZ

=D (B0 — ehy) = D (- 8k — Bho1)en

keZ kEZ
d . d ., . d
= Z(fa —%Cﬁgﬂﬁg = Z<%f7 902><P2 = Pg(%f)
kez k€Z

Les équations (1.4.3) et (1.4.5) donnent les relationgdesrfiltres primaires et dérivés dans le
domaine de Fourier. Mais il est plus simple de calculer las/aaux filtres de et @° sans passer
par Fourier, en utilisant le corollaire suivant :
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Corollaire 1.4.1
Soite! une fonction d’échelle a support compd@tZ]. La fonctiony? définie par

est une fonction d’échelle de supp@t L — 1] et les filtres respectifs associé€s;. } et {h2} sont

reliés par :
hg

1 W kg -
h’k - 072 = 1, ,L - 1
h
L—-1 — L

2

Preuve:
La relation sur les supports est une conséquence de la mdfirit relation entre les filtres vient
d’un calcul direct. Si on injecte la relation a deux écheflaisfaite pary? :

=2 Zh 02t — k
on obtient
L-1 hO 2x—k 2c—k—1
Py =vay ( / ar+ | wo(t)dt>
E—0 2c—k—1 2c—k—2

Ce qui donne :

0

1 hg sy 1+hk 1 hi 1
o (x) = \/52 (2x) +\/_Z o (2z — k) + V2 5 ¢ (2x — L)

d’ou l'algorithme. |

De méme, on déduit un algorithme similaire entre les fonstid’échelle biorthogonaleg! et

¢°.

(a) Analyse multirésolution préservant la divergence nulle

A l'aide de la proposition 1.4.1, on construit une analysdtindésolution qui conserve la pro-
priété(1.4.1) de divergence nulle sur les projecteurs multi-échellete@enstruction se fait de la
maniere suivante :

Soient{V}', V'};ez et {V°,V } ez deux paires d’analyses multirésolution biorthogonales de
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L*(R) verifiant les propriétés de la propositidm.1. Pourl < i < n, j € Z, on définit les
espaced’ etV) par :

©-@V et Vi=P

Vi=vt =V

~67L,i
=V ®-®V (1.4.8)

Jx,; désigne le symbole de Kronecker. Il est clair quéfixe, les espace@Vj., \72. }jez forment une
analyse multirésolution biorthogonale dé(R™). De méme on définit leurs projecteurs obliques
respectifsP’; et P’ par :

Q- ® ,anl et Pi — 7551L

P = poh p f

~6n,i
i=P; Q- QP (1.4.9)

Pourw € O, les espaces d’ondelett¢V:”, W'* : 1 <i < n};ez correspondent a:

W;'-,w — Wfl,i, Y. ® Wf”’“ v et VNV;“ = W?’“ BRCER Wﬂ%h o410

ou
Wk VO Sy =0 et W = V0 siwg =0 (1.4.11)
Wf”"i’ Yk — Wfﬂ*i, siwp =1 et Wfﬂ*i’ R Wf“, siwg =1 (1.4.12)

eton note{ W%, U4 : 1 <i < n}ucar jezkezn les ondelettes associées(@;”, Q) : 1 <

i < n}ueo- jez les projecteurs obliques associés a ces espaces.

On construit alors deux analyses multirésolution veclesebiorthogonales déL?(R™))",
qu'on note{V };cz et{V,};cz de(L?(R™))", avec :

J

V;=Vix .. xV! et v

va! Vi
! Vi .ox V7 (1.4.13)

et on associe de maniére naturelle aux espﬁ’gest Vj les projecteurs obliques suivants :

—

P,=(P},....P") et P;=(Pl..PY (1.4.14)

Proposition 1.4.2 [79]
Les analyses multirésolution vectorie® ;}jcz de (L*(R™))" et scalaire{V9};cz de L*(R")
vérifient : o B

V- (P;(f)) =PY(V.f) (1.4.15)

avecP! défini par (1.4.9) P =Pl @ --- @ PY.

Cette proposition est immédiate grace a la formule de comttiout (1.4.6). DangL?(R™))" on
définit 'espaceL?,, (R™) de fonctions & divergence nulle :

L2, (R") = {f e (L*(R"))" : V.f = 0} (1.4.16)
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Alors les espaces fermé€; n L7, (R")" et B;[L7, (R")] coincident. En particulier sf e
(L?(R™))", les prOJectlonst(f) approchentf dans(L2(R"))" quand le paramétrg devient
grand. Ainsi on a construit une analyse multirésolution{ B&RR"))" qui conserve la propriété de
divergence nulle :

—

v feLy,(R"), V-Pi(f)=0 (1.4.17)

(b) Ondelettes a divergence nulle isotropes

Pourw € Q*, on introduit les projecteurs obliquéj‘.“ sur I'espace d’ondelettes vectorielles
W, associé & ;, définis par :

—

QY(f) = (Q“(f1),-- -, QI (fn) (1.4.18)

de sorte que :

Pig=P;+ > Q (1.4.19)

wen*

et 'espacel?, (R") se décompose sur les sous—espﬁﬁ{iﬁw(ﬂ%n)], j €.

Théoréme 1.4.1
(¢) Il existe (n — 1)(2™ — 1) fonctions a divergence nuII@g’f; de L2, (R™) a support compact
telles qu’on ait de maniéere unique :

VieLi, R, F=>" Y Y Z frude . iy (1.4.20)
JELZ wed keZ™ 1=1

(i7) Pour une constant€’ > 0 indépendante de,

1/2

||f L2 U(Rn >~ Z Z Z Z| i%)’]k 2 SC||'ﬂ|L§iv(Rn) (1421)

JEZ weQd keZ™ i=1

(iii) Sipt € T pour uns > 0, alors :

feLli, R)NH R <Y > > Z (1+47)|(f/udiy . )2 < 400 (1.4.22)

JELZ wedy, keZ™ i=1

Preuve :
Pour démontrer le pointi), il suffit d’exhiber une base de Riesz des espa(ég@gw(R")] et
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cela se fait par construction [79]. On choigjt € {1,...,n} tel quew;, = 1 et pour touti €
{1,...,n}\ {io}, on construit les fonctiong %" — (\Ifﬁ“jl, ..., W ) comme suit
| 0 sild {iio}
gy, = e Sit=i
Mm@, Sil=ig
ou
nj = Y0 Sij # i,
Mg = —libl
777/ - d;p (1/}1 wl)

Il est évident que IesI'd“’ sont a divergence nulle et que leurs translatées et dllélégﬁj ko
1 <i < n—1}yen- jezkezr €ngendrent des bases de Riesz pour les esmﬁés{dw (R™)™)].
Pour construire les fonctloan“’ biorthogonales aux ondelettes a divergence nyji@ il suffit

de remplacer les fonctiong et¢ par leurs biorthogonales et dans la construction derfjg’
précédente. ’

Le point (i7) se démontre composante par composante et selon chaquiodiret est classique
dans la théorie des ondelettes.

Pour le point(iii), nous allons donner une preuve qui est plus générale quedmihée par P.G.
Lemarié-Rieusset [79], qui s’est limité aux indicesntiers. De plus, on montre que les dérivées
fractionnaires de ces ondelettes a divergence nulle s@si audivergence nulle. La preuve est

constructive. Pout < i < n — 1, on définit les fonctions{\IlfJ’jf;k}wEQ*J-ezvkezn par :

Pl (o) = 29209 — k) avec  WEI() = ¢ wdin(e)

s dw

Les fonctions¥ ;.7 Sont bien définies, appartiennent/z (R™))" car, par hypothése, |
sont dans{Hs(IR{")) et vérifient la propriété de divergence nuIIe :

wzgk

—

EWSI (€)= .| Wi (€) = [¢]Pe. Wi () = 0

—

Par définition, on ab” d“’(o) =0, donc:

7dl
/R U () =0

s,div

Par Parseval, on construit les dua‘l[eg de maniére analogue a partir dﬁglj puisque :

sdw sdw v v
(Uo7 50y = (e ) o) = 6,

De plus, cette famille de fonctions est une partie totaleL@Z%(R"). Pour le voir, soitV =

Vect{\Ifjffi]”.k}weQ*JeZ,keZn et V I'espace biorthogonal correspondant. Par définition dede b

thogonalite, on a :
(L*®RY)"=VEPVH
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Soit f € L2, (R") telle quef soit orthogonale &, alors :<f/\1ffﬁ";’k> = 0. Ce qui veut dire que

la projection biorthogonale dﬁsuIV est nulle, dong‘?e V<eton en déduit qufe vinvdi,
De plus, la distribution(—A)*/2f est dans(H—*(R"))" (commef € (L?*(R™))", il suffit de
remarquer quél + [£[2)7|¢|?* < 1) et elle vérifie :

(Fluss ) =0e (A2 fjud ) =0 (1.4.23)

UJ,ZJ,]C UJ,ZJ,]{)

Comme Ieslfffg’j . forment une base d&?,, (R"), en prenanf comme fonction test, on a:

JRIGRE (1.4.24)

ce qui veut diref: 0. Pour la suite, on aura besoin du Lemme suivant (Lemme deelettps) :

Lemme 1.4.1 [79]
Soitf € L*(R) a support compact, de clasgé pour une > 0, tel que [ 0(x)dx = 0; alors il
existe une constanté(#) > 0 telle que :

Y (Ajk) € (27, 1Y Nisbinllzze) < COINkllez2) (1.4.25)
7.k

Les propriétés des fonctioris’ pdiv . i Citées plus haut font que ces fonctions vérifient les hysathe

w,2,7,

du lemme 1.4.1 exceptée la condition d’éfie Pour avoir cette derniére condition, on utilise le
théoréme d’injection de Sobolevit™ (R™) ¢ ¢™"/2(R™). Pour toutr > 0, on a:

i .
||\I’S ZUH H’I‘*S(Rn))n S ||\Ilgzrl;||(H"‘(Rn))n

s dw

Alors, poure = 7 —s — 5 > 0, les fOﬂCtIOﬂS\I’ sont dang’¢. En utilisant le lemme 1.4.1

précédent, on déduit que :

s,div 1/2
| Zaw,i,j,k\l'ojij7ku(L2(Rn))” <C¥) (Z ’aw,i,j,k’2> (1.4.26)

et un argument de dualité donne :

1 owin® zgdhﬂwbn~(§:|%wk|> (1.4.27)

Puisque IesIfflj'g ik forment aussi une base de Riesz, I'équation (1.4.27) astrai

d di
1D 0w @357 kll e @y ~ 11D 0w iS5 llwe @y

Pours > 0, la norme def dans(H*(R"))" est équivalente Bf| 2 gny)n + | (—A)%2 fl 12 @ny)e

etque(—A)"2 Y a1 U =3 awvivj,RQjS\Iffj’jf;”k, alors(ii¢) découle directement de I'éva-

luation de ces deux derniéres normes. [ |
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Remarque 1.4.1
La derniére partie de la preuve est une adaptation de la pregénérale de Y. Meyer [91] pour
caractériser la norme des espaces de Sobulew’(R") d’'une série d’'ondelettes.

1.4.2 Ondelettes a divergence et ondelettes a rotationnallranisotropes

Les bases d'ondelettes a divergence nulle anisotropexliuites dans [40] sont trés simples a
utiliser en pratique. Dans la suite de ce travail, tous lgerdhmes numériques seront fondés sur
I'utilisation de ces bases anisotropes. Dans ce cadre pngisie moins de fonctions analysantes.

Ondelettes a divergence nulle anisotropes

On garde les mémes notations que celles de la section préeédans I'analyse multirésolu-
tion formée pafV;};cz ol :
7 1
Vj=V;x...x V7 (1.4.28)
il a été prouvé dans [39,40] gu’on pouvait construire 1 ondelettes a divergence nulle anisotropes
notées{@iffk}izlvn_l. Ces ondelettes sont telles que pour toute foncfien L2, (R"), il existe

une unique suite réelle notéd?ﬁ”k}izl,n_l telle que :

n—1
f=> nggfk\yglgjk (1.4.29)

jkezn i=1
De méme, on peut construire— 1 fonctions d’échelle notée@f’;}k}izl,n_l telles que :

n—1

Sdiv/ A\ __ div div
P (f)= > el eIy (1.4.30)
kezr i=1

Ces fonctions d’échelle et ondelettes a divergence nulleotopes sont données par leurs for-
mules analytiques suivantes :

e Pourn =2etk, j€ Z?:

i ::' i @ (D) (1.4.31)
I —(903',1@1) QD Ly
et )
div ,_‘ 2205 4, ® U, 1, (1.4.32)

Ik _2j1¢?17k1 ® ¢J1'2,k2

Ces fonctions sont dans I'analyse multirésolution (dé(R?))? formée par les espacé@j =
(le ® Vjo) X (VjO ® le), ce qui facilite les calculs des coefficients.
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e Pourn =3 etk, j€ Z3:

et

De méme, ces fonctions

(‘D}?kl ® ((‘D}vkz)/ ® ((‘03[7]63)/

®??;)7k = _((‘D}’kl)/ ® (p}7k2 ® ((‘0}71‘:3)/ (1'4.33)
0
0

Py = | (Pia) @01, @ (2),) (1.4.34)
—(@j ) ® (P1,) @ Pl

_(p;vkl ® ((‘D}vka)/ ® ((‘03[7]63

div .__
q>37j7k =10 o o 1 (1.4.35)
((’Dj1,k1) ® ((’Djz,kz) ®(’0j3,k3

1
. 212¢ i k1 ® T,Z)JQ kz Q,Z)JS ks
WSk = | =20k ® Uk, ® UG, kg (1.4.36)
0
0
div .
Wty = | 20 1o © % e @ vY, ks (1.4.37)
_2J2¢J1 kl ]2 ko ® ]3 ks
1
div =25 gy @ UG,k DU gy (1.4.38)
ek =10 1.4.
3J.k - )
971 ]1 oy @ Ibp ky @ ¢j37k3

sont dans I'analyse multirésolutim(l.?(R?))? formée par les espaces

V= (VieV)e V) x (VYo V!e V) x (V) VY @V}),cequirend encore facile les cal-
culs des coefficients sur ces espaces. Cette constructgdnsgealise facilement a des dimensions

supérieures avec :

div lignei —
iiK " lignei+1 —

1)/@?’”@(@},1@2 1) ®‘P]k ®(w}’kfﬂ)/?”.@(@}’kln)/ /
(@) @ @ (05 4,) @ 0f g @ (Phgs,) @ @ (9 )

(1.4.39)
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et
0
0
div ._ .Ilgngi — 2J2+1¢§l ®- ®wh e 1?¢1 ]oz+1 by @ ®Owo
ijk lignei +1— | —20iy? | ®---® z,bﬁ, ks @V iy © zbﬁ% hips @0 g
0
0
(1.4.40)

Pour construire ces fonctions, on s’est simplement sernfadwque la divergence du rotationnel
d’un champ de vecteur si elle existe est nulle. On tient a@upséciser que ces bases sont des bases
biorthogonales.

Remarque 1.4.2

Une des propriétés de cette construction d’ondelettes érgiénce nulle est qu’en dimension deux

ou trois, il est facile de voir que les fonctions d’échellortielettes des analyses multirésolution
71 o 170 70 o 171 71 o 1770 & 170 70 o 171 & 170 70 o 1770 o 171

c‘iuales_(Vj ® Vi) x (V] ®Vj)et(Vj ®V; ®V}') x (VJ®VJ ®V}') x (V_j ® V' ® V;') sont

a rotationnel nul. Par exemple en dimension deux, la défimitie cette fonction donne :

7 _ | M @)¢ ()
Y= o)
et comme J
—00(x) = 49! (),
on retrouve finalement :
roti(z.9) = 5-0°@)5 )] - 510 @) w)] =0

de méme en dimension trois on retrouve :

L[ P @Y )90(2) - 0
U= zéo(w)zél(y)z/jo(z) , rot¥=1| 0
O (@)° (y)v' (2) 0

En utilisant les ondelettes duales, on aboutit a un algonghrapide pour calculer la transformée
en ondelettes a divergence nulle, dans le cas de 'analysecki@mps de vecteurs a divergence
nulle. Et on peut faire de méme pour les champs a rotationulel n O

Exemple 1.4.1
On trace comme exemple les champs de vecteurs de la fonc¢éohetle a divergence nulle
rot [p! ® ¢!'] et de 'ondelette associéet ' ® '], avecy! le B-Spline de degré.
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FIGURE 1.9 — Champs de vecteurs de la fonction d’échelle a divesgemtle rot [p' ® ']
(& gauche) et de I'ondelette associés [¢! ® '] (& droite), construites a partir des splines
biorthogonales a trois moments nuls.

Ondelettes a rotationnel nul anisotropes

On va se restreindre seulement aux cag 62 etn = 3 car ce sont ces cas qui seront utilisés
en pratique. Comme en (1.4.16), on définit 'espace desitorg# rotationnel nuL?,,(R") par :

rot
L2, (R") = {f € (L*(R™)" : rot f =0} (1.4.41)

Alors pour construire une analyse multirésolutionZdg, (R"), il suffit de considérer le gradient
des analyses multirésolution formées p&f @ V' }jez sin = 2 et{V! @ V! @ V' };cz sin = 3.

e Pourn =2etk, j€ Z?:

1 ! 1
W ' fﬁmé (® Pik (1.4.42)
’ i @ (i)
et )
rot .__ ' 2],11’&?1,161 ® T’bjlé,kz (1.4.43)
ik 2]21’Z);1,k1 ® T’Z)?mkz -

e Pourn = 3 etk, j€ Z3:

" (f;vkl)/ ® (’10},192 ® @}fka
/
ik = Pk (x)(fj,m) ® Pk (1.4.44)
(‘Djykl ® (‘Dj,k)g ® ((ij{;g)
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et
ot 2 ]11 k1 ® T’Z)h ko T’Z)JS k3
v Jk = 2J2¢11 k@ T’Z)h ke © T’Z)B k3
2]31/} J1,k1 ® wh ko ® wn k3

De méme, sh > 3 on généralise cette construction par :

Tk Vigie, ® @), ] et ’“k Vij, oy ® - @) 4] (1.4.45)

Exemple 1.4.2

On reprend les fonctions de I'exemple 1.4.1. On trace le gham vecteur dé&V[p! ® ¢! et
V[y' 9l

,,,,,,,,,,,,, 2f
~~~~~ Vo .
: R N A A A A ’ .
15r SNNN NV s ] L5- : Tt
SNNANN VLV s oo s Ve L
SSNNNAN\\ |y e N A
W TS SNNNL VUL doe N N
\\\\\\\\\‘£ //////‘/" ST /”7“"/ - -
R A R N o NS R NN
B et E N \\,/()}\ Y
e e . N
osp - 05 e NN frog
e e A NSNS — NN R N N N
R o7/ B NN S S B N i
4,///////; AN < 0 S N—— -
or ,//////f \\\\\\\\ S S NS — NN S s
A O T N NN N TN s s s s
/////7wa\\\\\ llll /\\‘—,//(\ \\\\
05 PPV S A R L R N NN -0.5 T
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FIGURE 1.10 — Champs de vecteurs de la fonction d’échelle a rotagiamul V[»! @ '] (& gauche)

et de I'ondelette associéé[y' ® '] (a droite), construites a partir des splines biorthoganale
trois moments nuls.

1.4.3 Algorithmes rapides de décomposition et de reconstction

Nous allons décrire ici comment calculer la décompositinrordelettes a divergence nulle
anisotropes d’un champ de vectaue L2, (R"). La démarche que nous allons suivre conduit &
des résultats identiques a ceux de E. Deriaz [39]. A la diffée de [39], nous allons nous servir
de fonctions biorthogonales pour déduire les algorithneedétomposition ou de reconstruction.
Nous traiterons seulement le cas= 2, la généralisation a des dimensions supérieures étant im-
médiate. L'algorithme décrit ci-dessous permettra I'gsalde champs turbulents et la mesure de
la qualité de compression fournie par les ondelettes agtivee nulle.
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On considére les fonctions d'échelle a divergence rﬁa;ﬂﬁ et les ondelettes a divergence nulle
\Iljlﬁ normalisées suivantes :

1 0 1 1y
= L 2”%1, Vb g R (Cira) (1 4.46)
J VAL + 472 _2]11’Z)31 k1 ® Q’Z)J27 I \/5 _((’Dj,kl) ® P ko
On démontre alors la proposition suivante :
Proposition 1.4.3 .
Soient les fonction@;“ﬁ et les ondelette@jﬁﬁ définies par :
1 221 L @9 = 4i 1| @ik ©Fjik
gdiv . : : JL kl 32, et ¢div .— J-k1 oz (1.4.47)
Ik VAL A 472 _2j11’b31 kl ]2 k2 ik \/5 Vi @ (’D},kz
ou 7, x est la dualeL*(R) de(y; )" définie formellement par :
= L=
Yik(§) = ~ie%i, k(&) (1.4.48)

Alors, @‘“ﬁ et \I/d’ﬁ sont biorthogonales pour le produit scalaire d&?(R?))? aux fonctions
d'échelle®?y et aux ondelette@;ﬁﬁ.

) )

Preuve :
Cette proposition est immédiate, il suffit de calculer lesdpits scalaires correspondants, en re-
marquant que :

1 ~ 1 ~ 1 ~1
((30) s A5k) = (@500 k)Y = (P s Pjar) = O

Remarque 1.4.3 )
Par définition, les fonction@?iﬁ sont a support compact et de moyenne nulle, donc des oradelett

Par contre, les fonctionéjiﬁ ne sont pas a support compact vu quejes ne le sontpas. O

Comme les ondeletteﬁj.”ﬁ forment une base dB?, (R?), alors, tout champ de vecteure

)

L2, (R?) s'écrit de maniére unique sous la forme :

u= ) (w/URwE = Y dp ey (1.4.49)
jkez2 jkez2
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Pour calculer les coefficien{slﬁ”f{], on utilise le fait quea appartient a I'analyse multirésolution
de (L?(R?))? formée par les espacas; — (Vi@ V) x (V) ®V}') et que sur la base d'ondelettes
de cette analyse multirésolution, ses composanmtes u, s'écrivent :
2
= Y Ay the @ et w= Y Bl o, (1450
j.kez? j.kez?
Avec les nouvelles fonctions a divergence nulle et leurgthigonales, un calcul simple donne les
algorithmes de calculs suivants :

Proposition 1.4.4
Les coefficients d’ ondelett@ﬁ et[d? k] sont reliés au>{dj€hlv{] par :

(1) Décomposition

272 21
div div 1 2
— \I/ — . _ S
ik = (u/ J k) = VAT + 402 4k VAT + 472 %k (1.4.51)
(71) Recomposition
972 271
di ddw et d? ddw 1.4.52
ik~ \/431 + 472 .] k ik~ w/4j1 + 472 .] k ( )
On peut aussi vouloir calculer les coefficients d’échellévardence nulle.
Proposition 1.4.5
Soitu € L%, (R?) NV, un champ de vecteurs dont les composantest u, s’écrivent :
_ 1 1 0 _ 2 0 1
ul - Z C‘],k (’Djvkl ® gpjka et u2 - Z Cj,k (pjvkl ® (pjka (1.4'53)
kez2 kez2
Alors, on a de maniéere unique :
ne Y
kez?
avec
div _ Fdivy _ _
¢l = (/@) = Z 277¢k e | - Z 277 1 (1.4.54)
kf=—00 kj=—o00
Preuve :

Comme Iesb;“ﬁ sont biorthogonales aulld“’, donc on a cdzﬁ = <u/<i>§_”ﬁ>. D’apres leur défini-
tion, toutes les fOﬂCtIOf’I@J . peuvent s ecnre

. +m
=277 (5,) (1.4.55)
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Le calcul du produit scalair(al/é;?ip donne :

F,di ~1 ~ ~ ~1
<u/(I)j’Zﬁ> - <u17 (pj,kl X ’Yj,k2> - <u277j,k1 & ¢j7k2>

et
~1 ~ ~1 0 x
(U1, &5k, © Vjkz) ch' K, ¢j,k;7 (pj,k1><(pj,k§77j7k2>
+oo
L »
Y T Y = Y T
kLeZ n=Kk}, kh=—o00

En calculant(us, ¥; 5, ® @1. k) dela méme facon, on démontre la formulet.54). [

De facon similaire, on déduit les algorithmes de calcul deffaents d’ondelettes a rotationnel
nul. On considére l'analyse multirésolution @& (R*))* engendrée par les espadés = (V) @

V) x (V@ V). Pouru € L2, (R?), on note[dj% 1) et [dJ? 1) les coefficients de la décomposition

de ses composantes respectiugeet u, sur la base d’'ondelettes associée 5@( Commeu est
dansL2,,(R?), on peut aussi I'écrire sous la forme :

rot
_ rot rot
u= ) dif Ui
j.kz2

rot

Avec une adaptation des notations, on aboutit a :

Proposition 1.4.6
Les coefficients d’ ondelett@ﬁ et[d? k] sont reliés au>{d3’0f{] par :

(1) Décomposition

271 XL
rot _ rot e 1 e 2
dx <u/\If k) = m%,k* \/mdmk (1.4.56)
(71) Recomposition
1 rot 2 rot
G = \/m Gx et A= m di (1.4.57)
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1.5 Approximation non-linéaire sur base d’ondelettes a digrgence
nulle

Pour établir les résultats d’approximation non-linéairelsase d'ondelettes a divergence nulle,
on a besoin d'un certain nombre de conditions de régulatriié@ enoments nuls sur ces ondelettes.
Ces conditions sont satisfaites une fois que les analys#sénalution scalaire'fevg? 1<k <
n}jez utilisées pour construire les espa&éJs les vérifient. Pour touk, on suppose alors que les
analyses multirésolutio#@V?} et leurs biorthogonales respectives sont suffisammenti¢égsl
On désigne pat la plus petite régularité et parle plus petit nombre de moments nuls qui leur
sont associés, respectivemértts pour les biorthogonales. De plus, on suppose que ch{a‘q@@
vérifie les estimations de type Jackson et de type Bernstela skction précédente.

Pour établir les estimations, on n'utilisera que des basaaldlettes a divergence nulle iso-
tropes, le cas anisotrope se traite de maniére similairdaf@n commode, on change aussi les
notations. Pour tout champ de vecteurs a divergence fiudleL?, (R™)", sa série d’'ondelettes a

divergence nulle sera notée :
n—1
o . i
=22 > it vii, (1.5.1)
IeT WEQ,’;’ =1

de telle sorte que, pour todt € Z, le volume du support de la ieme composant{elliig i de
I'ondelette ¥4 ; soit de I'ordre de2="™ ( |I| = 27™) pourl < k < n. PourN > 1, on notera
»4iv respace engendré par au pl¥n — 1)(2" — 1) ondelettes a divergence nulle :

S ={gn =1 Y ) div ud A CTetCard(A)< N}, N>0 (152
IeA w4

L'erreur d’'approximation non-linéaire dﬁe L% (R™) sur cette base a divergence nulle sera noté
U(f> E%U)LP :
o(f, 5% e = inf ||f — Gl (e (rny)n (1.5.3)
gnesd

Proposition 1.5.1
Soitp €]1,+00[,0 < ¢ < petd < s < atel que = % —
(B, ,(R™))", il existe une constant€ > 0 telle que :

. -
5 Alors pour toutf € L7, (R") N

o(F,2%) e < ON"%| fll (s, oy (1.5.4)

Preuve :
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Comm,e_‘on retlen,t les plus gra_nds coefficients, on supposeeagpieoefficients d’ondelettegf§7 I
sont déja ordonnés comme suit :

div \I,div

Hddll} dZ’U w,l,[zH(Lp(Rn))n 2 e (155)

wit, Yoo nlle@oyyn > 11dg7 1,
et pour toutf = (f1,..., fn),0na:
fe (B, R)" & fr € B (R"), Vk

Chaque composantg. est donnée par :

fk—z Z Zdilff,f ZZ,;),I 1<k<n

1€ wef2}, =1

Alors pour démontrer cette proposition il suffit de prouviedgalité composante par composante.
Or, pourl < ¢ < n d'aprés la proposition 1.3.1, on a la majoration suivante :
inf ||fi — [Gn)illLony < ON" = | fill s, (rm) (1.5.6)
ﬁNGE‘f\?” >
De la définition de la normq.H(ng(Rn))n et de cette derniere équation, on déduit la proposition
en faisant la somme et en gardant la plus grande des corsstpantsont devant. |

On terminera cette section avec I'inégalité suivante de fprnstein sur la base d’'ondelettes a
divergence nulle.

Proposition 1.5.2
Soitp €]1,+00[, 0 < g < petd < s < atel ques = % —
C>0ona:

%' Alors, pour une constante positive

1 Fllss yn < CN I Fll e @nyy (1.5.7)
pour tout f € Xdiv N > 1.

Pour démontrer cette derniére proposition, il suffit de mgumer qu’'on peut utiliser I'estimation
donnée par la proposition 1.3.2 sur chaque composanfe de

Exemple 1.5.1

On donne un exemple de décomposition en ondelettes a dicergelle d'un champ de vecteur
u périodique a divergence nulle issu d’une simulation numégi Les ondelettes analysantes sont
celles de Daubechies orthogonales & quatre moments nuts4) pour !, Lesy sont calculées
par dérivation. La résolution maximale e$t= 10. Puis on trace la carte des coefficients d’on-
delettes & divergence nulle normalisés d’un factz{iet la courbe d’erreur d’approximation non
linéaire sur chacune des composantes en échelle logadtmniLa pente observée sur la figure
1.12 est de I'ordre d@.8, ce qui donne une régularité de6 pour le champ. De méme on constate
que ce champ est dagg;  (R"))" pours = 1.6 etg = 1/1.3.
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FIGURE 1.11 — Champ de vecteurs périodique a divergence turbuato(te), champ scalaire de

vorticité suréchantillonné associé ( a gauche). La résol@dst.] = 10.
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FIGURE 1.12 — Coefficients de la décomposition en ondelettes agiwnee normalisés (a gauche)

et courbe d’erreur d’approximation non linéaire (a droite)

Exemple 1.5.2

Dans cet exemple, on étudie la projection du champ de vexteu rot[sin(27z) sin(27y)] en
fonction de la résolutiony. Comme le champ est assez régulier, la pente de la courberdeur ¢2
en fonction de la résolutiod en échelle logarithmique donne les moments des ondelgitisSes,
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ici 9! a5 moments nuls tandis que a 4.

Erreur relative en \|.||2 de la projection de Rot[sin(2pix)sin(2piy)]

10° \ T

FIGURE 1.13 — Erreur a I'échelle logarithmique de la projectionrde[sin(27x) sin(27y)] sur
Vj”” en fonction de/. Avece!' générateur orthogonal de Daubechies 5.
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Chapitre 2

N\

Ondelettes a divergence nulle et
ondelettes a rotationnel nul sur|0, 1]

Comme dans le cas d&2(R"))", le principe de construction des ondelettes a divergenite nu
ou arotationnel nul dand.?([0, 1]™))™ repose sur la construction d’une analyse multirésolut®n d
(L2([0,1]™))"™ qui vérifie la propriété de commutation des projecteurs inéchelles avec I'opé-
rateur de dérivation sup, 1]. Dans cette partie, on propose une construction pratiquielids
analyses multirésolutions. Cette construction entre tanadre théorique de la construction faite
par A. Jouini et P.G. Lemarié-Rieusset dans [72], toutefllis utilise des générateurs biortho-
gonaux quelconques alors que celle de A. Jouini et P.G. LiérRaeusset utilise les générateurs
orthogonaux a supports compacts de Daubechies. L'appsamntsl de notre construction est gu’en
dépit du fait qu’elle permet d’approximer les fonctions @etdgence nulle ou a rotationnel nul de
(L3([0,1]™))", elle fournit une nouvelle classe d’analyses multirésohg a divergence nulle ou a
rotationnel nul avec des conditions aux limites physigéesant de construire les ondelettes a di-
vergence nulle sur le cube, 1], on rappelle I'essentiel des propriétés et la construatianalyses
multirésolution sur l'intervalle utiles pour la suite.

2.1 Analyse multirésolution sur l'intervalle

L'utilisation des analyses multirésolutions dé(RR) de la section précédente reste limitée en
pratique, puisque les signaux qu’on cherche a analyserdsotdille finie. La construction d’ana-
lyse multirésolution sur des compacts e fait I'objet de nombreux travaux dont on ne cite ici
gue ceux qui nous ont inspirés [2, 26, 92]. Le cas qui nousasse est celui des analyses multiré-
solution biorthogonales, utiles pour la construction dedetettes vecteurs a divergence nulle ou a
rotationnel nul sur le carré. La démarche que nous allonsesdians cette section est celle de P.
Monasse et V. Perrier [95] que I'on va généraliser au cagHmgonal de maniére aisée, puis pour
la construction des ondelettes nous nous inspirons de Krootion de A. Tabacco [109].

65



tel-00544373, version 1 - 7 Dec 2010

66. CHAPITRE 2 : Ondelettes a divergence nulle et ondelettes a rotationsur [0, 1)

2.1.1 Fonction d’échelle suiR™
Soient(Vj(R), f/j(R)) _Z deux analyses multirésolutions biorthogonatsguliéresde L2(R),
Je

associées aux fonctions d'échelle conjuguges 5 de supports compacts;, no] et[fi, fiz] res-
pectivement. On suppose aussi que leurs ondelettes condemes) ety ont chacune respecti-
vement; etr moments nuls :

/xqu(x)dxzo, q=0,....,i—1 et /xqz/?(x)dxzo, ¢g=0,...,r—1 (2.1.1)

Dans la suite, on supposera toujours gue r. Si tel n'est pas le cas, il suffit simplement d'échan-
ger le réle entre les deux analyses multirésolutions. Lattoction d’analyse multirésolution sur
R* sera donnée seulement pour la base primaire. Pour ce qu &sbdse duale, on sous-entend
gu’elle sera faite de fagon similaire. D’autre part, powfier des avantages de la symétrie il sera
préférable dans certains cas de considérer les fonctiégahelle qui gardent le mieux cette pro-
priété par rapport a leurs supports. Pour construire ungsenanultirésolution de.?(R™), I'idée
essentielle est prendre une analyse multirésolutiod*d®) et de garder toutes les fonctions de
base dont le support est inclus dakis, puis de compléter cette base par des fonctions*d®)
qui permettent une reproduction polynomiale identiquelstr Soitd, > 0 un parameétre entier et
pourj > 0, on notermt (R*) I'ensemble de toutes les fonctions d’échellg, telles que leurs sup-
ports soient inclus dans l'intervall@ =y, +oco[. Commey est & support dar(s, n»], un calcul
simple montre que :

VI RY) = Vect{g;r : k> ko =0 —ni} (2.1.2)

En choisissant un autre paraméise> 0, on définit de méme I'espadé’™ (RT). Soit V;(R)|r-+
I'espace engendré par les restrictions deg aR™ :

Vi(R)|g+ = Vect{p;r xg+ : k € Z}

Définition 2.1.1

Une analyse multirésolution biorthogonale dé(R*) associée au couplép, ) est une famille
d’espaces notég;(R*) et V;(R") telle que :

(i) V;(R") C V;a(RY) etVi(RY) € Vi1 (RT), ¥ j € Z

(i) Vi"(R¥) C Vi(RF) C Vj(R)[z+ etVi™(RY) C Vi(RT) C V;(R)|r+

(i) Ujez Vi(RY) etz V;(R™) sont denses dans?(RT)

(iv) Pour toutj € Z, les espace¥;(R™) etf/j(RJf) sont biorthogonaux pour le produit scalaire
de L?(R™).

Dans la définition des espack$(R™), on souhaite garder I'ordre d’approximation polynomiale
donné par les fonctions d'échellgx — k) surR. La propriété de regularité de la fonctigret des
moments nuls de I'ondelette biorthogonalese traduisent par :

4
VeeR, ==Y pk)pz —k), YE=0,...,r—1 (2.1.3)
nT
S



tel-00544373, version 1 - 7 Dec 2010

2.1 Analyse multirésolution sur l'intervalle 67.

Les coefficientspy(k) = (¢k, %f> sont des polyndmes de degféen k et ils sont donnés par
I'équation :
‘

~ CZ—?’L n
pe(k) = Z:O Tk (2.1.4)
avec : .
Cpp = / () de (2.1.5)
R m.
Les moments”,,, peuvent se calculer récursivement selon I'algorithme :
Co=1
(2.1.6)
Cr= 5= Sy MyCoy,
avec les constante¥, données par :
1 N mk
My = — P —— 2.1.7
e=5 2 b (2.1.7)
m=ni
Alors, pour toutr € R, on peut écrire :
xz ko—1 “+00
= Z Pe(k)p(z — k)X[0,400[(T) + Z pe(k)p(x — k), Ve=0,...,r—1
k=1—no k>ko

Cette propriété de reproduction polynomiale au borsera conservée dani§(R™) grace aux
nouvelles fonctions d’échelle de bord que I'on va définir. élngement d’échelle, comme on va
le voir, il suffit de définir celles qui sont dai§ (R ™). Ces fonctions de bord seront définies comme
étant les reproductions tronquées des mondmes de degtiéumféu égal & — 1 par les fonctions
d’échelleyy, telles que leurs supports rencontrent I'intervéley, .

Définition 2.1.2
Pour0 < ¢ < r — 1, on définit les fonctions d’'échelle de bord @motéesd,, par :

ko—1

()= > Pelk)p(z — k)Xopoo(®),  0<L<r—1 (2.1.8)
k=1—no

L'espacel(R™) est alors défini par :

Vo(RT) = Vect{®;: 0 < <r—1}® Vect{pg : k > ko =05 —n1} (2.1.9)
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De maniere générale on définit darigR ™) les fonctions®,; , comme étant les dilatées dés :
O (x) =220, (2 )

D’aprés cette définition, il est facile de voir qu'on garderiéme nombre de fonctions d’échelle
de bord indépendamment de I'écheflehoisie. Pour des explications plus précises de ce choix,
Voir [86, 95, 109].

Remarque 2.1.1

Par construction les fonctions d'échelle de bdrd conservent la propriété de reproduction poly-
nomiale et elles ont la méme régularité que les fonctionségeaud o, surR. Par ailleurs, il existe
d’autres constructions dans [2, 90] qui permettent de coresed’autres propriétés telles que la
symétrie ou celle de [37] dont le souci est d’adapter la basma topologie plus complexe. O

Un des avantages de cette construction est que les fonatiéalselle de bord vérifient une
relation matricielle a deux échelles simple a exprimert&eglation est fondamentale dans I'im-
plémentation des algorithmes numériques. Daii& *) cette relation est donnée par la proposition
ci-dessous [95].

Proposition 2.1.1

(i) Pour0 < /¢ <r—1,lesfonctions de boré, sont linéairement indépendantes.

(i) Il existe une matrice noté® de tailler x (n2 + ko — 1) et une matrice noté® de tailler x r
telles que :

P P Dk
- |G=p| : |@+B ; (2) (2.1.10)
D, D, Ony+2ko—2
avec :
D;j=08_;/2""1 1<i,j<r (2.1.11)
L 115
Bit1,j—ko+1 = pl;;]) -2 pi(m)hj—om (2.1.12)
m=ko
pouri =0,...,r —1letj=ko,...,ne + 2ky — 2, avec|z| qui désigne la partie entiére de

(iii) Les espacesﬁ‘/’j(}RJf))jEZ définis par :
Vi(RY) = Vect{®;,: 0<l<r—1}d Vect{pjr: k>ko=0 —ni} (2.1.13)

forment une analyse multirésolution dé(R+).
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De plus, on peut voir que :

PE) _ /5 S ) nom (2.1.14)

2k
meZ
ce qui permet de déduire une formule plus simple pour le tdlesitermes de la matride :

ko—1
Bittjkot1 =V2 Y pi(m)hjom (2.1.15)

m=| 52

Une construction analogue a celle des esp&¢ER ™), avec le paramétr& et la fonction d'échelle
biorthogonales donne une nouvelle analyse multirésolution/d¢R ") engendrée par les espaces

Vi (RT).

_ Les fonctions d'échelle intérieures des analyses muttinéiens engendrées paf;(R™) et
V;(RT) vérifient :

(Qrs Prr) = Op—pr, Yk, k' > Ek* o0 k* = max{ko, ko} (2.1.16)

Pour avoir une analyse multirésolution biorthogonald.@@*), il suffit alors de biorthogonaliser
les fonctions de bord et un nombre fini de fonctions intéegsyrés de bord éh Plus précisément,
on aura a rendre biorthogonaux les deux ensembles de fosatigvants :

{(I)g,f:(),...,r—l}U{ng, k,’:k(),...,k‘*—l}

et
(g, 0=0,...,7F =1} U{@p, k =ko,... . k* =1}

Pour; € Z, on définit les espaces de bdr(R*) et V?(R*) comme étant les espaces engendrés
par ces fonctions :

VI(RT) = Vect{®;,: 0< ¢ <r—1}@ Vect{p;y: k=ko,....k* — 1} (2.1.17)
et
VI(RY) = Vect{®;,: 0<(<7—1}& Vect{@jr: k=ko,..., k" —1} (2.1.18)

Un calcul simple donne : .
dim V}(R*) = dim V(R™) (2.1.19)
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Remarque 2.1.2 .
En pratique, on impose le choix des paramétres entiget , tels gu'ils vérifient :

ko—7=ky—r (2.1.20)
Ce choix donné* = 7 et permet d’assurer I'égalité des dimensions lors du passag I'intervalle
[0,1].

Comme on a supposé> r, on peut ordonner les bases de fonctions déchellg &™) etV (R)
de la maniére suivante :

W)(R+) = VeCt{q)Ov SRR q)r—l} D VeCt{Sok*-‘rk—f? k> T}

et
Vo(RT) = Vect{®q, ..., 71} & Vect{ @147, k > 7}

Si on note sans distinction ces fonctions des bagest ¢, en posant :
Vo(RT) = Vect{py, k >0} et  Vo(RT) = Vect{gy, k >0} (2.1.21)

la relation a deux échelles (2.1.10) que vérifient les famstide bord combinée a celle des fonctions
intérieures fait qu'il existe des matrices notdé®t H telles que I'on puisse écrire :

+00 +oo .
ov= Himprm € @p= HimPim (2.1.22)

Si les bases ont été biorthogonalisées, il est facile degumir:
H-(H)T =1 (2.1.23)

Alors la biorthogonalisation consiste a trouver les bormasgricesH et H qui vérifient 'équation
(2.1.23) précédente.

2.1.2 Biorthogonalisation des fonctions d’échelle de bord

Les fonctions d'échelle de bord de la section précédentemgas biorthogonales. Dans cette
partie nous expliquons les techniques utilisées pour aldes bases biorthogonales f&(R™).
Ce probléme de la biorthogonalisation de fonctions de botdt p'importe quel type de générateur
d’analyses multirésolutions biorthogonales reste enaomrobléeme ouvert. En effet, on ne dispose
pas de preuve qui montre l'inversibilité de la matrice deneegénéral®,, ), pour les fonctions
de bord del’? et V. On sait résoudre le probléme seulement dans le cas orthbgdiia matrice
de Gram est symétrique définie positive [2,95], ou celui dawrpteurs B-Splines biorthogonaux
dont une preuve est donnée dans [33]. Dans ce travail, orésamier quelques techniques utilisées
en pratique pour remédier a ce probléme.
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On considére dans un premier temps le cas des génératewwgamraiux, c'est a dire = ¢ et
r = 7. Et on noteG®® la matrice de Gram des fonctions d’échelle de bor6 en

(G g = (@1, @), 0<Lk<r—1 (2.1.24)

Dans ces conditions, la matricg®® est symétrique définie positive. On peut procéder a une or-
thogonalisation de type Gram ou de type Gram-Schmidt [2,R8{ir avoir des fonctions de bord
orthogonales, dans les deux cas la méthode consiste a Ereckehd’une matrice inversible notée
A qui satisfait :

I=AG®®AT (2.1.25)

Le procédé de Gram revient a choisir la matriteomme :

A= (GP)7 (2.1.26)

Pour Gram-Schmidt, il suffit de considérer la décompositierCholesky de la matric6®® sui-
vante :

G¥* =rL"
Ceci n'est rien d’autre qu’une décomposition de tyipE appliquée a la matric&®® qui est
symétrique définie positive [20]. Alors, on pose :

A=1L"1

La nouvelle famille de fonctions d’échelle de bord orthogles, notée aus@®, pour alléger la
notation, est obtenue en considérant les fonctions :

D o
: = A (2.1.27)
(I)r—l (I)r—l

Dans le cas biorthogonal, comme en générgl 7, la matriceG®-® de terme général :
(G* P = (@1, By), O<I<r—1et0O<k<i—1 (2.1.28)

n'est plus une matrice carrée, d’ou surgit une premierecdité. Méme dans les cas ou= 7,

on ne peut s'assurer de la non-singularité de cette mataige pimporte quel type de générateur
d’analyse multirésolution biorthogonaux et ¢. Pour rendre carrée cette matrice, on ajoute des
fonctions intérieures en ajustant les paramedgest & [2]. Ce qui revient & remplacer la matrice
G®* par celle des fonctions de bases des espa(¢R ") et V/(RT) définies en(2.1.17) et
(2.1.18). Ensuite on peut tester numériqguement la non-singulagitéette matrice. Si cette matrice
est inversible, la fagon la plus générale de rendre les iforcid’échelle dd/’jb(]R{Jf) et f/jb(RJf)
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biorthogonales est de procéder a une factorisation du bBfpesur la matrice complétée, notée
aussiG®? :

G*® = LU (2.1.29)
et pour que I'on ait : i
I =AG®®AT (2.1.30)
il suffit alors de poser : )
A=L"1' e A=UuT (2.1.31)

Ainsi on obtient deux classes de fonctions de bord localigé® biorthogonales que I'on notera
encore{®y},—q _ p=—1 €t{Ps}y—o . 1+—1 définies par :

00
o, :
; _a| ¥ (2.1.32)
Pko
Dy k-1 )
Pr*—1
et .
%)
&y 5
: — Al P (2.1.33)
B ko
Ftk*—ko—1 .
Prr—1

Ce choix de la biorthogonalisation n’est pas unique, @ai en pratique il est plus simple de
poser :

A= (G‘I”‘i’)_T et A=1 (2.1.34)

Dans ce travail, on utilisera en pratique I'orthogonal@atde type Gram(2.1.26) pour les
générateurs orthogonaux et la biorthogonalisation dééimi@.1.34) pour les générateurs biortho-
gonaux, compte tenu de leur simplicité.

Remarque 2.1.3

La base des moném%ﬁ n'est pas tres stable, cela augmente le conditionnemena deakrice
G®?® en fonction de- et #. Pour avoir un meilleur conditionnement, une alternativnsiste a
prendre la base des polynébmes de Lagrange, qui est plusestatbt'orthonormaliser entre elles
les fonctions d’échelle de bord de la base primale et cekedbase duale [89,90]. On peut aussi
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utiliser les polyndmes de Chebychev, ce qui donne un medtnditionnement de la matrice en
normeL [116].
O

Exemple 2.1.1

On trace sur la figure 2.1 une fonction d’échelle intérieutdes trois fonctions d’échelle de bord
en0 dans le cas du générateur orthogonal de Daubechiesecr = 3 capacité de reproduction
polynomiale. Le support de est inclus dans—r-+1, ] et le parameétre entier correspondg = 2.
Un procédé de type Gram est utilisé pour orthonormalisefdestions de bord.

Sur les figures 2.2 et 2.3, on trace les fonctions d’échetlrigures biorthogonalep et 4 et les
six fonctions de bords dans le cas des générateurs biortteagoB-Spling3, 3). Les parametres
des supports sont; = —1,n, =2, r =3, = -3, s =4etF =3.0na choisid, = 0 ce qui
donned, = 2, et permet de minimiser le nombre des fonctigrmaodifiées au bord. On a utilisé la
biorthogonalisation définie par I'équation (2.1.34) pouotihogonaliser les fonctions de bord.

FIGURE 2.1 — Fonction d’échelle intérieuré®ligne & gauche) et les trois fonctions de borden
Cas du générateur orthogonal de Daubechies a trois momasts n
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FIGURE 2.2 — Fonctions d’échelle biorthogonales, cas des gémngsaBSpline biorthogonaux a
trois moments nuls» = 7 = 3.
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FIGURE 2.3 — Fonctions d'échelle de bord biorthogonale® eBas des générateurs B-Spline bior-
thogonaux a trois moments nuls = 7 = 3.
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2.1.3 Base d'ondelettes suR™

Dans cette partie, on construit les bases d’ondeletteshbigonales associées aux fonctions
d'échelle sur la demi-droite. Pour construire ces ondesett existe plusieurs fagons de procéder.
Dans tous les cas on cherche des bases qui vont engendrepdessl;(R™) et W;(R™) définis
par :

W;(RY) = Vit (RT) N (GRT): et W(RY) = Vi (RT) N (V;(RT)D (2.1.35)
Une conséquence directe est que :

W(RY) L V(RY) et W;(RY) L V;(R")

Par invariance et par dilatation, il suffit de construire deslelettes dé¥,(R*). On commence
d’abord par définir les ondeletteg. — k) intérieures. D’apreés la relation a deux échelles satesfait
par 'ondelettey, = (. — k) :

1-n14+2k
¢k(9€) = Z gm—2k(p1,m(w)
m=1—n2+2k
on déduit directement que pour tout entigiel que :

o+ ko — 1
k>py o0  pp= L%J, (2.1.36)

les ondelettes)(.—k) s’écrivent comme combinaison linéaire des fonctions cééetdeV™ (R™),
fonctions de de/;(R™) dont le support est inclus dans lintervall&, +oo[. On définit alors
comme pour le cas des fonctions d'échelle I'ensemble deslettels intérieured/"!(R™") par :

WEHRT) = Vect{y)(. — k) : k> po} (2.1.37)

Les ondelettes de bord seront alors une base de I'espacempiéte les ondelettes intérieures
dansWy (R ™). Plus précisément on cherche une base de I'espace :

VI(RT)\ (Vo(RT) & W™ (RY)) (2.1.38)

La dimension de I'espace qu’on cherche a engendrer par tedaites de bord est exactement
po (voir [2, 86, 90]), et les fonctions d&, (R™*) reproduites par ces ondelettes de bord sont des
fonctions d’échelle intérieures [2,90, 109]. C'est unesgauence de la relation de recomposition
(1.1.25) qu’on écrit de fagon plus explicite :

LWE;LIJ |_m+7;271J

V2p(2z —m) = > hpoawpr—k)+ D Gmoawt(z — k) (2.1.39)

k:\_m;fQJ k:L%J
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Cette derniére relation permet de dire que pour les indices ny + 2kg — 1, toutes les fonctions
©1,m sont des combinaisons linéaires des fonctions d’échebeigures dé/j"!(R™) et des onde-
lettes intérieures d&/;"! (R ™). Pour définir les ondelettes de bobd, il suffit de prendre une fonc-
tion sur deux parmi les fonctions d’échelle intérieures quaamtes{y; 1, ko < k < ng+2ko — 2}
deV;(R™), puis leur soustraire leurs projections $gfR ™) [2,90]. Ce qui permet cette premiére
définition des ondelettes de bord :

Définition 2.1.3
Soitpy = L%’“O‘lj et pour/ = 0,...,pg — 1, les ondelettes de bordr, sont définies par
I'équation :

V() = V2 (I = Pyygey) (022 — ko)) 0,400 ke = 2ko + fg +2(0 — po)  (2.1.40)
Ici I désigne 'opérateur identité.

Proposition 2.1.2
Pour0 < £ < pg — 1, les ondelette¥, forment une famille libre de dimensigg. En plus on a:

Vect{W,: 0 <L <py—1} L Vp(RY) (2.1.41)

Preuve:
Nous allons montrer seulement que cette famille est lilereg$te se déduit de la construction des
U,. Pour cela, il suffit juste d’utiliser la définition :

po—1 po—1 po—1
Z AWy = Z Aok, — Z AP+ (#1,k) (2.1.42)
=0 =0 =0

CommePy; g+)(¢1,k) € Vo(RY) C V1(RY), alors on peut écrire :

Puoes) (P1k,) = Y alorn
k>0

ou on a notép, j, les fonctions dé/; (R™) sans distinction. En substituant cette derniére relation
dans(2.1.42), on trouve :

po—1 po—1 po—1
3 (3= S et o= 5 (3 et
£=0 k=0 k#k, \ £=0
Une combinaison linéaire des fonctiods est nulle, si et seulement si, pour tdutt &k, et0 <

{<py—1,0na:
po—1 po—1

Ao — Z)\kaﬁlzo et Z/\gaizo
k=0 £=0
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De part leurs définitions, les coefficier(tsf;) ne sont pas nuls, et ils ne peuvent pas étres tous
proportionnels ou égaux a la fois. Alors, la seule solutiansgit compatible aux deux systémes
précédents esty = 0,0 < ¢ < py — 1. Ce qui montre le résultat. [ |

Remarque 2.1.4

L'idée de prendre une fonction sur deux parmi les fonctioanguantes, proposée pour la premiére
fois dans [2], vient du fait que si I'on écrit la relation deaemposition pouk = kg, ..., 7o +
2ko — 2, on retrouve cette série d’'égalités :

D1 fig+2ko—2 = Mo P0,ko—1 F Riig—200.k0 + Nia—aP0 ko+1 + - - -

P10 +2k0—3 = Nia—190,kg—1 F Riia -390,k + Pia—500 ko1 + - - -
D1, fia4+2ko—4 = Niap 00 ko—2 + Piig—200,k0—1 + Niy—aPo ko + - - -

et ainsi de suite. Comment se termine cette série dépendpdeité deky — ns. Sikg — 1o = 21,
on retrouve finalement :

O1ko+1 = Pip—1900,t0+1 + Pin—3900,t0+2 + Pis—500,t043 + - -

PLko = hiyPo,tg + Pig—200,t0+1 + Niiy—a0,t04+2 + - - -
par contre siky — 7o = 2tg — 1, on retrouve :

O1ko+1 = Ry 0,t + Riig—2900,t0+1 + Rig—aP0t942 + - -

O1ko = Pia—1%0,t0 + Piig—3%0,t01 + Pons—590,t04+2 + - - -

L'apport de la correction grossiére sur les fonctions ingéires assure leur indépendance linéaire
vis a vis des autres fonctions non choisies dep® ™). 0

Par une procédure analogue, on constfiyit= L%’%‘lj ondelettes de bord dans I'analyse
multirésolution duale et on définit I'espati(R+) de fagon similaire. Sojt* I'entier défini par :

p* = max{po, po } (2.1.43)
Par analogie au cas des fonctions d’'échelle, on définit faglés d’ondelettes de bord suivantes :
{4 6=0,...,p0 — 1JU{e(. — k); k=po,....p" — 1} (2.1.44)

et
{Bg; £=0,..., 0 — 1 U{B(. — k); k=7o,....p" — 1} (2.1.45)
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De méme, on définit les espaces d’ondelettes de BER™) et We(RT) par :

WR(RT) = Vect{Wy; £=0,...,po — 1} ® Vect{y)(. — k); k=py,...,p* —1}  (2.1.46)
et

WE(RT) = Vect{Wy; £ =0,...,50 — 1} ® Vect{t(. — k); k= po,...,p* —1}  (2.1.47)
On adapte aussi les définitions ddg™ (R*) et Wi™(R*) comme pour le cas des fonctions
d’échelle.

Nouvelle définition d’ondelettes de bord

La définition 2.1.3 des ondelettes de bord peut engendréiilties de bord dont les supports
peuvent devenir trés grands en fonctionpdeCe qui augmente la complexité de I'algorithme de
transformée en ondelettes rapide sur I'intervalle : au barfait une multiplication matrice-vecteur.
D’ou I'intérét d’avoir des filtres de bord bien localisésrBanstruction, on voit que les ondelettes
de bord delW(R*) sont biorthogonales aux autres fonctions d’échelle ietées del(RH),
mais on ne peut pas garantir leur biorthogonalité vis a vis aléres ondelettes intérieures de
Wo(R*). Pour résoudre ce probléme, on propose une nouvelle définitis ondelettes de boig
de W2(R), en leur enlevant leurs projections sur les ondelettesiénies deV:™ (R*) [109] :

Définition 2.1.4
Uy(x) = V2 (I = Pyyry — Q) (022 — ko)) [o400f £=0,...,po—1  (2.1.48)

Ici Qo est I'opérateur de projection sur les ondelettes intéresudelV™ (RT) :

Qu(f) = > (f r (2.1.49)

k>p*

On procéde de méme pour les ondelettgsLa propriété de biorthogonalité est toujours conservée
entre les ensembles des ondelettes intérieures de deysematultirésolution siR*. Pour rendre
biorthogonales les ondelettes de bordidg(R+) et W (R™), il est possible de procéder comme
pour les fonctions d’échelle. On va chercher une matricée®Btqui satisfait la condition :

BEGVYET = ] (2.1.50)

avec ) ]
GV Y]y = (W, W),  0<k I<p —1 (2.1.51)
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Remarque 2.1.5 )
L'existence d’'une telle matric& est assurée par l'inversibilité de la matricg”" . Celle-ci est
obtenue dés que la matrice®™® des fonctions d’échelle est inversible [2]. ]

On note sans distinction les ondelettesitig Rt) et W, (RT) par;, etq);, respectivement et on
pose :

Wo(RT) = Vect{eyp, k >0} et  Wo(R') = Vect{t, k > 0} (2.1.52)
Les ondelettes de bord ainsi définies vérifient une relatideux échelle :

Proposition 2.1.3 .
Il existe des matrices notééset G telles que, pour tout > 0, on a:

+oo +o00
U =Y Guiprr € Um=Y Guidiy (2.1.53)
k=0 k=0

ol o1 1, et @ sont les fonctions d’échelle dg (R*) etV (R*) notées avec la convention faite
en(2.1.22).

La proposition 2.1.3 va se déduire des calculs que noussafiétailler ci-dessous. Ces calculs
vont justifier aussi le choix de la deuxieme définition 2.1odipla construction des ondelettes de
bord. On commence par calculer les coefficients de la pioje@y;, -+ (»1,k,), €t pour cela on
utilise les notations de I'équation (2.1.21) :

Proes)(Prke) = D _(P1ke> Pr) Pk (2.1.54)
k>0

Pour0 < ¢ < py — 1, on définit les indice$, suivants :
kg:2ko+ﬁ2+2(f—po), 0</l<py—1

Par construction, onk, > kg, ce qui permet de déduire :

“+00
(P1,kg> Pr) = Z Hy (01,80, P1i0) = Hi pop—br 47 (2.1.55)
n=0
et
Qo(e1k,) = Z Tky—2kPk (2.1.56)

k>p*
On définit les filtres de bord associés aux ondelettes debprd U, par :

+oo +oo

U= Guapr, 0<E<po—1 et Uy=> Grpprp, 0<L<po—1 (2.1.57)
k=0 k=0
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Si on insére les resultats des projectiofg z+)(1,x,) €t Qo(p1,k,) dans la définition 2.1.4 des

ondelettes de bord, on trouve des expressions analytiqueslgs filtresG et G au bord. Ces
expressions correspondent aux :

Gok = Oky—k+ik — Z Hy gyt Hp o — Z Jry—2n Gkt —i—2m, 0 <L < po—1
n>0 n>p*
et
Gk = 0f, posip — ZHn,l%e—k*W nk — Z Yip—onIk+kr—i—2m, 0 < L < po—1
n>0 n>p*

Ces deux derniéres relations se simplifient si on inséreldéior de biorthogonalité discréete ci-
dessous :

Z(ﬁk—thm—%L + gk—?ngm—Zn) = 5k—ma (2158)
ne”L

compte tenu de la définition des filtres des fonctions d'detélet I pour les valeurs dé > 7
Vk>F Hyp=hnyiopooor € Hpp = hnyripe—ok (2.1.59)

On retrouve finalement ces expressions, beaucoup plusesravaluer numériquement, pour les
filtres d’'ondelettes+ et G au bord :

ol
Grip = — Z Hy oy Hy e + Z Pkp—onhbyir —7—on + Z Oky—2nGk+k*—F—2n5
n=0 n<k*—1 n<p*—
et
Fol
Gip=—) H, j_priingr+ Z hi., —onPk+ke—i—2n + Z Iip—2nTk+k*—i—2n
n=0 n<k*—1 np*—1

L'intérét de ces deux dernieres relations, est de voir ga’ane limite supérieure pour la taille des
filtres G etG aux bords. On voit aussi que cette limite est conditionnédapaille des filtres et

H des fonctions d’échelle au bord [109].

Comme on a supposé les baseslgéR™) et V;(RT) biorthogonales pour faire ces calculs, par
simple substitution, on voit que le calcul de la matrice dardes ondelettes;, et revient &
calculer le produit des matrices suivant :

GV = g.GT (2.1.60)

Le calcul de la matrice de Gram des ondelettes de bord, pduoitdnogonalisation, revient alors
a calculer legp*, p*) termes de la matric€.G”'. En pratique, ce calcul ne pose pas de probléme
dans la mesure ol on connait les expressions analytiques.
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Exemple 2.1.2

On trace les ondelettes associées aux fonctions d’échddldexemple 2.1.1. Sur la figure 2.4,
on trace I'ondelette intérieure et les trois ondelettes dedb De méme on trace les ondelettes
intérieures biorthogonales et sur la figure 2.5, ainsi que les trois ondelettes de bord phiesa
et les trois ondelettes biorthogonales sur la figure 2.5.

FIGURE 2.4 — Ondelette intérieure et les trois ondelettes de bofd €as du générateur orthogonal
de Daubechie§r = 3) associé aux fonctions d’échelle de la figure Eity

-15

FIGURE 2.5 — Ondelettes biorthogonales associées aux générdt&pkne a trois moments nuls :
r=7r=23.
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0.6 15

FIGURE 2.6 — Ondelettes de bord biorthogonalesheassociées aux générateurs B-Spline a trois
moments nuls+ = 7 = 3.

2.2 Passage a l'intervallgo, 1]

Nous allons voir comment adapter la construction faitestiau cas de l'intervallg0, 1]. On
commence par introduire I'opérateur de changement deblanetél” de [95] qui permet de faire
une symétrisation de la construction entre l'intervéllet-oo| et l'intervalle ] — oo, 1] :

VieL*)R),VzeR, Tf(z)=f(1-z) (2.2.1)

A l'aide de ce changement de variable, on définit des nowvédliections d’échelld’y et T'¢ sur
R. Il est facile de vérifier qu&' etT'% ont respectivement — ny, 1 — ng] et[1 — ny, 1 — 1] pour
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supports et que ces nouvelles fonctions sont biorthogsreaitre elles :

“+oo “+oo
/ T Todr = / o(1—z—k)p(1 —2 —1l)dr =0y, Yk, l€Z (2.2.2)

Avec les fonctionsI'y et T'» on construit une nouvelle analyse multirésolution biogthmale de
L?(R*) de la fagon décrite dans la section précédente. Pour aveiamalyse multirésolution de
L?(] — 00, 1)), il suffit tout simplement d’appliquer I'opératedr a cette nouvelle analyse mul-
tirésolution. Alors, la construction d’'une analyse meé#iolution del?([0, 1]) se fait en gardant
un nombre fini de fonctions bien choisies qui sont dans lex d@alyses multirésolution de
L?(]0, +o0[) et L%(] — oo, 1]). Pour étre plus précis, on se fixe un couple de paramétresrsnti
(00, 61). Comme les fonctions d’échelle; , sont a supports compacts, il existe un enfier 0 tel
gue, au moins une de ces fonctions a son support inclus dmasvalle[gg ,1— —] En raisonnant
sur la taille des supports, par simple calcul, on voit que :

ny - _ 01

o
5 < 1—5—27 = j > logy(ng + 61 + dp — n1) (2.2.3)

Soit j,.:n le plus petit des entiers positifs tels que I'équation @.2it lieu. Pourj > j,.;, assez
grand, on peut définir les ensembles d’indices suivants :

L’ensembIeS;'."t d’indices des fonctions dont les supports sont inclus damstvalle [gg ,1— —] :

S ={ko <k <2 —ki}

ol on a posé :

ko = 09 — N1 et k1 = 61 +n9 (224)
L’ensembIeS'; d’indices des fonctions dont les supports rencontrentelr‘iralle[ ,%] et I'en-
sembleS* d'indices des fonctions dont les supports rencontrentelfiralle [1 — 2—], 1]:

S={l-ny<k<k—1} et S={2 -6 -np+1<k<2—n—1}

La propriété de reproduction polynomiale des fonctipng fait que, pour tout: € [0,1], 0 < ¢ <
r—1ety > jmin,ona:

21/2(27 x)* A
7 :Z<ﬁ’(’pk>‘pﬁk )X[0.1] + Z ,a‘Pk k(@ +Z ,79% ©5.k(T)X[0,1]
’ kes? kegint kest

(2.2.5)
Ce qui permet de définir les fonctions d'échelle de bord) ewtéesd’ , — 27/28)(27.) et celles

enl notéescbg,e = 2j/2<1>2(2j.), pour toutz € [0,1],0 </ <r —1etj > jnin, par:

PRCI) _ yiaein) + Y pulh) sale) + PRI — ) (2:20)

int
kesS;
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Remarque 2.2.1
Les fonctions d'échelle de borﬂgz correspondent aux fonctions d'échelle de bord de I'analyse

multirésolution del.?(] — oo, 0]) construite aved'y etT'3. O

_ Pour construire I'analyse multirésolution biorthogonale introduit des nouveaux parametres
(00, 071) tels que :

ko—F=ko—r e k—F=k—r (2.2.7)

pour assurer |'égalité des dimensions. De méme, pour,,,i,, assez grand on construit de maniere
analogue une analyse multirésolution[@gl], de nouveaux parametrég et k1, en remplaganp

parg etr parr. On noteV; ([0, 1]) etV;([0, 1]) les espaces issus de ces deux analyses multirésolu-
tion :

V;([0,1]) = Vect{®’ ;}o<p<,—1 & Vect{;x; k € S} & vect{cpg,z}ogg_l (2.2.8)

V;([0,1)) = VeCt{&)g,é}ogegf—l & Vect{@;x; k € "} & Vect{ig,g}ogégf—l (2.2.9)

On biorthogonalise les bases B0, 1]) et V;([0, 1]) comme décrit précédemment.

Proposition 221
Soient(do,d1) et (0o, d1) deux couples dentiers positifs qui vérifient I'équation2(). Pourj >
Max{ jmin, jmin } @SS€Z grand, ou :

Gmin > logo(ky + ko —2) €t Jpmin > logy (k1 + ko — 2), (2.2.10)

les espace¥; ([0, 1]) etV;([0, 1]) forment une analyse multirésolution biorthogonaleld¢[0, 1])
au sens de la définition 2.1.1.

Cette proposition a été démontrée par L. Andersson et ab (@t reprise plus en détail par R.
Masson dans [90].

La base d'ondelettes associée est aussi constituée ddstterlde bord en 0, des ondelettes
internes et des ondelettes de bord en 1. Une fois qu'on a d&dimindelettes internes, comme on
est en dimension finie, il est plus facile de calculer le naondelettes a rajouter a chaque bord.

Remarque 2.2.2 o
Comme les parametrés, ;) et (dg, d1) vérifient (2.2.7), un calcul direct donne :

dim(V;([0,1])) =27 —ky — ko +1+2r =27 — ky — ko + 1 + 27 = dim(V;([0,1])) (2.2.11)
Ce qui permet de déduire :
dim(W; ([0, 1])) = dim(V;41([0, 1])) — dim(V;([0, 1])) = 27 (2.2.12)

a
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Pour définir les ondelettes internes, une démarche analagiele surR* permet de définir
Win([0,1]) comme :

Wm((0,1]) = Vect{ty; po <k <2 —p1 — 1} (2.2.13)
avec :
no +ko—1 ki —nyp+1
po = ij p1 = LfJ

Ce calcul est bien compatible avec le résultat annonc&3uiEn fait, il est démontré dans [90]
que pour avoir une base de I'espace d’ondelettes(sai noté WW;([0, 1]), il suffit de rajouter
po ondelettes de bord noté@%g en0 et p; ondelettes de bord noté@sg.l en1 aux ondelettes
intérieures deI/V]?'"t([O, 1]). La construction de ces ondelettes de bords utilise la tiéfin2.1.4,
que ce soit au bord 0 ou au bord 1. De méme, on construit I’esI{I@'ét([O, 1]) de paramétreg
etfy, et les ondelettes de bords , et ¥’ ,. Les espaces d'ondelettes biorthogonalix([0, 1]) et

W;([0,1]) correspondent aux :

W;([0,1]) = Vect{¥’ ;}o<r<py—1 & W™ ([0,1]) & Vect{‘lfg-vg}osegm—l

et
W;(0,1]) = Veet{®’, ;}oco<zo—1 & Wi ([0,1]) & Vect{T* }Jo<r<p 1

Exceptées les ondelettes intérieures, les ondelettes rds HeV;([0,1]) et W;([0,1]) ne sont
pas biorthogonales. Pour avoir des bases d'ondelettethbgumales, on utilise la technique de
biorthogonalisation décrite dans le cas des fonctionsha'iée.

Exemple 2.2.10n trace les fonctions d’échelle de bord orthogonaleg aimsi que les ondelettes
associées au générateur de I'exemple 2.1.1. Pour les gengssbiorthogonaux, il suffit de prendre
leurs symétriques.
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FIGURE 2.7 — Fonctions d'échelle de bord eén(1¢™ colonne) et ondelettes de bord &r{2¢me
colonne), en allant de la gauche vers la droite. Cas de géné@thogonal de Daubechigs= 3).

2.2.1 Prise en compte des conditions aux limites

Dans les simulations numérigues, les conditions aux Initgposées a la solution du probléme
sont souvent de type Dirichlet ou Neumann. On peut aussiowrouwhposer des conditions aux
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limites mixtes de type Robin. Comme on veut générer des espactoriels, on suppose alors que
les conditions aux limites sont homogénes. Pour simplifierya traiter seulement le cas du bord
0, par symétrie on déduit les résultats du bord

Considérons une analyse multirésolutionZct[0, 1]) qui dispose de > 0 capacité de repro-
duction polynomiale. Si on veut résoudre un probléme aveadaditions aux limites homogénes
du type :

d* f

dzk
il suffit de trouver une approximation dedansV;([0,1) qui vérifie la condition 2.2.14. Or, par
construction, les fonctions d’échelle de b@@lz sont polynomiales de deg#en 0. Pour tout
k <r—1, sionenléve de la base #&([0,1) la fonction de bord de degié= k en 0, on constate
que les dérivées d’ordrke des autres fonctions de bord restantes sont nulles en Ot:stigsine
combinaison des dérivées des fonctions intérieurés<sik, soit ce sont des polyndmes de degré
(¢ — k) en0si¢ > r. Ainsi, dansV; ([0, 1]) pour imposer la condition 2.2.14, on retire de la base
de V;([0, 1]) la fonction de bord@?,ﬂ, d’indice ¢ = k : cela avant biorthogonalisation [17, 95].

On procéde de méme dam$([0, 1]) pour avoir I'égalité de dimension. On obtient alors deux
analyses multirésolution d&?([0, 1]) qui vérifient chacune I'équation (2.2.14). Dans tous les cas
on garde I'égalité des dimensions en retirant autant detitorecdeV; ([0, 1]) que celles enlevées
de V;([0, 1)).

En gardant les notations de la section précédente, unesanalyltirésolution biorthogonale de
L?([0,1]) qui vérifie (2.2.14) est engendrée par les espaces :

k
VI([0,1]) = {95 Jozezr—1ek © {0iathockeaipy @ (P Jozeer1

(0)=0, Vk<r—1 (2.2.14)

o 3 ) )
Vj( '(0,1)) = {®% Yo<e<i—1.02h © {Bik iy <icniity, ® {¢§-,g}ogé§f—1

Le nombre d’'ondelettes de bord d@}’“)([o, 1]) et WJ(’“)([O, 1]) reste inchangé par rapport au
nombre d’ondelettes de bords &€;([0,1]) et W;([0,1]). De plus, les ondelettes de bord de
WJ(’“)([O, 1]) et WJ(’“)([O, 1]) vérifient les conditions aux limites par construction.

Remarque 2.2.3
Dans le cas de conditions aux limites non homogénes, ergpeapour construire les opérateurs
de relévement, on utilise les techniques décrites dans [90] O

Exemple 2.2.2

Comme exemple de fonctions d’échelle et ondelettes avditioos aux limites, on reprend celui

de générateur orthogonal de Daubechies= 3 présenté précédemment. On garde les mémes
paramétres entiers que dans les exemples précédents. BaantDirichlet homogene, on obtient
deux fonctions d’échelle et trois ondelettes a chaque fud la figure 2.8 on trace les fonctions
d’échelle et sur la figure 2.9 on trace les ondelettes, safiaht les conditions aux limites de
Dirichlet homogénes efiet enl.
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15F

0.5F

-05 L L L L . 05 L L L L L
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 -5 -4 -3 -2 -1 0 1

FIGURE 2.8 — Fonctions d’échelle de bord avec condition de Dirichtenogéne en (1ére ligne)
et enl (2éme ligne). Cas du générateur orthogonal de Daubechies atomnents nulgr = 3).
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FIGURE 2.9 — Ondelettes de bord avec condition de Dirichlet homegg (1eére colonne) et en
1 (2éme colonne). Cas du générateur orthogonal de Daubechi@s enbments nulér = 3).
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2.3 Ondelettes a divergence nulle et ondelettes a rotatioehnul sur
[0, 1]

Dans cette partie, nous allons présenter une constructadiqpe d’ondelettes vecteurs a di-
vergence nulle ou a rotationnel nul §0r1]™, qui peuvent vérifier des conditions aux limites phy-
siques. La démarche a suivre est identique a celle décriteldaas de la construction sRf. Les
étapes principales de cette construction sont :

- Construction suf0, 1] d’analyses multirésolution biorthogonales noté@ﬂo, 1]) et ‘7]-1([0, 1)),
avecV}! ([0,1]) dérivable.

- Construction suf0, 1] d’analyses multirésolution biorthogonales noté’fzﬁ[o, 1]) et f/jo([o, 1])
reliées av! ([0, 1]) et V.1([0, 1]) par dérivation, telles que les projecteurs biorthogonasoeiés
commutent avec 'opérateur de dérivation de la fagon stévan

d 1 0 d d 1 0 d

- Construction d'analyse multirésolution vectorief@ de (L%(]0,1]™))", qui permet I'étude de
fonctions & divergence nulle ou a rotationnel nul Bud|™, par combinaison et produit tensoriel
deV;'((0,1]) etV([0, 1]).

- Construction dans I'analyse multirésolutidf; des fonctions d'échelle et ondelettes vecteurs
a divergence nulle ou a rotationnel nul, selon le cas.

2.3.1 Analyse multirésolution et commutation des projectars multi-échelles avec
I'opérateur de dérivation sur [0, 1]

La construction d’'analyses multirésolutions reliées paivdtion a été déja faite par A. Jouini
et P-G. Lemarié-Rieusset dans [72] a partir des génératethisgonaux de Daubechies. Ici on
va présenter I'essentiel des résultats de [72], en I'étenda cas de générateurs biorthogonaux
quelconques.

On considere deux paires de générateurs biorthogafidux' ) et(¢°, ¢°), supposées vérifier
les relations de dérivation de la proposition 1.4.1. Avex plerameétres entiefsy, 1) et (dy, d1),
on construit deux analyses multirésolution biorthogomale L2 ([0, 1]), de la fagon décrite a la
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section 2.2, et on not&} ([0, 1]) etV ([0, 1]) les espaces associés :

ViH([0,1]) = VeCt{‘I’gl',be}OSEST—l @ Vect{] 1 ro<heai—k @ VeCt{(I)]l‘?g}OSZST—l

vi([0,1]) = VeCt{(i)jl',bé}OSZSF—l ® VeCt{QE},k}]}nggzj_kl & VeCt{i);?g}ogegf—l

En gardant les mémes parametfés 6;) utilisés dans la construction dgl([o, 1]), on construit
lanalyse multirésolution dé*([0, 1]) associée &° et d'espace’?([0, 1]) telle que :

dim V*([0,1]) = dim V}'([0,1]) — 1 (2.3.2)
La relation(2.3.2) est une conséquence de la proposition 1.4.1 et de propsiditéstes :

Propriété 2.3.1
Soient(p!, ¢1) et (0, ¢¥) deux paires de générateurs biorthogonaux a support congiaetiées
par dérivation/intégration :

x+1
D) = ) — O — 1) et / (1)t = ()

Alors, ona:
(1) Relation entre les supports

Supp ¢' = [n1,m2] = Supp ¢’ = [n1,n2 — 1]
Supp ¢' = [fu, 7] =  Supp @’ = [ty — 1,7]

(#¢) Moments nuls

/kw()dw—O 0<k<r—-1 = /%0 2)dr =0,0<k <r—2
R

/mki/)l(:n)d:nzo,OSk‘gf = / k¢0 =0,0<k<7
R
De plus, ces propriétés font que si I'on construit I’esp&’fcé[o, 1]) avec les mémes paramétres
(b0, 1) queV!([0,1]), ona:
dim V([0,1]) = dim V}' ([0, 1]) + 1 (2.3.3)

En imposant une condition de Dirichlet homogéne dﬁﬁs[o, 1]), ce qui revient a enlever deux
fonctions de bord dont une éret I'autre enl, on a :

dim V;([0,1]) = V}([0,1]) (2.3.4)

Alors, on construit ainsi un espace biorthogon&fj(’é( [0, 1]) dansL?([0, 1]).
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Proposition 2.3.1
SoientV}'([0,1]) et V([0,1]) deux analyses multirésolution d&([0,1]) construites avec les
mémes parametres entief&,, 5;) et dont les générateurgo’, ©°) associés sont reliés par dé-

rivation : J
@wl(:ﬂ) =¢%(z) — %z — 1)

Pour0 < ¢ < r —1, les fonctions d’échelle de bord d@l([o, 1]), définies par(2.2.6), sont reliées
a celles de/([0,1]) par :

279(25%) = &k, 279(27)" = s = Piko — 1) i,

2 ((I)uj (1 - )) - ¢272j7k1+17 273.((1)?(1 )) (I)(])ué 1(1 )+pz (2J - kl + 1) J 27 —k1+1
(2.3.5)
De méme, poud) < ¢ < 7, les fonctions d'échelle de bords de leurs espaces bioatiagx
respectifsvjl([o, 1]) et 0([O 1]) construits avec les mémes parameéti&s J, ) vérifient :
2_j((i)9,bo)l = _‘»5;,;;[)’ 2—]‘(&)?}7[)/ = (i)},be 1 pé(ko) J %o
] ] ] (2.3.6)
29 (@ (1 =) =@, g 2V@N-)) = (1= )+ P2~ kB, g

Preuve:
Pour démontrer cette proposition, il suffit juste de diffdier la relation de reconstruction poly-
nomiale sur0, 1], dans chacun des cas. On va démontrer seulement la reladién [2 deuxiéme

se démontre de la méme fagon. Le éas 0 est évident, c’est une propriété des supports. Pour

=1,...,(r—1)etj > jmn, sur|0,1] larelation de reconstruction polynomiale donne :
23/2(2) )" b !
i =)+ D k) @) (a) + B (1~ a)
: k=ko

En dérivant cette équation, on retrouve :

1/2(94 )01 ' 2~k '
% =279 (@ (@) + Y k) [#)(@) — @) (@)] + 279 (@, (1 — 7)) (23.7)
’ k=ko

Une fois arrangée cette relation donne :

2j/2(2jx)€—1

(@ —1)! = 2—]’((1)]1&(%))/ +ﬁ%(k0 - 1)90?,1% ()
| —k1+1

FSS 0 - A - 1] (o)
k=ko

—pp(2 =k + )0y (@) +277 (1 — 2))
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et comme

-1 ¢
x -0 x

ﬁ2—1(l‘3) = (m#ﬂﬁ = _<E’(’5'1“_1 - @b = ﬁ%(k‘) —ﬁ%(k -1),
on en déduit que :

29/2(21 )1
((—1)
27 —k1+1

+ Z onk

k=ko
—pp(2 =k + D)0y (@) +277 (@1 — 2))

D’autre part, on sait que :

= 2_j(q’g1',be($)), + pg (ko — 1)%’?,1% (z)

24/2(24 )1 2 —k1+1

b . 0
A =0, @)+ Y Bpk) P)plx) + (I)j,ﬁé—l(l - )
k=ko
d’ou on conclut les résultats de (2.3.5) en égalisant ces demniéres relations. |

Le fait d'imposer une condition au limite de Dirichlet hontrg a I’espacéfjo([o, 1]) permet
d’obtenir des résultats sur la commutation de I'opérateudétivation avec les projecteurs multi-
échelles.

Proposition 2.3.2 .

Soient(V,!([0,1]), V;(0,1])) et (V([0,1]), V;*([0,1])) deux paires d'analyses multirésolutions
biorthogonales de%([0, 1]) qui vérifient la proposition 2.3.1, avec’([0,1]) ¢ H{([0,1]). On
note par(P;,ﬁ}) et (P, 75;?) leurs projecteurs multi-échelles obliques respectifergilon a :

(i) &V ([0,1]) = VP([0,1]) et FLoPjf=P]oLf ¥V feH ([0,1])
(@) fo Vi ([0,1]) = V2([0,1]) et G oP)f =Pfodf, ¥ feHy(0,1])

(ii) V((0,1]) = {f € L*([0,1]) : Fg € V]([0,1]), ¢' = f}

(iv) VO([0,1)) = {f € L2(0,1)) : f" € VA([0, 1)), £(0) = F(1) = O}

Preuve:

Les relations£ V. ([0,1]) = V([0,1]) et [ V;'([0,1]) = V°([0,1]) sont une conséquence de

la définition des fonctions des bases, et elles sont dénesnaé niveau de la proposition 2.3.1.
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Le fait qu’on impose une condition de Dirichlet@([o, 1]) veut dire qu’on est bien dans le cas
des analyses multirésolutions biorthogonales de [72]uc@ermet de retrouvefiii) et (iv). En
utilisant (iii) et (iv), on a forcement la propriété de commutatioft o P} f = PV o -L f, pour tout

f € H'([0,1]). Larelation de commutatiog. o P9 f = P} o 2L f pour toutf € H{([0,1]) estun
cas particulier de la premiére. En effet, si on adapte lesartdions de notations faites en (2.1.22)
et (2.1.52) a lintervalle, et on noty; 1., ¢ 1) €t (¢, #Y,) les bases dev}' ([0, 1)), V. ([0,1]))

et (V;-O([O, 1)), Vjo([O, 1])) respectivement (une fois les bases biorthogonalisées)rét(i) et (ii),

il existe des matrices qu’on note idP et B telles que :

xr
%k ZAM@},” et — /0 k= Bl nim (2.3.8)
m

Par la biorthogonalité des bases, on a :
d ~ T
_<E‘p?7k7/0 QY ) = O = ZA WBY ., = [A°BT (2.3.9)
d’'ou

d -~
%P‘?(f)zz<f7cpjk} dx('lpjk) ZZZBkm kn fa‘pjm>¢j1n
k

- - - d

n

Les espaces d’'ondelettes des analyses multirésoluticuthbgmnales(vjl([O, 1)), le([o, 1]))
et(V([0,1]), V2([0,1])) précédentes sont définis par :

Wg'l([()? 1]) Vj—i—l([07 1]) n (‘7;1([07 1]))l WJO([()? 1]) Vj—i—l([oﬂ 1]) n (‘7;0([07 1]))l

et

Wg'l([()? 1]) Vj—i—l([07 1]) N (VJI([O, 1]))l WJO([()? 1]) Vj—i—l([oﬂ 1]) n (VJO([O? 1]))l

Dans ces conditions, il est aussi facile de vérifier que geaces d'ondelettes sont reliés par déri-
vation :

Corollaire 2.3.1
Les espaces d’ondelettes associés aux analyses multitiéssl de la proposition 2.3.2 vérifient :
d

W5 (0,1]) = W7([0,1]) et %WJQ([O, 1)) = W;([0,1])



tel-00544373, version 1 - 7 Dec 2010

2.3 Ondelettes a divergence nulle et ondelettes a rotagionu sur|0, 1] 95.

Preuve :
i 1 1
Soitw; € W; ([0, 1]) alors, ] ]
0 1y _ 1,1y

ce qui veut diretw} € (V([0,1]))*. En plus,

d d d

—wy € Vi ([0,1)) = VP(0, 1)) @ W ([0,1]) = Vi ([0, 1)
commeW([0,1]) = V% ([0, 1]) N (V([0,1]))*, on déduit alors£ W} ([0,1]) ¢ W2([0,1]) et
un argument de dimension donne :

d
Pour la deuxieme égalité, on démontre de la méme maniére. |

L'important pour la suite est de construire des bases dlettdes qui seront reliées par une
relation de dérivation identigue a celle des ondelette®Rsur

V@) = 7

— o e quEAKL%wﬁ

Or, méme si les ondelettes intérieures ont les mémes prépgée les ondelettes sRiyla construc-
tion d’'ondelettes sur l'intervall@®, 1] décrite dans la section 2.1.3, ne conduit pas a des ondglette
de bord reliées par une telle propriété de dérivation. Cd'qaeropose ici, c'est une construction
directe des bases biorthogonales par intégration/dénivatomme dans [21, 72]. La proposition
suivante permet de définir directement ces bases d’onekeleittrthogonales sur l'interval(é, 1] :

Proposition 2.3.3 .
Soient{V;, } et{V¥;,} des bases d'ondelettes biorthogonalesieg([0, 1]) et W/ ([0, 1]) telles

que les espacekéj1 ([0,1]) et f/jl([o, 1]) vérifient les conditions de la proposition 2.3.2. Par inégr
tion par partie, les fonctions :

. d - [T

forment des bases d’ondelettes biorthogonalesife|0, 1]) et WP ([0, 1]) respectivement.
Ceci se présente comme une modification par rapport auxettefetonstruites habituellement

dans la section 2.1.3. La question maintenant est de sawas siouvelles ondelettes vérifient des
relations a deux échelles | simples. En effet, considéranelation a deux échelle satisfaite par
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z/;Jl.k avec les conventions faites en (2.1.22) et (2.1.52) adsar fonctions sur l'intervalle :
L =20 Gl ®hiy . Sion noted! la matrice définie par ot = >, A} 9, alorsona:

- 141 0 : 0 0
Vi = Z Z GhnAnm®@i1m = D G Allkm@y1m =2 Y Gf ] 1m
m

m

Ceci donne acces directement au filtrez/@%. De méme on retrouve :

~1 ~0 40 ~1 j A1 =1
j k - Z Z G m nPi+in = Z[G A ]k’,n(vpj—i-l,n = -2 Z sz,n@j—i—l,n
n

n

en tenant compte de la relation qui existe entfeet B°, on obtient en résumé :

GO =277G'A et G° = —2G'BYT (2.3.11)

En pratique, cette technique s'avére trés utile. Elle permesalcul direct des filtres dg® et ¢°,
par la multiplication des matrices creuses.

Propriété 2.3.2

Une fois qu’on a biorthogonalisé les ondeletigl, ety ,, les ondelettes)?, et+9, construites
ainsi sont directement biorthogonales. Leurs flltres sdotsadonnes par Ia relatlon matricielle
(2.3.11).

Exemple 2.3.1

L'exemple le plus simple d’analyses multirésolutionséedi par dérivation/intégration est celui
des générateurs B-Spline biorthogonaux. On reprend dahsxample les générateurs biortho-
gonaux B-Spline & trois moments nuls de I'exemple 2.1.-ymobtey!, !, ! et ¢!, Alors,

si on dérive(¢', ¢!) et on intégre(!, ') on retrouve les générateurs B-Spline biorthogonaux
(#°,40) et (¢, ¢°) a deux et quatre moments nuls respectivement. DA, 1]) on n‘aura que
trois fonctions de bord a chaque bord, car cet espace doifiggune condition au limite de Di-
richlet homogene. Les ondelettes &' ([0, 1]) et 1W7([0, 1]) sont obtenues en dérivant celles de
le([o, 1]) et en intégrant celles défjl([o, 1]) respectivement, ce qui nous raméne a trois onde-
lettes de bord a chaque bord. On ne trace ici que les foncsssciées aux génératelrs’, 1) et
(¢°,4°), pour les autres fonctions voir I'exemple 2.1.1. Comme éagteurs sont symétriques,
on obtient alors les fonctions de bord érpar symétrie de celles qui sont éret vice versa. On
trace également les coefficier{tg-} ., 29, de la matriceA’, les coefficients— [ ¢9,, & 1)

de la matriceBY, ainsi que les filtres d'ondelettes) et ég donnés par la formule (2.3.11), dans
le casj = 6.
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251

15F

05F

0 L L L L L L L L L
-1 -0.8 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 2.10 — Fonctions d'échellg® et 3° (premiére colonne) et ondelettes et (deuxiéme
colonne). Cas des générateurs biorthogonaux B-Spliae et7 = 4.
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15 2 25 3

L L L L L
0 0.5 1 15 2 25 3

251

15F

0.5F

FIGURE 2.11 — Fonctions d’échelle du bord gau@@ (premiére colonne) et fonctions d’échelle
de bord biorthogonale@?b (deuxiéme colonne).
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FIGURE 2.12 — Ondelettes du bord gaucﬁ%b (premiére colonne) et ondelettes de bord biortho-
gonalesllgb (deuxiéme colonne).
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FIGURE 2.13 — Structure des matrices de changement debagegauche) eB° (a droite) : pour
j =6.

Filter G° Filter G dual
T

......

FIGURE 2.14 — Structure des filtres d'ondeleti@$ (& gauche) etf}? (a droite) : pourj = 6.
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2.3.2 Ondelettes a divergence nulle syo, 1|"

Dans cette partie, nous allons proposer une nouvelle cmtistin d’ondelettes vecteurs a di-
vergence nulle sup, 1], qui vérifient des conditions aux limites physiques. Now&pde départ
sera le résultat de A. jouini et P-G. Lemarié-Rieusset dadk fjui permet d'utiliser les analyses
multirésolutions reliées par dérivation/intégration poanstruire une analyse multirésolution dans
laquelle on peut étudier les fonctions a divergence nuligd€0, 1]))™. On note pat.?, ([0, 1]")
I'espace des fonctions a divergence nulle[sut]™ suivant :

L3 ([0,1]") = {f € (L*([0,1]"))" : V.f = 0} (2.3.12)

les dérivations sont prises au sens des distributions afiloieer un sens au tern%f. Pour faire
plus simple, on présentera la construction en détail enrima deux{ = 2), et un cheminement
sera donné en dimension trois £ 3). Pour ce qui est des dimensions supérieures, la généalisa
se fait comme dans la section 1.4.

SoientV}!([0,1]) et V([0,1]) deux analyses multirésolutions dé([0,1]) qui vérifient la
proposition 2.3.2, on no'@; et 7330 leurs projecteurs obliques respectifs. Sans risque deisianf,
on notera dans la suité' etV ces espaces, pui; et} les espaces d'ondelettes qui leur sont
associés respectivement. Alors, I'analyse multirésafutie (L2 ([0, 1]?)? formée par les espaces
V; suivants :

V= (Ve V) x (VP eVl (2.3.13)

permet d'étudier les fonctions a divergence nullg 8&, ([0, 1]?)2. Pour le voir, on pose :
Pi=P P!, PPaP)), Pl=Plapr e P=pP P! (2.3.14)

Par analogie avec ce qui se passelBua propriété de commutation des projecteurs multi-éebkell
avec I'opérateur de dérivation énoncée par la propositidr2 Zait que :

—

v fe (L2([0,1%)%, V.(P;(f) = PYUV.f) (2.3.15)
Ce qui veut direy f € L2, ([0,1]%),0na:
V.(P;i(f)) =PXV.f) =0 (2.3.16)

Ainsi on a un processus d’approximation interne des fonstié divergence nulle d&?, ([0,1]?)
guand; devient grand. Les espacé’g» ont bien d'autres propriétés sur lesquelles on ne s’attar-
dera pas ici, voir [72]. Pour construire les fonctions d@tshet les ondelettes a divergence nulle,
un calcul simple montre que les fonctions d’échelle et cettied qui sont dansot (V! © V'),

rot (V' @ W}), rot (W} @ V}!) etrot (W} ® W}) appartiennent &7, ([0,1]*). Mais, cette
famille de fonctions n’est pas libre, de plus ces fonctioesvent prendre des valeurs arbitraires
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aux bords. Pour obtenir une famille libre, une solution ¢siasa imposer des conditions aux li-
mites. Celle qui parait la plus naturelle et qui vient dediagfions est celle de non pénétration
au domaine rfon-slip boundary condition Si on note@?iﬁ les fonctions d'échelle a divergence
nulle et\I/C.“lv{ les ondelettes associées, la condition de non pénétrativaduit sur ces fonctions a
divergence nulle par : ' '

@;?flv{.ﬁ =0 et \Ifjfjf{.ﬁ =0 (2.3.17)

ol 7 est le vecteur normal unitaire extérieur. Un constat qu'entfaire est que, ces fonctions a
divergence nulle ne peuvent pas engendrer une analyseésaltition del2, ([0, 1]?) tout entier,
cet espace contient le gradient des fonctions harmonidascontre elles peuvent engendrer une
pour I'espace des fonctions a divergence nulle qui intetviians la décomposition de Helmholtz-
Hodge suivante [29,57] :

(L*([0,1]*))% = Haiw ([0, 1]%) & Hg, ([0, 1]?) (2.3.18)

avec :
Hai([0,1]) = {u € LF;,([0,1]) : u-7 =0}

et
Hai([0,1)%) = {Vq : q € H'([0,1]*)}

De plus, si un champ de vecteurde L2, ([0, 1]?) vérifie :

u=roty et u-v=0, (2.3.19)
il est montré dans [57] qu'il existe un uniquede H} ([0, 1]%) vérifiant I'équation (2.3.19). Ainsi,
pour construire une analyse multirésolution#dg,, ([0, 1]*) constituée de fonctions a divergence

nulle, il suffit de considérer le rotationnel d’'une analysdtimésolution 'téguliére’ de H} ([0, 1]?) :
c’est la démarche gue nous allons adopter dans la suite.

Soit V¥ = V}'([0,1]) N Hy([0,1]) I'espace des fonctionsD nulles en0 et 1, qui sont &
une échellej > j.n (pour une telle construction voir section 2.2.1). On n{;té?k} la base de
fonctions d’échelle déij. On définit maintenant les espaﬁ#i” par :

Vv — wa{@fﬁ} oul cp;lff; = rot [pF),, @ o] (2.3.20)
On a évidemment la propriété d’espaces emboités :

Propriété 2.3.3
Les espace¥ /" etrot(V;” © V;”) coincident et ils forment une suite d’espaces emboités :

di D D di di
Vi =rot(V;" @ V,?) et V§" C Vi
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On définit alors I'espace d’ ondelettéED par : ]H = VD D WD et on note{zp .} sa base
d’ondelettes. Par tensorisation, on constrmt trois t)qﬂespaces d ondelettes a dlvergence nulle
anisotropes. Poyr= (j1,j2) € {jmin, - - - }%, CES €Spaces sont donnés par :

Imin

div,1 D D div,2 D D div,3 D D
Wsz _rOt(V ®Wj2), ij :I‘Ot(le ®V}mm)a et ij :I'Ot(le ®W]2)

Aux espaces{Wd“’ “}e=123 , on associe la famille d’ondelettes vecteurs a divergendle sui-
vante :

div,1 D D div,2 D D div,3 D D
\I’Jlli = rot [Spjminvkl®1/}j27k2] \I’JZIZ = rot [wjlykl O Pim k2 ] v Zli = rot [wjlykl ®¢j2,k2]

et I'on pose :
leiv,l _ VeCt{\I’dw 1} ijli?)ﬂ _ VeCt{\I/dw 2} et de 3 VeCt{\I’dw 3}

Afin de construire un systéme biorthogonal avec les fonsthbéchelle@f?iﬁ et les ondelettes

s

{\Ifd“’ “}e=1,2.3 a divergence, on les renormalise comme suit :

pliv . L(I)dw div,1 . _ 1 pdiv]
V2 K Jk Varz 11 Jk
div,2 | 1 div,2 div,3 | 1 \Ildiv,?)

Jk 7 a1 ik ik 7 Van x4 bk
Alors, les fonctions biorthogonales aux nouvelles fomi@ divergence nulle normalisées sont
données par :

~D ~ jo =D
(I)dw = ‘ (pjlkl ® fYJLkg 9 {DC}Z”U,I = # 2J2 (‘Dj'mnukl ® 1/}]2 k2
J> \/i —Vj,k1 029 ‘Pj,kQ -]’k V 472 + 1 fYszn,kl ® 1/}]2 ko
gdiv2  _ 1 1/1]1 k1 ® ’ijm,kz 5 div,3 ; 2729 ]1 k1 ® ]2 kz
J’k 4‘71 + _2j1’l’b.71 kl w.]mzn: ’ J’k v 4‘71 + 4‘72 _2]1 .]1 kl ® ’IIZ)JQJCQ
ol on a posé, , = — fox ¢j » C€ qui correspond a la biorthogonaleﬁepjf?k.

Proposition 2.3.4 '
PouUrj > jimin €tj = (j1,42) € {jmin, -~ }>, le systéme des fonctiomﬁ@;_””,\I/Jf“li’E ce=1,2,3}

est biorthogonal au systéme des foncti@ﬁrgi”, \if}”ﬁ’e e =1,2,3} dans(L?([0,1]2)).

Cette proposition est évidente, il faut juste calculer leglpits scalaires. Une propriété trés impor-
tante est que les espacé§™ forment une analyse multirésolution @, ([0, 1]?).
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Proposition 2.3.5 '

Les espace§V 7} et {WJ?“”’E}E:17273 vérifient :

(i) VI oo VI VI C € Han ([0, 1)) etUVER = gy, (10, 1]2)
(i) VI =V @, i1 @eci2s Wjﬁv ‘)

(idi) dim VI = (dim V;?)? = (29 — ko — k1 + 2r — 1)?

(

iv) La fam|lle{<I>d“’ o \Ilj’ﬁe, € =1,2,3}j, jo>jmin €St UNE base de Riesz Hg;, ([0, 1]?).

Preuve:

(i) On va d'abord démontrer I'égalitéV %" = V; N Hy, ([0, 1]2).

Une premiére inclusion est assurée par la proposition ZV? cV;n %dw([O 1]2).

Pour démontrer l'inclusion inverse, sait € Hg;,,([0,1]?) N V Commeu € V], alors on a :
u= f’j(u).

De plus, d’aprés [57u € Ha:, ([0, 1]%) signifie : 3 x € HL([0,1]?) telle queu = rot (). Dans
I'analyse multirésolution déf} ([0, 1]?) formée paﬁ/’jD ®VjD, la fonction courank se décompose
de maniére unigue sous la forme :

=P+ Y QY +QL+Qf ;W)

J1,J22J
avec
PJD(X) Z Ck(p‘] kl ® (IDJ kz? Q Z 1 kw‘jhkl ® ()0] kg
k J2,>J,k
D
Qj2 (X) = Z d kgpj k1 ® wn koo QJ17J2 Z kwh k1 ® ¢]2 ko
j1,>5.K szka

Commeu = rot (x) € \7‘j, cela implique :

u=PB;(u) = Bj(rot (x)) = B;(rot[P (x)]) = rot[PY(x)]
carrot[PJD(X)] € Vj d’apres la proposition 2.3.2. D’autre part :

B;(rot[Q ()]) =0, Pj(rot[Qf(x)])) =0, P;(rot[Q} ;,(x)]) =0

dou : _,
rot (x) =P;(u) & u=rot [Pf(x)]

ainsi on déduit que € V4" par construction d& ¢, et doncH.;,([0,1]2) N V; C V¥¥ etona
I'égalité.

Les espace®,q;, ([0,1]?) N V; forment une analyse multirésolution @&, ([0, 1]2) au sens clas-
sique [72], on obtient facilement le points.
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Le point(i:) utilise la propriété 2.3.3 pour avoir la décomposition\dﬁ” suivante :

vioro V2 eVE @ W ewfewpe )

Imin Imin

D D
® le ® sz)

Jmin<Jj1,j2<j—1

Pour démontrer le poirtii), on utilise d'une part 'indépendance linéaire des fomsti(@f’k)’,
ce qui garantit celle des fonctiortis?i“, et d'autre part la définition des espaéé%’” qui donne :

dim V4 = dim(V,” © V,”), et commelim V;” = 2/ — kg — k1 4 2r — 1, on en déduit le résultat.

Pour le point(iv), on va utiliser le fait que les ondelettéélw ¢ forment un systéme biortho-

gonal de vaguelettes a supports compacts, voir la deflnawltemme 1.4.1. Par définition, les
fonctions d’échelle et les ondelettes a divergence nutiedans(L2([0, 1]?))? et sont de moyenne
nulle. La régularité héldérienne découle de celle des fonstde basd D. Alors, I'opérateur

T : 02(Z%) — (L*(]0,1)*)? qui a{\j k) lui associel’(\; i ) défini par :

dw €
J k € Z k €], k
J k €
est borné d’aprés le lemme 1.4.1 :

1> ANk, Jlk 22,122 < CrllAj kel z2)
Jke

—

Son adjoint, l'opérateufl™ : (L?([0,1]*)* — ¢*(Z*) qui a f lui associe la suitel™(f) =
{(f/ \if}llﬁﬂ} est aussi borné :

|!(f/¢’3lfﬂe>”e2(z2) < Oal1 fll 20,1722

Pour toutf telle que :

div, 5 div,e
F= Y (v,
J k €
on peut écrire :

H<f/\P‘“” Meagze) < I Y AP/ ez oz < Csl (/5 ez
Jke

ou (5 est la constante donnée par le lemme 1.4.1 avec la bash;q;ees Si f € Hain([0,1]2), on
a: ’

Z f/q);l:)lm (I)j:}zmk"i' Z Z <f/\dew e> jlﬁ’e

G122 min, K \6=1,23
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et comme la normé f]|2 (2 , est équivalente a:

([0,1]2)
i 2 div,e d J€ 2
| Z o 00 e+ X FIEROYK | oo
1,522 min K \6=1:2:3
on déduit alors la propriété de I'équivalence en norme difinaede la base de Riesz. |

Remarque 2.3.1

La relation de dérivation de la proposition 2.3.2 fait qwéj“’ C \7j, ce qui permet un calcul
rapide des coefficients sur cette base.

Les fonctionsb;,”ﬁ ne sont pas des fonctions d’échelle au sens classique cdaqran la stabilité

62 .
) (I)div

div div 1/2
”Z kH(I)de H(L2(Q Z’C
avec des constantes independante;dlasufﬁt de conS|derer la fonction :
5
u= Z (I)j,zfvl L2
ko<tl1,62<27 —k

alorsona:

(S 1) ~ 2 tandis que(ull s e /1955 12) ~ 22

Extension au cas 3D

Le passage en dimension tr@is = 3), commence aussi par la construction de I'analyse mul-
tirésolution formée par :

Vi= (Vi eviev))x (evie Vi) x (e viev))
qui permet d’étudier les fonctions a divergence nulleIde ([0, 1]>. Comme dans le cas de la
dimension deus, il est facile de remarquer que les fonctipisont dansot[(V @ V! ® V') x
1 1 0 1 o 1/0 1 i
{0} x{0}], rot[{0} x {0} x (V;' @ V) @ V)] etrot[{0} x (V; @ V]’ ® V}") x {0}] appartiennent

arLz ([0,1%)n V;. En imposant la condition de non pénétration au domaine oostruit trois
fonctions d’échelle a divergence nulle $or1]?

B 0 @fle@’ (‘PjD,kz)D/ ® (SDjD,l% )
q) ka =rot 0 b = _(@j7kl)/ ® (‘Dj,k2 X ((pj,ks)/ (2321)
/
Pik @ Pk, @ (P, 0
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(P7k) © PTy © Ok 0
div D D v
C, g =rot| 0 = (soj,kl) ®<pj o (soj,kg)D (2.3.22)
0 —(p,) @ (p2h,) © o,
D D
div 0D D Ve D ~P5 © (P7) © (07,
Oy = ot | Wi, @ (¢,) @ @i, =1 0 [ (2.3.23)
0 (P5%,) © (07h,) @ O3,

On précise que ces fonctions d'échelle sont liées entrg, @ifepriété analogue a celle des fonctions
d’échelle a divergence nulle sRP. A ces fonctions d’échelle, on asso@ieondelettes génératrices
a divergence nulle anisotropes différentes. Ces ondglsttat construites en prenant le rotationnel
des sept types d'ondelettes qui sont dans chacun des egpgtesV,” @ V") x {0} x {0},

{0} x {0} x (V}D ® VjD ® Vjo) et{0} x (VjD ® Vj0 ® VjD) x {0}.

Pour avoir une analyse multirésolution #;, ([0, 1]), il suffit d’en extraire une base. Ainsi on
retrouve des propriétés similaires a celles annoncées paoposition 2.3.5.

2.3.3 Ondelettes a rotationnel nul suf0, 1]™

On propose dans cette section une nouvelle constructiondlettes vecteurs a rotationnel nul
de(L?([0,1]?))2, qui vérifient des conditions aux limites. D’aprés les rtetalde la décomposition
de Helmholtz-Hodge de [57], I'espaéé;;, ([0, 1]?) peut s’écrire :

Hgio(0,1]%) = {Vq: ¢ € H'([0,1]*)} (2.3.24)

Alors, pour avoir une analyse multirésolution g, ([0, 1]%), on va considérer le gradient d’une
analyse multirésolution réguliére det ([0, 1]2). SoithV I'espace défini par :

vect{cp " @Zk = V(0] 1, ® Q] 1] (2.3.25)

La famille des fonctions{@fk} données par I'équation (2.3.25) est liée : (gg,)’ sont liées.
Pour construire une base l%jv il suffit d’enlever une fonction a un des deux bords (ce quiemty
a imposer une condition aux limite nulle en 0 ou 1 dans I'eep@b. Par exemple en 1. On note
anrs<,pf,€+ les fonctions d’échelle 1D ainsi obtenues et qui engendk}ssmacer’:’+ des fonctions

+ + + p
deV}' nulles enl. Les ondelettes d&’”" = V7, \ V" seront notées ”;

Avec ces considérations, on peut définir des espaces datteteh rotationnel nul anisotropes
{W;’€}€:172,3 engendrés par des familles libres. Poue (j1,j2) € {jmin, -}, CES espaces
sont donnés par :

v,1 v,1 v,1,
Wj - VeCt{\Pj’k }7 \IIJ k v[cij'nL’an w]27k2]

V2 v,2 V2 _
Wj — VeCt{\If- }7 \IIJ k v[’llz)jl,kl ® (’DJ77LL7L7 ]

V.3 V 3 V3.
Wj = Vect{\IJ } \IIJ k — V[T,Z)jl,kl ’llz)j27k’2:|
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~ v - s - 2 . .
De méme les espacads)’ forment une analyse multirésolution @€ ([0,1]?) au sens suivant :

Proposition 2.3.6
Les espace&fjV vérifient :

() VY, C---CVy VY, C--CHg,(0,1]%) etuvy = H ([0,1]%)

.. V,e
W) VY =V o @ inaziot Bemr23 Wy )
(iii) (dim VY) = (dim V)2 = (27 — k1 — ko + 2r — 1)?

(iv) La famille{<I>jv 1o \Ifjvl’z, € =1,2,3}j, jo>i.., €Stune base de Riesz #e; ([0, 1]2).

Cette proposition se démontre comme la proposition 2.26jolrs la relation de dérivation
de la proposition 2.3.2 assure qug C (VjO ® le) X (le ® Vjo), d’ou on peut calculer facilement
les coefficients d’ondelettes sur cette base.

Remarque 2.3.2

Comme pour le cas des ondelettes a divergence nulle, enmatisant les fonctions, on peut
construire un systéme de fonctions biorthogonales a celsiahdelettes a rotationnel nul, dans
(L2([0,1]%))%. o

Exemple 2.3.2

On garde toujours I'exemple du B-Spline biorthogonal agnsioments nuls. Sur le carré, on pré-
cise que si I'on prend le rotationnel ou le gradient d’'unedton scalaire 2D qui s’écrit comme
produit tensoriel d’'une fonction intérieure 1D et d’'une étion de bord 1D, sauf pouf = 0, on
retrouve une fonction qui touche encore le bord. Donc difra— 1)[27 — k; — kg + 7] fonctions a
divergence nulle de bord daﬁé;ﬁ” et(2r—1)[2(27 — ki — ko +1) +2r — 1] fonctions a rotationnel
nul de bord dan&v'y’. A titre d’exemple on trace le champ de vecteurs des forgtibéchelle et
ondelettes de bords au coif, 0) construites a partir du rotationnel ou du gradient de fonos
d’échelle ou ondelettes de bord ng tensoriel elle méme.
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FIGURE 2.15 — Champ de vecteurs det[®1” ® ®1°] & gauche et celui deot[P)’ @ ®1°] & droite.
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curl[yju}] at (0.0)
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2.3.4 Algorithme de décomposition et de reconstruction

On présente dans cette section un algorithme efficace plmuleaes coefficients d’ondelettes
a divergence nulle ou a rotationnel nul d’une fonctiode 4, (£2) ou deH . (£2). Cet algorithme
ne sera présenté que dans le cas des ondelettes a divergaceelui des ondelettes a rotationnel
nul est juste une adaptation en changeant le role des fosalies bases d@l([o, 1]) et V;-O([O, 1]).
Calcul des coefficients d’échelle a divergence nulle

Soitu un champ a divergence nulle déj“’ commeu € Vj d'apres la proposition 2.3.2, les
composantes de s’écrivent :

1 1 0 2 0 1
w =) Cik Pik @ Pjp, €L 2= > Cik ik © Lk
k k

En utilisant la relation de dérivation qui existe entrg([0,1]) et V°([0,1]) : s£V([0,1]) =
V;-O([O, 1]), on peut écrire aussi; etuy sous la forme :

u; = — Z[(C},k)BO]k @},kl ® ((p;,kg), et uy = — Z[BO T(Cik)]k (‘Pgl',kl), ® (p;,kg (2.3.26)

k k
Alors, un calcul direct donne :
(/@) = 27172 [BO () - (c]{k)BO] . (2.3.27)
Cela permet d'écrire :
u= cjlﬁcb;hﬁ avec  2'%(df") = B H(ehy) = (e B’ (2.3.28)

Inversement, on calcule les coefﬁciel(]té k) et (c? k) a partir de ceux des fonctions d’échelle a
divergence nulqucjiﬁ) par :

(c;k) = 2—1/2(cjflg)A1 et (c;k) = 271241 T(cjfﬁ) (2.3.29)
On rappelle qued! est la matrice des coefficien(t%go} o gé? ) €t BY la matrice des coefficients

(= Jo D3k i)

Calcul des coefficients d’ondelettes a divergence nulle

Comme dans le cas des fonctions d’échelle, on part de la q@ition deu; etu, sur la base
d’ondelettes associées aux espa¥es

1

_ 1 0 11 1 0
= Cmink Pimin k1 ® Pimin k2 T Z dj2,k Climinkr & wjz,kz

j2 ijzn 7k

k
1,2 1 0 13 1 o
" Z djl,k ikt © Plmin ko T E dj,k Vi g @ Vi ko
712 jmink G142 jmin K
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et
2

]mzny

2,1
uz = k gO.]mzn, ® gO]mzn, + Z d k (‘D,szny ® 1/}]27k2
k

]2>]mzn7k

+ Z d2 2k1’bj17k1 ® SO]mzny + Z

2 ,3 1
k T’Z)Jhk?l ® wjz,kz

J1>Jmnuk j17j22jmin7k

En utilisant encore relation de dérivation qui existe etﬂssespaceyjl([o, 1]) et V}O([O, 1]), on

écritu; etu, sous la forme :

1,1
up = - Z[(C;,k)Bo]k go;minykl ® (go;minvké)/ + Z d k gp]mzny ® 1/}‘?271432

k
= > M A)B K Uy @ (9, k) +

le
]12]mznvk

§2>Gmin, K

1,3
Z dj7k J1,k1 ® wh ko

J1,J22Jmin 7k

et

2,1
U = — Z[BO T(Cik)]k (Cﬁjl'mm,kl)/ ® CPJI'mm,kg - Z [BO T(dp k)]k (Cﬁjl'mm,kl)/ ® 1/1]1'2,k2
k j2>jmin7k

2 : 2,2 § : 2,3
+ d k’l’bjlykl ® (’Djmnu + dj,k Ji,k1 ® ’I’Z)J2 ko
.71>.7m1n7k jlvaijinyk

Alors, avec les écritures deg etu, précédentes, par un calcul simple on en déduit :
1

(u/ BT = \/ﬁmh(djk) BT (d5) 1 (2.3.30)
() = B~ 2 (@) (2.3.31)
<u/x11d“’3> \/ﬁ[ J2(dj1i”{) 231(dji’{)] X (2.3.32)
La reconstruction se fait avec :
() = \/%(djlﬁl) et (dj:i):—ﬁAlT(dfﬁl) (2.3.33)
() = ﬁ(d}lk? et (d) = _\/% ) (2.3.34)
(dj:f’{) = \/%w(djfﬁ?’) et (dji’{) \/MLW dfilff{’?’) (2.3.35)

Les changements de bases décrits ci-dessus sont simdaixeshangements de bases décrits sur
R™ et on peut les étendre facilement & la dimension tris-(3).
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Exemple 2.3.3

Dans cet exemple, on trace la carte des coefficients de langigesition sur les fonctions d'échelle
et ondelettes a divergence nulle d’'un champ issu d’une atioval numérique. La résolution maxi-
male est/ = 8, les coefficients d’ondelettes ont été renormalisé< frés afin de les observer a
une méme échelle de couleur, pgu, < ji1,72 < J — 1.

FIGURE 2.20 — Champ de vecteurs test (a gauche), coefficients diééhdivergence nulle dans
Vv (a droite).
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FIGURE 2.21 — Carte des coefficients d’échelle et d’'ondelettes @rgidnce nulle contenus dans
Vi suivant la décomposition donnée par la proposition 2.368 @y, = 3.

2.3.5 Approximation non-linéaire

Les résultats d’approximation non-linéaire obtenus dansettion 1.5 (cas périodique) sont
aussi valables sur la base d’ondelettes a divergence ruilraites sur le carii@, 1]2. Pour prou-
ver ces résultats, on peut suivre le méme cheminement geatios 1.5. Dans cette section, on va
seulement traiter un exemple numérique.

[l faut aussi préciser que, pour un champ de vecteurs V‘J?li“ a divergence nulle, faire un
seuillage des coefficients d’'ondelettes a divergence dallerevient a faire un seuillage des coef-
ficients d’'ondelettes des composantgset u, de u, sur la base d’ondelettes associée a I'analyse
multirésolution deS\7j. En effet, considérons par exemple les coefficiéaﬂ;t’%?’] qui sont supé-

rieurs a un certain seuil> 0 donné :
Vi, k, ‘djlfﬂg‘ > € (2.3.36)
Alors, sion aN coefficients[d;iﬁ’?’] qui vérifient I'équation(2.3.36), la relation(2.3.35) de recom-

position permet de définiv coefficients d’ondelette@l}i] pouru; et N coefficients d’'ondelettes



tel-00544373, version 1 - 7 Dec 2010

116. QHAPITRE 2 : Ondelettes a divergence nulle et ondelettes a rotationheur [0, 1]

[dJ?’i)’{] pourus tels que :

. 13, € 23, &
Vi, k, |dj,k| > et |dj,k| >

V2 V2

div, 3] sont ordonnés, par ordre décroissant en valeur absoluéy les

De plus, si les coefﬂmentbl
coefﬁuents[dj} . et [dj ] def|n|s a partir desV coefficients|ds'}*] suivent le méme ordre.

La question est de savoir si Ié\écoefficients[d?’?’ ] et [d?’i)’{] sont lesN plus grands coefficients

en valeur absolue qui seront définis avec le s%u si on ’est pas parti des coefﬁuer{tﬂé“” 3]

Pour répondre a cela, comme les suites des coefficients monrees, il suffit de prendﬁe 0
et de regarder la suite de tous les coefficients obtenus(2w85).

Exemple 2.3.4

On reprend le champ de vecteurs de I'exemple précédgrs, analysé toujours avec les ondelettes
a divergence nulle construites a partir des générateurspi8 biorthogonaux a trois moments
nuls. C’est un champ qui a une régularité supérieure a celle bases analysantes, on retrouve
alors la décroissance maximale fournie par ces bases. Stiglae 2.22, on trace I'erreur en
norme (* sur les valeurs aux point de grille de, dansV;! © V) etu, dansV; ® V!, avec
Jmin = 4. La figure2.23 représente les résidus de I'erreur dereconstruite avec seuleme2t%

de ses coefficients a divergence nulle. On remarque queearetier est beaucoup plus importante
aux bords.
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FIGURE 2.22 — Erreur d’approximation non linéaire en fonction des gros coefficients d’onde-
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FIGURE 2.23 — Résidus de la solution reconstruite a22% des coefficients d’ondelettes a diver-
gence nulle : sun; a gauche et sui, a droite. Au total on 2562 coefficients.
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Chapitre 3

Calculs pratigues et simulations
numeriques

Les bases d’ondelettes construites dans les deux chamiéesdents ont pour objectif de servir
a la résolution numérigue des équations aux dérivées Iiesti&DPs). Elles peuvent aussi étre
appliquées a 'analyse de signaux numériques ou a I'étudda@ps turbulents incompressibles.
Dans la résolution numérique des EDPs, le plus souvent anétie les équations sous forme
variationnelle en utilisant une méthode de type GalerkiiPétrov-Galerkin [45]. Cela nécessite le
calcul des matrices des opérateurs de dérivation sur ured@sproximation bien choisie, dans
ce cas la base d’'ondelettes. En plus, pour des donnéestelésdes problémes a résoudre, on aurait
besoin des formules efficaces pour calculer les projectauit-échellesP; sur les espacelg; de
I'analyse multirésolution choisie.
L'objectif de la section est d’établir les outils et formsileécessaires pour effectuer les calculs de
ces projections ou des matrices des opérateurs diffélerfia va se limiter au cas de la dimension
un, I'extension a des dimensions plus grandes se fait den fagturelle : puisque les bases sont
construites par produit tensoriel. Plus particulieremérg matrices a calculer seront celles de la
projectionPj(%) ou Qj(cgi—k;). On prendk = 1 pour simplifier, le calcul sur des indices de
dérivations supérieurs se fera de maniere analogue [6].

3.1 Fomules de quadrature

SoientV; ([0, 1]) et V;([0, 1]) deux analyses multirésolutions biorthogonales.d€0, 1]). On
note respectivemertd’ ,, q’g-,g}ogegr—l et{i);g,ég.,z}ogg_l leurs fonctions d'échelle de bords,
{05k tro<k<2i—k, €H{Pjk i, <r<oi_k, CElles quisontalintérieur, voir section 2.2. Pour iditiar
I'algorithme de transformée en ondelettes, un des proldéqumn rencontre en pratique c’est de

121
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définir une approximation grossiéfg (f) ouP;(f) de f € L*([0,1]), avec :

r—1 —k1
Pi(f) = (f, 95 )%, + Z ftpgksoykJer‘I)
£=0 k=ko

et

:Z<f7q)g j€+z fv‘p]k@jk"FZf,

=0 k=ko

Le probléme consideré est alors le calcul des produitsiseslgui interviennent darB;(f) et
P;(f) a partir des valeurs dgsur le réseaé2~7, k € Z. Pour calculer ces produits scalaires on a
choisi de généraliser au cas biorthogonal quelconquedasitgues introduites dans [95,110]. Ces
techniques consistent a définir une formule de quadraturgogiexacte pour des monones jusqu’a
un certain degré. On va établir les formules pofirg; ), (f, ‘PZ’,Q et(f, ¢§,z>1 pour ce qui est de

75]-( f) les formules s’adaptent facilement. Sgit= N* le plus haut degré d’exactitude souhaité.
Selon que I'on veut faire le calcul avec une fonction de bardntérieure, on considére les deux
suites suivantes :

[y

~

xp =—la/2] +
Yp =P

La formule de quadrature est définie au moyen des poids tedle g
q
~ o y
(f, q’;,ﬁ 2792 E a;,ef(_zf)

k:+33p

(. Gi) ~ 2797 Z (e

1) 2Ry o
p=0

Les poids{a’ ,, ay, aig : 0 <4 < Tho<p<q SONt définis par :

DL

+oo q
/0 B(0)Q)dr =3l ,Qy,), 0< <7
p=0

/ F@)Q)dr =3 ayQ(xy)
R =0

1 q
/ (1 - 2)Q)dr =3 ol QL ), 0<L<7
p=0

—00
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avec@(z) un polyndme de degré au plgsLes valeurs de ces poids sont facilement calculables,
car on sait calculer les moments @e@@ et i)ﬁ d'aprés I'équation (2.1.6), pour plus de détail
voir [95].

Dans le cas périodique, le calcul de ces produits scalagtebeaucoup plus simple, on sait
montrer qu'il revient a faire une convolution discréte enles valeurs dg et un filtre discret
obtenu a partir d’'une fonction cardinal de Lagrange [98].

Exemple 3.1.1

Sur la figure 3.1, on compare les valeurs aux points de la ptije desin(47x) dansV;s obtenue
par quadrature, dans le cas périodique. On a utilisé les tetties orthogonales de Daubechies a
trois moments nuls# = 3. Sur la figure 3.2, on compare les valeurs aux points de laggt@n
desin(27z) sin(50x) dansVis obtenue par quadrature, dans le cas non périodique. Orsatiks
B-Splines biorthogonales avec= # = 3. Sur la figure 3.3 on compare les valeurs aux points de
la projection desin(27z) sin(50x) dansVis, avec conditions aux limites de Dirichlet homogeénes,
puis on trace I'erreur d'interpolation obtenue dam§. Les générateurs d’ondelettes utilisés sont
toujours ceux de Daubechies a trois moments nuis= 3. Dans tous les cas, les convergences
souhaitées sont obtenues, seulement avec des ordres tipig®@levés aux bords.

x10™"

1 L L L 4 L L L L 001! L L L L L L L L L " L L L L L L L L L
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

FIGURE 3.1 — f(x) = sin(4mz) échantillonné suk'® points (a gauche), sa projection ddns
(au centre) et I'erreur des valeurs aux points de la prajectCas du générateur orthogonal de
Daubechies = 3 (en périodique).
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x10°

a1 L L L L L L L L L 001! L L L L L L L L L 4 L L L L L L L L L
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

FIGURE 3.2 — f(z) = sin(27z)sin(50x) échantillonné suR'® points (a gauche), sa projection
dansVi3 (au centre) et I'erreur des valeurs aux points de la prajeciCas des générateurs bior-
thogonaux B-Splines = # = 3 (sans conditions aux limites).

x10°

x10°

FIGURE 3.3 — Erreur sur les valeurs aux points de la projectionf e = sin(27x) sin(50x)
dansVis (a gauche) et I'erreur d'interpolation daig (a droite). Cas du générateur orthogonal de

Daubechies = 3 (Dirichlet homogéne).

3.2 Calcul des termes de la matrice de masse et de la matrice dgi-

dité

Pour commencer, on va définir ce qu’'on entend par matrice desanet matrice de rigidité
d'une base d’ondelettes. On considére d’abord le cas dégsasamultirésolutions d&?(R), le
cas de l'intervalld0, 1] sera traité en fin de section.

Définition 3.2.1
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3.2 Calcul des termes de la matrice de masse et de la matrrogidie 125.

SoitB = {1, 1}, kez Une bases d’'ondelettes "réguliére” dé(R). On appelle matrice de masse
de la baseB, qu’on noteM, la matrice de termes générai; i, Vj 1) :

Vi, 7 My = /R Vg by da

On appelle matrice de rigidité (matrice de raideur) de la &d% qu’on noteR, la matrice de
termes générautciap; i, L i) :

. d d
Vi, i’y Riw = /R %(T/}j,k) : %(%',k')dw

Cette définition estvalablé' pour toute autre base d’'un espace de Hill3érten particulier pour
les analyses multirésolutions dé(£2) (2 un ouvert régulier d&™), seulement on doit remplacer
I’opérateur% parV sin > 2. Comme les bases qu’on utilise sont construites par préehsoriel,
les résultats des calculs qu'on va donner sont ceux établisneension un.

Depuis les travaux de G. Beylkin [6] et de W. Dahmen et C.A.ldlt [34], on sait calculer de
maniére exacte les termes de la fornie;i ., 0,/ i) €t{p; k., %o, 1), pour une fonction d'échelle
© a support compact. Les calculs des termesy, v i) et (1 x, %¢j17k/> sur 'ondelette asso-
ciée se déduisent directement par transformée en ondelette

Les termes de la matrice de masse :

Pour calculer les termes de la matrieg on utilise essentiellement la relation & deux échelles
satisfaite par la fonction d'échelle. Dans la proposition 3.2.1 ci-dessous, on donne une version
simple des résultats obtenus dans [6] et [34] qui permetiehlculer les termes de cette matrice
pour une base des fonctions d’échelle a support compact.

Proposition 3.2.1
Soity une fonction d'échelle d&?(R) et soitI,, sa fonction de corrélation au pointdéfinie par :

Ip(z) = /ch(y)sO(y —x)dy (3.2.1)

Alors, la fonction/, satisfait une relation a deux échelles :

Ip(x) = igl,(2x — k) (3.2.2)
kEZ
avec
k=Y hihi_g (3.2.3)
leZ
et
Ip(m) = okl (k) (3.2.4)

keZ
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Preuve:
En substituant la relation d’échelle satisfaite patans (3.2.1), on trouve

L) =233 b, / 2y — D2y — 20 — m)dy
1€Z me7 R
Un changement de variable dans l'intégrale donne :
Ip(x) = > > Ml (22 — (1 —m))
IEZ mEeZ

D’ou le résultat en décalant I'indice de sommation. Pourira{@2.4) il suffit d’évaluerl,, aux
points entiers. |

Soity a support compact dont la relation a deux échelles s’écrit :
L—1
p(z) = V2> (2w — k),
k=0

Par définition, pour tout entiern < L —1 et m > L — 1, on a:l,(m) = 0, puisque le support
dey est[0, L — 1]. De plus, si on définit la matricd,, par :

A, = (Z hlhlﬂ-_%) (3.2.5)
l 2—L<i,j<L—2
d'aprés I'équation (3.2.4), on voit que le vectéllisg(m))g_L<m<L_2 est un vecteur propre de la

matrice A, associé a la valeur proppe= 1. On a ainsi ramene le calcul dg(m) a un probléme
aux valeurs propres, plus simple a résoudre numériquement.

On peut aussi calculer Idg (m) dans le domaine de Fourier. En effet, par Parseval on a :

om) = [ o)t —m)de = o [ 3 mag (3.2.6)

En échantillonnant, on trouve :

1 2n -~ —i€m
I (m) = %/0 gz\tp({—kwrk)\ze ¢ d€ (3.2.7)
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Cela veut dire que lek,(m) sont les coefficients de Fourier d’'une fonctidmn-périodiques :
0(§) = > |86 + 2k) (3.2.8)
keZ

Pour chercher la fonctiof,, on introduit I'opérateur de transitidfi associé & [64, 76] :

(T)(€) = Imo($)P() + bmolS +m)Pu( +) 329)

avecmy le polynéme de raffinement deet ;. un polyndbme trigonométrique &nde la forme :
&) =Y e ™, ¢ eR
keZ

Alors, 6 est un vecteur propre dE associé a la valeur propre= 1. En effet, la relation a deux
échellesp(2£) = mp(£)¢(€) donne :

06) = 3 Imol + km)PIS(5 + km)l?

keZ
§

= Imo($)P0(S) + Imo(§ +mPOC +7)

ce qui traduit bien (7°0) (&) = 6(&). Pour plus de détail et la justification des calculs, voir, [&B].

Les termes de la matrice de rigidité :
Pour calculer les termes de la matrice de rigidité, on abesidin de la proposition suivante [6] :

Proposition 3.2.2 [6]
Soit.J,, la fonction de corrélation entre et sa dérivéey’ définie par :

1o@) = [ o)ty = 2)dy (32.10)
Alors, la fonction.J,, vérifie une relation a deux échelles :
To(@) =Y jedp(2x — k) (3.2.11)
keEZ
avec
ik = 2i, ik = Z hyhy_y, (3.2.12)
IEL

Les valeurs de/,, sur les entiers vérifient

D L) =1 (3.2.13)

lEZ
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Preuve :
Larelation (3.2.11) est une conséguence directe de laaeldechelle. Pour démontrer la relation
(3.2.13), il faut faire intervenir le fait que les momentsueérifient :

sz (=1 =a"+> (-1)'Cha™" l/gp(m)wldw (3.2.14)
=1

[

Dans le calcul delwl, on voit I'apparition d’un facteur en puissance 2ipar rapport aux for-
mules données par la proposition 3.2.1. Avec un raisonnearaiogue a celui de la proposition
3.2.1, on montre que les valeurs ,dig sur les entiers peuvent étre obtenues en résolvant un pro-
bleme aux valeurs propres. De maniere générale, on calgulen cherchant le vecteur propre de
A, associé & = 2*. Pour calculer les termest: ¢y, L¢y), les termes de la matrice de rigidité,

il suffit de chercher le vecteur propre associg & 22. Comme il n’est pas unique, il faut utiliser
une condition de compatibilité analogu¢332.13), voir [6].
Pour les ondelettes, par exemple connaissant les valeursedd,, la relation a deux échelles

satisfaite pary donne :
Znggl oml (1 — k)

et

Zzgkgl omJ. l_k)

Sur l'intervalle [0, 1]

On garde les notations introduites a la section 3.1. Pouadalyses multirésolutions orthogo-
nales, les calculs des termes des matrices de masse etdilig rigint donnés en détail dans [95].
Dans le cas biorthogonal quelconque, on va encore se sena eklation a deux échelles pour
obtenir des résultats similaires a ceux de [95]. Pour lestfons intérieures, pas de changement on
peut toujours utiliser les propositiori8.2.1) et (3.2.2). Pour les fonctions de bords, on va consi-
dérer par exemple celles qui sont@et par changement d’échelle se placg-a 0. Comme ces
derniéres vérifient une relation & deux échelles donnée2parl}, si on noted® la matrice de
Gram des fonctions de bord énpar simple substitution on a :

24%® = DA*DT + DB*B” + B(B*)" D” + BB*B” (3.2.15)

avec
AR = (B}, 0}), By = (4, 0n), Bf = (o ow) (3.2.16)

Les matricesD et B sont celles données par la propositignl.1). Le calcul des termes de la
matrice B®, produit scalaire entre une fonction de bord et une fondcimérieure, ne présente
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pas de difficulté. En utilisant la définition de fonctions da&rdy on se raméne au calcul d'une
combinaison des produits scalaires des fonctions d'éelselfR. En plus, les propriétés de la
matrice D font que le systéeme défini par I'équation (3.2.15) se résantyme simple division
matricielle [95].

De méme, la matrice de rigidité des fonctions de bord,equ’on noteR?®, vérifie cette rela-
tion :

1
5R‘I> = DR*D" + DK*BT + B(K*)" D" + BR?B” (3.2.17)
avec
d d d d d d
P b b [CE b [
y= (0 —®)), K&, = (—® : , = : : 3.2.18
Ry = (@, = @)y Ky = (@, ——ir)y B = (o pn o) ( )

Le cas des fonctions de bord &mse traite de fagon similaire, par symétrie.

Remarque 3.2.1

La résolution du systeme (3.2.17) doit se faire avec un pes @é précaution : on ne peut pas
appliquer une simple division matricielle. Il existe desries qu’il faut calculer analytiquement
[95], toute fois on peut les remplacer par des constantesdar?.17) et faire une division. O

Pour illustrer les calculs en dimensions supérieures,idérens la base des fonctions d'échelle
a divergence nulle suR?, et soitM® la matrice de masse de cette base. C’est une matrice qui
dépend de quatre parametres. A une échdiieée, par définition on a :

My = /]R O @ dady, k= (k. k), K = (ki k) (3.2.19)

En utilisant la définition des fonctior@?iﬁ, on retrouve :

MM 1 = (L5 k0 Liw N (D502) s (D10)) + ((25a) s (05 00 W PG ks D) (3:2.20)

Sion noteM' etR! les matrices de masse et de rigidité de la kgss,), on voit que(3.2.19)
peut s’écrire comme :

M)y e = My, Ry + Ry o My, g (3.2.21)

On reviendra plus en détail sur le calcul et I'utilisationaggte matrice dans la partie réservée a la
décomposition de Helmholtz-Hodge.

Exemple 3.2.1
On prend I'exemple de I'analyse multirésolution sur 'intalle construite a partir du générateur
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orthogonal de Daubechies a trois moments nuls, avec conditaux limites de Dirichlet homo-
géne. Sur la figure 3.4, on trace les coefficients non nuls dedtice de rigidité des fonctions
d’échelle et d’'ondelettes, dans ce cas, la matrice de magdidentité. Sur la figure 3.5, on trace
la matrice de masse des fonctions d'échelle et celle dedetteiea divergence nulle construites a
partir de cette analyse multirésolution. La matridé$'v correspondent & la matrice du Laplacien
scalaire2D avec conditions aux limites de Dirichlet homogene.

50

100

150

200

250

L L L L 250 L L L L
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
nz = 2252 nz = 11548

FIGURE 3.4 — Matrices de raideur des fonctions d’échelle (a gaueheglle des ondelettes (a
droite). Cas du générateur orthogonal de Daubechies, avec conditions aux limites de Dirichlet
homogeéne.
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0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 2000 2500 3000 3500
iz =50280 nz = 282920

FIGURE 3.5 — Matrice de masse des fonctions d’échelle a divergenkte (@ gauche) et celle des
ondelettes (a droite). Cas du générateur orthogonal ded2hidsr = 3, j = (6,6) et j,in = 4.

3.3 Résolution de I'équation de la chaleur

On se propose dans cette partie de résoudre numériquenpeobléme de Cauchy lié aI'équa-
tion de la chaleur dans un domairmédulier' Q2 deR™ (n = 2, 3):

ou—vAu=f (3.3.1)

avecug donnée initiale connue et des conditions aux limites fixéepréalable. Le facteur re-
présente le coefficient de diffusion qui est supposé consfasst le terme source. Le probléeme
de la chaleur est classique dans la théorie des équatiordéaivges partielles. Pour des résultats
théoriques généraux sur I'étude mathématique de ce prebl@émpeut consulter [46]. L'équation
(3.3.1) présente une dérivée d’'ordre un en temps et desédéri’ordre deux en espace. Pour
résoudre cette équation en pratique, on doit discrétisedédeivées spatiale et temporelle. On va
utiliser une méthode de type Galerkin sur base d’ondelgites la discrétisation spatiale et un
schéma de type Euler implicite en différences finies pouidardtisation en temps. Ce choix de
méthode conduit a la résolution d'un systéme linéaire awhamps de temps. Afin d'éviter des
calculs avec des grandes matrices de dimensions deux sudroa choisi la technique utilisée
dans [14, 15] qui consiste a factoriser le noyaux de la chales résultats obtenus dans [14, 15]
utilisent une discrétisation de I'opérateur en différefing, puis une projection en bases d’onde-
lettes périodiques. Dans ce travail, on discrétise dineete I'opérateur sur une base d’ondelettes
vérifiant des conditions aux limites périodiques ou nongaiques. On montre sur la base des ré-
sultats numériques que cette technique s’étend facilemnéet dimensions supérieures£ 3),

et qu’elle peut s'appliquer dans le cadre d'une discrétisatariationnelle multi-échelle du pro-
bleme [9, 66, 67].
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3.3.1 Factorisation du noyau de la chaleur en dimension deust trois

Tout au long de cette section, sauf mention contrairesera lan-iéme solution donnée par
l'algorithme en temps appliqué a I'équatiéh3.1) :

Vn >0, u, =u(z,ndt),

0t est le pas de temps choisi. Une discrétisation en temps,umvechéma d’Euler implicite, en
différences finies de I'’équation (3.3.1) donne :

(1 —vitA)u,y1 =uy, + 0tf (3.3.2)

La technique de factorisation consiste a remplacer le sali@m2) par I'application d’'un schéma
unidimensionnel du méme type selon chaque direction. Qestechnique inspirée des méthodes
de résolution utilisant des directions alternées de [9]dEnhension deux et trois, la factorisation
du schéma (3.3.2) revient a :

0? 0?
et
0? 0? 0?

Les schémas (3.3.3) et (3.3.4) sont inconditionnelleméatiles, de précisio® (dt) (voir [14]
p.79). Pour la discrétisation spatiale, on va supposeraygelutionu cherchée est dans espace
avecX un de ces espacesf;... () ou Hj(Q2), selon les conditions aux limites fixées. La méthode
de Galerkin consiste a approcher le probléme continu derdiioe infinie par un probléme discret
de dimension finie, et cela en définissant des espaces diapation de dimension fini&’, de X
tels que :

XpCX et limX,=X

h—0

Dans notre cas, les espacEg seront des analyses multirésolutionsXie
X,=V; avec h=277

Alors, la solutionu est calculée sur la base des fonctions d’échféjllg deV; sous la forme :

u; = Z Ck(t)q)j,k
k

ou sur la base d'ondelettds;  de'V; sous la forme :

u; = ch(t)q)jo,k + Z Zdik(t)\l'j,k

k jo<ljl<i-1 k
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On rappelle que les bases d'ondelettes utilisées sontra@ast par produit tensoriel des bases
unidimensionnelles. Dans ces conditions, la méthode deri@alappliquée aux schémas (3.3.3) et
(3.3.4) donne :

A sun AL = Mu,M” + stM M7 (3.3.5)
et
(Avsiuni1Als ) Avsy = (Mu, M")M + 6t(MfM")M (3.3.6)

avecu,, la matrice des coefficients Kk (ndt) et dj Kk (ndt). La matriceA 5; est celle de I'opérateur

. . . 2 N < P
unidimensionnel(1 — 1/525%), elle correspond aA,s; = M — vétR ou on a notéM et R
respectivement les matrices de masse et de raideur desurediesensionnelles.

Pour la complexité numérique, par exemple en dimension,dgwest le nombre d’éléments
non nuls de la matricd ,5; et P ceux de la matrice des coefficienig, la complexité théorique
d’une itération est d&(cP) opérations. Cette complexité est beaucoup moins impertzant rap-
port a d’autres méthodes : en différences finies G1{@V?) opération aveé la largeur de la bande
de A s; et N l'ordre de la matricax,, dans la cas d'une factorisatidil/. Pour plus de précision
sur les calculs et I'étude de la complexité des schémas geét® on peut se référer a [14].

En pratique, le domaine de calclconsidéré esi0, 1], avecn = 2 oun = 3. Pour impo-
ser des conditions aux limites non périodiques, comme langéte est simple, on construit des
opérateurs de relevement dans le cas non homogéne [90].

Exemple 3.3.1
Selon la dimension d’espace, on a testé la méthode sur lessidutions exactes :

(1-— 6_87T2Vt) sin(27z) sin(27y), cas 2D

u(wJ y? t) = 87T21/

(1-— 6_12”2”) sin(27x) sin(2my) sin(27z), cas 3D

ule,y, z,t) = 1272y
avec respectivementfi(x,y) = sin(2nz) sin(27y) et f(z,y, z) = sin(2rz) sin(27y) sin(27z).

Les résolutions choisies sont= 8 pour le ca2D etj = 5 pour le cas3D. Le temps final de calcul
est fixé & = 0.02, la viscositér = 1. La base d’ondelettes est celle du générateur orthogonal de
Daubechies a quatre moments nuls. On présente sur la figeila 8orme¢? du résidu en fonction

du pas de temp&. On a multiplié I'erreur3D par 10 afin de tracer les deux courbes sur le méme
graphe, car dans ce cas I'erre@D est beaucoup plus importante. On observe une pente ded’ordr
de1 dans les deux cas, ce qui est conforme au résultat escompté.
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2.2 T T
—6— 2D case *
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14r
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ot x 10

FIGURE 3.6 — Erreurt? en fonction du pas de temps. La courbe en pointillé correspda dimen-
sion trois.

3.3.2 Une discrétisation variationnelle multi-échelles

Dans cette partie, on va décrire comment on peut résoudyaatidn de la chaleuf3.3.1)
en utilisant une formulation variationnelle multi-écleslidu probleme. Pour cela, on considére le
probléme dans le calsD. La méthode variationnelle multi-échelle introduite paBFezzi [9] et
J.R. Hughes et al. [66, 67] appliquée a notre probleme pendtssener comme suit.

On suppose que la solutianse décompose en :

u=u+ul (3.3.7)

ol u® est une approximation grossiére detandis queu’ représente la partie hautes fréquences
qui vit a des échelles plus fines.

Puis on discrétise I'équation (3.3.1) de deux fagons : urtestant avec des fonctions qui sont
ala méme échelle que et une autre avec les fonctions de méme échelladue

La décomposition (3.3.7) est classique dans la théorie mslettes. Dans une analyse multi-
résolution quelconque d&*(2), de projecteurs multi-échellB; et Q;, on peut écrire :

u="Pj,(u)+ Y Qu) (3.3.8)

Jj=Jjo
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Alors, on peut définir de facon naturel¢ etu/ par :
u’="Pj(u) et v =>" Q;u (3.3.9)
Jj=jo
Commeu dépend du temps, on considére I'équation discrétisée epstgar le shéma d’Euler
implicite (3.3.2), et on introduit les notations suivantes :

L=1-6tvA, Pj(w)=> crp(ndt)pj e €t Qj(u,) = > djp(ndt);, (3.3.10)

k ijka

En prenant comme fonctions test les fonctions d’échejlg. et les ondelettes); ;. dans(3.3.2),

on trouve : A ( ) ( )
B 9; Up+1 > < o) fn >
L, = jo — 7o 3.3.11
et < ¢ D > < Pjo(un+1) Pjo(fn) ( )
avec
A=0Q,LQj,, B=Q;LPj,, C=7Pj,LQ;, etD="P;LP (3.3.12)

et le terme sourcé,, qui correspond a :
fn =u, + 5tf

L'équation (3.3.11) est un systeme Bf (u,+1) €t Q;, (u,+1). Un calcul direct donne :

(D — CA™'B)Pjy(wnt1) = Pjy(fn) = CA™ Qs (f)
AQjo(un1) = —BPjo(an+1) + Qjo(fn)

La matrice(D — CA~'B) n’est rien d’autre que le complément de Schur de la matridéogé-
rateur £. La difficulté réside maintenant dans le calcul.de!, compte tenu de la taille de cette
matrice et des niveaux d'échelle qu’elle renferme . Unenple introduite par A. Chertock et
D. Levy dans [16] consiste a projeter cette matrice sur ddsgraa bandes. Le critére choisi pour
la projection est que la matrice bande issue de la projectimindonner le méme résultat que la
projetée sur un sous espace de dimension égale a la largkubalede choisie. Plus la taille de la
bande est grande, plus la qualité d’approximation sur latieol est meilleure [16].

Dans le cas de I'opérateur de la chaledrest une matrice bande par bloc et a diagonale for-
tement dominante, par contre son inverse! est en général pleine. Avant de calculer cet inverse,
on se sert des propriétés d’approximation non linéaire deesd’ondelettes pour approchépar
AC
.Ai,j Si ’Ai,j’ > €

0 ailleurs (3.3.13)

\V/€>0, A’ij:{
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Ainsi, I'erreur numérique introduite au niveau des petitekelles reste du méme ordre que I'erreur
globale obtenue sans approximation.

La résolution du systém@.3.11) demande l'inversion d’'une matrice. Afin d’éviter ce calcul a
chaque pas de temps, les inversesddest (D — C(.A°)~1B) sont calculés au début, puis stockeés.
Cela permet de réduire le calcul dg.; a chaque étape a une multiplication matrice vecteur. La
complexité numérique de cette étape reste alors la mémeeaygeitcdans le cas du découplage
multi-échelle ou celui ot on a inversé directement la matde L toute entiere, moyennant I'ap-
proximation(3.3.13). Le gain de la méthode multi-échelle est alors dans le cdkeslinverses de
A€ et (D — C(A¢)~1B) qui est beaucoup moins cher par rapport a celui de la mateice d

Exemple 3.3.2

Dans cet exemple on montre I'efficacité de la méthode meliglées dans le cakD, sur la solution
exacteu(z,t) = e !sin(167x). Les paramétres sont = 10, ¢t = 0.01, v = 1/(16272) et
ot = 0.01/80. La base d’ondelettes choisie est celle de Daubechiesgotiale & quatre moments
nuls (r = 4). Sur la figure 3.7, on trace I'erreur relative sur la soluti@malculée en fonction du
pourcentage des coefficients non nuls de la matric&€ detenus, aprés un seuillage dans le cas
d’'une méthode standard. De méme, peut 10~° max|.A| le plus grand seuil choisi, on trace
I'erreur relative donnée par la méthode multi-échelle endiion dejg, cette fois ci le seuillage
ce fait seulement sud. Sur la figure 3.8, on trace les différentes solutiarfset u/, ainsi que le
résidus total. On voit alors gqu’'on a une meilleure solutiorea la méthode multi-échelle, ce qui
est naturelle car plug, est grand, plus on réduit notre seuillage des coefficients.

Error
Error

FIGURE 3.7 — Erreur relativé? en fonction du pourcentage des coefficients non nuls de lda@at
de £, méthode standard (a gauche), erreur relativen fonction dej, dans la méthode muilti-
échelle :e = 10~° max |.A|. Echelle logarithmique pour les erreurs.
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Corse scale solution Fine scale solution
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x10° Residual solution

FIGURE 3.8 —u® en haut (a gauchey/ (a droite) et le résidu en bag = 10 et j, = 6.

L'extension de la méthode multi-échelle a la dimension deriprésente avec quelques modi-
fications. Compte tenu de la structure tensorielle des bpsesj fixé, on décompose la solution
u comme suit :

u=u‘+u +u¢+u’ (3.3.14)

avec
u’ = Pj, @ Pj(u), u =Pj, ® Q;(n), u/=Q; @P;(u) et u/ = Q;, ® Qj,(n)

On suppose la convention dans les notations introduitg 8nl0). Si on applique la factorisation
(3.3.3) al'équation (3.3.1), on retrouve :

A B w ., ul* A B foofle
Lu, 1 = < > mft Tl ( ) =\ 2 " (3.3.15)
! ¢ D ( un]-ci-l U, ¢ D nf fn

ou on a poseé :

fl=uf +otff, fh =uf +otfd, fle=nufe+otff et f5=uf +otfe
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Pour la résolution, on décompose le systeme (3.3.15) engiriscsystémes matriciels :

"4( n—i—l"4 + un+lc) + B( 1A + un+lc) f7{
(51)
Clul A+l 0) + D A+ g, 0)=f

et
'A( n—l—lB + un+1D) + B( n—l—lB + un—l—lD) fC
(52)
C( n—i—l‘8 + un+1D) + D( n+lB + un-l-lD) fn

Puis on prend comme inconnues dd$d) et (S2) les termes entre parenthéses, ce qui permet
d’écrire d’'une part :

) (u n+l‘A+un+1 )= (fn — B(u n+lA+un+lc))
1
(D —CA'B)(u A+, C) = fi —CcAVf]

et de l'autre part :

[ (B wD) = AT = Bl B+ g, D)
(5'2)
(D~ CA™'B)(uf), B+ uS, D) = fo — CA'f°

La derniere étape consiste alors a résoudre les syst&itig®t (S5'2), cette étape se fait de maniere
analogue par transposition.

On reconnait facilement que dans la résolution des systpnéegdents, on a appliqué deux
fois de suite la technique utilisée dans le cas 1D, ou cegdde inconnues sont des matrices. En
fait, exceptés les produits entre les différentes matrieesomplexité de la méthode est la méme
gue celle obtenue dans le cas de la dimension un : les madriogerser sont les mémes.

En plus, on peut étendre cette technique de fagcon similairdiraension trois ou plus, il suffit
d’écrire dans chaque cas les bons systémes.

Exemple 3.3.3

Dans cet exemple on résout (3.3.1) avec comme conditiéalénitn bruit blanc aléatoire gaussien
avecf = 0. Les paramétres sorjt= 10, jo = 6,¢ = 0.5, v = 1/872 etét = ¢/100. Notre solution

de reférence est la solution calculée dans f@usans approximation et sans séparation d’échelle.
Les ondelettes utilisées sont celles de I'exemple 3.32rdsultats d’erreur sont les mémes que
ceux obtenus en dimension un.
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x10
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FIGURE 3.9 — Solutionu® at = 0.5 dansVj, (a gauche) et sa reconstruction par transformée en
ondelettes inverse dan§ (a droite) olj, = 6 et j = 10. Condition initiale bruit blancf = 0,
v =1/872 etdt = t/100.
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FIGURE 3.10 — Les solutionsi/® (a gauche) et/ (a droite) & = 0.5. Condition initiale bruit
blanc,f = 0, v = 1/872 etét = ¢/100.
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FIGURE 3.11 — Solutionsa/ at = 0.5 (& gauche), résidu de I'erreur entié et la solution de
référence dang; (a droite). Condition initiale bruit bland, = 0, v = 1/8x? etét = ¢/100.
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3.4 Décomposition de Helmholtz-Hodge par ondelettes

La décomposition de Helmholtz-Hodge est un outil trés @uisslans la résolution numérique
des équations aux dérivées partielles, comme par exengpégiations de Navier-Stokes incom-
pressibles. Sans faire 'ensemble de cette théorie, oneddams cette partie I'essentiel des résultats
et définitions qui nous seront utiles pour la suite [19, 57 .farlera en suite du calcul de cette dé-
composition en utilisant les bases d’'ondelettes a diveeyenlle ou a rotationnel nul.

Définition 3.4.1
SoitQ un ouvert "régulier" deR™. La décomposition de Helmholtz-Hodge d’'un champ de vesteur
u € (L%(Q))" consiste a décomposaren une partie irrotationnelle et une partie solénoidale :

u = Ugiy + Urot (3.4.1)

avec
div(ugy) =0 rot(u,) =0

La question qui est posée est le calculge ouu,.; par une méthode efficace. Avant d'arriver
a cette question, commencons par rappeler quelques gégral

3.4.1 Quelgues généralités sur la décomposition de HelmhtmiHodge

Si le domaine de calcul est = R™ tout entier, o2 C R"™ avec des conditions aux limites
périodiques, on peut explicitement faire le calcul dansomaine de Fourier. Soit : (R™)" —
(R™)™ de composantes;, pouri = 1,...,n, on définit la transformée de Fourier depar :

u(§) = /n u(z)e <> dy

Alors, la transformée de Fourier d’'un champ de vectewest aussi un champ de vecteurs (R")" —j
(R™)™ de composantes;,i = 1,...,n.
D’aprés la définition de I'opérateutiv(u) = V.u, un champ de vecteur est a divergence nulle
si et seulement si :
iE&u=0 (3.4.2)

pour touté € R™. Autrement dit, pour toutes les fréquencggse vecteuru est orthogonal &. De
facon similaire, un champ de vectewest a rotationnel nul si et seulement si :

EANT =0 (3.4.3)

pour tout¢ € R™. Autrement dit, pour toutes les fréquencggde vecteura est parallele &. En
particulier, siu etv sont deux champs de vecteurs (dé(R"))" dont I'un & divergence nulle et
l'autre a rotationnel nul, d’apres la formule de Planchéreh découle que :

(u/v) = (2m)"(/v) =0
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Ce qui permet d’obtenir la décomposition @& (R™))" en deux parties orthogonales :
(LHR™)" = (L (R™)" @ (L7gy (R™)" (3.4.4)

avec

(L3, (R™)" = {u € (LA(R™)" : Vau = 0} et (L2, (R™)" = {u € (LA(R™)" : V Au =0}

De plus, pour toute fréquenge# 0 etu € (L?(R™))™ on peut écrire formellement :

u= |5|2§( RANLI:

Un retour en variables spatiales donne la décompositiam delessous, qui est sa décompaosition
de Helmholtz-Hodge :

|2§(€ u)] (3.4.5)

u=A"'V(Vau)+[u- A"V (V. (3.4.6)

ou la premiére composante est a rotationnel nul tandis qiebeiéme composante est a divergence

nulle.

On justifie ces définitions formelles en introduisant un aferr pseudo-différentiel, le projecteur

de Leray noté” dont le symbole matriciel est donné par :
Py =0ij— % (3.4.7)

c’est un polynéme de degré nul, borné dans le domaine dedfoGrest aussi la matrice de pas-
sage u — P(u). Par Pythagore, il est facile de voir que pour tewn a :

[ aieprrs= [ ariepy (1gpseal +la- gpeeal)a @48

€
d’ou

Ainsi le projecteur de Leray est un opérateur continu damespaces de Sobolék *(R™))"™. Une
conséquence du théoréme de Hérmander-Mihlin [70] est goiejecteur de Leray est continu sur
les espaces de Lebesgue’ (R™))™ pourp €]1, +o0].

Sur un domaine born@ connexe'régulier' deRR"™, en général on calcule la décomposition de
Helmholtz-Hodge da € (L?(2))" en résolvant un probléme de Poisson :

Ap=f (3.4.10)

La solution de cette équation est un champ de potentiel dadistribution de charges est donnée
par la fonctionf.
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Il est connu dans [57] que si un champ de vecteLest a divergence nulle cela implique I'existence
d’une fonction courang telle que :
u=V Ay (3.4.11)

De méme si un champ de vectewr®st a rotationnel nul, alors il existe un champ de potentiel
tel que :
u= Vg (3.4.12)

Avec les notations et définitions introduites par les égumati(3.4.11) et (3.4.12), on voit que la
décomposition de Helmholtz-Hodge des (L?(2))" est équivalente a :

u=VAx+ Vg (3.4.13)
Le calcul deg conduit a la résolution d’'une équation de Poisson sur lagiree daa :
Ag=V - u (3.4.14)

On sait résoudre ce dernier probléme sous certaines hygeathtie régularité sur la frontiére du
domainef) et en imposant les conditions aux limites appropriées [B@lur des contre-exemples
de la non existence de solution au probléeme de Poisson ou disctanposition de Helmholtz-

Hodge, sur des domain€squi ne sont pasassez réguliers“on peut consulter [62].

Soit ©2 un ouvert borné d&"™ de frontiered? et suffisammentrégulier”. Pour donner une
justification rigoureuse de la décomposition de Helmhbltzdge suK?, on se base sur les résultats
fondamentaux de [29,57].

On commence d’abord par définir le cadre fonctionnel néaessaainsi introduire certains es-
paces qui serviront dans la suite. Sgjt'opérateur de trace :

v+ HY(Q) — L2(09)

(3.4.15)
D = Djoq

et on note paff'/2(Q2) l'image deH'(Q) par~,. SoientE(Q2) etV les espaces de fonctions test
suivants :

EQ)={ue(I*Q)" : V-uecL*Q)} et V={ue ()" :V-u=0}

Proposition 3.4.1
Soit#7 la normale extérieure &. Il existe un opérateur linéaire continy: £(Q) — H~'/2(Q) tel
que :

y(u)=u-v (3.4.16)

pour toutu € (C°(Q))". Et pour toutu € £(Q) etq € H'(Q), on a la formule de Stokes
suivante :

(u/Vq) +(V-u,q) = (v(u),7(q)) (3.4.17)
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On peut trouver une preuve de cette proposition dans [28]uglise le fait qu'il existe un opérateur
de relévement,, : H/2(9Q) — H'(Q) qui satisfait [87] :

Yolo = Id € HY?(8Q)
La proposition 3.4.1 permet de définir trois espaces orthago qui sont :
Hain(Q) = {u € (L*(Q)" : V-u=0, y(u) =0} (3.4.18)
espace de fonctions a divergence nulle@@ur
Hi(Q)={ue (LXQ)" : u=Vq, g€ H}(Q)} (3.4.19)
espace de fonctions a rotationnel nul syr
Hy(Q) = {u e (L*Q)" : u=Vq, g H(Q) et Ag = 0}, (3.4.20)
espace de fonctions qui sont a la fois a rotationnel et agkvere nulle suf.

Proposition 3.4.2 [29]
Soit un ouvert borné connexe de clagge Alors :

Hin(Q) = {u € (LX(Q)" : u=Vq, g€ H(Q)}
Et en particulier :
(L))" = Haw(Q) © Hasuo(Q) et Hi(Q) = Hi(Q) © Ha(Q)
sommes directes orthogonales.

Preuve :

L'orthogonalité des espaces est une conséquence direlztgagposition3.4.1. Pour la décompo-
sition, soitu € (L?(£2))"™ un champ de vecteur quelconque. Sur la divergence, @& considere
ce probléme de Poisson avec conditions aux limites de Datittomogéne :

{Amzv-ueH”GD (3.4.21)

a1 € Hy(Q)
D’aprées [29, 57] le problémé3.4.21) admet une unique solution et 'on poseu; = Vg;. Par
définition, il est facile de vérifier que la solutian € H;(2) et que la différencer — u; € £(Q?)

car:
V. ia—u)=Vau—-Aq¢ =0

En plus, en vertu de la propositié.1, u — u; Vvérifie la condition décompatibilité” suivante :

(y(u—-wu),1) =0 (3.4.22)
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Puis, on considere un deuxiéme probleme de Poisson aveitiocnadux limites de Neumann :

Ag =0
3.4.23
{%GHI(Q),%: (u—wm) ( )
Par la condition décompatibilité" donnée en (3.4.22), a une constante additive prés il existe u
uniquegs € H'(Q) solution du probléeme de Neumari.4.23). On poseus = Vgs. Alors on
vérifie facilement quer, € Hy(2) et le champ de vecteuts = u — u; — uy € £(Q2), il satisfait
la condition y(ug) = 0. En effet,

V-y=V-u—-V-uyu - V-uu=V-u—-A¢g —Age=V-u—-V-u=0

et
0q2

ov
pour avoir la décomposition, il suffit d’écrine = uy + (u; + ug), ce qui achéve la preuve. B

Y(wo) =v(u—wm) —y(uz) =v(u-—wm) - = =0

Cette proposition garantit la réalisation de la décomjwsitle Hodge-Helmholtz su®. De plus
elle précise que les champs a divergence nulle issus dedssttenposition vérifient toujours la
condition de non perméabilité au domainea savoir ry(u) = 0.

Remarque 3.4.1

La conditiony(u) = 0 est assurée sur un champ a divergence nulle V A y dés que la fonction
couranty € H}(2) [57]. Cette derniére condition est trés importante pour nstruction des
ondelettes a divergence nulle, elle assure I'indépendaiessfonctions génératrices des basél

3.4.2 Calcul pratique par ondelettes de la décomposition ddelmholtz-Hodge

On a vu sufR™ dans la section précédente que le projecteur de LIReayne expression analy-
tique dans le domaine Fourier (3.4.7). Pour des champsdiguies, il est grace a cette formulation
facile de calculer leurs décompositions de Helmholtz-Hode méme, en ondelettes périodiques,
il existe des techniques qui permettent de calculer ce @mje Ces méthodes utilisent des pro-
jections successives sur des ondelettes a divergenceeatudies ondelettes a rotationnel nul, en
anisotrope [42].

On présente ici un algorithme numérique pratique permiettancalculer la décomposition de
Helmholtz-Hodge d’'un champ de vecteur € (L%(Q2))" ot Q = [0,1]". Cet algorithme est
fondé sur l'utilisation des bases d’ondelettes a divergemdle ou a rotationnel nul construites
aux chapitres précédents qui engendrent des analysesésuiliitions pouf g, (2) et H;U(Q).
Les méthodes de calcul utilisées sont beaucoup plus diret®appliquent aussi dans le cas pé-
riodique. On va se limiter @ = 2,3, une généralisation a des dimensions supérieures se fait de
maniére aisée. Des résultats des tests numérigues monteepotentiel, I'efficacité et la précision
de la méthode.
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Description de la méthode :

Soitu € (L?(2))", on sait queu s’écrit de maniére unique sous la forme :
U = Ugiv + Urot
avecugiy € Haiyn(Q) ety € Ha;, (), U est 'espace défini pas.¢.18)
Haio(Q) = {ue (LX(Q)" : V-u=0, y(u) =0}

On note{@?iﬁ} et{\Ilgolt{} les bases d’ondelettes respectivestig, (2) etH ;. (€2).

Pour calculérudiV par’ exemple, les méthodes habituelles de calcul en élérfinrggpasse par

la résolution de I'équation de Poisson [57]. D'autres mé#soproposées dans [113] consistent a
minimiser une fonctionnelle d'énergie :

1

—/(udiv —u)’de (3.4.24)
Q

1
F(udiv) = §||udiv - uH?LQ(Q))n = 5

Mais la difficulté de la méthode utilisée dans [113] résidesdie fait qu'il n’existe pas de bases
explicites des espacés,;, () et H:, () comme en ondelettes. Il faut définir les opérateurs de
dérivation de maniére discréte et a la fin on revient ausdagésolution de I'équation de Poisson.

Dans ce cas présent, on va cherahgr, sous la forme :

Ugivy = Z dd” \Ild’” (3.4.25)

Par orthogonalité des espadds;, () etHz: (), le calcul deugy;, se rameéne a la résolution du
systéme linéaire :

s/ / div div div div
Vi, K, 4Wj,7k,- Zlngk/‘I'j’vk vl (3.4.26)

)

Comme on peut le voir, la solution du systéeme (3.4.26) estifénmam de 7’ cherché dans [113].
En effet, pour chercher ce minimum, la condition nécessste

dF (uaiv) _ (3.4.27)
dugiy

Si on remplaceaig;, par son expression donnée en (3.4.25), on retrouve :

aF(ddIV

k) 1V X% :
W /\Ifd de \Ild —ul| =0 Vjk (3.4.28)
J7

Dans cette derniére expression, on reconnait exactemeystiéme (3.4.26). La matrice de ce
systéme est la matrice de Gram de la base des ondelettesrgedise nulle, symétrique définie
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positive. En pratique, ce probleme de dimension infinie pgtaché en dimension finie car les on-
delettes forment une analyse multirésolutiorfdg, (Q2). Pour prouver I'efficacité de la méthode,
des courbes d’erreurs sur la précision de cette projecémmsdonnées en fin de section.

On peut choisir de calculer, au lieu de la partie a divergendke, la partie a rotationnel nul
u,.:. L'intérét de ce choix est que pour des dimensions sup@seur- 2, on a une seule ondelette
a rotationnel nul anisotrope génératrice tandis qu'en-al ondelettes a divergence nulle. Outre
cela, la matrice de Gram des ondelettes a rotationnel nulldetermes sont de la forme :

/ \Ijrot \I,rot / V ]1 B @ ® wjl'mkn] . V[T/’gl;,k; R R T’Z)Jléz:k;m] (3.4.29)

n’est rien d’autre que la matrice standard du Laplacieregeasur la base des ondeleti{ 51k ©

- ® q,z)]mkn} kezn- Cette matrice admet un préconditionneur diagonal exelien ondelettes
[24 27,28], ce qui permet d’avoir un algorithme efficacerdbnverser.
Un cas spécifique a la dimensien= 2, la matrice de Gram des ondelettes a divergence nulle et la
matrice de Gram des ondelettes a rotationnel nul sont miesdicar :

Sin=2, Yu,ve H} ) /rot( -rot(v /Vu Vv (3.4.30)
Q

Cette relation reste vraie méme dans le cas périodiquealifégles matrices découle de la consfuc-
tion des fonctions des bases.

Mise en oeuvre de la méthode :

On va décrire maintenant comment on résout en pratique f{ersgdinéaire donné par I'équa-
tion (3.4.26). Pour faire plus simple, on se place daiy?))? pourn = 2. L'extension au cas
n = 3 estimmédiate. Ce qui sera mis en avant dans cette parts,la’structure tensorielle des
bases et la relation de dérivation de la proposition 2.30&.1%8un champ de vecteur régulier de
(L*(22))*. A une échellej donnée, on calcule sa projection débs © V) x (V)@ V}') grace aux
formules de quadrature de la sectiv, et on note cette projection’. D’aprés la décomposition
de Helmholtz-Hodge dand.?(2))?, w’ s'écrit :

w = Ugiv + Urot
et on chercheg;, sous la forme :

T Zdﬁhlv{ jlﬁ, avec |j| < j
jk

En utilisant 'orthogonalité de la décomposition dddg (£2))? : (uwt/wﬁi@ = 0, et le systéme

(3.4.26), on se rameéne a résoudre : ’

(i) =wa (i) avee My = (/)
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En pratique, on peut inverser ce systeme en utilisant delsaués itératives telles que le gradient
conjugué (avec un préconditionneur diagonal en ondeJetdemns ce travail, on ne stocke jamais
la matrice de massel4'", on utilise la structure tensorielle des bases pour sirapliis calculs en
ne se servant que des matrices des fonctiéhs

e Calcul du second membre :
Onrappelle que’ € (V'@ V) x (V) ®@V}'). Alors, on part de la décomposition dé = (u;, uy)

suivante :
_ 1 2
- Z dj7 31 k1 ® ¢J2 ko et up = Z dj7 31 k1 ® ¢J2 ko
ik jk
A j etk fixés, ona:
117/‘I’d/“i{/ Z 1 klazﬂ};,k;ﬂ J0'2.,k2a o J2 k/ Z J1,k1) _( gl'{,k’l)><z/’al'z,k2’wjl'§7ké>

Sous forme matricielle cela s’écrit :
[(u// ‘Ifjfﬁ{fﬂ Ml[d1 k](AO) —A° [djk]Ml (3.4.31)

La matriceM® est la matrice de Gram de la base d'ondele{tekk}, la matriceA° a pour terme
général :
0 d, i
( j2,k2> d_y( ‘]é,ké)>
Cette matrice se décompose en produit d’'une matrice crauiea qote C° avec la matrice de
Gram de la base d'ondelett¢s , } notéeM" :

AO _ MO(CO)T

Les termes de la matrid8° sont définis par :

d i 0 0
Uik =D Clratin
j?n
Remarque 3.4.2
Les relations de dérivation qui existent entre les fonatiole bases font que la matri€g® est

diagonale dans le cas des ondelettes et elle contient dagoniales pour les fonctions d'échelle
intérieures. Sur l'intervalle, sa taille aux bord n’excepas celle des filtres des bords. O

¢ Décomposition de la matriceM " : .
D’aprés la structure tensorielle des bases, les termesayénde la matrice de Grab®iv vérifient
cette équation :

d d d d
dw div 1 1 1 1 1 1 1 1
< /WJ k,> = < ]1,k17w];7k}fl><d_y( jg,kz)’d_y( ]é,ké)>+<£( j17k1)7£( ]{,k}fl)>< j27k27wjé7k};>
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Cela permet de décomposer le produit&" avec le vecteu(dd”) dans le premier membre

du systéme 3.4.26, en un produit des matrices de l(ailla(V]l)) Sous forme matricielle cette
décomposition est : . . . .
[MdW(djijf{)] =m! [dgjf{]Rl +R! [dgjf{]Ml (3.4.32)

avec les termes de la matriB qui sont définis par :

d
R4 :< (%l,kl) %W;;,k;»

c'est la matrice de raideur de la base d'ondelefie, }.

Si on supposar’ a divergence nulle, alors on a une relation simple entre sefficents
1 2 . - . ~ - - .
{dj,k’ dj,k} et ses coefficients sur les fonctions a divergence r{mﬂ‘l’ﬁ‘;} ;

[diy] = 1df5](C)" et [d)]=—Cldf}] (3.4.33)

Plus généralement, connaissant les coefficidﬁ?, I'équation (3.4.33) permet de retrouver les

coefficients deug;, dans les bases d&' © V) et(V ® V') : c’est en quelque sorte la relation
de recomposition.

En dimension trois: = 3, on a choisi d'utiliser les ondelettes a rotationnel nul.dBeix est
motivé par le fait qu’on a une seule ondelette génératricgagionnel nul anisotrope. En plus, on
dispose d'un préconditionneur diagonal explicite en oettiet de la matrice de Gram des onde-
lettes a rotationnel nul : c’est en fait la matrice standard.aplacien scalaire.

Pour calculens,, on part cette fois-ci d’une approximation dédans(V; @ V! @ V') x (V}! @
VIeVhx (VieVie V)O, et on cherche,.; sous la forme :

Uyor = Z drot v j1 ky X 1/}]2 ko &® 1/)]5 k:3 det \I,Tot

De méme, par orthogonalité de la décomposition d#&3$02))?3, on obtient le systéme suivant :

<uﬂ/\I/7"?k,> = Zdr"t (U9 /\Iﬂ"?k,> ((u/\I"‘?k,>) = Mmt(d;-?f{) (3.4.34)
ik
ou M™* est la matrice de Gram de la base d’ ondele{t% }, dont les termes généraux sont

donnés par (3.4.29). Le systérfie4.34) admet, quelque 30|t la dimension, un préconditionneur
diagonal optimal en ondelettes [90]. En pratique, on ré$dudt34) avec un gradient conjugué.
La structure tensorielle des bases permet de ramener lmdscalir des matrices des fonctions
unidimensionnelles. En terme de complexité théorique,esit le nombre d’éléments non nuls de
la matriceR! par ligne etV = 27, alors le codt d’'une étape du gradient conjugué esbdev")
opérations, aveg = 2 oun = 3 la dimension d’espace étla plus grande résolution.
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Exemple 3.4.1

Dans cet exemple on illustre des résultats de la décompngite Helmholtz-Hodge dans le cas
périodique et non périodique. Pour le cas périodique, lench&2D analysé est le terme non li-
néaire (u - V)u du champ turbulent de I'exemple 1.5.1. Sur la figure 3.12 anera vorticité
initiale correspondante et la pression assocCi€¥ @ = u,., calculée aprés une décomposition de
Helmholtz-Hodge et a une constante d’'intégration prés. tDdié aussi I'erreur relative en norme
% sur la partie a divergence nulle du chamip= (uj, uz, u3) ou :

2
uy (2,9, 2) = —=sin(27/3) sin(27x) cos(2my) cos(2mz) + cos(2mx) sin(27y) sin(27z)

V3
uy(z,y,2) = —% sin(2m/3) cos(2mx) sin(27y) cos(27z) + sin(27x) cos(27y) sin(27z)

u3(z,y, z) = sin(27z) sin(27y) cos(27z)

Les bases d'ondelettes); ,, 1/3]1.’,6)} utilisées sont celles des B-Splines & trois moments nuts :

7 = 3. On précise gu'en 3D, c’est la partie a rotationnel nul,; qui est calculée, pour avoir
ug;y ON faitu — u,,; composante par composante. On trace sur les figures 3.13£i&8courbe
d’erreur obtenue en fonction du nombre de points par dimtteet les résultats de décomposition
d’'un champ aléatoire 3D.

Dans le cas non périodique, le champ analysé a été constrldatrain et il ne vérifie pas la
condition de divergence nulle ou de rotationnel nul, commepeut le voir sur la figure 3.15.
Sur la figure 3.16, on trace les résultats de la décompositianfigure 3.17 présente les courbes
d’erreurs ¢ de la projection a divergence nulle de

u = rot[cos(4nx)x(1 — x) cos(4ny)y(1 — y)] dans (H'([0,1]?))?
etde
v = rot[sin(4rz)z3(1 — 2)® sin(47y)y® (1 — y)3] dans (H}(]0,1]%))?

Les ondelettes a divergence nulle sur l'intervalle ont éfstruites a partir des B-Splines bior-
thogonaux :r = 7 = 3. Dans les deux cas, les ordres de convergence sont attgidtse si on
constate que I'erreur suy est beaucoup moins importante.
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FIGURE 3.12 — Vorticitérot[(u - V)u] (& gauche) et la pressign(a droite) a une constante pres :
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FIGURE 3.13 — Erreur relativé® en échelle logarithmique de la projection 3D (& gauche}uiso
face81.6686/2 = ||rot(u)||/2 de la vorticitérot[u] du champ initialu; = uz = ug = v, avecv
bruit blanc aléatoire (a droite).
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FIGURE 3.14 — Isosurface5.8139/2 = ||rot(ugiv)||/2 de la vorticitérot|[ug;,] (& gauche), iso-
surface68.5807/2 = ||rot(uyt)||/2 de la vorticitérot|u,.| (& droite).
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FIGURE 3.15 — Somme des coefficier{tﬁJ“lV{ + dJEOf{] (a gauche) et champ de vecteurs- ug;, +
Uror (2 droite). ’ ’
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-10 T

_12 L

I
[N
~

T

I
iy
=

T

1
iy
o

T

L

Log2(llu=P;(WIl,)

-28 ! ! ! ! !

7 75 8 8.5 _ 9 95 10
Log2(2)

FIGURE 3.17 — Erreur de la projection a divergence nulles@t v, échelle logarithmiqueldgs).
La courbe sun est au dessus de celle sur



tel-00544373, version 1 - 7 Dec 2010

154, (HAPITRE 3 : Calculs pratiques et simulations numérigues

3.5 Résolution du probléme de Stokes

3.5.1 Les approches classiques

Le systéme de Stokes est un modéle simple d’écoulememtrstatie incompressible visqueux.

Il représente la forme linéarisée des équations de NawieS, on parlera de 'origine des équa-
tions de ce systéeme dans la partie modélisation (section 8ile fluide est contenu dans un
sous-domainé& deR™, en variables primitives, c’'est a dire la vitesset la pressiomp, ce systeme
s'écrit ;

—Au+ Vp = f dans()

V-u=0 dans( (3.5.1)

u=g surof

f désigne la somme des forces extérieures. Dans la suite ngidéoeray = 0 et on peut ramener
le cas général sous cette forme en utilisant des relévermextsords. Afin d’écrire une formulation
faible du probléme&3.5.1), on commence par définir les espaces fonctionnels qui satiisés.
On suppose le domair@ "assez réguliéret on noteX I'espace de SoboleyH/(€2))", X’ son
dual (H~1(Q))" et L3(Q) sera le sous espace fi&((2) de fonctions a valeur moyenne nulle.

Etant donng(f,g) € X’ x L3(2), la formulation variationnelle du probléme de Stokes en
variables primitives revient a cherch@t, p) € X x L3(Q) tels que :
(Vu/Vv) +(V-v,p) =< f, v2>)3,7)2 pour tout v e X (35.2)
(V-u,q) =0 pourtoutq € L5(£2)

La formulation(3.5.2) est un probléme mixte de point selle. Dans des discrétisatie type Ga-
lerkin, une des difficultés principales dans la résolutionpdobléme de Stokes, c’est de définir
les bons espaces d’approximation Heet LZ(Q) qui vérifient sous forme discréte la condition
Inf-Sup [57] :
nf sup Vo)
aer3@) vex IVIgllallzz o

C’est cette condition qui permet de démontrer le caractine posé du probleme [57]. Les mé-
thodes d'ondelettes classigues permettent d’obtenie osthdition avec pour espaces d’approxi-
mation des analyses multirésolutions ordinairestdet L3(9). Les résultats obtenus sur ces bases
dans les simulations numérigues sont satisfaisants etghaside détails voir [90].

> B3>0 (3.5.3)

3.5.2 Méthode variationnelle dansH 4, (£2)

La condition d'incompressibilité fait que la solutienappartient &4, (2), alors il est naturel
de prendre comme fonction test dans la formulation vanatde les fonctions de{;,(£2) [83].
C’est dans ce contexte que l'utilisation de bases d'onalet divergence nulle est apparue [32,
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116]. L'espace utilisé dans cette formulation est celuiatecfions a divergence null® g, o(€2)
suivant :
Haino(Q) = {u e (Hy()" : V-u=0},

et sur cet espace on définit une forme bilinéaite .) continue par :

Vu,v € Haino(2), a(u,v) /Vu Vvdzr = Z / 5 oz, dezn

3,j=1

Alors, en prenant € H4;,,0(€2) comme fonction test dar(8.5.2), on élimine la pressiop, et la
nouvelle formulation variationnelle revient & trouver H, o(€2) tel que :

a(u,v) =< f,v> pourtout v € Hgyo(52) (3.5.4)

La forme bilinéairea(.,.) est coercive sut g, o(€2) [57], par Lax-Milgram, le problémé3.5.4)
admet une unigque solution. La pressipassociée est calculée a partir de la solutiquar :

(V-v,p) =< f,v > —a(u,v) pourtoutv € (Hj(Q))" \ Haivno(Q) (3.5.5)

La résolution numérique du probleni&5.4) se fait par une méthode de Galerkin. La base de
Haiv,0(£2) choisie pour la discrétisation est ici celle d’'ondeletteivargence nulle. On se fixe une
analyse multirésolutiomV?i” }isimin d€H iy 0(£2) (voir section 2.3), dont on note sans distinction
\Ifj’ﬁ les fonctions d’échelle et les ondelettes & divergence il solution approchée; € V4"

est cherchée sous la forme :
Z dd dw

Cette approximation introduite da(3.5.4) permet de ramener le calcul de coefﬁcie[nﬂj;‘?;ﬁ] ala
résolution d’'un systéme linéaire : 7

div dw dw div v
Zlgd a5 i) =< £ 95 >, v\p M € Haino () (3.5.6)
-.]7

Les coefﬂaent&(tﬂd & \I'd“i{ ) correspondent aux termes de la matrice de rigidité de ladiare

delettes a dlvergence nuIIe on les calcule facilement, a@eiéne exacte a partir de la base unidi-
mensionnelle utilisée pour construire lé%ﬁ Par exemple en dimension deux d'espace, avec les

notations de la section 2.3,on a;

div,3 1,div,3
a(\IjJZli ’\II Mi{) = 2< ( thkl)/» (¢JD1’ ) >< ( ]2,k2)/7(¢27k/ )/ >

D " D " D " D
+ < ¢j17k17¢j17k1 >< (wjg,kz) ’(wj;,k’;) >+ < (wjl,kl) 7(1/}]1,/61) >< ¢]27k2’1/}j;7k; >
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et on fait de méme pour les ondeletth f;l \IfJf”l”{’z et les fonctions d’échellé?iﬁ. Alors, en terme

de matrices, le systen{8.5.6) s’écrit :
2.R[dj€lf1”{]R + M[djlff{]Rb + Ry [djfff{]M =[< f, \Ifjk >] (3.5.7)

ou M est la matrice de masseRtla matrice de rigidité de la bas{eofm . zpjpk}, la matriceR,,
est celle du bilaplacien sur cette base.

Pour résoudre le systéntg.5.7), on peut utiliser des méthodes itératives, par exemple ta mé
thode du gradient conjugué, car ce systéeme admet un préicomaiur explicite [116].

3.5.3 Méthode de Gauge

Une autre méthode utilisée dans ce travail pour la résoluio probléme de Stokes est la
méthode de Gauge [13, 44], elle utilise la décomposition elenHoltz-Hodge définie a la section
3.4. Cette méthode consiste a définir une nouvelle variabéan posant :

m=u+ Vy
Puis, on introduit ce changement de variable d@ns1) par :
—Am+ V(p+ Ax) = f, dansQ (3.5.8)

Si la pressiorp est choisie telle quep = —Ay, alors I'équation(3.5.8) n'est rien d’autre qu’un
probléeme de Poisson.
—Am = f dans{ (3.5.9)

et la vitesseu est donnée paru = P(m), avecP le projecteur orthogonal déL?(£2))" sur
Haiv0(€2). Pour résoudre ce probleme, il faut aussi imposer des ¢onslifux limites. Un des
avantages de cette méthode est qu’on est pas limité dansijedeghconditions aux limites, on peut
imposer :

0 0
m-7=0 a—j;:O m-i”za—i__(,
ou P
m-7=0 mﬁ:—{(, X‘aQZO
ov

les vecteurs’/ et 7 sont respectivement le vecteur normal unitaire sortané eetteur unitaire
tangent a la frontieréx?.

Pour résoudre numériquement le probléme de Poigs619), on utilise aussi une méthode de
Galerkin. Comme on est en vectoriel, il serait plus simpleddeudre composante par composante.
On a vu au niveau de la section 3.4 que la matrice qu'on invéese le calcul déP(m) est
équivalente a la matrice d'un Laplacien scalaire sur une damdelettes standard, c’est cette base
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qui sera utilisée pour la discrétisation des composantea.dén dimension deux, on va chercher
chagque composante de la solution approchée sous la forme :

1 1
my =Y di U, @Rk, eLmG = Y di R © Uy, (3.5.10)
- o

etle calcul de coefﬁuent[le1 | et [d1 k] se raméne aussi a la résolution de deux systemes linéaires,
gu’on écrit sous forme matr|C|eIIe

R[], M + M[d} R = [< [0 5, @), >] (3.5.11)
et
R[d§ 1 JM +M[d] R = [< f°0F 4, @ vf g, >] (3.5.12)

Finalement, pour résoudre le probléeme de Stokes, on daitrsav trois fois de suite la méme
matrice : résolution des systém@s5.12) et (3.5.11) et le calcul deP(m).

A titre de comparaison, la formulation variationnelle défg, () a 'avantage d’étre moins
colteuses dans le cas stationnaire : on inverse une seuleax@asavoir la matrice de raideur des
ondelettes a divergence nulle. En revanche, dans le cadat@mnsaire I'équatior{3.5.9) devient

Om — Am = f dans}

Alors, on peut tirer avantage de la technique de factodsadu noyau de chaleur au niveau de la
méthode de Gauge. Dans ce cas, on inverse une seule foigieendat|'opérateur de la chaleur sur
la base unidimensionnelle, et on I'utilise selon les dioest. La seule matrice a inverser a chaque
pas de temps est celle utilisée dans le calclit@a). Par contre, dans la formulation variationnelle
dansHt 4, (€2), & chaque pas de temps on doit inverser la matrice de I'apérkt chaleur discrétisé
sur la base d’'ondelettes a divergence nulle. Si on écritfeooe matricielle le systéeme a résoudre,
il est facile de voir qu’une seule étape du gradient conjuauet cette matrice colte trois fois plus
chére gu’une étape dans le calculRien).

Exemple 3.5.1

Le but de cet exemple est de tester la précision numériquetie schéma utilisant la méthode
de Gauge, pour une discrétisation des équations sur une thaselelettes standard dﬁ’j =
(Vi @ V) x (V? @ V}'). Et, le calcul deP(m) se fait avec les ondelettes a divergence nulle.
Comme solution de référence on prend le cas test de [44] :

wy (z,y,t) = — cos(t) sin?(wz) sin(27y) et us(z,y,t) = cos(t) sin(2mz) sin®(7y)

La variable de Gauge correspondante esty(x, y,t) = cos(t)(2+ cos(mx))(2+ cos(ny))/4. Le
terme de forcagg est calculé a partir de ces données, pout 0. Les générateurs d’'ondelettes
biorthogonaux utilisés sont les B-Splines a trois momeants, Mans tous les cas, les ordres de
convergence sont obtenus.
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Quatrieme partie

Simulation numérigque de la turbulence
Incompressible sur bases d’ondelettes
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Chapitre 4

Geénéralités sur la modélisation et la
simulation des écoulements turbulents

Les écoulements turbulents sont trés présents dans la sigligmne : météorologie, hydro-
logie, océanographie, etc. Pourtant, la turbulence restere un vaste champ disciplinaire qui
continue de susciter beaucoup d'intéréts pour un grand r@as scientifiques. Ces dernieres
décennies, I'étude des phénoménes turbulents a connu aleséas remarquables et a permis la
réalisation des nombreux progres dans des domaines telkaguedynamique, la géophysique,
I'océanographie ...

Dans cette partie, on s'intéresse a la simulation numéritiue fluide Newtonien visqueux
incompressible [84] : on suppose que le tenseur de corgraitd Cauchy du fluide dépend linéai-
rement du tenseur du taux de déformation. On va présenteddéles mathématiques utilisés pour
décrire le mouvement d'un tel fluide [108]. Puis on parlera dasses de solutions mathématiques
associées a ces modeéles dans un cadre fonctionnel bien Hé&famgira en particulier des solutions
faibles a la Leray [83] et des solutions intégrales ou foheide' a la Kato [11, 74].

4.1 Modélisation des écoulements incompressibles et cotidins aux
limites

On adopte la formulation eulerienne pour décrire le mouverdain fluide, elle consiste a
se fixer a un endroit donné d’'un repére dans le référentidEgalet de regarder les particules
fluides passer. A un instant> 0 donné, on suppose que le fluide occupe un domgifte de
R™ (n = 2, 3), de frontiered2(t) et dans lequel la matiére est homogene et distribuée de raanie
uniforme. Les particules fluides en mouvement contenues @&t) seront caractérisées par leur
vitesseu(z, t), leur densité massiqu€x, t) et la pressiomp(z, t) qui s'exerce sur elles.

161
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Un fluide visqueux et incompressible est décrit par les égpmitsuivantes, dites de Navier-
Stokes' avec densité variable :

p(Opu+ (u-V)u) — pAu=pg— Vp (4.1.1)
op+u-Vp=0 (4.1.2)
V-u=0 (4.1.3)

g représente la force de gravité. Ces équations sont dédiaitesle contexte d’hydrodynamique et
sous certaines hypotheses sur la nature du fluide [84]. lraipre équation traduit la conservation
du moment cinétique, la deuxiéme traduit la conservatiodadmasse et la derniere traduit la
conservation du volume ou la condition d’'incompressibilit

Le fluide est dihomogénesi sa densité est indépendante de la position choisie. Alégia-
tion de la conservation de la masse se réduijfa= 0, cela signifiep = py une constante indépen-
dante de la position et du tempdJn fluide visqueux incompressible et homogéne est dondtdécr
par les équations suivantes, dites de Navier-Stokes :

du+ (u-V)u—rvAu=g—- Vp*
V-u=0

olv = pﬂo est la viscosité cinématique du fluids;, est la pression normalisée.
Lorsqu’on se limite aux écoulements stationnaires et igegreux, c'est a dire, quand la vitesse
ne varie pas avec le temps, on obtient les équations susvalites de Stokes :

—vAu=g—Vp*
V-u=0

4.1.1 Conditions aux limites

Pour résoudre le probléme de Cauchy associé aux équatioNauier-Stokes et Stokes, on
aurait besoin d’'un certain nombre de données initiales £tdaditions aux limites. Considérons
un fluide remplissant un domaii comme ces équations font intervenir des dérivées d’'ondre u
en temps sun et p, alors on suppose connues leurs valeurs=a0 :

u(z,0) =up(z), Ve
p(l’,O) = po((L’)7 Vz € 2
En plus, si le fluide est confiné dans le domdihesans traverser le bord du domadie, la vitesse
u du fluide est alors tangente a la paroi :
u-v=0 surof2 (4.1.4)
1. Claude Louis Marie Henri Navier (1785-1836) et Georger@aBtokes (1819-1903).
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Les équations de Navier-Stokes, ou de Stokes font intarges dérivées d’ordre deux deen
espace, et on a besoin de trois conditions scalaires swinbaes composantes del_e frottement
visqueux entraine I'absence de glissement sur la paroi :

u=0 sur o)

On peut également vouloir étudier une région particuliérélaide. Alors, le fluide peut traverser
le bord92. Pour les équations de Navier-Stokes ou de Stokes, on sugposues les entrées et
sorties du fluide, donc la vitessesur le bord :

u=u, Ssurof

ou u, est une fonction donnée séf). Il résulte de I'incompressibilité du fluide que la difféoen
des entrées et sorties du fluide est nulle ; plus précisément :

/ u-ﬁds:/(v-u)dm:()
oN Q

Doncu, doit vérifier cette condition dite debmpatibilité' :

/ uy - vds =0
1)
Remarque 4.1.1

Plus généralement on peut choisir des entrées dépendaenthst c’est a dire :
u(s,t) =uy(s,t), Vs € 99, Vt > 0.
La compatibilité avec I'incompressibilité devient :

/ uy(s,t) - U(s)ds =0, Vit >0.
o0N

a

4.2 Rappels sur des résultats d’existence et unicité des gtibns pour
les équations de Navier-Stokes
On présente dans cette section un résumé sur certainsatédgiixistence et d'unicité des

solutions des équations de Navier-Stokes incompressiblesommence par la formulation faible
due a J. Leray [83], dans le cas d’'un domaine ouvert b@rdéR" (n = 2, 3) et de frontiere)2
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assez tégulieré'. Pour un fluide visqueux homogéne, les équations de N&8t@es(N.S) qu’on
considérera dans la suite sont :

ou+ V- (u®@u)—vAu+ Vp = f, sur 2x]0,T]
V-u=0, sur Qx]0, T

u(z,0) = up, sur Q x {0}

u = uy, sur 902x|0,T]

f estla somme des forces extérieungg|a condition initiale etu, la vitesse aux bords de. Sans
perte de généralité, on suppose la fofaeulle. Le systéméN.S) est un systéme d’équations aux
dérivées partielles (EDP) non linéaires dont les inconsoes la vitessen et la pressiorp. Pour
la résolution du system@V.S), on commence par se fixer un cadre fonctionnel. Soit I'espace
suivant :

V={ue (D))", V-u=0}

I'espace des fonctions test, @(2) représente I'espace des foncti@ts a support compact dans
. On rappelle que 'adhérence tledans(L?(Q))" estH. g, (). L'espaceHy;;, ,(€2) sera 'adhe-
rence de/ dans(H;"(£2))", avecm un entier positif {» € N*). Munis respectivement de la norme
[-lz2() et |-z @), les espace$iq, (S2) et Hyi, 4(€2) sont des espaces de Hilbert. Le lecteur
intéressé pourra trouver d’autres propriétés des espgége§?) et’l—[g}%O(Q) dans [29,112].

Solutions faibles de Leray

Lathéorie des solutions faibles des équations de NavakeSta commencé a partir des travaux
de J. Leray [83], ou il prouve I'existence de solutions awss#es distributions en tout temps pour
une donnée initiald.?(2)". On s’inspire de [81] afin de décrire I'essentiel des idéed.deeray.
Soitu une solution des équations de Navier-Stokes suffisammeguliéée et qui peut jouer le role
de fonction test poud;u dans(N.S), de maniere formelle on obtient :

olu? =20u-u=2vAu-u—-2V@u-u®@u—2Vp-u

Une intégration contre une fonction test D(]0, T[x2) donne :

T
/ /(|u|28tgzb—21/|V®u|2¢+u|u|2A¢—|—(|u|2—|—2p)(u-V)¢) dedt = 0
0 Q

Siu est une fonction intégrableCf, (2) par exemple) pour laisser tendpér, s) Vers xio.(s),
ona:

t
Vit>0, /|u(:c,t)|2dac+21// /|V®u(x,s)|2dacds:/|u(m,0)|2dx
Q 0 JQ Q

Malheureusement, pour une donnée initialec L2(Q)3, on ne sait pas construire de solutions
suffisamment réguliéres pour justifier les calculs formeéc@dents. Pour obtenir des solutions
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réguliéres, J. Leray [83] a essayé d'atténuer la non litéaar régularisation et il transforme la
premiére équation dgVv.s) en:
ou+V- (uxw)®@u) —vAu+Vp = f (4.2.1)
1

w € D(N2) est une fonction d'intégrale égaleleet la suitew.(r) = Fw(%) tend vers la masse

de Dirac quand tend versD. Alors, a une donnée initialay € (L?(£2))3, on peut associer une
solution réguliéreu,, p,) et obtenir les égalités :

T
/ / (Jue?0ip — 20|V @ uc ¢ + v|uc P Ad + (Jue|*((ue *w) - V)¢ + 2p (uc - V)¢) dzdt =0
0 Q

et
t
Vit>0, /]ue(w,t)\2dx+21// /\V@ug(w,s)\2dwds:/\u(x,O)]zdw
Q 0 Jo Q

Un argument de compacité faible permet de faire convergaritau, vers une solution de Navier-
Stokeg(V.S). Cependant, le terme non linéaWex u,. ne converge que faiblement, ce qui contraint
de remplacer la derniére égalité d’énergie en une inégé@litébtient alors le théoréme d’existence
des solutions faibles de Leray suivant :

Théoreme 4.2.1
Siug € (L*(2))" vérifie V - ug = 0, il existe une solution faibles € L*(0, 7], Hy, o(€2) N
L*>(]0,T[, Ha4ir(2)) des équations de Navier-Stokes Buff'[x (2 telle que :

i flu —wol} 2 (@) = 0

De plus, on peut imposer a cette solution I'inégalité d'@ieisuivante :

t
VS0, [l )20y +2v /0 /Q IV @ u(e, s)Pdeds < [u(, 0|z o

et pourg € D(]0,T[x), ¢ > 0, on al'inégalité d’énergie locale suivante :

T T
2 5 . |
2y/0 /Q\V®u! ¢dwdt§/0 /Q(\uy (01 + VDG + (u- V)6) + 2p(u- V)g) dadt

Le probléme de 'unicité et de la régularité des solutiorislés de Leray du théoréme 4.2.1 reste
encore ouvert. Seulement en dimension deux d’espace (2), on sait montrer I'existence et
l'unicité de ces solutions. En dimension trois, il existelguies résultats partiels sur I'unicité [107,
118]. En fait, on ne sait toujours pas si les solutions faildle Leray sont uniques, ou quelles sont
les hypothéses qui peuvent les rendre uniques.
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Solutions fortes de Kato

L'idée des solutionsilds' ou solutions intégrales de Navier-Stokes introduite pakKato
[50, 74] n'utilise pas I'inégalité d'énergie de J. Leray. ansforme les équationd(S) de Navier-
Stokes en un systeme d’opérateurs afin d’éliminer la pressio

{atu:uAu—P[v.(u@au)], zeQ, tel0,T] 4.2.2)

u(0,z) = ug(z), z€Q
Les opérateurd etP sont définis par :
1
A

A est I'opérateur de Stokes [29] Bile projecteur de Leray. C’est I'opérateur de projectiomort
gonale sur I'espace des fonctions a divergence g (Q2) :

A =-PA et Plu)=u-—-V—_-(V-u)

P: (L*(2)" = Hain(Q)
Le systéme4.2.2) se résout en :

{ u(z,t) = S(x, t)ug(z) — fot S(xz,t —s)P[V- (u®@u)|(z,s)ds

Voun(e) =0 (4.2.3)

ouS(z,t) estle semi-groupe (opérateur de convolution) associéparateur de Stokes [56]. Dans
le cas deR™, S(x,t) est le noyau de la chaleur et vaut :

_n ‘35’2
S(z,t) = (4mt)” 2 exp(—?) (4.2.4)

Le résultat phare dans la recherche de solutions @@h&®™))"™ sous la forme intégrale (4.2.3)
est di a Kato [74] :

Théoréme 4.2.2

Il existe une constante, telle que I'on ait le résultat suivant : soiiy un champ de vecteur a
divergence nulle déL"(R™))™. Alors il existe un temp%’ et une solutionu unique de(4.2.3)
associée ai tels que :

1 o0
u € C(0,7], L™(R™)) et 2 |[u(t)||zoe(gny» € L0, T)).
En outre, siul|z»®n))» < €0, alors la solution est globale etl'on a:

u € Cy([0, +o0f, L*(R™)) et ¢2 [[u(t)] goe (e € L(]0, +00]).
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La preuve du théorémg2.2 n'utilise pas l'inégalité d’énergie comme dans le cas dotbée
de Leray4.2.1. Pour démontrer ce résultat, on utilise plutot un théoréempaint fixe en posant :

u(z,t) = S(x,t)ug(z) — B(u,u)(x,t)

avec .
B(u,u)(z,t) = — /0 Szt — s)P[(u(z, s) - V])u(z, s)]ds (4.2.5)

Ensuite, on utilise des estimations de type — L9 classiques [31] sur le semi-group&zx,t)
et son caractére régularisant pour aboutir a un résultatstemce et d'unicité sur un temgs.
L'hypotheése|ul|(;»rn))» < € permet de globaliser [11].

La recherche de solutions du systéme de Navier-Stokes adosrie intégrale (4.2.3) est tou-
jours un domaine de recherche trés actif. Parmi les apporsng joué des réles décisifs, on peut
citer les travaux de F. Planchon [100] qui montrent que I'onvait atténuer I'hypothése sur le
contrdle au voisinage de= 0 du théoréme 4.2.2 de Kato. Un peu plus tard, G. Furioli etdl} [
obtiennent I'unicité de la solution & partir de la seule Higgse de continuité([0, T, (L3 (R?))3).
Les résultats de G. Furioli et al. se basent sur le fait queétateurB(u, u) défini en(4.2.5) se
comporte comme les fluctuations de la solutibnet gu'il est beaucoup plus simple a manipu-
ler dans les espaces de Besov : ils montrent ainsi qu'il egireode L>°(]0, T[, (L3 (R?))3) x
L=()0, T, (L3(R3))?) dansL>(]0, T[, (B2 (R3))3). Les travaux de Y. Meyer [93] montrent que
la distinction entre les fluctuations et tendance de G. Fial. n'était pas utile si on I'on rem-
placait I'espace de Besov Homogéﬁé@(Ri”) par I'espace de Lorentz®>°(R3).

En ce qui concerne le comportement asymptotique en tempgsiesm solutions, les travaux de
T. Gallay et C.E. Wayne [52,53] apportent des éclaircissggn@gouveaux trés précis. La preuve de
tous ces résultats demande I'utilisation d’outils d’asaljrarmonique avancés, le lecteur intéressé
peut se référer aux [11, 82].

4.3 Geénéralités sur la simulation numérique de la turbulene

La simulation numérique de la turbulence incompressililseitessentiellement les équations
de Navier-Stoke$/V .S). Dans ces équations, si on regarde I'équation sur le bilda ctenservation
de la quantité du mouvement :

ou+V-(u®@u)—vAu+Vp=f (4.3.1)

on remarque que la réponse du fluide aux forces extérieutate eteux natures différentes. Le
fluide peut réagir sous I'effet de la force créée par lesifnst moléculaires qui existent entre les
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particules fluides en mouvement ou par simple effet d'inettes forces de frictions sont trés im-
portantes dans le cas des fluides a forte viscosité moléeutaes forces ont souvent tendance a
ramener le fluide dans un état ou I’homogénéité spatialerépbpdérante, on parle alors d’écou-
lements laminaires. Les forces d'inerties, qui sont dese®iues a I'entrainement du fluide par
son propre mouvement, sont d’autant plus importantes quitelsse du fluide est tres grande. Plus
ces forces sont importantes, plus le fluide est dans un étaedjrande inhomogénéité spatiale.
Limportance relative des effets inertigla - V)u sur les effets visqueuxAu est mesurée par le

nombre de Reynolds :

Re = ”07% (4.3.2)

avec/y la taille caractéristique des plus grandes structureseptés dans I'écoulement &§ est
I'ordre de grandeur des plus grandes vitesses dans I'éoeule Le régime d’un fluide est intrin-
séquement lié a ce nombre de Reynolds : plus ce nombre esttamp@lus le fluide est dans un
régime turbulent, avec une gamme d’interaction entre I#érentes échelles qui devient de plus
en plus importante. Ces interactions entre les échellentddmportants échanges d’énergie entre
les structures tourbillonnaires contenues dans le fluider 8crire ce mécanisme, on va se placer
dans le cadre de la théorie de A. N. Kolmogotdv7].

Soitt, le temps de retournement d’un tourbillon de tafllet de vitesseu,, par définition on a :

14
ty = —
wy
Pendant, un tourbillon de taille/ va subir des déformations et exciter des tourbillons pldgspe
par friction, tout en cédant une partie de son énergie cjunétielative. Soit, la quantité moyenne
de I'énergie cinétique perdue par les tourbillons de tdifie cours du temps. A. N. Kolmogorov
dit quee, est une fonction de I'énergie cinétique du tourbillon eteupst, :

us

¢
€~ —=
£
ici le symbole~ veut dire proportionnel. Sitend vers zéro, la quantitg tend vers le taux moyen
de dissipation de I'énergig) :
dE

avecE(t) I'énergie cinétique moyenne. A une méme échelle considéréa :
€y = €

c'est a dire il n'y a pas de création d'énergie et la diffusimoléculaire est négligeable. Si le
systéme est dans un état statistiquement stationnaireyi @stopien le cas dans les hypothéses de

2. Andrei Nikolaievitch Kolmogorov (1903-1987) : mathéitian russe.
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Kolmogorov, pour le maintenir en mouvement, le dispositifgitation lui injecte constamment de
I'énergie sous forme d’énergie cinétique. Cette énergia easuite dissipée au niveau des échelles
ou le terme visqueux est plus important sous forme de chdleuregardant ce processus a toutes
les échelles, on aboutit a la cascade d’énergie décrite.paRichardson [101].

La cascade d'énergie se poursuit jusqu’'a une échglidite échelle de Kolmogorov. C'est
I'échelle de dissipation visqueuse ou le temps de diffusimhéculaire est du méme ordre que le
temps de retournement tourbillonnaire :

2 1 1.
Uy € 377% & ne i (4.3.4)
v

ce qui permet de déduire :

on voit que dans un écoulement homogéne isotrope, on va @@sistructures tourbillonnaires a
toutes les échelles entfg et I'échelle :

( ) lo = Re~ 4, (4.3.5)
UOEO

D’apres I'équation4.3.5), il est facile de voir qu’en terme de degré de liberté, poonusér toutes

les echelles d’'un ecoulement, on aura besoin d’'un maillage: lé nombre de points est propor-
tionnel aRet en 2D et proportionnel ®e' en 3D. Les bases d’ondelettes sont alors utilisées dans
le but de réduire cette complexité.
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Chapitre 5

Simulation numérique directe par
ondelettes des équations de
Navier-Stokes

La simulation numérique directe consiste a résoudre iatégrent les équations de Navier-
Stokes, ce qui revient a simuler toutes les échelles coesedans I'écoulement. Cette approche
a l'avantage d'étre précise mais elle est trés colteuse emoire&@ CPU et en temps de calcul.
Un maillage qui permet de prendre en compte toutes les stagchura un nombre de points de
Pordre de Re' dans le cas 2D eRe? en 3D. De méme, on peut montrer que le temps de calcul
nécessaire pour une telle simulation est proportionn}%ﬂ% [71]. Alors, larecherche de méthodes
de calculs pour la simulation numérique directe a moindf# stest avérée indispensable. C’est
dans ce contexte que les schémas de discrétisation paetiedeint fait leur apparition. Comme
travaux pionniers, on peut citer entre autres [15, 49, §0, 78

Dans ce chapitre on propose de nouveaux schémas par oeslgbettir la simulation numérique
directe, qui peuvent étre utilisés dans le cas périodiqusooupériodique.
5.1 Discrétisation des équations de Navier-Stokes

Dans la résolution du systéme de Navier-Stok¥s'), pour faire disparaitre le terme de pres-
sion, les algorithmes a base d’ondelettes [15, 47, 78] oarerles méthodes spectrales ou pseudo-
spectrales [30,103] utilisent le plus souvent la formolatiitesse-tourbillon. En posant= V Au,
et en considérant le rotationnel du syst&mes), on trouve :

Ow —VAw = —(u-V)w+ (w-V)u (5.1.1)

En dimension deux d’espace, I'équatiinl.1) se simplifie en une équation de transport dif-

171
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fusion :
Ow — vAw = —(u- V)w

Le terme de &tretching (w - V)u disparait en 2D, mais I'équation reste encore non linéatrks
terme non linéaire contient un opérateur pseudo-diffégenbn local, tout comme le systéme de
Navier-Stokeg NV .S) d’origine.

Un autre avantage de la formulatigh1.1) est qu’on est pas limité dans le choix de méthode
pour résoudre le probléme de diffusion (équation de la cinpti celui de la convection (équation
de transport). On peut par exemple choisir de traiter le¢anon linéaire par un schéma en temps
explicite et le systéméN S) se raméne & une équation de la chaleur. Le calcul de la vitesse
dans ce cas résolu par la résolution d'un probléeme de Poisson

L'intérét de I'utilisation de la base d’ondelettes appadains I'approximation de la vorticité
et dans la discrétisation de I'opérateur de la chaleur owdesén. Les méthodes de [15,47,49, 78]
sont trés efficaces, par contre leur complexité de calcuinamge en fonction de la dimension :
en dimension trois ou plus, la vorticité n’est plus une quantité scalaire, c’est un vecteur. A cela
s'ajoute le fait que la prise en compte de conditions auxtdéisminon périodiques n’est pas triviale.

Dans ce travail, on utilise la formulation vitesse-pressiBour éliminer le terme de pression,
on utilise la projection sur la base d’ondelettes a divecgetulle. En projetant le system&'S) sur
I'espace de fonctions a divergence nulle, avec des conditox limites périodiques on retrouve :

du —vAu = —P[(u- V)u], (5.1.2)
le gradient de pression est donné par :
Vp=P[(u-V)u] - (u-V)u (5.1.3)

En non périodique, on a:
ou = —P[-vAu+ (u- V)ul, (5.1.4)

de méme, on retrouve le gradient de pression par :
Vp =P[-rvAu+ (u- V)u]+ vAu— (u-V)u (5.1.5)

Pour résoudre le systéme de Navier-Stok¥s') sous cette forme, il faut donc étre capable :
(7) de calculer le projecteudf dans la discrétisation choisie.
(74) de résoudre ensuite I'équation de la chaleur.

L'originalité de ce travail sera d'imposer des conditions &imites non périodiques. Pour sa-
tisfaire le premier point{:), on utilisera les algorithmes de la section 3.4 qui permetcalcul
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de la décomposition de Helmholtz-Hodge en utilisant lestettes a divergence nulle de bords, et
ainsi on obtieni? avec des conditions aux limites non périodiques. Pour Igidme point(ii), on
fera appel a la méthode de résolution du probléme de la ahadedactorisation du noyau décrite
a la section 3.3. On utilisera des analyses multirésoludiassiques sur l'intervalle a reproduction
polynomiale, les conditions aux limites seront incorpsrdigectement a la base d’ondelettes utili-
sée pour la discrétisation. Plus précisémenk sist I'espace dans lequel on cherche & calculer la
solutionu, pour la discrétisation du probléme on prendra une analyﬂérésolution{vj} de X
et la solution approchée;  V; & l'instantt sera cherchée sous la forme :

w(z,t) = Y d; e (£) 95 (@) (5.1.6)
NS S

ou {\I/j k}|j|<j est la base d’'ondelettes associée a@x Comme on va le voir, cela permet de
réduire les étapes de certains algorithmes connus, paé¢quaist de réduire le co(t des calculs.

5.2 Rappels sur deux méthodes classiques

On rappelle dans cette partie deux méthodes classiquesciétiiation en temps, que nous
adapterons ensuite pour utiliser une discrétisation apadie type Galerkin sur base d'ondelettes.

Pour la résolution des équations de Navier-Stqkés') en formulation vitesse-pression, une
méthode souvent utilisée estrizéthode de projectionde A. Chorin [18], R. Temam [111] et K.
Goda [58]. C’est une méthode de splitting en temps qui pedaeiecoupler le calcul de la vitesse
de celui de la pression. Sdit le pas de temps choisi pour la discrétisation, a I'étape 0, on
noterau,(r) ~ u;(x,ndt) la solution approchée e, (z) ~ p,(z,ndt) la pression approchee.
Si le terme de diffusion est traité de fagon implicite, conae exemple dans un schéma d’Euler
implicite, les principales étapes de la méthode de prapciécrivent :

e Calcul de la vitesse intermédiaire :
u*gtun —vAu* + (u, - V)u, =0 dansQ

(5.2.1)
u* =u, sur o
e Calcul de la pression :
0tAp,; 1 —V-u*=0 dans()
(5.2.2)
Vp,i1 =0 sur 909
e Calcul de la vitesse :
U,y =u* —0tVp,,; dansQ
(5.2.3)

U417 =1, Sur 0f)
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La précision en temps de ce schéma est limitée, il supposktages d'ordre trois de la pression

P,,+1 Négligeables [103]. Cependant, plusieurs amélioratiomgte apportées afin d’augmenter sa
précision, voir [10]. Des preuves sur I'analyse et la cogeace de certains de ces schémas sont
données dans [61, 99].

Les méthodes de projection sont des méthodes a pas fraatiesnce qui induit une erreur
de fractionnement irréductible qui limite la précision dégorithmes. Alors, on a exploré comme
alternative une nouvelle méthode de discrétisationrdié¢hode de Gaugdl13, 44]. Comme dans
le cas du probléme de Stokes (section 3.5), on introduit unelle variable non physiqug,
appelée variable de Gauge par :

a=u+ Vy

Ce changement de variable introduit dans le systéeme de Naiokes(N.S) permet de retrouver
I'équation sur la dynamique de:

da+vAa+ (u-V)u+ Vp+ V(=0 +rvAx) =0 (5.2.4)
Si la pressiom satisfait :
p = Oyx — VAx (5.2.5)
alors, I'’équation(5.2.4) devient :
dra+rvAa+ (u-Vju=0 (5.2.6)

ce qui est une simple équation de diffusion avec comme teoores le terme non linéairgr- V) u.
Une autre analogie avec les équations de Stokes, on eseditrerdans le choix des conditions
aux limites pour les variables et x, on peut imposer :

8—>_<,:O a-v=u -7V a-F:ub'?—Fa—)_(, (5.2.7)
ov or

ou 5 5
9X _o a-7=uy 74+ X a-F=w- 7 (5.2.8)
or ov

v et7 sont les vecteurs unitaires normal et tangeéif2erespectivement. Avec le choix des condi-
tions aux limites(5.2.7) et un schéma d’Euler implicite en temps, une discrétisgtiossible de
cette méthode s’écrit :

w —vAa,i1 + (v, - Vi)u, =0 dans )
(5.2.9)
A1 T =y P, anr-T=up- 74 22 sur 99
et
Axnt1 =V -ant dans )
(5.2.10)

8X7L+1 _
g5 =0 suroQ
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aveca,(z) ~ a;j(x,not) etx,(x) ~ x;(x,ndt). La vitesseu, 4 est donnée par :
Apt1 = Upt1 + VXntl (5.2.11)

La résolution du system¢5.2.9) n’est pas évidente, on ne connait pgs.;. Pour y remédier,

on passe souvent par une extrapolation de la vaIeL?égl# entre deux étapes précédentes, cela
réduit la précision de cette méthode. Sion rempﬁgggLl par% dans(5.2.9), ce quirevienta un
traitement explicite des conditions aux limites, on ardvprouver dans [96, 119] que la méthode
de Gauge est convergente d’ordren temps avec des estimations optimales pour la vitessg, sou
la contrainte CFLt/dx < C, en différences finies en espace.

5.3 Nouveaux schémas par ondelettes

Avec des discrétisation en espace de type différences fili@sents finis ou éléments spec-
traux, la résolution des problémes (5.2.2) et (5.2.3)sgtilin solveur de Poisson. On propose d'uti-
liser une discrétisation en espace sur base d'ondelettiéstedbduire une variante de la méthode de
projection, en remplacant le couplage entre les équat®as? et (5.2.3) par une décomposition
de Helmholtz-Hodge. En effet, le colt de cette décompasitemdépasse pas celui de la résolution
d’'une équation de Poisson scalaire. Les schémas de résopriposés dépendent aussi de type
des conditions aux limites.

5.3.1 Schémas périodiques

En périodique, le projecteur de Leriiycommute avec le Laplacien. Dans ces conditions, les
schémas de discrétisation en temps qu’on propose sontilesisu:

e Euler implicite pour la diffusion eEuler explicite pour la convection :

Up+1 — W

5 “ —vAu,41 +Pl(u, - V)u,] =0 (5.3.1)

e Crank-Nicolson pour la diffusion elAdams-Bashforth pour la convection :

U, —u, VA

5r g (Untn )+ Pl(np2 - VU] = 0 (5.3.2)
avec . 3 1
(un+1/2 ’ v)un-i—l/Z = i(un ’ v)un - §(un—1 : v)un—l

Le traitement explicite ou semi-implicite du terme non &ié fait que ces schémas sont conver-
gents sous une contrainte CFz: < C'(dz)? oudt < C(522)*/3, voir [41].

¢ Discrétisation en espace :
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La discrétisation en espace qu’on propose utilise Iareallysltlresolutlon deL? ()" dans
laguelle vivent les ondelettes a divergence nuIIeL@gJ . Cela permet d'éviter le calcul de
plusieurs matrices de masse et de rigidité, avec des géuéradlifférents. En dimension deux,
cette analyse multirésolution est formée par les espsges (VI V) x (V) eV}6). Alors, &
une résolutiory donnée, les composantes de la solutigrsont cherchées sous la forme :

1 1,n 2 2n 0 1
up, = il Vi @ Viop, O W, = By Vi by @ Vi by (5.3.3)
dl<i k Jl<s, k

Les calculs des projectio®(u,, - V)u,] etP[(u,,11/2 - V)u,1/,] se font en deux étapes. On
calcule d’abordu,, - V)u,, et(u,41/2 - V)u,; /2 en différences finies sur les points de la grille,
ensuite on projette sur les ondelettes a divergence nuflarethangement de base, on se ramene
sur la base de{Sz/)Jl ry ® %2’,@} et{z/)Jl K @V, k2} selon chaque composantealg

Pour la résolution du probléme de diffusion, avec les teqtes de la section 3.3, le calcul de
coefficients[d}’l’l] et [dj’ﬁ] revient a la résolution d’un systéme matriciel :

- Méthode d’Euler

Agy a3 Ay = MY [ ] MO = 6tME (B[(wy - V)ugly) M (5.3.4)
et
Aét [ jln<+1] A&t MY [dj,k] M! - 5tM° (Pl(un - V)uy]2) M! (5.3.5)

- Méthode de Crank-Nicolson

A}; [dl ﬁ+1] -Aét = [dj:ﬁ] R(% — 5tM1 (]P’[(un+1/2 . V)un+1/2]1) MO (536)
et
AY, [dj ﬁ‘i‘l] Aét = [dj:ﬁ] R% — 5tM° (P[(Wns1/2 - V)11 2)o) ML (5.3.7)

ou les matrlceME, A&, e et RS, sont respectivement la matrice de masse, la matrice de-I'opé
2 2

rateur(1 — v§tA), la matrice de l'opérateuil — %3t A) et la matrice de 'opérateyt + “3LA) sur
la base 1D d¢V}e—o,1 (fonctions d’échelle ou ondelettes).

En récapitulant, les différentes étapes des schémas @®post les suivantes :
Partant dai,, etu,_1, connus aux points de la grill&2~7) de(,

1. On calcule en différences finies les tern@ag V)u, ou(u,11/2-V)u, 1/, €L 0N projette

sur la base d'ondeletteﬂ;}l,k1 ®¢§)27,€2, zpjl,kl Y;,. 1, k,)- L€ colit de cette étape est@¢N?), avec
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N = 27 et J étant la résolution la plus fine.

2. On calcule la décomposition de Helmholtz-Hodggdg- V)u,, ou (u,,1/2- V), 1/2. Le
co(t de cette étape est dcN?), avecc le nombre d'éléments par ligne de la matrice de raideur
de la base d’ondelettes en 1D considérée.

3. Enfin, on résout I'équation de la chaleur donnée(ped.1) et (5.3.2), le colt de cette étape
est aussi d&(cN?) opérations.

Sauf prise en compte effective de I'adaptativité (i.e desffaments d’ondelettes négligeables
de la solution), cette complexité reste inchangée que tewsola base d'ondelettes ou des fonc-
tions d’échelle, seule la constant@arie. On précise que le colt d’une transformée en ondelette
en dimension deux est de I'ord@(2rN?), r étant la largeur maximale des filtres utilisés, ce-
lui de la transformée de Fourier rapide est de I'or@@V?2log(N)). Cela veut dire qu’on est en
O(N?log(N)) opérations au minimum en Fourier avec les schémas présédentjui est plus
colteux qu’'en ondelettes pour des grandes valeurg.de

5.3.2 Méthode de projection modifiée par ondelettes

Pour calculeru, 11, en plus de la résolution du probléme de Pois§oR.2), la méthode de
projection habituelle demande au préalable le calclWdex* et Vp,,. ;. En général, ces calculs
sont effectués en différences finies, ce qui peut altérerécigion du schéma. Ce que I'on propose
ici c'est d'introduire directement, dés la premiére étapelécomposition de Helmholtz-Hodge de
u*. Notre algorithme de discrétisation en temps est le suivant

Wt — 22 (U +uy) + (Woq/2 - V)Uyp2 =0 dansQ
(MP) u* =u, sur oN (5.3.8)

u,+1 = P(u*) dans()

avecP le projecteur orthogonal de.?(£2))" sur#;,(£2). Compte tenu du traitement implicite de
la diffusion, la présence du terme non linédite, ;> - V)u,, 11/, traité en semi-explicite, impose
une contrainte CFL de stabilité sur le pas de temps, analagweas périodique.

La méthode de discrétisation en espace qu'on utilise eslagiena celle utilisée dans le cas
périodique, il suffit d’adapter les notations avec les bd&asdelettes considérées. On rappelle que
pour traiter les conditions aux limites dans le cas non hamegon fait recours a des relévements
construits sur la base des fonctions d'écheéie, © 9, ,¢), © @5, ) [90]. On cherche une
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fonction R, sous la forme :

1 0
Ry:=7) Gy ( gl S gk > (5.3.9)

(pjvkl ® Spjvk:Q

telle que :

Rylon = u, et / V-Ryds =0
o0

Ensuite, on fait un changement de variable davs”) en posant i1 = u* — R, ce qui ramene a
des conditions aux limites homogenes aur

Remarque 5.3.1

Dans le calcul du projecteuP on n'utilise pas de relévements, carsiest dansH}(€2) alors
P(u) € H}(Q2), de méme avec la condition de glisseménty = 0) car on sait construire la base
de fonctions a divergence nulle qui vérifie cette condition. O

5.3.3 Méthode de Gauge modifiée par ondelettes

En utilisant le projecteuP, I'algorithme de laméthode de Gaugese réduit a :

an+§t—an - %(anﬂ +an) + (Wpp1/2 - V)Uyy10 =0 dans )
(MG) § a1 F=wy U, app 7=u, 7+ 2% sur 90 (5.3.10)
Up+1 = P(an+1) dans 2

Cet algorithme est aussi convergent sous une contrainte B#ilr la discrétisation en espace, on
peut utiliser I'analyse multirésolution de.?(2))™ qui contient les ondelettes a divergence nulle,
comme pour la méthode de projection.

5.4 Expériences numeriques

On présente dans cette partie des résultats numériqueslpswer le potentiel des algorithmes
de la section précédente sur bases d’ondelettes. On corard&tmord par le cas périodique, puis
on présente des tests sur la cavité entrainée et, en 3D tiessgasle probleme de reconnection de
tubes de vorticité.

5.4.1 Etude de l'erreur dans le cas périodique

En dimension deux{ = 2), afin de valider la précision des schémas en espace, uneddude
reur est effectuée. On étudie I'erreur numérique du schélmasrank-Nicolsory.3.2 en fonction
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de la résolution/. Comme solution exacte des équations de Navier-Stokes da & vortex de
Taylor [73] :

uy(z,y,t) = — cos(z) sin(y)e >

uz(z,y,t) = sin(z) cos(y)e >

Le pas de temps choisi pour la simulation &st= 5 1073, la viscosité vaut = # de telle sorte
queRe = 1, le temps final est = 10~!. Pour cette solution, le terme source associé est nul et le
gradient de pression correspond exactement au teumeé)u. Sur la Figures.4 ci-dessous on trace
I'erreur sur les valeurs aux points de la grille de la solutialculée en normes?(Q2) et H'(2).
L'analyse multirésolution{ le,f/jl} choisie est celle des générateurs B-Spline biorthogonaux a
trois moments nuls» = 7 = 3.

100

| |
e

101
s=-1

107k

107 . . 10°

10

FIGURE 5.1 — ErreurL? & gauche eff! a droite, entre la solution exacte et la solution du schéma
(5.3.2). Echelle logarithmigue.

Le comportement théorique de cette erreur est de la fér@e™”) [57]. On observe une pente
de l'ordre deor ~ —1.98 pour la courbe de la normé? eta = —0.97 pour celle de la normél*,
ce qui est conforme au résultat théorique= —2 en normeL? etn = —1 en normeH .

Remarque 5.4.1
On a reproduit cette expérience en dimension trois, en precamme solution exacte les vortex de
Taylor avec la troisieme composante qui est nulle. On retede méme ordre d’erreur. O

5.4.2 Interaction de trois tourbillons (conditions aux limites périodiques)

Il s’agit d’un écoulement 2D non forcé sur une boite de calieutaille2r x 27 adimensionnée.
Cette expérience est classique et permet de valider de aowotémas pour Navier-Stokes avec
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des conditions aux limites périodiques [106]. Le profil desrbillons suit une loi gaussienne :
w= Ae /7" Les parameétres des trois tourbillons considérés sontileargs :

tourbillon 1 : position :(?17“,77), amplitude :A = w, écart type o =

3=

tourbillon 2 : position :(%’r,w), amplitude :A = w, écart type o =

3=

tourbillon 3 : position : (23X, 7 + 575), amplitude :A = — 3, écart type o = 1

091

081

@

0.61

o0 -
04

03r

021

0.1p

FIGURE 5.2 — Sens de rotation des trois tourbillons (& gauche) ebigours de la vorticité &= 0
(a droite).

Le pas de temps est = 2.5 1073, la viscositér = 3.8 1076, L'analyse multirésolution
{ v, f/jl} choisie est celle des générateurs B-Spline biorthogonausisimoments nuls « =
7 = 3, avec une résolution maximale de= 8. On obtient les mémes résultats que E. Deriaz
dans [39] dont on trace les contours de la vorticité a difftee étapes de la simulation = 10,
t =20,t =30 ett = 40.
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FIGURE 5.3 — Isocontours de la vorticitéta= 10 (a gauche) et = 20 (& droite).
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FIGURE 5.4 — Isocontours de la vorticitéta= 30 (a gauche) et = 40 (a droite).

On considére ensuite I'évolution des coefficients d’onitiedea divergence nulle anisotropes de
la solution qui sont au dessus de certains seuils. Les s#hdlsis sonk = 8 1074, ¢ = 16 10~
ete = 32 10~%. On trace sur la figure 5.5 les trois courbes correspondaotesbserve que le
pourcentage des coefficients de petites échelles augmesopgd un certain temps ¢ 20), puis
il décroit, cela traduit comment I'écoulement devient c@@re au cours du temps. Cette courbe
traduit la possibilité d’adaptativité des bases d’ondeted divergence nulle dans la prise en compte
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des petites échelles de I'écoulement. Des résultats sieslaxistent, qui traduisent le nombre de
coefficients d’ondelettes activées, dans le cas des mé&hmadement adaptatives étudiées par M.
Griebel et F. Koster [59].

0.03 T T

=32 E 4
e=16E 3
e=8E4

0.025

0.02

Ratio

0.015

0.01

0.005 i i i i i i i i
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

FIGURE 5.5 — Evolution du pourcentage des coefficients d’ondaléttgivergence nulle retenus en
fonction du temps. Au total on 26,

5.4.3 Cavité entrainée

Les résultats sur I'étude d’erreur de la précision en esgaseschémagM P) et (M G) sont
analogues a ceux du cas périodique. Pour la méthode de Gemegéfude a été déja faite au niveau
de la section 3.5. Dans cette sous-section, on présentgugsalésultats qui permettent de valider
les algorithmes sur un cas test bien connu.

Pour valider les algorithmeg\ P) et (M G) avec des conditions aux limites physiques, on
s'est intéressé au probléeme d’écoulement dans une cavi@rg¥e. On présente des simulations
avec une vitesse initiale nulle dans tout le domahe= [0,1]? sauf eny = 1 ou on prend :

u; = 2%(1 — z)2. C’est un écoulement qui reste laminaire pour des nombr&eglaolds faibles :
Re < 10000. Ce test est couramment utilisé dans la littérature, ce gunpt de comparer les
résultats avec d’autres méthodes. L'état de convergeatistsjue de cet écoulement se caractérise
par un vortex au centre créé par la vorticité primaire etamtile nombre de Reynolds la vorticité
secondaire crée ou pas des vortex dans trois angles deté.cavi
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u=(g,0)

A
A
A
A
A
A

-

u=(0,0) u=(0,0)

O O

u=(0,0)

FIGURE 5.6 — Etat statistique de convergence dans une cavité mégrai

La validation s’est effectuée en deux étapes. On a compaldui les résultats obtenus avec
la méthode de projection modifi€@/ P) aux résultats tres connus de U. Ghia et al. [55]. En suite,
on a comparé les deux méthoded P) et (M G) pour des nombres Reynolds modérés. Pour ce
qui est de la comparaison avec les données de [55], on aipris 1, Re = 1000 etj = 7. La
base utilisée est celle des fonctions d’échelle B-SplinashHbgonaux a trois moments nuls. Sur la
figure 5.7, on a tracé les profils des vitesses horizontalerétale au centre de la cavité au temps
t = 30, auxquels on a superposé les résultats de [55] obtenuseaws&nhe Reynolds. Cela atteste
la convergence de la méthod#&/ P) au bon résultat.
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Lid-Driven Cavity Flow (Re=1000)
1} Velocity Profile of Vertical Midsection

O [UGhiaetal]data
Modified Projection Method | |

O [UGhiaetal]data b | o
Modified Projection Method P

Uy

[ Lid-Driven Cavity Flow (Re=1000)
37VeIocity Profile of Horizontal Midsection

FIGURE 5.7 — Profils de la vitesse verticale au centre (a gauche)uwtdela vitesse horizontale
(& droite) : méthode de projectidgd/ P) avecr = 1/1000, u; = letJ = 7.

Pour la comparaison des méthodes proposé¢d/h) et (M G), on s’est limité aux nombres
de ReynoldsRe = 500 et Re = 2000. Les simulations effectuées permettent de retrouvertl’éta
statistique de convergence et montrent ainsi la validattda faisabilité de ces méthodes sur bases
d’ondelettes. Dans les deux cas, le terme non linéaireatst tte maniére explicite en différences
fines d’'ordre deux avec une extrapolation du méme ordre désedé situées sur les points des
extrémités de la grille de calcul. Le pas de temps est impastagondition CFL 5t = 8 1073 et
on a pris comme résolutiain = 7. Les générateurs d’ondelettes sont les B-Splines bioottgx
a trois moments nuls.



tel-00544373, version 1 - 7 Dec 2010

5.4 Expériences numériques 185.

) . iz = ‘
b} 01 02 03 04 05 [iX:] a7 08 a9 1 b} 01 02 03 04 05 [iX:] a7 08 a9 1

FIGURE 5.8 — Isocontours de la vorticitéta= 20 : & gauche méthode de projectioh/ P) et a
droite méthode de Gaudgd/G), v = 1/500 et.J = 7.

0 01 02 03 04 05 08 07 08B 08 1

FIGURE5.9 — Isocontours des coefficients d’échelle a divergentie &ati= 20 : a gauche méthode
de projection(M P) et & droite méthode de Gaug®/G), v = 1/500 etJ = 7.
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FIGURE 5.10 — Isocontours de la vorticitéta= 30 : & gauche méthode de projectioh/ P) et a
droite méthode de Gaudg@/G), v = 1/2000 et.J = 7.

0 01 02 03 04 05 08 07 08B 08 1

FIGURE 5.11 — Isocontours des coefficients d’échelle a divergendie & ¢ = 30 : a gauche
méthode de projectiofM P) et a droite méthode de Gauge/G), v = 1/2000 et.J = 7.
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De ces simulations, il ressort que les deux méthodes camusix mémes résultats numé-
riques. On a vu que dans l'algorithm{@/G), pour imposer les conditions aux limites, il faut
connaitre la valeur dg, ;. En pratique cette valeur est obtenue par extrapolatiore gt et
Xn_1, C'€st un inconvénient de la méthode de Gauge.

La méthode de projection ne demande un traitement astudeaxconditions aux limites
comme la méthode de Gauge. Ainsi, pour des raisons de sitd@ta’implémentation, on préfére
plus la méthode de projectiqid/ P) par rapport a la méthode de Gauge G).

5.4.4 Cauvité entrainée a grand Reynolds

On présente ici des résultats de simulation avec un nombRegieolds élevé Re = 10*. On
a gardé les mémes bases d’ondelettes et augmenté la r@soliiti= 8. On a utilisé la méthode de
projection(M P) dans la résolutions des équations.

09}
08}
07k
06}
05|

0.4¢

0.31

0.2

0.1p

FIGURE 5.12 — Isocontours de la vorticitéta= 10 (a gauche), champ de vecteurs de la vitasse
(a droite) obtenus par le schéria3.8) : v = 10~*etJ = 8.
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30 (& gauche), champ de vecteurs de la vitasse

a

(a droite) obtenus par le schéria3.8) : v = 10~*etJ = 8.

FIGURE 5.14 — Isocontours de la vorticitét
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FIGURE 5.16 — Isocontours de la vorticit
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FIGURE 5.17 — Isocontours des coefficients d’échelle a divergendle &t = 10 (a gauche) et a
t = 30 (a droite) :.v = 10~ * et.J = 8.

FIGURE 5.18 — Isocontours des coefficients d’échelle a divergendle &t = 50 (a gauche) et a
t = 80 (a droite) :.v = 10~ * et.J = 8.
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5.4.5 Reconnection de tubes de vortex en dimension trois &périodiques)

Afin de valider la méthode en dimension trois, on s’est irsg#ea la simulation d’une paire de
tourbillons contrarotatifs soumis a une instabilité destgpow [94]. En coordonnées cylindriques
(x,r,0), les profils choisis pour la vitessg () et la vorticitéw,,(r) sont :

() = 5o (1= exp(—r2/)) wlr) = 5 exp(—r2/d)  (6:4)

Iy est la circulation et est le rayon du centre de la vorticité.

Pour observer l'instabilité, on perturbe explicitememstdentres des tourbillons en introduisant
une perturbation a grande longueur d’onde de type Crow. Ceaparameétres pour cette perturba-
tion, on prend : 'amplitude de la perturbation, I'angléelu plan de la perturbation, le déphasage
et le nombre d’'onde longitudinale voir figure 5.22.

Tourbillons avec perturbation

Tourbillons sans
perturbation

FIGURE 5.19 — Perturbation de type Crow.

Dans le plan transversal, les coordonnées de coeur dultonrperturbé sont :

y = yo + Amplitude. sin(kx + ¢). cos(6)

z = zp + Amplitude. cos(kz + )

Le domaine de calcul eff, 1], avec un maillage régulier et uniforme, et les conditions|amites
sont périodiques dans chaque direction. La conditioraleiest calculée s@t = [— Lz /2, Lz /2]
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[—Ly/2,Ly/2] x [-Lz/2,Lz/2], avec :Lx = 7.5, Ly = 6, Lz = 5,y = 1 etryg = 0.2.
Les coordonnées du centre sdpt, zo) = (2.5,2.5) pour le premier tourbillon et(yg, zp) =
(3.5,2.5) pour le deuxiéme tourbillon. La viscositéest fixée a v = 1/2500. Les parameétres de
la perturbation sont : Amplitude 0.4, k = 1, o = 0 etd = /4.

Gradents

A778
40

12 12
119574 119574

FIGURE 5.20 — Isosurface du module de la vorticit§ = 26 a¢t = 0 (& gauche) et &= 0.36 (&
droite).
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12
1159574

FIGURE 5.21 — Isosurface du module de la vorticitd = 26 at = 0.76 (& gauche) et &= 1.12
(a droite).

12
119574

FIGURE 5.22 — Isosurface du module de la vorticii§ = 26 at = 1.48 (& gauche) eta= 1.7 (&
droite).

5.5 Méthode variationnelle multi-échelle

On étend dans cette partie la méthode variationnelle rédhelle décrite a la section 3.3.2 aux
éguations de Navier-Stokes incompressibles. L'objedti est de fournir une discrétisation muli-
échelle en fonctions d’échelle et ondelettes des équatieridavier-Stokes. Cependant, on ne va
pas introduire des modéles de turbulence comme le font Lifhés et al. [66, 67].
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Dans les algorithmes de résolution de Navier-Stokes peftédcomme le terme non linéaire
(u- V)u est traité en différences finies explicites, a chaque pasrdpg les calculs a faire sont la
résolution d’'une équation de la chaleur et la projectior’sapace de fonctions a divergence nulle.
Pour la discrétisation multi-échelle de I'équation de lalelr, il suffit d’appliquer les techniques
décrites a la section 3.3.2 composante par composante.ule difficulté est alors le calcul de
P(a) ouP[(u - V)u] en formulation multi-échelle, c’est ce qu’'on va décrirelessous.

Soit{V;ﬁ”} une analyse multirésolution de I'espa¥ede fonctions & divergence nulle, et de
projecteurs muIti—écheIIP?"”. Pourj, € N*, toute fonctionu € X peut étre décomposée en une
approximation grossiérE%”(u) et la somme de tous ses détails :

u="Pu)+ Y Qf(u), avec Q¥ (u) =P (u) - P (u) (5.5.1)
J=Jjo
On note : ' '
u’ = P%”(u) et u/ = Z Q?w(u)
Jj=jo
Par définition,PE”” est le projecteur orthogonal sur les fonctions d’échelles@rgence nulle :

I VESY ck@jf”, k= (ki,... . kn),
k

de mémezjzjO Q?“’ est le projecteur sur toutes les ondelettes a I'écljete(jy,. .., j,) telle
que :j; > j pour0 < i < n.On précise qu’'en dimensior méme dans le cas anisotropegsi~ 0,
il existe (n — 1)(2™ — 1) ondelettes a divergence nulle différentes :

div div
> Q) =) dyj
J=jo 2j.k

¢ est I'indice sur le type d’ondelette.

Pour calculerug;, = P(v), pour unv quelconque, on teste d’'une part contre toutes les
fonctions d’éChelleT)d“’k et d’autre part contre toutes les ondelem—ffé“k, cela permet I'obtention

de deux systemes d équations a résoudre :

(v/ ) = (i /2550) + (whi, /255) (55.2)

(/W) = (Wi /Uy + (i /YY) (5.5.3)

On résout les équation$.5.2) et 5.5.3 par les techniques habituelles en utilisant le complément
de Schur comme a la section 3.3.2. On fait de méme Bf{ur- V)u].
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Pour calculer la décomposition de Helmholtz-Hodge, on arveeetion 3.4 qu’on doit inverser
la matrice de Gram de la base d’ondelettes a divergenceswdeotationnel nul. A une résolution
j donnée, l'intérét de cette méthode est alors dans le faitngrésout deux systémes couplés de
petite taille (la taille dépend dig < j), au lieu de résoudre le grand systeme donné en section 3.4.

Commeu/ est dans un espace de dimension infinie, dans la résolutidvader-Stokes en
pratique, on peut améliorer cette méthode en ajoutant dassnodeéle de turbulence [66, 67].

Exemple 5.5.1

Dans cet exemple, on trace le spectre d’énergie et la déanie de cette énergie en fonction du
temps. Les parameétres de la simulation sont ceux de I'iflgéatde Kelvin-Helmholtz. Le profil de
la vitesse initiale est donné par :

Py(1 — /a2 2
do + tanh d 2+ y)

et =0
2Ry "2

U
U1(w,y) = 70(
Le domaine de calcul ef, 2] x [0, 1], avecU, = 0.1035, Ry = 0.25, Py = 30 etdy = 1. Le pas
de temps choisi est = 0.01 et la viscosités = 5.107°. Les algorithmes de calcul utilisent les
générateurs biorthogonaux B-Spline (3,3) sur une résmtuthaximale/ = 9.

Vorticity contour t=0 Vorticity contour t=6.0145
0.8¢ B 0.8F
—— @ ¢

0.6 R 0.6
0.4f 1 0.4f

0.2 \Y \

S

O0 0.5 1 1.5 O0 0.5 1 1.5

FIGURE 5.23 — Isocontours de la vorticité & 0 (a gauche) et &= 6 (a droite) : pour l'instabilité
de Kelvin-Helmholtz 2D avee = 5.1075.



tel-00544373, version 1 - 7 Dec 2010

Energy per Times .
173 10

Energy Spectrum t=6.0145

10° -

Log(E(w)
5
T

1070k

164 107
o

Spu
-5/3 slope

FIGURE 5.24 — Evolution de la normé&? (& gauche) et spectre d’énergie & 6 (& droite) : pour

I'instabilité de Kelvin-Helmholtz 2D avee = 5.107°.

Log(e)



tel-00544373, version 1 - 7 Dec 2010

Cinquieme partie

Conclusion et perspectives

197






tel-00544373, version 1 - 7 Dec 2010

Conclusion

Dans ce travail de thése, on s’est concentré sur la défiretimmise en oeuvre de bases d’'on-
delettes pour la résolution des équations de Navier-Siokesnpressibles avec des conditions aux
limites "physiques". On sait que dans le cas périodiquaniethodes spectrales basées sur Fourier
fournissent des algorithmes numérigues optimaux. Cepgncks méthodes sont trés défavorables
pour la gestion des conditions aux limites non périodighd®pposé, les méthodes par éléments
finis ou différences finies intégrent facilement des condgiaux limites, mais les algorithmes sont
plus colteux.

Ces derniéres décennies, l'utilisation des bases d'ottéeldans la résolution numérique des
équations aux dérivées partielles s’est beaucoup dévdopyes bases d’'ondelettes, par leur ca-
ractere de double localisation temps-fréquence, perntattavoir des discrétisations creuses et
adaptatives pour une vaste classe d'opérateurs difféteri intégro-différentiels, et fournissent
également des préconditionneurs diagonaux optimaux gsuopérateurs elliptiques. La résolu-
tion de problémes avec conditions aux limites se fait enigded utilisant les ondelettes de bords.
Pour les équations de Navier-Stokes, ces techniques sourieesu niveau de la faisabilité.

Dans ce travail de thése, on a repris en détail la construdtmndelettes a divergence nulle ou
a rotationnel nul d¢L2(R™))" dans le cas anisotrope. En se servant de leur structuradmomnale
on a su retrouver, a partir des bases biorthogonales coméaptes, les algorithmes rapides asso-
ciés qui sont connus dans I'analyse des champs a divergatie®n a rotationnel nul. L'utilisation
de ces algorithmes a permis d'établir des estimationsiglass en approximation non linéaire sur
base d’'ondelettes a divergence nulle.

A partir des analyses multirésolution sur l'intervalle, @ronstruit des nouvelles ondelettes
vecteurs a divergence nulle ou a rotationnel nul sur I'hgplee|0, 1] adaptées a la prise en compte
de conditions aux limites non périodiques. Ces nouvelleeda’ondelettes a divergence nulle
permettent d’analyser des champs turbulents incompitessbon a mis en oeuvre des algorithmes
rapides associés. Le caractére adaptatif de ces baseduwdédélans le contexte de I'approximation
non linéaire par ondelettes a divergence nulle. La défmitlun nouvel algorithme performant
pour calculer la décomposition de Helmholtz-Hodge a pediétendre le champ d’applications
que peut couvrir 'utilisation de ces nouvelles ondelettes
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La résolution des équations de Navier-Stokes incomptessdn ondelettes par la méthode
de projection est plus facile en périodique, son extensionas général pose probléme a cause
des effets de bords. L'utilisation d’ondelettes a divemgenulle de bords dans le calcul de la dé-
composition de Helmholtz-Hodge a permis de contournee chfficulté et de définir de nouvelles
méthodes de résolution. En simplifiant la méthode de piojeat la méthode de Gauge, on a
ainsi défini deux nouveaux schémas de résolution qui gatdenéme complexité numérique par
rapport au cas périodique. La validation de ces schémasesuras test bien connus a donné des
résultats convaincants. Pour ce type de simulation, lesletids offrent de représentations creuses
pour les fonctions et les matrices d'opérateurs, ce quiirégdaucoup le nombre de degrés de li-
berté. Cependant, le calcul effectif du terme non liné&j(e - V)u] en ondelettes pose probléme.
On peut alors envisager de faire des simulations avec dekitiéss plus élevées, mais dans ce
cas, les méthodes doivent étre optimisées.

Comme toutes les méthodes d'ondelettes, les méthodesnfiFéseadans ce travail n'utilisent
que des géométries simples comfiel]™. C’est le principal inconvénient des bases d’ondelettes
gui sont construites par produit tensoriel. On retrouvariémes limitations que pour les méthodes
spectrales. Pour résoudre des probléemes dans des gésncéimplexes, les approches les plus
connues sont les techniques de pénalisation du volume(4bet celles d’extension du domaine

3].

Sachant que la résolution du Laplacien ne poserait pas @epre, une premiére perspective
serait I'étude du calcul de projecteBirpar ondelettes a divergence nulle, dans le cas d'une péna-
lisation du volume. Cela est envisageable vu que la matecmaksse des ondelettes a divergence
nulle 2D ou celle des ondelettes a rotationnel nul en dinoensupérieures, correspondent a la
matrice standard d’un Laplacien scalaire.

L'utilisation des ondelettes de bords s’est avérée tresaeffi pour les opérateurs elliptiques
dans des méthodes de décomposition de domaine conformet[@6h conforme de type mortar
[5]. Comme les propriétés des opérateurs de divergence italtionnel sont indépendantes du
repére choisi, la technique de décomposition de domainaiesit une piste prometteuse. Pour
construire les ondelettes a divergence nulle ou a rotagionual sur les sous-domaines, on peut
étudier les difféomorphismes locaux qui peuvent étresédidlipour conserver ces propriétés et avoir
les recollements adéquats sur les facettes.

L'idée principale des méthodes multi-échelles est de d@oser la solution selon ses com-
posantes hautes fréquences et basses fréquences. Lesloasietettes sont treés performantes
pour ce genre de décomposition. Les algorithmes de disatiétns variationnelles multi-échelles
peuvent donc s'appliquer facilement sur bases d’'ondsleRans la simulation des équations de
Navier-Stokes, on peut envisager de faire une simulatisrgtEndes échelles en suivant I'approche
de J.R. Hughes et al. [66, 68, 69]. Une prochaine étape sdoadt I'étude et la définition des mo-
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deles de sous-maille avec des conditions aux limites nangigues, sur bases d’ondelettes. Dans
cette direction, un algorithme de simulation directe a étéoduit au niveau du dernier chapitre.
L'intérét de cet algorithme c’est qu’on peut facilement kglléliser comme dans les méthodes
classiques.

La décomposition de Helmholtz-Hodge intervient dans de breox domaines : électroma-
gnétisme, visualisation scientifique, médecine, etc. iAles ondelettes a divergence nulle véri-
fiant des conditions aux limites pourraient trouver natameént d’autres champs d’applications.
On peut citer par exemple leur application dans un travalE dBeriaz et J.L. Starck récent pour
la reconstruction des cartes du ciel dans des problemesaphgsique. Ces ondelettes permettent
de reconstruire les différents modes en "weak lensing" énisént les effets de bords.
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