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Résumé

Ce travail de thèse concerne les méthodes numériques à base d’ondelettes pour la simulation de
la turbulence incompressible. L’objectif principal est laprise en compte de conditions aux limites
physiques dans la résolution des équations de Navier-Stokes.

Contrairement aux travaux précédents où lavorticité était décomposée sur base d’ondelettes
classiques, le point de vue qui est adopté ici vise à calculer le champ devitessede l’écoulement sous
la forme d’une série d’ondelettes à divergence nulle. On estalors dans le cadre des équations de
Navier-Stokes incompressibles en formulationvitesse-pression, pour lesquelles les conditions aux
limites sur lavitesses’écrivent explicitement, ce qui diffère de la formulationvitesse-tourbillon. Le
principe de la méthode développée dans cette thèse consisteà injecter directement les conditions
aux limites sur la base d’ondelettes. Ce travail prolonge lathèse de E. Deriaz réalisée dans le cas
périodique.

La première partie de ce travail a donc été la définition et la mise en oeuvre de nouvelles
bases d’ondelettes à divergence nulle ou à rotationnel nul sur [0, 1]n, permettant la prise en compte
de conditions aux limites, à partir des travaux originaux deP. G. Lemarié-Rieusset, K. Urban, E.
Deriaz et V. Perrier.

Dans une deuxième partie, des méthodes numériques efficacesutilisant ces nouvelles ondelettes
sont proposées pour résoudre différents problèmes classiques : équation de la chaleur, problème de
Stokes et calcul de la décomposition de Helmholtz-Hodge en non périodique. L’existence d’algo-
rithmes rapides associés rend les méthodes compétitives.

La dernière partie est consacrée à la définition de deux nouveaux schémas de résolution des
équations de Navier-Stokes incompressibles par ondelettes, qui utilisent les ingrédients précédents.
Des expériences numériques menées pour la simulation d’écoulement en cavité entraînée en di-
mension deux ou le problème de la reconnection de tubes de vortex en dimension trois montrent le
fort potentiel des algorithmes développés.

Mots-clés : ondelettes, équations de Navier-Stokes incompressibles,conditions aux limites phy-
siques.
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5.

Abstract

This work concerns wavelet numerical methods for the simulation of incompressible turbulent
flow. The main objective of this work is to take into account physical boundary conditions in the
resolution of Navier-Stokes equations on wavelet basis.

Unlike previous work where the vorticity field was decomposed in term of classical wavelet
bases, the point of view adopted here is to compute the velocity field of the flow in its divergence-
free wavelet series. We are then in the context of velocity-pressure formulation of the incompres-
sible Navier-Stokes equations, for which the boundary conditions are written explicitly on the ve-
locity field, which differs from the velocity-vorticity formulation. The principle of the method
implemented is to incorporate directly the boundary conditions on the wavelet basis . This work
extends the work of the thesis of E. Deriaz realized in the periodic case.

The first part of this work highlights the definition and the construction of new divergence-
free and curl-free wavelet bases on[0, 1]n, which can take into account boundary conditions, from
original works of P. G. Lemarie-Rieusset, K. Urban, E. Deriaz and V. Perrier.

In the second part, efficient numerical methods using these new wavelets are proposed to solve
various classical problem : heat equation, Stokes problem and Helmholtz-Hodge decomposition
in the non-periodic case. The existence of fast algorithms makes the associated methods more
competitive.

The last part is devoted to the definition of two new numericalschemes for the resolution of
the incompressible Navier-Stokes equations into wavelets, using the above ingredients. Numerical
experiments conducted for the simulation of driven cavity flow in two dimensions or the issue
of reconnection of vortex tubes in three dimensions show thestrong potential of the developed
algorithms.

Keywords : wavelet, incompressible Navier-Stokes equations, physical boundary conditions.
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Introduction
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Introduction

La caractérisation et l’étude des propriétés des écoulements fluides sont des sujets qui pré-
occupent une vaste classe de scientifiques, dans des domaines de recherche très variés. Malgré
plus d’un siècle d’efforts, la prédiction de la nature des écoulements turbulents est encore classée
comme étant une question ouverte. La turbulence fait partiede la vie de tous les jours : la plupart
des écoulements rencontrés dans la nature, dans les processus industriels ou dans des applications
technologiques sont turbulents. La turbulence n’est pas une propriété intrinsèque du fluide, c’est
un état qui se caractérise par des propriétés physiques telles que l’instationnarité, l’imprédictibilité,
une forte interaction des échelles spatiales et temporelles de différents niveaux dans l’écoulement...
La présence de phénomènes physiques très variés rend difficiles les expériences numériques dans
des domaines d’application comme l’hydrologie, la météorologie, l’astrophysique etc. La maîtrise
des schémas numériques performants est importante pour la construction de modèles de prévision
opérationnels précis et efficaces.

Les équations qui modélisent mathématiquement les écoulements turbulents sont les équations
de Navier-Stokes, qui se déduisent des lois newtoniennes dans le contexte de l’hydrodynamique.
On s’intéresse dans ce travail à la résolution numérique deséquations de Navier-Stokes pour les
fluides incompressibles. La forme adimensionnée des équations de Navier-Stokes dans le cas d’un
fluide homogène est la suivante :

∂tu− ν∆u+ (u · ∇)u+∇p = f , ∇ · u = 0

oùu est la vitesse du fluide,p la pression,f la somme des forces extérieures etν la viscosité ci-
nématique (inversement proportionnelle au nombre de Reynolds). La présence du terme convectif
(u · ∇)u qui régit le caractère non-linéaire des équations est à l’origine des difficultés rencontrées
dans la résolution théorique ou numérique du système. On ne connaît pas de solution analytique
pour Navier-Stokes, sauf dans des cas très particuliers : les écoulements de Couette ou de Pois-
seuille. Les résultats mathématiques connus sur l’existence, l’unicité et la régularité de la solution
de Navier-Stokes ne sont que partiels et varient selon la dimension de l’espace considérée. Ainsi, la
résolution numérique est un élément incontournable pour produire des résultats significatifs dans
de nombreuses applications en ingénierie.

13
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14.

Le paramètre de contrôle dans les équations de Navier-Stokes est le nombre de Reynolds qui
dépend de la taille et de la vitesse intrinsèque de l’écoulement. Plus ce nombre est grand, plus le
fluide est sensible aux perturbations et produit de nombreuxmodes, ce qui le rend turbulent et chao-
tique. Les expériences numériques se heurtent alors au problème essentiel du très grand nombre
de paramètres à gérer : celui-ci évoluant avec le nombre de Reynolds (de l’ordre deRe

6

4 en 2D et
Re

9

4 en 3D ). La situation est très défavorable pour la simulationdes écoulements atmosphériques
par exemple, ou les expériences en dimension trois.

Le principal enjeu des méthodes numériques est de fournir des schémas d’une grande précision
mais peu coûteux en terme de calcul. Dans le cas des équationsde Navier-Stokes, la nature physique
des solutions cherchées limite l’existence de méthodes optimales.

Pour simuler les équations de Navier-Stokes, on utilise couramment des méthodes de type
éléments finis ou volume finis [57, 117], souvent couplées à des mailleurs adaptatifs pour tirer
profit de la structure et de la géométrie de l’écoulement. Certains utilisent des méthodes purement
lagrangiennes telles que des méthodes vortex ou particulaires [30], qui consistent à concentrer les
particules de vorticité sur les lignes de courant caractéristiques de l’écoulement. On utilise aussi des
méthodes spectrales [12,73] qui permettent de résoudre leséquations sur la base de vecteurs propres
telle que la base de Fourier, qui est une technique très répandue et bien adaptée aux conditions aux
limites périodiques.

Pour réduire le coût des calculs, une autre alternative consiste à se tourner vers les méthodes
LES (Large Eddy Simulation ou Simulation des Grandes Échelles) [84, 85, 102]. Dans cette ap-
proche, le principe de la méthode repose sur l’observation que les gros tourbillons sont très diffé-
rents selon les géométries et leurs structures varient beaucoup avec le type d’écoulement considéré,
tandis que les petits tourbillons ont un caractère beaucoupplus universel. La méthode consiste alors
à calculer le mouvement instationnaire des gros tourbillons dans des réalisations particulières de
l’écoulement, et à modéliser de façon statistique les petits tourbillons. À ces méthodes s’ajoutent
les méthodes variationnelles multi-échelles (Variational Multiscale Method) développées par T.J.R
Hughes et ses collaborateurs [66–69]. Le cadre d’application des méthodes LES ou variationnelles
multi-échelles est généralement celui des méthodes éléments finis, spectrales ou pseudo-spectrales.

Dans ce contexte de la résolution numérique des équations deNavier-Stokes, les schémas par
ondelettes font leur apparition à partir de1996 (par exemple [15, 49, 59]). Les bases d’ondelettes,
par leur double localisation espace-fréquence et leur caractère multi-échelle, fournissent des bases
particulièrement bien adaptées aux structures cohérentes, tourbillons à grande durée de vie, qui font
la dynamique des écoulements turbulents. L’idée de base desschémas ondelettes est de permettre
une représentation de la solution à la fois compacte et non homogène : là où la solution est régulière,
peu d’ondelettes suffisent à l’approcher, dans des zones de singularité, il faut ajouter des ondelettes
de petite échelle pour augmenter la précision. Ainsi les schémas ondelettes se placent à mi-chemin
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15.

entre les méthodes spectrales (basées sur Fourier) et les méthodes de type élément finis. Dans le
cadre des méthodes LES, une première méthode, la méthode CVS(Coherent Vortex Simulation)
[47] propose une modélisation statistique des petits coefficients d’ondelettes.

Les méthodes classiques de résolution de Navier-Stokes incompressibles en ondelettes [15,47,
49, 78] utilisent la formulation vitesse-tourbillon, ce qui permet l’obtention d’un système à deux
équations : une sur la vorticité et l’autre sur la fonction courant. En dimension deux ces variables
sont scalaires, mais deviennent vectorielles en dimensiontrois, ce qui n’apporte pas d’avantage par
rapport à une formulation en vitesse-pression. De plus, lesconditions aux limites sont imposées en
général sur la vitesse et ne sont pas transposables aisémentsur la fonction de courant et la vorticité
[105]. Il est souvent plus facile d’utiliser une formulation vitesse-pression en non périodiques et
alors les algorithmes sont identiques en dimension deux ou trois.

Le présent travail s’intéresse à la définition, l’étude et lamise en oeuvre de méthodes numé-
riques pour résoudre les équations de Navier-Stokes en formulation vitesse-pression, à partir d’une
discrétisation de la solution sur base d’ondelettes. En ce sens, les bases d’ondelettes à divergence
nulle isotropes à support compact de P.G. Lemarié-Rieusset[79] ont joué un rôle prépondérant, et
les résultats obtenus avec ces ondelettes ont conduit à des avancées significatives.

Les travaux de P.G. Lemarié-Rieusset ont été repris par K. Urban [115] qui propose une gé-
néralisation en introduisant des bases d’ondelettes à rotationnel nul. Dans le cadre de l’analyse
des champs turbulents incompressibles ou la résolution du problème de Stokes, l’utilisation de ces
nouvelles bases d’ondelettes à divergence nulle ou à rotationnel nul par K. Urban et al. [32, 116]
a mis en évidence leur potentiel pratique et l’intérêt qu’elles peuvent apporter dans la simulation
numérique de la turbulence incompressible.

La construction des bases d’ondelettes à divergence nulle anisotropes introduite par E. Deriaz
et V. Perrier [39, 40] est beaucoup plus pratique du point de vue numérique. Les travaux de E.
Deriaz et V. Perrier se sont attachés à la prise en compte de l’incompressibilité du champ de vitesse
par les ondelettes dans le cas périodique. La performance des algorithmes mis en oeuvre dans la
résolution des équations de Navier-Stokes réside dans la façon originale de calculer la pression à
partir d’une décomposition de Helmholtz-Hodge du terme nonlinéaire. Cela sort du cadre habituel
de la formulation de Galerkin utilisée par K. Urban et al. [32] ou des méthodes classiques basées
sur différences finies ou éléments finis [57].

Dans ce travail, on revient sur la construction des ondelettes à divergence nulle ou à rotationnel
nul anisotropes de E. Deriaz et V. Perrier, mais avec comme objectif leur généralisation et leur
extension aux cas non périodiques sur l’hypercube[0, 1]n. Le but assigné à cette construction est
que les ondelettes à divergence nulle ou à rotationnel nul satisfassent les conditions aux limites
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16.

imposées le plus souvent à la vitesse d’un fluide confiné dans un domaine borné :

u · ~ν = 0 ou u · ~τ = 0

avec~ν et~τ les vecteurs unitaires respectivement normal et tangent audomaine. Dans la résolution
numérique des problèmes, la technique adoptée pour la gestion des conditions aux limites phy-
siques (Dirichlet, Neumann) est celle qui consiste à construire des ondelettes de bords [2, 25, 109]
sur un intervalle, c’est une technique qui est très efficace pour des opérateurs elliptiques [28,95].

Sur le plan théorique, le travail de A. Jouini et P.G. Lemarié-Rieusset [72] permet d’établir le
cadre nécessaire pour construire sur[0, 1]2 des analyses multirésolution, qui ne sont pas à diver-
gence nulle, mais dont les projecteurs multi-échelle conservent la propriété de divergence nulle.
A. Jouini et P.G. Lemarié-Rieusset utilisent la construction d’analyse multirésolution de [25] pour
avoir des analyses multirésolution reliées par dérivation/ intégration sur[0, 1]. Cette approche est
poursuivie dans cette thèse dans le cas d’une construction pratique à partir des analyses multiréso-
lution à reproduction polynomiale sur l’intervalle de [95], avec comme apport la construction des
ondelettes à divergence nulle ou à rotationnel nul sur[0, 1]n.

Le calcul de la décomposition de Helmholtz-Hodge [63] est unoutil numérique essentiel dont
le champ d’application dépasse largement celui de la résolution des équations de Navier-Stokes.
On retrouve cette notion par exemple en électrodynamique dans la résolution des équations de
Maxwell [7] ou en infographie [113]. Dans le domaine fréquentiel, la décomposition de Helmholtz-
Hodge se calcule facilement en utilisant le projecteur de Leray, le symbole de cet opérateur est un
polynôme de degré nul dont on connaît l’expression analytique dans la base de Fourier. En général,
sur des domaines bornés, on passe souvent par la résolution d’un problème de Poisson [57,62]. Les
méthodes de calcul de la décomposition de Helmholtz-Hodge par ondelettes à divergence nulle ont
été introduites par E. Deriaz et V. Perrier [40,42]. L’utilisation de leurs méthodes dans la simulation
numérique directe de la turbulence donne de très bons résultats [41], similaires à ceux obtenus en
spectral [15].

Pour calculer la décomposition de Helmholtz-Hodge par ondelettes, on part de l’observation
que la matrice de masse de la base d’ondelettes à divergence nulle en dimension deux et celle
de la base d’ondelettes à rotationnel nul en dimension supérieure (n ≥ 2) sont équivalentes à la
matrice du Laplacien scalaire. Ces matrices admettent alors un préconditionneur diagonal optimal
en ondelettes [23]. Au lieu d’utiliser un algorithme itératif comme le font E. Deriaz et V. Perrier, la
façon de faire utilisée dans ce travail pour calculer cette décomposition est d’inverser directement la
matrice de masse de la base des ondelettes à divergence nulleou à rotationnel nul, en se servant de la
structure tensorielle de la base pour faire les calculs avecles matrices des bases unidimensionnelles.
L’intérêt de cette approche est qu’on retrouve le même ordred’erreur donnée par la base dans le
cas d’une approximation linéaire.
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17.

Les objectifs qui ont déterminé l’orientation du travail derecherche mené dans cette thèse sont
la mise en oeuvre des algorithmes et méthodes numériques quisont à la fois performants et effi-
caces pour simuler les écoulements fluides incompressiblessur base d’ondelettes, en imposant les
conditions aux limites appropriées. Le plan proposé pour laréalisation de ce travail est le suivant :

La première partie de ce travail est consacrée à la construction des ondelettes à divergence nulle
ou à rotationnel nul sur[0, 1]n. On présente brièvement au premier chapitre les résultats et notions
jugés utiles pour comprendre la théorie générale des bases d’ondelettes deL2(Rn). Une relecture
de la construction des ondelettes à divergence nulle surRn est donnée à la fin de ce chapitre puis,
la question de l’approximation non-linéaire sur base d’ondelettes à divergence nulle est abordée.
Le deuxième chapitre traite de la construction des ondelettes sur l’intervalle[0, 1] pour la prise en
compte des conditions aux limites et qui vérifient la propriété de dérivation, puis on introduit une
nouvelle construction des ondelettes à divergence nulle ouà rotationnel nul sur l’hypercube[0, 1]n.

La deuxième partie concerne les algorithmes pratiques mis en oeuvre dans les simulations nu-
mériques. On étudie dans cette partie la qualité de l’approximation des bases d’ondelettes construites
en première partie. On présente aussi les techniques utilisées pour résoudre l’équation de la cha-
leur (partie diffusive de Navier-Stokes), pour calculer ladécomposition de Helmholtz-Hodge ou
résoudre le problème de Stokes.

La troisième partie introduit deux nouveaux schémas pour larésolution par ondelettes des équa-
tions de Navier-Stokes incompressibles avec des conditions aux limites non périodiques. Après une
introduction succincte des modèles de fluides numériques utilisés, deux schémas, basés sur deux
méthodes célèbres dans la résolution de Navier-Stokes sontproposés : méthode de projection à la
Chorin et méthode de Gauge. Ces schémas sont comparés dans lecas d’une simulation numérique
directe de la turbulence sur le carré[0, 1]2, avec conditions aux limites de Dirichlet non homogènes.
On termine le chapitre sur la méthode variationnelle multi-échelle utilisant les bases d’ondelettes
pour résoudre Navier-Stokes dans une simulation numériquedirecte.

Enfin, on présente les conclusions sur les résultats obtenuset les perspectives envisagées dans
ce domaine de recherche.
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Notations

Espaces
Cm(Ω),m entier : espaces des fonctionsm fois continuement différentiables surΩ.
Cs(Ω) (s > 0 non entier) : espaces de Hölder.
Lp(Ω) : espaces de Lebesgue.
W s,p(Ω) : espaces de Sobolev (Hs(Ω) =W s,2(Ω)).
Bs
p,q(Ω) : espaces de Besov.

L2
div(Ω) : espace des fonctionsf ∈ (L2(Ω))n et à divergence nulle.

Hdiv(Ω) : la fermeture deL2
div(Ω) dansL2(Ω).

H⊥
div(Ω) : espace des fonctions deL2(Ω) à rotationnel nul surΩ.

D(Ω) : espace des fonctionsC∞ à support compact dans l’ouvertΩ.
D′(Ω) : espace des distributions surΩ.
Vj et Ṽj : espaces à l’échellej des analyses multirésolutions primale et duale.
Wj etW̃j : espaces d’ondelettes à l’échellej.
p′ : exposant conjugué dep ∈ [1,+∞] tel que1

p +
1
p′ = 1.

Fonctions
ϕj,k := 2j/2ϕ(2j . − k) et ϕ̃j,k := 2j/2ϕ̃(2j . − k), k ∈ Z : fonctions d’échelle primales et duales
surR, mises à l’échellej en normeL2(R).
ψj,k := 2j/2ψ(2j . − k) et ψ̃j,k := 2j/2ψ̃(2j . − k), k ∈ Z : ondelettes primales et duales surR,
mises à l’échellej en normeL2(R).
Φ♭j,ℓ := 2j/2Φ♭j,ℓ(2

j .) et Φ̃♭j,ℓ := 2j/2Φ̃♭j,ℓ(2
j .), 0 ≤ ℓ ≤ r̃ − 1 : fonctions d’échelle de bord en0

primales et duales, mises à l’échellej en normeL2([0, 1]).
Ψ♭
j,ℓ := 2j/2Ψ♭

j,ℓ(2
j .) et Ψ̃♭

j,ℓ := 2j/2Ψ̃♭
j,ℓ(2

j .), 0 ≤ ℓ ≤ p0 − 1 : ondelettes de bord en0 primales
et duales, mises à l’échellej en normeL2([0, 1]).
Φ♯j,ℓ := 2j/2Φ♯j,ℓ(2

j .) et Φ̃♯j,ℓ := 2j/2Φ̃♯j,ℓ(2
j .), 0 ≤ ℓ ≤ r̃ − 1 : fonctions d’échelle de bord en1

primales et duales, mises à l’échellej en normeL2([0, 1]).
Ψ♯
j,ℓ := 2j/2Ψ♯

j,ℓ(2
j .) et Ψ̃♯

j,ℓ := 2j/2Ψ̃♯
j,ℓ(2

j .), 0 ≤ ℓ ≤ p1 − 1 : ondelettes de bord en1 primales
et duales, mises à l’échellej en normeL2([0, 1]).
〈f, g〉 : produit scalaire de dualité entre deux fonctions scalaires (

∫
f g̃ sif ∈ Lp(Ω) etg ∈ Lp

′

(Ω)).
〈f/g〉 : produit scalaire de dualité entre deux fonctions vectorielles (

∫
f · g̃ si f ∈ (Lp(Ω))n et

g ∈ (Lp
′

(Ω))n).
u : fonction vectorielle deΩ → Rn.
p : fonction scalaire deΩ → R.
u⊗ v : produit tensoriel deu etv.
ϕ1
j,k ⊗ ϕ2

j,k : produit tensoriel de deux fonctions (ou vecteurs)ϕ1
j,k etϕ2

j,k, k ∈ Z.
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19.

Supp(f) : support de la fonctionf .

Opérateurs
Pj , P̃j , Qj := Pj+1 − Pj et Q̃j := P̃j+1 − P̃j : projecteurs biorthogonaux surVj, Ṽj,Wj etW̃j .
T ∗ : adjoint de l’opérateurT .
∇ · u = div(u), divergence du champ de vecteursu :

∇ · u =
n∑

i=1

∂ui
∂xi

∇p, gradient du scalairep :

∇p = (
∂p

∂x1
, · · · , ∂p

∂xn
)

rot(u), rotationnel du champ de vecteuru :

n = 2, u un scalaire, rot(u) = (
∂u

∂x2
,− ∂u

∂x1
); u un vecteurrot(u) =

∂u2

∂x1
− ∂u1

∂x2

n = 3, u un vecteur, rot(u) = (
∂u3

∂x2
− ∂u2

∂x3
,
∂u1

∂x3
− ∂u3

∂x1
,
∂u2

∂x1
− ∂u1

∂x2
)

f̂ , transformée de Fourier def dansL2(Rn) :

f̂(ξ) =

∫

Rn

f(x)e−i<ξ/x>dx

Ensembles
N : ensemble des entiers naturels.
Z : ensemble des entiers relatifs.
R : ensemble des nombres réels.
R+ : ensemble des nombres réels positifs.
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Deuxième partie

Ondelettes à divergence nulle et
ondelettes à rotationnel nul

21
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Chapitre 1

Ondelettes à divergence nulle et
ondelettes à rotationnel nul surRn

Les premiers travaux sur les ondelettes à divergence nulle remontent à G. Battle et P. Feder-
bush [4]. Dans [4], ces auteurs ont construit une base d’ondelettes à divergence nulle orthogonale
pour étudier l’existence de solutions du système de Navier-Stokes incompressible. Ces travaux ont
montré l’intérêt que peut apporter l’utilisation des ondelettes à divergence nulle dans l’étude de la
turbulence incompressible et ont ouvert d’autres perspectives sur l’utilisation de ce nouveau type
d’ondelettes. L’utilisation de la base construite par G. Battle et P. Federbush reste toutefois théo-
rique, car les ondelettes de cette base ne sont pas à support compact. A peu près à la même époque,
P.G. Lemarié-Rieusset a montré qu’il n’existe pas de base d’ondelettes à divergence nulle ortho-
gonale et qui soit à support compact [80]. Alors il a construit dans [79] des bases d’ondelettes à
divergence nulle biorthogonales qui sont à support compact. Sur la base des travaux de G. Battle,
P. Federbush et de P.G. Lemarié-Rieusset, K. Urban fait une généralisation de la construction et
introduit des nouvelles bases d’ondelettes à rotationnel nul [115]. La construction des bases d’on-
delettes à divergence nulles anisotropes que nous allons présenter à la fin de ce chapitre a été faite
un peu plus récemment par E. Deriaz et V. Perrier dans [39, 40]. Dans ce chapitre, nous allons
présenter de manière concise des résultats généraux sur lesondelettes utiles dans la suite pour la
construction d’ondelettes à divergence nulle et à support compact.

1.1 Bases d’ondelettes

Pour construire les bases d’ondelettes, nous adoptons le formalisme des analyses multiréso-
lutions développé par S. Mallat dans [88]. Ce contexte conduit à des algorithmes de transformée
en ondelettes rapide. On commence d’abord par définir les analyses multirésolution deL2(R) et
donner un aperçu de leurs propriétés.

23
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24. CHAPITRE 1 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul surRn

1.1.1 Analyses multirésolution deL2(R)

Définition 1.1.1
Une analyse multirésolution deL2(R) (AMR) est, par définition, une suite croissante{Vj}j∈Z de
sous-espaces vectoriels deL2(R) tels que :
(i)
⋂
j∈Z Vj = {0},

⋃
j∈Z Vj est dense dansL2(R)

(ii) ∀f ∈ L2(R), j ∈ Z, on a :

f(x) ∈ Vj ⇔ f(2x) ∈ Vj+1

(iii) ∀f ∈ L2(R), k ∈ Z, on a :

f(x) ∈ V0 ⇔ f(x− k) ∈ V0

(iv) Il existe une fonctionϕ telle que{ϕ(. − k)}k∈Z soit une base de Riesz deV0.

La propriété de base de Riesz est un compromis qui permet de conserver l’équivalence en norme
d’énergie‖.‖L2(R). Plus précisément : il existe deux constantes strictement positivesC etC ′ telles
que, pour toute suite réelle{αk}k∈Z ∈ ℓ2(Z) :

C‖αk‖ℓ2(Z) ≤ ‖
∑

k∈Z
αkϕ0,k‖L2(R) ≤ C ′‖αk‖ℓ2(Z) (1.1.1)

La fonctionϕ est appelée fonction d’échelle. D’après la propriété(ii), il existe une suite réelle
notée{hk}k∈Z telle queϕ vérifie la relation à deux échelles suivante :

ϕ(x) =
√
2
∑

k∈Z
hkϕ(2x − k) (1.1.2)

En écrivant cette relation à deux échelles dans le domaine deFourier1, on obtient :

ϕ̂(2ξ) = m0(ξ)ϕ̂(ξ) (1.1.3)

avecm0 une fonction trigonométrique qui s’écrit :

m0(ξ) =
1√
2

∑

k∈Z
hke

−ikξ (1.1.4)

La suite{hk}k∈Z est appelée filtre d’échelle. La fonctionϕ est à support compact si et seulement si
tous les termes de la suite{hk}k∈Z sont nuls sauf un nombre fini, voir page408 de [76]. Dans ce cas,

1. La transformée de Fourier def dansL2(Rn) est définie par :

f̂(ξ) =

∫

Rn

f(x)e−i<ξ,x>
dx
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1.1 Bases d’ondelettes 25.

m0 est un polynôme trigonométrique appelé polynôme de raffinement associé au filtre{hk}k∈Z.
Le paramètrej définit la résolution ou le niveau de détail. D’après la propriété d’emboîtement des
espacesVj , on peut décomposer l’espaceVj+1 comme suit

Vj+1 = Vj ⊕Wj (1.1.5)

Dans (1.1.5), l’espaceWj désigne un supplémentaire topologique direct deVj dansVj+1, qui n’est
pas unique. Les ondelettes se définissent alors en cherchantune base inconditionnelle de l’espace
Wj. Si {ϕ(.− k)}k∈Z est une base de Riesz deV0, l’ondeletteψ ∈W0 est définie par la relation à
deux échelles qu’elle vérifie dansV1 :

ψ(x) =
√
2
∑

k∈Z
gkϕ(2x − k) (1.1.6)

De même si on écrit (1.1.6) dans le domaine de Fourier, on a :

ψ̂(2ξ) = m1(ξ)ϕ̂(ξ) (1.1.7)

oùm1 une fonction trigonométrique qui s’écrit sous la forme :

m1(ξ) =
1√
2

∑

k∈Z
gke

−ikξ (1.1.8)

La suite{gk}k∈Z est appelée filtre de détail. La famille{ψ(.− k)}k∈Z forme une base de Riesz de
W0 et{ψj,k = 2j/2ψ(2j .− k)}j,k∈Z est une base deL2(R), appelée base d’ondelettes.

On n’est pas limité dans le choix de l’espaceWj, et en pratique il existe deux choix.

• Le cas orthogonal :
Les fonctions d’échelleϕj,k = 2j/2ϕ(2j . − k) forment une base orthogonale deVj etWj est le
complémentaire orthogonal deVj dansVj+1 :

Vj+1 = Vj ⊕Wj et Wj = Vj+1 ∩ (Vj)
⊥ (1.1.9)

Si on note〈., .〉 le produit scalaire deL2(R), l’orthogonalité est définie sur la base des fonctions
d’échelle{ϕj,k}k∈Z deVj et la base d’ondelettes{ψj,k = 2j/2ψ(2j .− k)}k∈Z deWj par :

〈ϕj,k, ϕj,k′〉 = δk,k′, ∀ k, k′ ∈ Z

〈ψj,k, ψj′,k′〉 = δk,k′δj,j′, ∀ j, j′, k, k′ ∈ Z

〈ϕj,k, ψj,k′〉 = 0, ∀ k, k′ ∈ Z

Les deux filtres, d’échelle{hk}k∈Z et de détail{gk}k∈Z, sont aussi liés par :

gk = (−1)kh1−k (1.1.10)

Dans ce cas on parle d’analyse multirésolution orthogonale. Un procédé qui permet d’obtenir une
telle analyse multirésolution est donné par le théorème suivant de [91] :
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26. CHAPITRE 1 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul surRn

Théorème 1.1.1 [91]
Soit {Vj}j∈Z une analyse multirésolution deL2(R) de fonction d’échelleϕ. Il existe alors deux
constantesc1 ≥ c2 > 0 telles que l’on ait, pour presque toutξ ∈ R :

c1 ≤
(∑

k∈Z
|ϕ̂(ξ + 2kπ)|2

)1/2

≤ c2 (1.1.11)

On définit ensuiteφ ∈ L2(R) par

φ̂(ξ) = ϕ̂(ξ)

(∑

k∈Z
|ϕ̂(ξ + 2kπ)|2

)−1/2

(1.1.12)

Alors{φ(.− k)}k∈Z est une base orthonormée deV0.

Exemple 1.1.1
L’exemple le plus simple d’analyse multirésolution orthogonale est celui de la base de Haar où :

ϕ(x) = χ[0,1](x), avec h0 =
1√
2
, h1 =

1√
2

ψ(x) = χ[0,1/2](x)− χ[1/2,1](x), avec g0 =
1√
2
, g1 = − 1√

2

La fonction d’échelleϕ et l’ondeletteψ sont tracées à la figure 1.2 ci-dessous.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
0

0.2
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0.8
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1.4
Haars scaling function φ

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
Haars wavelet function ψ

FIGURE 1.1 – Fonction d’échelle (à gauche) et ondelette (à droite) de Haar. Échellej = 0.

Il existe d’autres familles d’ondelettes orthogonales plus régulières dont les formules analytiques
ne sont pas si simples à établir, par exemple les ondelettes de Y. Meyer qui ne sont pas à support
compact (voir [36, 76, 91]). Ces ondelettes sont indéfiniment dérivables et leur implémentation se
fait dans le domaine fréquentiel.
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1.1 Bases d’ondelettes 27.
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Meyers scaling function φ
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−0.5

0
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1
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Meyers wavelet function ψ

FIGURE 1.2 – Fonction d’échelle (à gauche) et ondelette (à droite) de Meyer [91]. Échellej = 0.

• Le cas biorthogonal :
Il consiste à définirWj comme étant un supplémentaire biorthogonal deVj dansVj+1, c’est à dire :

Définition 1.1.2
SoientV et Ṽ deux sous-espaces fermés d’un espace de HilbertH. Les espacesV et Ṽ sont
biorthogonaux pour le produit scalaire deH si et seulement si :H = V ⊕ (Ṽ )⊥ (somme directe).
Il existe alors{ϕk} et{ϕ̃k} des bases respectives deV et Ṽ telles que :〈ϕk, ϕ̃k′ 〉H = δk,k′ .

Ainsi, une analyse multirésolution biorthogonale (AMRB) deL2(R) sera la donnée de deux ana-
lyses multirésolution deL2(R) notées{Vj}j∈Z et{Ṽj}j∈Z telles que :

Vj+1 = Vj ⊕Wj, et Ṽj+1 = Ṽj ⊕ W̃j

Vj ⊥ W̃j, Ṽj ⊥Wj , W̃j ⊥Wj′ , j 6= j′

Cela se traduit dans le choix des fonctions d’échelle et ondelettes par :

〈ϕj,k, ϕ̃j,k′〉 = δk,k′ , ∀ k, k′ ∈ Z

〈ψj′,k, ψ̃j′,k′〉 = δk,k′δj,j′, ∀ k, k′, j, j′ ∈ Z

〈ϕj,k, ψ̃j,k′〉 = 0, ∀ k, k′ ∈ Z

〈ϕ̃j,k, ψj,k′〉 = 0, ∀ k, k′ ∈ Z

Le fait de prendre{Ṽj}jZ biorthogonal à{Vj}jZ dansL2(R) assure :

Wj = Vj+1 ∩ (Ṽj)
⊥ ⇔ L2(R) = Vj ⊕ (Ṽj)

⊥ (1.1.13)
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28. CHAPITRE 1 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul surRn

Remarque 1.1.1
Les analyses multirésolution biorthogonales ont été introduites afin d’avoir des filtres miroirs
conjugués à la fois symétriques et à supports compacts, propriétés qu’on ne peut pas avoir dans
le cas orthogonal. Pour des compléments sur les ondelettes biorthogonales et leurs propriétés, on
peut se référer à [25, 38, 72]. Ici, on se contente de citer quelques unes de leurs propriétés qui
serviront ultérieurement à la construction des ondelettesvecteurs à divergence nulle. 2

Exemple 1.1.2
Un exemple simple d’AMRB est celui de B-Splines biorthogonaux de degrém ∈ N. Dans le do-
maine de Fourier, le B-spline de degrém est défini par :

N̂m(ξ) =

(
1− e−iξ

iξ

)m+1

Son polynôme de raffinement est :m0(ξ) =
(
1+e−iξ

2

)m+1
. On trace sur la figure 1.3 le graphe

de la fonction d’échelleN1 et de l’ondelette la plus courte associée. On trace également le graphe
de la plus courte fonction d’échelle biorthogonale associée à N1 qui correspond àm̃0(ξ) =(
1+e−iξ

2

)2 (
1 + 2 · 1−cos(ξ)

2

)
et de l’ondelette associée.
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FIGURE 1.3 – Fonction d’échelle et ondelette B-Spline biorthogonales de degré1 (première ligne
) et leurs biorthogonales de plus court support (deuxième ligne).

Les ondelettes qui sont utilisées le plus souvent en pratique sont les ondelettes à supports com-
pacts [25, 35] : il existe deux couples d’entiers(n1, n2) et (ñ1, ñ2) tels que les supports des fonc-
tions d’échelleϕ et ϕ̃ soient inclus respectivement dans les intervalles[n1, n2] et [ñ1, ñ2]. Les
relations à deux échelles que vérifient ces fonctions sont alors :

ϕ(x) =
√
2

n2∑

k=n1

hkϕ(2x − k) ϕ̃(x) =
√
2

ñ2∑

k=ñ1

h̃kϕ̃(2x− k) (1.1.14)

De même pour les ondelettes on a :

ψ(x) =
√
2

1−ñ1∑

k=1−ñ2

gkϕ(2x − k) gk = (−1)kh̃1−k (1.1.15)

ψ̃(x) =
√
2

1−n1∑

k=1−n2

g̃kϕ̃(2x− k) g̃k = (−1)kh1−k (1.1.16)
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30. CHAPITRE 1 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul surRn

Exemple 1.1.3
À titre d’exemple on prendϕ = N1, alors on a :

Supp(ϕ) = [−1, 1], Supp(ψ) = [−1, 2], Supp(ϕ̃) = [−2, 2] et Supp(ψ̃) = [−1, 2]

De façon générale, pour les ondelettes on a :

Supp(ψ) = [
1− ñ2 + n1

2
,
1− ñ1 + n2

2
] et Supp(ψ̃) = [

1− n2 + ñ1
2

,
1− n1 + ñ2

2
]

Dans la suite, les analyses multirésolution considérées seront biorthogonales et leurs fonctions
d’échelle et ondelettes seront à support compact (sauf mention contraire).

Décompositions et reconstructions multi-échelles

Connaissant une analyse multirésolution deL2(R), l’analyse multi-échelles d’un signalf ∈
L2(R) donné consiste à décomposerf en une approximation grossièref0 ∈ V0 et une somme de
tous les détails def qui vivent dans les espacesWj . Pourj ∈ Z, à partir d’une approximation fine
fj+1 ∈ Vj+1, on calcule l’approximation plus grossièrefj ∈ Vj et le détailwj ∈Wj :

fj+1 = fj +wj

En itérant cette décomposition à deux échelles et prenant lalimite pour j → ∞, on arrive à la
décomposition multi-échelles def suivante :

f = f0 +
∑

j∈N
wj

Dans le cas des AMRBs, on commence par définir une suite de projections def notée(Pj(f))j∈Z
sur les espacesVj par :

Pjf =
∑

k

〈f, ϕ̃j,k〉ϕj,k (1.1.17)

Connaissant une approximation grossière def à une résolutionj0 ≥ 0 donnée, pour toutj ≥ j0
on peut voir que formellement on a :

Pjf = Pj0f + (Pj0+1 − Pj0)f + ...+ (Pj − Pj−1)f (1.1.18)

Cela permet de définir une suite de projections def notée(Qj(f))j∈Z sur les espaces de détails
Wj, définies par les formules :

Qjf = (Pj+1 − Pj)f ⇔ Qjf =
∑

k

〈f, ψ̃j,k〉ψj,k (1.1.19)

La propriété de base de Riesz fait qu’on a la stabilité de ces projecteurs biorthogonaux dansL2(R)
[90,91] :

‖Pj(f)‖L2(R) ∼ ‖〈f, ϕ̃j,k〉‖ℓ2(Z) et ‖Qj(f)‖L2(R) ∼ ‖〈f, ψ̃j,k〉‖ℓ2(Z) (1.1.20)
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1.1 Bases d’ondelettes 31.

Pour toute fonctionf deL2(R), on en déduit que :

f =
∑

k

〈f, ϕ̃0,k〉ϕ0,k +
∑

j≥0

∑

k

〈f, ψ̃j,k〉ψj,k (1.1.21)

On appelle transformée en ondelettes def l’application qui àf associe les coefficients de sa dé-
composition multi-échelles :

f 7→ {〈f, ϕ̃0,k〉}k∈Z ∪ {〈f, ψ̃j,k〉}j≥0,k∈Z (1.1.22)

Une conséquence de la relationVj+1 = Vj ⊕ Wj, de la densité des espaces∪Vj = L2(R) et
∩Vj = {0} est que :

L2(R) =
+∞⊕

j=−∞
Wj , f =

∑

j,k∈Z
〈f, ψ̃j,k〉ψj,k (1.1.23)

Ce qui permet aussi de définir la décomposition en ondelettesdef comme étant l’application qui
àf lui fait correspondre les coefficients de sa projection sur la base d’ondelettes :

f 7→ {〈f, ψ̃j,k〉}j∈Z,k∈Z (1.1.24)

La recomposition multi-échelles consiste alors à faire le travail inverse. On cherche à calculerf
à partir de son approximation la plus grossière et de tous sesdétails. Cela est rendu possible grâce
aux relations de recomposition satisfaites parϕ et ϕ̃ :

ϕj+1,m =
∑

k

h̃m−2kϕj,k +
∑

k

g̃m−2kψj,k (1.1.25)

ϕ̃j+1,m =
∑

k

hm−2kϕ̃j,k +
∑

k

gm−2kψ̃j,k (1.1.26)

En pratique, pour aboutir à la décomposition ou à la reconstruction d’un signalf , on utilise le plus
souvent un algorithme en cascade dû à S. Mallat [88].

Transformée en ondelettes rapide

L’algorithme de transformée en ondelettes rapide permet decalculer la suite des coefficients
{cj,k = 〈f, ϕ̃j,k〉, k ∈ Z} et {dj,k = 〈f, ψ̃j,k〉, k ∈ Z} à partir des{cj+1,k, k ∈ Z}. Pour y
parvenir, on utilise les relations à deux échelles suivantes :

cj,k =
∑

l

h̃l−2kcj+1,l et dj,k =
∑

l

g̃l−2kcj+1,l (1.1.27)

On peut résumer cet algorithme schématiquement par :
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32. CHAPITRE 1 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul surRn

cJ → cJ−1 → cJ−2 → . . . c1 → c0
ց ց ց ց

dJ−1 dJ−2 . . . d1 d0

La transformée inverse se calcule en utilisant la relation de recomposition suivante :

cj+1,k =
∑

l

hk−2lcj,l +
∑

l

gk−2ldj,l (1.1.28)

Son algorithme correspond aussi schématiquement à :

c0 → c1 → c2 → . . . cJ−1 → cJ
ր ր ր ր

d0 d1 d2 . . . dJ−1

1.1.2 Analyses multirésolution deL2(Rn)

Pour construire une analyse multirésolution deL2(Rn), une façon simple de faire est de partir
d’une analyse multirésolution deL2(R) et d’adapter les formules et théorèmes précédents. On
peut aussi utiliser le produit tensoriel den analyses multirésolution deL2(R). C’est cette dernière
technique que nous adoptons car elle conduit à des bases séparables d’ondelettes à support compact
et qui sont plus simples à manipuler en pratique. La construction est la suivante :
SoitΩn = {0, 1}n l’ensemble des2n suitesω = (ω1, . . . , ωn) etΩ∗

n = Ωn \ (0, . . . , 0). Partant
d’une analyse multirésolution biorthogonale à support compact deL2(R) formée par les espaces
{Vj , Ṽj}j∈Z, on définit les espacesV ωi

j par :

V ωi
j = Vj , si ωi = 0 et V ωi

j =Wj , si ωi = 1

Ṽ ωi
j = Ṽj , si ωi = 0 et Ṽ ωi

j = W̃j , si ωi = 1

et de même on pose :

ψωi = ϕ, si ωi = 0 et ψωi = ψ, si ωi = 1

ψ̃ωi = ϕ̃, si ωi = 0 et ψ̃ωi = ψ̃, si ωi = 1

Comme le produit tensoriel a les propriétés algébriques d’une multiplication, une analyse multiré-
solution biorthogonale deL2(Rn) est donnée par les espaces définis par :

Vj = Vj ⊗ ...⊗ Vj et Ṽj = Ṽj ⊗ ...⊗ Ṽj

Wj =
∑

ω

Wω
j et W̃j =

∑

ω

W̃ω
j
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1.1 Bases d’ondelettes 33.

où
Wω

j = V ω1

j ⊗ ...⊗ V ωn
j et W̃ω

j = Ṽ ω1

j ⊗ ...⊗ Ṽ ωn
j

pour j ∈ Z etω ∈ Ω∗
n. A ces espaces on associe les fonctions d’échelle conjuguées (Φ, Φ̃) et les

ondelettes conjuguées(Ψω, Ψ̃ω) qui sont à support compact :

Φ := ϕ⊗ ...⊗ ϕ et Φ̃ := ϕ̃⊗ ...⊗ ϕ̃ (1.1.29)

Ψω := ψω1 ⊗ ...⊗ ψωn et Ψ̃ω := ψ̃ω1 ⊗ ...⊗ ψ̃ωn (1.1.30)

Les projecteurs obliquesPj surVj etQω
j surWω

j sont définis par :

Pj(f) = (Pj ⊗ ...⊗ Pj)(f) =
∑

k∈Zn

〈f, Φ̃j,k〉Φj,k, (1.1.31)

Qω
j (f) = (Qω1

j ⊗ ...⊗Qωn
j )(f) =

∑

k∈Zn

〈f, Ψ̃ω
j,k〉Ψω

j,k (1.1.32)

Avec une définition analogue pour les projecteursP̃j surṼj et Q̃ω
j surW̃ω

j .

Une autre construction consiste à faire le produit tensoriel entre des ondelettes qui vivent à
des résolutions différentes, issues den analyses multirésolution biorthogonales{V 1

j , . . . , V
n
j }j∈Z

et {Ṽ 1
j , . . . , Ṽ

n
j }j∈Z : c’est le cas anisotrope. Et au lieu d’avoir2n − 1 ondelettes, on aura une

seule ondelette analysante qui dépend den paramètres de direction. Si on note(ϕi, ϕ̃i)1≤i≤n et
(ψi, ψ̃i)1≤i≤n lesn fonctions d’échelle et lesn ondelettes associées respectivement à cesn ana-
lyses multirésolution, surRn les fonctions d’échelle et ondelettes biorthogonales anisotropes sont
données par :

Φj,k := ϕ1
j,k1 ⊗ ...⊗ ϕnj,kn et Φ̃j,k := ϕ̃1

j,k1 ⊗ ...⊗ ϕ̃nj,kn (1.1.33)

Ψj,k := ψ1
j1,k1 ⊗ ...⊗ ψnjn,kn et Ψ̃j,k := ψ̃1

j1,k1 ⊗ ...⊗ ψ̃njn,kn (1.1.34)

pourj ∈ Z; j, k ∈ Zn.

Exemple 1.1.4
On donne un exemple en dimensionn = 2. Par produit tensoriel, on construit les espacesVj

suivants :
Vj = Vj ⊗ Vj, Vj = (Vj−1 ⊕Wj−1)⊗ (Vj−1 ⊕Wj−1)

ce qui donne :

Vj = (Vj−1 ⊗ Vj−1)⊕ (Vj−1 ⊗Wj−1)⊕ (Wj−1 ⊗ Vj−1)⊕ (Wj−1 ⊗Wj−1)

Donc dans le cas isotrope on a une fonction d’échelle :Φ(x, y) = ϕ(x)ϕ(y), et trois ondelettes :
Ψ(0,1)(x, y) = ϕ(x)ψ(y), Ψ(1,0)(x, y) = ψ(x)ϕ(y) etΨ(1,1)(x, y) = ψ(x)ψ(y). On trace sur la
figure 1.4 les isosurfaces de ces fonctions, dans le cas oùϕ est une fonction d’échelle de Daubechies
[36] qui a une capacité de reproduction polynomiale jusqu’au degrér = 3.
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34. CHAPITRE 1 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul surRn

FIGURE 1.4 – Première ligne, isosurface de la fonction d’échelleΦ(x, y) = ϕ(x)ϕ(y) (à gauche)
et celle de l’ondeletteΨ1(x, y) = ϕ(x)ψ(y) (à droite). Deuxième ligne, isosurface de l’ondelette
Ψ2(x, y) = ψ(x)ϕ(y) (à gauche) et celle de l’ondeletteΨ3(x, y) = ψ(x)ψ(y) (à droite). Cas du
générateur orthogonal de Daubechies de reproduction polynomialer = 3. Le cas anisotrope utilise
une seule ondelette :Ψ3(x, y) = ψ(x)ψ(y).

1.2 Espaces fonctionnels et ondelettes

Les bases d’ondelettes sont choisies dans de nombreuses applications à cause de leur bonne
propriété de localisation spatiale ou d’interpolation. Elles permettent d’approcher des fonctions
régulières avec peu de coefficients d’ondelettes. Il existede plus un certain nombre de propriétés et
critères qui permettent de mesurer la qualité de l’approximation donnée en analyse multi-échelles
ou de relier la décroissance des coefficients d’ondelettes àla régularité de la fonction à analyser.
Ces propriétés sont reliées à la régularité de l’analyse multirésolution choisie, à la décroissance à
l’infini de la fonction d’échelleϕ et aussi à la taille de son support.

Définition 1.2.1 [91]
Une analyse multirésolution{Vj}j∈Z deL2(R) est diteα-régulière (α ∈ N) si l’on peut choisir la
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1.2 Espaces fonctionnels et ondelettes 35.

fonction d’échelleϕ de sorte que l’on ait :

∃ Cm > 0 telle que : ∀ x ∈ R, |ϕ(k)(x)| ≤ Cm(1 + |x|)−m (1.2.1)

pour toutk ≤ α et pour tout entierm ∈ N.

On tient aussi compte du nombre de moments nuls dont dispose l’ondeletteψ̃. Cette propriété
permet de quantifier les oscillations de l’ondeletteψ̃ et de reconnaître directement la capacité de
reproduction polynomiale dont dispose la fonction d’échelle ϕ.

Définition 1.2.2
On dit que l’ondelettẽψ possèder moments nuls si :

∫
xqψ̃(x)dx = 0 0 ≤ q ≤ r − 1 (1.2.2)

La propriété deα-régularité montre la latitude dont disposent les bases d’ondelettes dans la re-
présentation des fonctions régulières alors que les moments nuls sont reliés à la décroissance des
coefficients d’ondelettes. Ces deux propriétés sont beaucoup exploitées dans la théorie de l’approxi-
mation où on cherche à relier la régularité d’un signalf ∈ X (X un espace de Banach quelconque)
au taux d’approximation def en norme deX notée‖.‖X donné par une analyse multirésolution
α-régulière(Vj)j∈Z deX. A une échelle de résolutionj donnée, en général ce taux est mesuré par :

inf
gj∈Vj

‖f − gj‖X

Dans ce travail, on s’intéresse principalement aux espacesfonctionnels qui interviennent dans la
résolution des équations de Navier-Stokes incompressibles. Notre motivation est de faire ressortir la
marge d’erreur numérique commise en projetant la solution des équations sur base d’ondelettes. En
effet, les bases d’ondelettes à divergence nulle se sont avérées être des bases adaptées à la résolution
du système de Navier-Stokes [4, 48], surtout pour les solutions "milde" ou intégrales étudiées par
M. Cannone [11]. L’espaceX sera un des quatre espaces fonctionnels ci-dessous dont on rappelle
la définition à l’aide des critères sur coefficients d’ondelettes, qui permettent des équivalences en
normes discrètes. SoitS′(R) l’espace des distributions tempérées, un sous-espaceX sera défini par
sa norme :

X = {f ∈ S′(R) : ‖f‖X <∞}
On commence par se donner deux analyses multirésolution biorthogonales{Vj}j∈Z et {Ṽj}j∈Z
à support compact. Soient{ψj,k}j,k∈Z et {ψ̃j,k}j,k∈Z leurs bases d’ondelettes respectives, avec :
ψj,k = 2j/2ψ(2j .− k) et ψ̃j,k = 2j/2ψ̃(2j .− k). On suppose que ces analyses multirésolution ont
respectivementα > 0 et α̃ > 0 pour régularités,r et r̃ moments nuls. Siϕ ∈ Lp(R), on supposera
ϕ̃ ∈ Lp

′

(R) oùp′ est le conjugué harmonique dep : 1
p +

1
p′ = 1 [23]. L’étude des fonctions se fera

dans l’analyse multirésolution{Vj}j∈Z. On noteras l’indice de régularité des fonctions à analyser.
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36. CHAPITRE 1 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul surRn

Cet indice est supposé inférieur à la régularité de l’analyse multirésolution choisie et de plus les
ondelettes biorthogonales̃ψj,k vérifient la condition de moments nuls :

0 ≤ s < α et
∫

R
ψ̃j,k(x)x

kdx = 0, pour 0 ≤ k ≤ ⌊s⌋ (1.2.3)

(a) Les espaces de LebesgueLp(R)

Pour 1 ≤ p ≤ ∞, les espaces de LebesgueLp(R) sont définis par‖f‖Lp(R) < +∞ où
‖f‖Lp(R) est la norme :

‖f‖Lp(R) :=

(∫

R
|f(x)|pdx

)1/p

, 1 ≤ p < +∞

On a la modification habituelle sip = ∞ :

‖f‖L∞(R) := sup
x∈R

ess|f(x)|

Si on exclut les cas oùp = 1 et p = ∞ (les espacesL1(R) etL∞(R) n’ont pas de bases incondi-
tionnelles [91]), pour une série d’ondelettes notée

f =
∑

j,k∈Z
dj,kψj,k,

on a :

f ∈ Lp(R) ⇔


∑

j,k

|dj,k|2|ψj,k(x)|2



1/2

∈ Lp(R) (1.2.4)

On peut définir ces espaces en utilisant la localisation des supports des ondelettesψj,k et ψ̃j,k
[76,91]. SoientIj,k les intervalles dyadiques de la formeIj,k = [k2−j , (k+m)2−j [ oùk, j ∈ Z et
m un entier assez grand pour que les supports de2j/2ψ(2jx− k) et 2j/2ψ̃(2jx− k) soient inclus
dansIj,k. Si |Ij,k| est la longueur de l’intervalleIj,k etχIj,k sa fonction indicatrice, alors :

f ∈ Lp(R) ⇔


∑

j,k

|dj,k|2|Ij,k|−1χIj,k(x)




1/2

∈ Lp(R) (1.2.5)

(b) Les espaces de Hölder-ZygmundCs(R)
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1.2 Espaces fonctionnels et ondelettes 37.

Pour une fonctionf ∈ L∞(R), on définit son module de continuité par :

∀ h ≥ 0, ωf (h) = sup{|f(x)− f(y)|; |x− y| ≤ h} (1.2.6)

Pour0 < s < 1, l’espace de HölderCs(R) est, par définition, l’espace des fonctions continues
et bornées surR dont le module de continuité vérifieωf (h) ≤ Chs pour une certaine constante
C > 0. La norme def ∈ Cs(R) est :

‖f‖Cs(R) := ‖f‖L∞(R) + sup
0<h≤1

ωf (h)h
−s (1.2.7)

L’espaceCs(R) est un espace de Banach pour la norme‖.‖Cs(R). Si s = 1, on remplaceC1(R)
par la classe de Zygmund définie comme étant l’ensemble des fonctions continues et bornées telles
qu’il existe une constanteC > 0 qui vérifie :

∀ x ∈ R, ∀ h ∈ R, |f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x)| ≤ C|h| (1.2.8)

Enfin sim < s ≤ m+1, on écriraf ∈ Cs(R) si f est une fonction de classeCm au sens classique,
et si toutes ses dérivées d’ordre inférieur ou égal àm sont dansCs−m(R).

Théorème 1.2.1
Une fonctionf ∈ L1

loc(R) appartient àCs(R) si et seulement si, dans une analyse multirésolu-
tion de régularitéα > s dont les ondelettes biorthogonales̃ψj,k ont ⌊α⌋ + 1 moments nuls, les
coefficients d’ondelettes

ck =

∫

R
f(x)ϕ̃(x− k)dx et dj,k =

∫

R
f(x)ψ̃j,k(x)dx, j ∈ N, k ∈ Z (1.2.9)

vérifient :
|ck| ≤ C0 et |dj,k| ≤ C12

−j(s+1/2), j ∈ N, k ∈ Z (1.2.10)

On peut trouver une démonstration de ce théorème dans [91], ou dans [76,88] avec une version qui
caractérise plus des analyses locales.

(c) Les espaces de SobolevW s,p(R)

Ces espaces permettent de mesurer la régularités d’une fonctionf qui estp-fois intégrable
ainsi que toutes ses dérivées d’ordre inférieur ou égal às. Le cas qui nous intéresse est celui où
1 < p <∞. Pour des régularités entièress ≥ 0, on définit ces espaces grâce à la norme de Sobolev
suivante :

‖f‖W s,p(R) :=
∑

0≤k≤s
‖f (k)‖Lp(R) (1.2.11)

On peut aussi définir ces espaces pour les cas limites :p = ∞ ou 0 ≤ p ≤ 1, mais des précisions
supplémentaires sont nécessaires [1]. Pours ∈ R, on définitW s,p(R) par :

W s,p(R) = {f ∈ Lp(R) : (1−∆)s/2f ∈ Lp(R)} (1.2.12)
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38. CHAPITRE 1 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul surRn

Pourp = 2, on remplacera dans les notationsW s,2(R) parHs(R). Comme dans le cas des espaces
de Lebesgue, pour une série d’ondelettes donnée, on peut caractériser la norme deW s,p(R) de
cette série par un critère sur la série des coefficients :

Théorème 1.2.2 [76,91]
Soient{Vj}j∈Z et {Ṽj}j∈Z deux analyses multirésolution biorthogonales deL2(R) de régularités
respectivesα et α̃, de fonctions d’échelle respectivesϕ ∈ W s,p(R) et ϕ̃ ∈ W−s,p′(R) pour 0 ≤
s < α et 1 < p < ∞. On suppose que les ondelettes associéesψj,k et ψ̃j,k ont respectivement
⌊α̃⌋+1 et⌊α⌋+1 moments nuls. Alors, la famille{ϕk, ψj,k}k∈Z,j∈N est une base inconditionnelle
deW s,p(R) et la série d’ondelettesf appartient àW s,p(R) si et seulement si :


∑

j,k∈Z
(1 + 4js)|〈f, ψ̃j,k〉|2|ψj,k(x)|2




1/2

∈ Lp(R) (1.2.13)

(d) Les espaces de BesovBs
p,q(R)

Les espaces de Besov peuvent être interprétés comme une généralisation des espaces de Sobo-
levHs(R) ou de HölderCs(R) dans la mesure où ils permettent de quantifier la régularités d’une
fonction p-fois intégrable en apportant une correctionq à cette régularité :Hs(R) = Bs

2,2(R) et
Cs(R) = Bs

∞,∞(R). Ces espaces apparaissent aussi de façon naturelle par interpolation réelle
entre espaces de Sobolev. SoientX et Y deux espaces de Banach tels queY ⊂ X avec injection
continue et dense. Pourθ ∈]0, 1[ et q ∈ [1,+∞], on définit les espaces intermédiaires (espaces
d’interpolation)Y ⊂ [X,Y ]θ,q ⊂ X comme l’ensemble des fonctionsf telles que la fonctionnelle

‖f‖[X,Y ]θ,q = ‖t−θK(f, t)‖Lq(]0,1[,dt/t) avec K(f, t) = inf
g∈Y

[‖f − g‖X + t‖g‖Y ]
(1.2.14)

soit finie. Alors,Bs
p,q(R) est défini par :

[W t,p(R),W r,p(R)]θ,q = Bs
p,q(R), s = (1− θ)t+ θr (1.2.15)

Remarque 1.2.1
Les espaces de Besov, contrairement aux espaces de Sobolev d’indice p 6= 2, sont stables par
interpolation

[Bt
p,q1(R), B

r
p,q2(R)]θ,q = Bs

p,q(R), s = (1− θ)t+ θr

quels que soientq1 et q2. Pourp ∈]1,∞[, on a :

Lp(R) ⊂ B0
p,∞(R)

Sis > 0 etp ∈]1,∞[, on a :

Bs
p,min(p,2)(R) ⊂W s,p(R) ⊂ Bs

p,max(p,2)(R)

2
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1.3 Approximation linéaire et non-linéaire 39.

Cette définition des espaces de Besov n’est pas unique. Il en existe d’autres que l’on peut trouver
dans [43,114]. De même, pour une série d’ondelettes on peut définir un critère sur son appartenance
à un Besov. Soient{Vj}j∈Z et{Ṽj}j∈Z deux analyses multirésolution biorthogonales telles qu’elles
vérifient les hypothèses du théorème 1.2.2. Pour une fonction f ∈ Lp(R), on rappelle sa projection
sur les ondelettesψj,k à l’échellej :

Qj(f) =
∑

k∈Z
〈f, ψ̃j,k〉ψj,k

Ce qui permet d’écrire la série d’ondelettesf =
∑

j,k dj,kψj,k sous la forme :

f =
∑

j∈Z
Qj(f)

Proposition 1.2.1
On suppose les hypothèses du théorème 1.2.2, avecϕ ∈ Bs

p,q(R) et ϕ̃ ∈ B−s
p′,q′(R) pour0 < s < α

et 1 ≤ p, q < +∞. Alors une série d’ondelettesf appartient à l’espace de BesovBs
p,q(R) si et

seulement si la suite{2j(s+
1

2
− 1

p
)‖Qj(f)‖Lp(R))}j∈Z appartient àlq(Z). En outre la norme def

dansBs
p,q(R) est équivalente à :

(∑

k∈Z
|〈f, ϕ̃k〉|p

)1/p

+


∑

j≥0

2
jq(s+ 1

2
− 1

p
)

(∑

k∈Z
|〈f, ψ̃j,k〉|p

)q/p


1/q

Cette proposition est un cas particulier du théorème5 (page491) de [76]. Une preuve dans le cas
particulier des analyses multirésolution orthogonales est donnée par Y. Meyer dans [91].

1.3 Approximation linéaire et non-linéaire

Sous des hypothèses de régularité de l’analyse multirésolution considérée et de stabilité des
projecteurs multi-échelles qu’elle engendre, il existe des résultats d’approximation linéaire (projec-
tion) ou non-linéaire. Nous rappelons ici ceux qui nous seront utiles. Auparavant, il est nécessaire
de préciser les notations qui seront utilisées. Nous utilisons des analyses multirésolution biortho-
gonales à supports compacts :

Supp(ϕ) = [n1, n2] et Supp(ψ) = [
1− ñ2 + n1

2
,
1− ñ1 + n2

2
]

Supp(ϕ̃) = [ñ1, ñ2] et Supp(ψ̃) = [
1− n2 + ñ1

2
,
1− n1 + ñ2

2
]

On notera parI la collection de tous les intervalles dyadiques de la formeIj,k = [k2−j , (k+m)2−j [
oùk, j ∈ Z etm un entier assez grand pour que les supports de2j/2ϕ(2jx− k) et2j/2ψ(2jx− k)
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40. CHAPITRE 1 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul surRn

soient inclus dansIj,k. Cela est possible si l’on suppose que1− ñ2 + n1 ≥ 0 et1− n2 + ñ1 ≥ 0,
parce que les fonctions sont à support compact. Si besoin on peut prendre comme fonctions de
départ les fonctions dont les supports sont contenus dans[0,m]. Pour simplifier les notations, on
notera le plus souventI au lieu deIj,k et on noteraϕI et ψI respectivement2j/2ϕ(2jx − k) et
2j/2ψ(2jx− k) telles que leurs supports sont contenus dansI. On fera de même pour les fonctions
biorthogonales. On notera|I| = 2−j la longueur deI modulo l’entierm pour simplifier, ce qui ne
change pas le sens des estimations à venir. Pourf ∈ L2(R), la décomposition en série d’ondelettes
def s’écrira alors :

f =
∑

I∈I
〈f, ψ̃I〉ψI (1.3.1)

que l’on peut coupler pour toutj0 ≥ 1, avec l’identité :

f =
∑

|I|=2−j0

〈f, ϕ̃I〉ϕI +
∑

|I|≤2−j0

〈f, ψ̃I〉ψI (1.3.2)

En dimensionn ≥ 2, I sera la collection de tous les cubes dyadiques de la formeIj,k =
2−j([0,m]n + k) où k ∈ Zn et j ∈ Z. Pour une question de simplicité, nous allons considérer
des analyses multirésolutions deL2(Rn) isotropes (le cas anisotrope se traite de façon similaire).
Dans ce cas, on rappelle queL2(Rn) est caractérisé par2n − 1 ondelettes, et la décomposition de
f ∈ L2(Rn) en série d’ondelettes s’écrit :

f =
∑

ω∈Ω∗

∑

I∈I
〈f, Ψ̃ω

I 〉Ψω
I (1.3.3)

Il est aussi facile de voir que pourj ≥ 0, l’espaceVj correspond à :

Vj = Vect{Ψω
ℓ,k : ℓ ≤ j − 1, k ∈ Zn, ω ∈ Ω∗} (1.3.4)

et
Pj(f) =

∑

ω∈Ω∗

∑

ℓ≤j−1

∑

k∈Zn

〈f, Ψ̃ω
ℓ,k〉Ψ

ω
ℓ,k (1.3.5)

De même, on remarque que si les analyses multirésolution biorthogonales{Vj}j∈Z et {Ṽj}j∈Z
vérifient les hypothèses du théorème 1.2.2 ou celles de la proposition 1.2.1, alors les analyses mul-
tirésolution biorthogonales{Vj}j∈Z et{Ṽj}j∈Z construites d’après leur produit tensoriel vérifient
aussi ces hypothèses.

Avec les conventions précédentes, pour1 < p < +∞, on écrit

‖f‖Lp(Rn) ∼

∥∥∥∥∥∥

[∑

ω∈Ω∗

∑

I∈I

(
|I|− 1

2 |〈f, Ψ̃ω
I 〉|χI(.)

)2
]1/2∥∥∥∥∥∥

Lp(Rn)

(1.3.6)
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1.3 Approximation linéaire et non-linéaire 41.

et pour touts ≥ 0 et1 < p < +∞

‖f‖W s,p(Rn) ∼

∥∥∥∥∥∥

[∑

ω∈Ω∗

∑

I∈I

(
|I|− s

n
− 1

2 |〈f, Ψ̃ω
I 〉|χI(.)

)2
]1/2∥∥∥∥∥∥

Lp(Rn)

(1.3.7)

Puis sis > n(1/p − 1) et pour0 < p, q ≤ +∞, on peut voir dans [8, 91] quef ∈ Bs
p,q(R

n) si et
seulement si :

‖f‖Lp(Rn) +


∑

ω∈Ω∗

∑

j∈Z

(∑

k∈Zn

(|I|−
s
n
− 1

2
+ 1

p |〈f, Ψ̃ω
I 〉|)p

)q/p

1/q

< +∞ (1.3.8)

• Approximation linéaire

Dans le cas de l’approximation linéaire, l’essentiel des résultats sont donnés par le théorème
suivant [23,54,88] :

Théorème 1.3.1
Soient{Vj}j∈Z et {Ṽj}j∈Z deux analyses multirésolutions biorthogonales deL2(Rn) à support
compact, de régularités respectivesα et α̃ et dont les bases d’ondelettes biorthogonales associées
ont respectivement⌊α̃⌋+ 1 et ⌊α⌋ + 1 moments nuls.

(i) La propriété de densité donne :

∀ f ∈ L2(Rn), lim
j→+∞

‖f −Pj(f)‖L2(Rn) = 0

(ii) Si de plusf ∈ Cs(Rn), pour0 ≤ s < α, alors on a :

|〈f, Ψ̃ω
j,k〉| ≤ C2−jn(

s
n
+ 1

2
)

(iii) On a l’inégalité de type Jackson pour toutf ∈W s,p(Rn), 1 < p < +∞, 0 ≤ s < α :

‖f −Pj(f)‖Lp(Rn) ≤ C2−sj‖f‖W s,p(Rn)

(iv) Une inégalité de type Bernstein pour toutf ∈ Lp(Rn), 1 < p < +∞, 0 ≤ s < α :

‖Pj(f)‖W s,p(Rn) ≤ C2js‖f‖Lp(Rn)

(vi) Si f ∈ Lp(Rn) et si‖f − Pj(f)‖Lp(Rn) ≤ C2−js pour toutj ≥ 0, alors f ∈ W s−ǫ,p(Rn)
pour tout0 < ǫ < s.
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42. CHAPITRE 1 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul surRn

Les résultats(iii) et (iv) du théorème 1.3.1 restent valables si on remplace les espaces de
Sobolev par des Besov [22, 23]. On parlera de ces résultats dans le cas de l’approximation non
linéaire.

• Approximation non linéaire

Maintenant on définit l’approximation non-linéaire sur unebase d’ondelettes quelconque de
Lp(Rn) notée{Ψω

I }ω∈Ω∗,I∈I , 1 < p < +∞. On considère les ensemblesΣN suivants :

ΣN = {f =
∑

I∈Λ
dIΨ

ω
I : Λ ⊂ I et Card(Λ) ≤ N, dI ∈ R}, N ≥ 0 (1.3.9)

On remarque alors que la famille des ensemblesΣN n’est pas stable par combinaison linéaire
car : ΣN + ΣN ⊂ Σ2N , ce qui veut dire lesΣN ne sont pas des espaces vectoriels. Sif =∑〈f, Ψ̃ω

I 〉Ψω
I ∈ Lp(Rn), alors le meilleur algorithme qui donne l’approximation enN termes def

est celui qui garde lesN plus grands coefficients d’ondelettes avec la norme‖.‖Lp(Rn). On suppose
alors que les coefficients de la série d’ondelettes def sont ordonnés comme suit :

‖〈f, Ψ̃ω1

I1
〉Ψω1

I1
‖Lp(Rn) ≥ ‖〈f, Ψ̃ω2

I2
〉Ψω2

I2
‖Lp(Rn) ≥ . . . (1.3.10)

On noteraσ(f,ΣN )Lp le taux d’approximation def en normeLp(Rn) dansΣN :

σ(f,ΣN )Lp := inf
g∈ΣN

‖f − g‖Lp(Rn)

Alors, pourσ(f,ΣN )Lp , on a une inégalité de type Jackson dansBs
q,q(R

n) :

Proposition 1.3.1
Soit {Ψω

I }ω∈Ω∗,I∈I une base d’ondelettes à support compact deLp(Rn) pour p ∈]1,+∞[, de
régularitéα et dont les ondelettes biorthogonales ont⌊α⌋ + 1 moments nuls. Soit0 < q < p et
0 < s < α tel que sn = 1

q − 1
p . Alors pour toutf ∈ Bs

q,q(R
n) on a :

σ(f,ΣN )Lp ≤ CN− s
n ‖f‖Bs

q,q(Rn) (1.3.11)

On a aussi une estimation du type Bernstein dans ce contexte d’approximation non-linéaire :

Proposition 1.3.2
Soit {Ψω

I }ω∈Ω∗,I∈I une base d’ondelettes à support compact deLp(Rn) pour p ∈]1,+∞[, de
régularitéα et dont les ondelettes biorthogonales ont⌊α⌋ + 1 moments nuls. Soit0 < q < p et
0 < s < α tel que sn = 1

q − 1
p . Alors,

‖f‖Bs
q,q

≤ CN
s
n ‖f‖Lp(Rn) (1.3.12)

pour toutf ∈ ΣN et pourN ≥ 1.
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1.3 Approximation linéaire et non-linéaire 43.

Pour la preuve de ces deux dernières propositions, on peut seréférer à [54,65]. Dans notre cas,
on donnera des éléments de preuves dans la partie réservée aux ondelettes à divergence nulle.

Exemple 1.3.1
Pour illustrer l’adaptativité des bases d’ondelettes, on étudie la fonctionf(x) =

√
| cos(2πx)|

sur la base de Haar et de Daubechies à trois moments nuls (exemple tiré de [23]). Sur l’intervalle
[0, 1], f admet deux demi-tangentes à gauche et à droite aux points1/4 et 3/4, ce qui explique sa
non dérivabilité en tout point mais elle est1/2-Hölderienne. On a choisiN = 213. Les courbes
d’erreur d’approximation non linéaire en normeℓ2 donne une décroissance de l’ordreN−1 etN−3

dans le cas de la base de Haar et de Daubechies respectivement. On voit de même la localisation
des singularités à des échelles plus grossières et la décroissance des coefficients d’ondelettes.
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FIGURE 1.5 – Graphe de la fonctionf(x) =
√

| cos(2πx)| échantillonnée surN = 8192 points (à
gauche), ses coefficients d’ondelettes dans la base de Haar (à droite) : la positionx en abscisses et
la résolutionj en ordonnées.
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44. CHAPITRE 1 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul surRn
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FIGURE 1.6 – Courbe d’erreurℓ2 en fonction du nombreN de coefficients d’ondelettes retenus (à
gauche) : l’échelle loglog. Fonction reconstituée à partirdes120 plus gros coefficients (à droite).
Cas de la base de Haar.
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FIGURE 1.7 – Graphe de la fonctionf(x) =
√

| cos(2πx)| échantillonnée surM = 8192 points (à
gauche), ses coefficients d’ondelettes dans la base de Daubechiesr = 3 (à droite) : positionx en
abscisse et résolutionj en ordonnée.
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1.3 Approximation linéaire et non-linéaire 45.
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FIGURE 1.8 – Courbe d’erreurℓ2 en fonction du nombreN de coefficients d’ondelettes retenus (à
gauche) : l’échelle loglog. Fonction reconstituée à partirdes60 plus gros coefficients (à droite).
Cas de la base de Daubechiesr = 3.
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46. CHAPITRE 1 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul surRn

1.4 Construction d’ondelettes à divergence nulle ou à rotationnel nul
sur Rn

On rappelle dans cette partie la construction des ondelettes à divergence nulle isotropes à sup-
ports compacts de P.G. Lemarié Rieusset [79]. On introduiraensuite la construction des ondelettes à
divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul anisotropes de E. Deriaz [40] basée sur la construc-
tion originale de P.G. Lemarié Rieusset [79] et celle de K. Urban [115]. Ces ondelettes anisotropes
sont plus simples à manipuler et permettent d’analyser le caractère anisotrope de la turbulence dans
les simulations numériques [39].

1.4.1 Ondelettes à divergence nulle isotropes

La construction des ondelettes vecteurs à divergence suit deux étapes principales :

(a) La construction d’une analyse multirésolution de(L2(Rn))n telle que pour toute fonction
~f ∈ L2(Rn)n à divergence nulle :∇ · ~f = 0, on puisse conserver cette propriété sur les pro-
jecteurs multi-échelles~Pj(~f) définis par l’AMR :

∇ · ~f = 0 ⇒ ∇ · ~Pj(~f) = 0 (1.4.1)

(b) La construction des ondelettes à divergence nulle en prenant le rotationnel d’une combinaison
de produit tensoriel des ondelettes 1D bien choisie.

La construction d’analyse multirésolution vérifiant(a) est rendue possible par le fait que si on
dérive une fonction d’échelle régulière, cette dérivée s’exprime comme différence de deux fonc-
tions d’échelle. Pour le cas biorthogonal, on rappelle la proposition fondamentale de P.G. Lemarié-
Rieusset [79].

Proposition 1.4.1
Soient{V 1

j }j∈Z et {Ṽ 1
j }j∈Z deux analyses multirésolutions biorthogonales deL2(R) dont les

fonctions d’échelle conjuguées(ϕ1, ϕ̃1) sont à support compact. Soientm1
0 etm̃1

0 leurs polynômes
de raffinement respectifs. Si la fonction d’échelleϕ1 ∈ C1+ǫ pour unǫ > 0, alors :
(i) La dérivée d

dxϕ
1 peut s’écrire :

d

dx
ϕ1(x) = ϕ0(x)− ϕ0(x− 1) (1.4.2)

oùϕ0 est une fonction d’échelle à support compact dont le polynôme de raffinement est donné par :

m0
0(ξ) =

2

1− e−iξ
m1

0(ξ) (1.4.3)
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1.4 Construction d’ondelettes à divergence nulle ou à rotationnel nul surRn 47.

(ii) La primitive
∫ x
−∞ ϕ̃1(t)dt satisfait :

∫ x+1

x
ϕ̃1(t)dt = ϕ̃0(x) (1.4.4)

avecϕ̃0 une fonction d’échelle à support compact de polynôme de raffinement :

m̃0
0(ξ) =

1 + eiξ

2
m̃1

0(ξ) (1.4.5)

(iii) ϕ0 et ϕ̃0 sont des fonctions d’échelle conjuguées à supports compacts pour des analyses
multirésolutions biorthogonales{V 0

j }j∈Z et{Ṽ 0
j }j∈Z.

De plus, les projecteurs obliquesP1
j surV 1

j suivant la direction de(Ṽ 1
j )

⊥, etP0
j surV 0

j suivant la

direction(Ṽ 0
j )

⊥ vérifient :
d

dx
◦ P1

j = P0
j ◦

d

dx
(1.4.6)

(iv) Les ondelettes biorthogonalesψ0 et ψ̃0 associées àϕ0 et àϕ̃0 satisfont :

ψ0(x) =
1

4

d

dx
ψ1(x) et ψ̃0(x) = −4

∫ x

−∞
ψ̃1(t)dt (1.4.7)

Preuve :
Nous rappelons seulement la preuve du point(iii) compte tenu de son importance [79]. Le reste
se démontre dans le domaine de Fourier. Par changement d’échelle, il suffit de démontrer qu’on a
bien : ddx ◦ P1

0 = P0
0 ◦ d

dx .
Or,

d

dx
P1
0 (f) =

d

dx

(∑

k∈Z
〈f, ϕ̃1

k〉ϕ1
k

)
=
∑

k∈Z
〈f, ϕ̃1

k〉
d

dx
ϕ1
k

=
∑

k∈Z
〈f, ϕ̃1

k〉(ϕ0
k − ϕ0

k+1) =
∑

k∈Z
〈f, ϕ̃1

k − ϕ̃1
k−1〉ϕ0

k

=
∑

k∈Z
〈f,− d

dx
ϕ̃0
k〉ϕ0

k =
∑

k∈Z
〈 d
dx
f, ϕ̃0

k〉ϕ0
k = P0

0 (
d

dx
f)

�

Les équations (1.4.3) et (1.4.5) donnent les relations entre les filtres primaires et dérivés dans le
domaine de Fourier. Mais il est plus simple de calculer les nouveaux filtres deϕ0 et ϕ̃0 sans passer
par Fourier, en utilisant le corollaire suivant :
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48. CHAPITRE 1 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul surRn

Corollaire 1.4.1
Soitϕ1 une fonction d’échelle à support compact[0, L]. La fonctionϕ0 définie par

ϕ1(x) =

∫ x

x−1
ϕ0(t)dt

est une fonction d’échelle de support[0, L − 1] et les filtres respectifs associés{h1k} et {h0k} sont
reliés par :

h1k =





h0
0

2 k = 0
h0k−1

+h0k
2 k = 1, . . . , L− 1

h0L−1

2 k = L

Preuve :
La relation sur les supports est une conséquence de la définition. La relation entre les filtres vient
d’un calcul direct. Si on injecte la relation à deux échellessatisfaite parϕ0 :

ϕ0(t) =
√
2

L−1∑

k=0

h0k ϕ
0(2t− k)

on obtient

ϕ1(x) =
√
2

L−1∑

k=0

h0k
2

(∫ 2x−k

2x−k−1
ϕ0(t)dt+

∫ 2x−k−1

2x−k−2
ϕ0(t)dt

)

Ce qui donne :

ϕ1(x) =
√
2
h00
2
ϕ1(2x) +

√
2

L−1∑

k=1

h0k−1 + h0k
2

ϕ1(2x− k) +
√
2
h0L−1

2
ϕ1(2x− L)

d’où l’algorithme. �

De même, on déduit un algorithme similaire entre les fonctions d’échelle biorthogonales̃ϕ1 et
ϕ̃0.

(a) Analyse multirésolution préservant la divergence nulle

A l’aide de la proposition 1.4.1, on construit une analyse multirésolution qui conserve la pro-
priété(1.4.1) de divergence nulle sur les projecteurs multi-échelles. Cette construction se fait de la
manière suivante :
Soient {V 1

j , Ṽ
1
j }j∈Z et {V 0

j , Ṽ
0
j }j∈Z deux paires d’analyses multirésolution biorthogonales de
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1.4 Construction d’ondelettes à divergence nulle ou à rotationnel nul surRn 49.

L2(R) vérifiant les propriétés de la proposition1.4.1. Pour1 ≤ i ≤ n, j ∈ Z, on définit les
espacesVi

j et Ṽi
j par :

Vi
j = V

δ1,i
j ⊗ · · · ⊗ V

δn,i

j et Ṽi
j = Ṽ

δ1,i
j ⊗ · · · ⊗ Ṽ

δn,i

j (1.4.8)

δk,i désigne le symbole de Kronecker. Il est clair que, ài fixé, les espaces{Vi
j , Ṽ

i
j}j∈Z forment une

analyse multirésolution biorthogonale deL2(Rn). De même on définit leurs projecteurs obliques
respectifsPi

j et P̃i
j par :

Pi
j = Pδ1,i

j ⊗ · · · ⊗ Pδn,i

j et P̃i
j = P̃δ1,i

j ⊗ · · · ⊗ P̃δn,i

j (1.4.9)

Pourω ∈ Ω∗, les espaces d’ondelettes{Wi,ω
j ,W̃i,ω

j : 1 ≤ i ≤ n}j∈Z correspondent à :

W
i,ω
j =W

δ1,i, ω1

j ⊗ · · · ⊗W
δn,i, ωn

j et W̃
i,ω
j = W̃

δ1,i, ω1

j ⊗ · · · ⊗ W̃
δn,i, ωn

j (1.4.10)

où
W

δj,i, ωk

j = V
δj,i
j , si ωk = 0 et W̃

δj,i, ωk

j = Ṽ
δj,i
j , si ωk = 0 (1.4.11)

W
δj,i, ωk

j =W
δj,i
j , si ωk = 1 et W̃

δj,i, ωk

j = W̃
δj,i
j , si ωk = 1 (1.4.12)

et on note{Ψi,ω
j,k , Ψ̃

i,ω
j,k : 1 ≤ i ≤ n}ω∈Ω∗,j∈Z,k∈Zn les ondelettes associées et{Qi,ω

j , Q̃i,ω
j : 1 ≤

i ≤ n}ω∈Ω∗,j∈Z les projecteurs obliques associés à ces espaces.

On construit alors deux analyses multirésolution vectorielles biorthogonales de(L2(Rn))n,

qu’on note{~Vj}j∈Z et{ ~̃Vj}j∈Z de(L2(Rn))n, avec :

~Vj = V1
j × · · · ×Vn

j et ~̃
Vj = Ṽ1

j × · · · × Ṽn
j (1.4.13)

et on associe de manière naturelle aux espaces~Vj et ~̃Vj les projecteurs obliques suivants :

~Pj = (P1
j , . . . ,P

n
j ) et ~̃

Pj = (P̃1
j , . . . , P̃

n
j ) (1.4.14)

Proposition 1.4.2 [79]
Les analyses multirésolution vectorielle{~Vj}j∈Z de (L2(Rn))n et scalaire{V0

j}j∈Z deL2(Rn)
vérifient :

∇ · (~Pj(~f)) = P0
j (∇. ~f) (1.4.15)

avecP0
j défini par (1.4.9) :P0

j = P0
j ⊗ · · · ⊗ P0

j .

Cette proposition est immédiate grâce à la formule de commutation (1.4.6). Dans(L2(Rn))n on
définit l’espaceL2

div(R
n) de fonctions à divergence nulle :

L2
div(R

n) = {~f ∈ (L2(Rn))n : ∇. ~f = 0} (1.4.16)
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50. CHAPITRE 1 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul surRn

Alors les espaces fermés~Vj ∩ L2
div(R

n)n et ~Pj [L
2
div(R

n)] coïncident. En particulier si~f ∈
(L2(Rn))n, les projections~Pj(~f) approchent~f dans(L2(Rn))n quand le paramètrej devient
grand. Ainsi on a construit une analyse multirésolution de(L2(Rn))n qui conserve la propriété de
divergence nulle :

∀ ~f ∈ L2
div(R

n), ∇ · ~Pj(~f) = 0 (1.4.17)

(b) Ondelettes à divergence nulle isotropes

Pourω ∈ Ω∗, on introduit les projecteurs obliques~Qω
j sur l’espace d’ondelettes vectorielles

~Wj associé à~Vj, définis par :

~Qω
j (
~f) = (Q1,ω

j (f1), . . . ,Q
n,ω
j (fn)) (1.4.18)

de sorte que :
~Pj+1 = ~Pj +

∑

ω∈Ω∗

~Qω
j (1.4.19)

et l’espaceL2
div(R

n) se décompose sur les sous-espaces~Qω
j [L

2
div(R

n)], j ∈ Z.

Théorème 1.4.1
(i) Il existe (n − 1)(2n − 1) fonctions à divergence nulleΨdiv

ω,i deL2
div(R

n) à support compact
telles qu’on ait de manière unique :

∀~f ∈ L2
div(R

n), ~f =
∑

j∈Z

∑

ω∈Ω∗
n

∑

,k∈Zn

n−1∑

i=1

〈~f/Ψ̃div
ω,i,j,k〉Ψdiv

ω,i,j,k (1.4.20)

(ii) Pour une constanteC > 0 indépendante de~f ,

1

C
‖~f‖L2

div(R
n) ≤


∑

j∈Z

∑

ω∈Ω∗
n

∑

,k∈Zn

n−1∑

i=1

|〈~f/Ψ̃div
ω,i,j,k〉|2




1/2

≤ C‖~f‖L2
div(R

n) (1.4.21)

(iii) Siϕ1 ∈ Cs+1+ǫ pour uns > 0, alors :

~f ∈ L2
div(R

n) ∩ (Hs(Rn))n ⇔
∑

j∈Z

∑

ω∈Ω∗
n

∑

,k∈Zn

n−1∑

i=1

(1 + 4js)|〈~f/Ψ̃div
ω,i,j,k〉|2 < +∞ (1.4.22)

Preuve :
Pour démontrer le point(i), il suffit d’exhiber une base de Riesz des espaces~Qω

j [L
2
div(R

n)] et
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1.4 Construction d’ondelettes à divergence nulle ou à rotationnel nul surRn 51.

cela se fait par construction [79]. On choisiti0 ∈ {1, . . . , n} tel queωi0 = 1 et pour touti ∈
{1, . . . , n} \ {i0}, on construit les fonctionsΨdiv

ω,i = (Ψdiv
ω,i,1, . . . ,Ψ

div
ω,i,n) comme suit

Ψdiv
ω,i,ℓ =





0 si ℓ 6∈ {i, i0}
Ψi,ω si ℓ = i
η1 ⊗ · · · ⊗ ηn si ℓ = i0

où 



ηj = ψ0 ωj si j 6= i, i0
ηi0 = −1

4ψ
1

ηi =
d
dx(ψ

1 ωi)

Il est évident que lesΨdiv
ω,i sont à divergence nulle et que leurs translatées et dilatées{Ψdiv

ω,i,j,k :

1 ≤ i ≤ n − 1}ω∈Ω∗,j∈Z,k∈Zn engendrent des bases de Riesz pour les espaces~Qω
j [(L

2
div(R

n)n)].

Pour construire les fonctions̃Ψdiv
ω,i biorthogonales aux ondelettes à divergence nulleΨdiv

ω,i , il suffit

de remplacer les fonctionsϕ et ψ par leurs biorthogonales̃ϕ et ψ̃ dans la construction desΨdiv
ω,i

précédente.
Le point (ii) se démontre composante par composante et selon chaque direction, et est classique
dans la théorie des ondelettes.
Pour le point(iii), nous allons donner une preuve qui est plus générale que celle donnée par P.G.
Lemarié-Rieusset [79], qui s’est limité aux indicess entiers. De plus, on montre que les dérivées
fractionnaires de ces ondelettes à divergence nulle sont aussi à divergence nulle. La preuve est
constructive. Pour1 ≤ i ≤ n− 1, on définit les fonctions{Ψs,div

ω,i,j,k}ω∈Ω∗,j∈Z,k∈Zn par :

Ψs,div
ω,i,j,k(x) = 2nj/2Ψs,div

ω,i (2jx− k) avec Ψ̂s,div
ω,i (ξ) = |ξ|sΨ̂div

ω,i (ξ)

Les fonctionsΨs,div
ω,i,j,k sont bien définies, appartiennent à(L2(Rn))n car, par hypothèse, lesΨdiv

ω,i,j,k

sont dans(Hs(Rn))n et vérifient la propriété de divergence nulle :

ξ.Ψ̂s,div
ω,i (ξ) = ξ.|ξ|sΨ̂div

ω,i (ξ) = |ξ|sξ.Ψ̂div
ω,i (ξ) = 0

Par définition, on âΨs,div
ω,i (0) = 0, donc :

∫

Rn

Ψs,div
ω,i,j,k(x)dx = 0

Par Parseval, on construit les dualesΨ̃−s,div
ω,i de manière analogue à partir desΨ̃div

ω,i puisque :

〈Ψs,div
ω,i /Ψ̃−s,div

ω,j 〉 = 〈Ψdiv
ω,i/Ψ̃

div
ω,j〉 = δi,j

De plus, cette famille de fonctions est une partie totale deL2
div(R

n). Pour le voir, soitV =

Vect{Ψs,div
ω,i,j,k}ω∈Ω∗,j∈Z,k∈Zn et Ṽ l’espace biorthogonal correspondant. Par définition de la bior-

thogonalité, on a :
(L2(Rn))n = V

⊕
Ṽ⊥
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52. CHAPITRE 1 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul surRn

Soit ~f ∈ L2
div(R

n) telle que~f soit orthogonale àV, alors :〈~f/Ψs,div
ω,i,j,k〉 = 0. Ce qui veut dire que

la projection biorthogonale de~f surṼ est nulle, donc~f ∈ Ṽ⊥ et on en déduit que~f ∈ V⊥ ∩ Ṽ⊥.
De plus, la distribution(−∆)s/2 ~f est dans(H−s(Rn))n (comme ~f ∈ (L2(Rn))n, il suffit de
remarquer que(1 + |ξ|2)−s|ξ|2s < 1) et elle vérifie :

〈~f/Ψs,div
ω,i,j,k〉 = 0 ⇔ 〈(−∆)s/2 ~f/Ψdiv

ω,i,j,k〉 = 0 (1.4.23)

Comme lesΨdiv
ω,i,j,k forment une base deL2

div(R
n), en prenant~f comme fonction test, on a :

∫

Rn

|ξ|s| ~̂f(ξ)|2dξ = 0 (1.4.24)

ce qui veut dire~f = ~0. Pour la suite, on aura besoin du Lemme suivant (Lemme de vaguelettes) :

Lemme 1.4.1 [79]
Soitθ ∈ L2(R) à support compact, de classeCǫ pour unǫ > 0, tel que

∫
R θ(x)dx = 0 ; alors il

existe une constanteC(θ) > 0 telle que :

∀ (λj,k) ∈ ℓ2(Z2), ‖
∑

j,k

λj,kθj,k‖L2(R) ≤ C(θ)‖λj,k‖ℓ2(Z2) (1.4.25)

Les propriétés des fonctionsΨs,div
ω,i,j,k citées plus haut font que ces fonctions vérifient les hypothèses

du lemme 1.4.1 exceptée la condition d’êtreCǫ. Pour avoir cette dernière condition, on utilise le
théorème d’injection de Sobolev :Hm(Rn) ⊂ Cm−n/2(Rn). Pour toutr > 0, on a :

‖Ψs,div
ω,i ‖(Hr−s(Rn))n ≤ ‖Ψdiv

ω,i‖(Hr(Rn))n

Alors, pourǫ = r − s − n
2 > 0, les fonctionsΨs,div

ω,i sont dansCǫ. En utilisant le lemme 1.4.1
précédent, on déduit que :

‖
∑

αω,i,j,kΨ
s,div
ω,i,j,k‖(L2(Rn))n ≤ C(ψ)

(∑
|αω,i,j,k|2

)1/2
(1.4.26)

et un argument de dualité donne :

‖
∑

αω,i,j,kΨ
s,div
ω,i,j,k‖(L2(Rn))n ∼

(∑
|αω,i,j,k|2

)1/2
(1.4.27)

Puisque lesΨdiv
ω,i,j,k forment aussi une base de Riesz, l’équation (1.4.27) entraîne :

‖
∑

αω,i,j,kΨ
s,div
ω,i,j,k‖(L2(Rn))n ∼ ‖

∑
αω,i,j,kΨ

div
ω,i,j,k‖(L2(Rn))n

Pours ≥ 0, la norme de~f dans(Hs(Rn))n est équivalente à‖~f‖(L2(Rn))n +‖(−∆)s/2 ~f‖(L2(Rn))n

et que(−∆)s/2
∑
αω,i,j,kΨ

div
ω,i,j,k =

∑
αω,i,j,k2

jsΨs,div
ω,i,j,k, alors(iii) découle directement de l’éva-

luation de ces deux dernières normes. �
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1.4 Construction d’ondelettes à divergence nulle ou à rotationnel nul surRn 53.

Remarque 1.4.1
La dernière partie de la preuve est une adaptation de la preuve générale de Y. Meyer [91] pour
caractériser la norme des espaces de SobolevW s,p(Rn) d’une série d’ondelettes.

1.4.2 Ondelettes à divergence et ondelettes à rotationnel nul anisotropes

Les bases d’ondelettes à divergence nulle anisotropes introduites dans [40] sont très simples à
utiliser en pratique. Dans la suite de ce travail, tous les algorithmes numériques seront fondés sur
l’utilisation de ces bases anisotropes. Dans ce cadre on dispose de moins de fonctions analysantes.

Ondelettes à divergence nulle anisotropes

On garde les mêmes notations que celles de la section précédente. Dans l’analyse multirésolu-
tion formée par{~Vj}j∈Z où :

~Vj = V1
j × · · · ×Vn

j , (1.4.28)

il a été prouvé dans [39,40] qu’on pouvait construiren−1 ondelettes à divergence nulle anisotropes
notées{Ψdiv

i,j,k
}i=1,n−1. Ces ondelettes sont telles que pour toute fonction~f ∈ L2

div(R
n), il existe

une unique suite réelle notée{ddiv
i,j,k

}i=1,n−1 telle que :

~f =
∑

j,k∈Zn

n−1∑

i=1

ddiv
i,j,kΨ

div
i,j,k (1.4.29)

De même, on peut construiren− 1 fonctions d’échelle notées{Φdiv
i,j,k

}i=1,n−1 telles que :

~Pdiv
j (~f) =

∑

k∈Zn

n−1∑

i=1

cdiv
i,j,kΦ

div
i,j,k (1.4.30)

Ces fonctions d’échelle et ondelettes à divergence nulle anisotropes sont données par leurs for-
mules analytiques suivantes :

• Pourn = 2 etk, j ∈ Z2 :

Φdiv
j,k :=

∣∣∣∣
ϕ1
j,k1

⊗ (ϕ1
j,k2

)′

−(ϕ1
j,k1

)′ ⊗ ϕ1
j,k2

(1.4.31)

et

Ψdiv
j,k :=

∣∣∣∣
2j2ψ1

j1,k1
⊗ ψ0

j2,k2
−2j1ψ0

j1,k1
⊗ ψ1

j2,k2

(1.4.32)

Ces fonctions sont dans l’analyse multirésolution de(L2(R2))2 formée par les espaces~Vj =
(V 1
j ⊗ V 0

j )× (V 0
j ⊗ V 1

j ), ce qui facilite les calculs des coefficients.
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54. CHAPITRE 1 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul surRn

• Pourn = 3 etk, j ∈ Z3 :

Φdiv
1,j,k :=

∣∣∣∣∣∣

ϕ1
j,k1

⊗ (ϕ1
j,k2

)′ ⊗ (ϕ1
j,k3

)′

−(ϕ1
j,k1

)′ ⊗ ϕ1
j,k2

⊗ (ϕ1
j,k3

)′

0

(1.4.33)

Φdiv
2,j,k

:=

∣∣∣∣∣∣

0
(ϕ1

j,k1
)′ ⊗ ϕ1

j,k2
⊗ (ϕ1

j,k3
)′

−(ϕ1
j,k1

)′ ⊗ (ϕ1
j,k2

)′ ⊗ ϕ1
j,k3

(1.4.34)

Φdiv
3,j,k :=

∣∣∣∣∣∣

−ϕ1
j,k1

⊗ (ϕ1
j,k2

)′ ⊗ (ϕ1
j,k3

)′

0
(ϕ1

j1,k1
)′ ⊗ (ϕ1

j2,k2
)′ ⊗ ϕ1

j3,k3

(1.4.35)

et

Ψdiv
1,j,k :=

∣∣∣∣∣∣

2j2ψ1
j1,k1

⊗ ψ0
j2,k2

⊗ ψ0
j3,k3

−2j1ψ0
j1,k1

⊗ ψ1
j2,k2

⊗ ψ0
j3,k3

0

(1.4.36)

Ψdiv
2,j,k :=

∣∣∣∣∣∣

0
2j3ψ0

j1,k1
⊗ ψ1

j2,k2
⊗ ψ0

j3,k3
−2j2ψ0

j1,k1
⊗ ψ0

j2,k2
⊗ ψ1

j3,k3

(1.4.37)

Ψdiv
3,j,k

:=

∣∣∣∣∣∣

−2j3ψ1
j1,k1

⊗ ψ0
j2,k2

⊗ ψ0
j3,k3

0
2j1ψ0

j1,k1
⊗ ψ0

j2,k2
⊗ ψ1

j3,k3

(1.4.38)

De même, ces fonctions sont dans l’analyse multirésolutionde (L2(R3))3 formée par les espaces
~Vj = (V 1

j ⊗ V 0
j ⊗ V 0

j )× (V 0
j ⊗ V 1

j ⊗ V 0
j )× (V 0

j ⊗ V 0
j ⊗ V 1

j ), ce qui rend encore facile les cal-
culs des coefficients sur ces espaces. Cette construction segénéralise facilement à des dimensions
supérieures avec :

Φdiv
i,j,k :=

0
...
0

ligne i → (ϕ1
j,k1

)′ ⊗ · · · ⊗ (ϕ1
j,ki−1

)′ ⊗ ϕ1
j,ki

⊗ (ϕ1
j,ki+1

)′ ⊗ · · · ⊗ (ϕ1
j,kn

)′

ligne i+ 1 → −(ϕ1
j,k1

)′ ⊗ · · · ⊗ (ϕ1
j,ki

)′ ⊗ ϕ1
j,ki+1

⊗ (ϕ1
j,ki+2

)′ ⊗ · · · ⊗ (ϕ1
j,kn

)′

0
...
0

(1.4.39)
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1.4 Construction d’ondelettes à divergence nulle ou à rotationnel nul surRn 55.

et

Ψdiv
i,j,k :=

0
...
0

ligne i → 2ji+1ψ0
j1,k1

⊗ · · · ⊗ ψ0
ji−1,ki−1

⊗ ψ1
ji,ki

⊗ ψ0
ji+1,ki+1

⊗ · · · ⊗ ψ0
jn,kn

ligne i+ 1 → −2jiψ0
j1,k1

⊗ · · · ⊗ ψ0
ji,ki

⊗ ψ1
ji+1,ki+1

⊗ ψ0
ji+2,ki+2

⊗ . . . ψ0
jn,kn

0
...
0

(1.4.40)
Pour construire ces fonctions, on s’est simplement servi dufait que la divergence du rotationnel
d’un champ de vecteur si elle existe est nulle. On tient aussià préciser que ces bases sont des bases
biorthogonales.

Remarque 1.4.2
Une des propriétés de cette construction d’ondelettes à divergence nulle est qu’en dimension deux
ou trois, il est facile de voir que les fonctions d’échelle etondelettes des analyses multirésolution
duales(Ṽ 1

j ⊗ Ṽ 0
j )× (Ṽ 0

j ⊗ Ṽ 1
j ) et (Ṽ 1

j ⊗ Ṽ 0
j ⊗ Ṽ 0

j )× (Ṽ 0
j ⊗ Ṽ 1

j ⊗ Ṽ 0
j )× (Ṽ 0

j ⊗ Ṽ 0
j ⊗ Ṽ 1

j ) sont
à rotationnel nul. Par exemple en dimension deux, la définition de cette fonction donne :

~̃Ψ(x, y) :=

∣∣∣∣
ψ̃1(x)ψ̃0(y)

ψ̃0(x)ψ̃1(y)

et comme
d

dx
ψ̃0(x) = −4ψ̃1(x),

on retrouve finalement :

rot
~̃Ψ(x, y) =

∂

∂x
[ψ̃0(x)ψ̃1(y)]− ∂

∂y
[ψ̃1(x)ψ̃0(y)] = 0

de même en dimension trois on retrouve :

~̃Ψ =

∣∣∣∣∣∣

ψ̃1(x)ψ̃0(y)ψ̃0(z)

ψ̃0(x)ψ̃1(y)ψ̃0(z)

ψ̃0(x)ψ̃0(y)ψ̃1(z)

, rot
~̃Ψ =




0
0
0




En utilisant les ondelettes duales, on aboutit à un algorithme rapide pour calculer la transformée
en ondelettes à divergence nulle, dans le cas de l’analyse des champs de vecteurs à divergence
nulle. Et on peut faire de même pour les champs à rotationnel nul. 2

Exemple 1.4.1
On trace comme exemple les champs de vecteurs de la fonction d’échelle à divergence nulle
rot [ϕ1 ⊗ ϕ1] et de l’ondelette associéerot [ψ1 ⊗ ψ1], avecϕ1 le B-Spline de degré3.
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56. CHAPITRE 1 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul surRn
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FIGURE 1.9 – Champs de vecteurs de la fonction d’échelle à divergence nulle rot [ϕ1 ⊗ ϕ1]
(à gauche) et de l’ondelette associéerot [ψ1 ⊗ ψ1] (à droite), construites à partir des splines
biorthogonales à trois moments nuls.

Ondelettes à rotationnel nul anisotropes

On va se restreindre seulement aux cas oùn = 2 etn = 3 car ce sont ces cas qui seront utilisés
en pratique. Comme en (1.4.16), on définit l’espace des fonctions à rotationnel nulL2

rot(R
n) par :

L2
rot(R

n) = {~f ∈ (L2(Rn))n : rot ~f = 0} (1.4.41)

Alors pour construire une analyse multirésolution deL2
rot(R

n), il suffit de considérer le gradient
des analyses multirésolution formées par{V 1

j ⊗V 1
j }j∈Z si n = 2 et{V 1

j ⊗V 1
j ⊗V 1

j }j∈Z si n = 3.

• Pourn = 2 etk, j ∈ Z2 :

Φrot
j,k :=

∣∣∣∣
(ϕ1

j,k1
)′ ⊗ ϕ1

j,k2
ϕ1
j,k1

⊗ (ϕ1
j,k2

)′
(1.4.42)

et

Ψrot
j,k :=

∣∣∣∣
2j1ψ0

j1,k1
⊗ ψ1

j2,k2
2j2ψ1

j1,k1
⊗ ψ0

j2,k2

(1.4.43)

• Pourn = 3 etk, j ∈ Z3 :

Φrot
j,k :=

∣∣∣∣∣∣

(ϕ1
j,k1

)′ ⊗ ϕ1
j,k2

⊗ ϕ1
j,k3

ϕ1
j,k1

(x)(ϕ1
j,k2

)′ ⊗ ϕ1
j,k3

ϕ1
j,k1

⊗ ϕ1
j,k2

⊗ (ϕ1
j,k3

)′
(1.4.44)
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1.4 Construction d’ondelettes à divergence nulle ou à rotationnel nul surRn 57.

et

Ψrot
j,k :=

∣∣∣∣∣∣

2j1ψ0
j1,k1

⊗ ψ1
j2,k2

⊗ ψ1
j3,k3

2j2ψ1
j1,k1

⊗ ψ0
j2,k2

⊗ ψ1
j3,k3

2j3ψ1
j1,k1

⊗ ψ1
j2,k2

⊗ ψ0
j3,k3

De même, sin > 3 on généralise cette construction par :

Φrot
j,k = ∇[ϕ1

j,k1 ⊗ · · · ⊗ ϕ1
j,kn ] et Ψrot

j,k = ∇[ψ1
j1,k1 ⊗ · · · ⊗ ψ1

jn,kn ] (1.4.45)

Exemple 1.4.2
On reprend les fonctions de l’exemple 1.4.1. On trace le champ de vecteur de∇[ϕ1 ⊗ ϕ1] et
∇[ψ1 ⊗ ψ1].
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FIGURE 1.10 – Champs de vecteurs de la fonction d’échelle à rotationnel nul∇[ϕ1⊗ϕ1] (à gauche)
et de l’ondelette associée∇[ψ1 ⊗ ψ1] (à droite), construites à partir des splines biorthogonales à
trois moments nuls.

1.4.3 Algorithmes rapides de décomposition et de reconstruction

Nous allons décrire ici comment calculer la décomposition en ondelettes à divergence nulle
anisotropes d’un champ de vecteuru ∈ L2

div(R
n). La démarche que nous allons suivre conduit à

des résultats identiques à ceux de E. Deriaz [39]. À la différence de [39], nous allons nous servir
de fonctions biorthogonales pour déduire les algorithmes de décomposition ou de reconstruction.
Nous traiterons seulement le casn = 2, la généralisation à des dimensions supérieures étant im-
médiate. L’algorithme décrit ci-dessous permettra l’analyse de champs turbulents et la mesure de
la qualité de compression fournie par les ondelettes à divergence nulle.
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58. CHAPITRE 1 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul surRn

On considère les fonctions d’échelle à divergence nulleΦdiv
j,k

et les ondelettes à divergence nulle

Ψdiv
j,k

normalisées suivantes :

Ψdiv
j,k :=

1√
4j1 + 4j2

∣∣∣∣
2j2ψ1

j1,k1
⊗ ψ0

j2,k2
−2j1ψ0

j1,k1
⊗ ψ1

j2,k2

et Φdiv
j,k :=

1√
2

∣∣∣∣
ϕ1
j,k1

⊗ (ϕ1
j,k2

)′

−(ϕ1
j,k1

)′ ⊗ ϕ1
j,k2

(1.4.46)

On démontre alors la proposition suivante :

Proposition 1.4.3
Soient les fonctions̃Φdiv

j,k
et les ondelettes̃Ψdiv

j,k
définies par :

Ψ̃div
j,k :=

1√
4j1 + 4j2

∣∣∣∣∣
2j2ψ̃1

j1,k1
⊗ ψ̃0

j2,k2

−2j1ψ̃0
j1,k1

⊗ ψ̃1
j2,k2

et Φ̃div
j,k :=

1√
2

∣∣∣∣
ϕ̃1
j,k1

⊗ γ̃j,k2
−γ̃j,k1 ⊗ ϕ̃1

j,k2

(1.4.47)

où γ̃j,k est la dualeL2(R) de(ϕ1
j,k)

′ définie formellement par :

̂̃γj,k(ξ) := − 1

iξ
̂̃ϕ1
j,k(ξ) (1.4.48)

Alors, Φ̃div
j,k

et Ψ̃div
j,k

sont biorthogonales pour le produit scalaire de(L2(R2))2 aux fonctions

d’échelleΦdiv
j,k

et aux ondelettesΨdiv
j,k

.

Preuve :
Cette proposition est immédiate, il suffit de calculer les produits scalaires correspondants, en re-
marquant que :

〈(ϕ1
j,k)

′, γ̃j,k′〉 = −〈ϕ1
j,k, (γ̃j,k′)

′〉 = 〈ϕ1
j,k, ϕ̃

1
j,k′〉 = δk,k′

�

Remarque 1.4.3
Par définition, les fonctions̃Ψdiv

j,k
sont à support compact et de moyenne nulle, donc des ondelettes.

Par contre, les fonctions̃Φdiv
j,k

ne sont pas à support compact vu que lesγ̃j,k ne le sont pas. 2

Comme les ondelettesΨdiv
j,k

forment une base deL2
div(R

2), alors, tout champ de vecteuru ∈
L2
div(R

2) s’écrit de manière unique sous la forme :

u =
∑

j,k∈Z2

〈u/Ψ̃div
j,k〉Ψ

div
j,k =

∑

j,k∈Z2

ddivj,kΨ
div
j,k (1.4.49)
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1.4 Construction d’ondelettes à divergence nulle ou à rotationnel nul surRn 59.

Pour calculer les coefficients[ddiv
j,k

], on utilise le fait queu appartient à l’analyse multirésolution

de(L2(R2))2 formée par les espaces~Vj = (V 1
j ⊗V 0

j )× (V 0
j ⊗V 1

j ) et que sur la base d’ondelettes
de cette analyse multirésolution, ses composantesu1 etu2 s’écrivent :

u1 =
∑

j,k∈Z2

d1j,k ψ
1
j1,k1 ⊗ ψ0

j2,k2 et u2 =
∑

j,k∈Z2

d2j,k ψ
0
j1,k1 ⊗ ψ1

j2,k2 (1.4.50)

Avec les nouvelles fonctions à divergence nulle et leurs biorthogonales, un calcul simple donne les
algorithmes de calculs suivants :

Proposition 1.4.4
Les coefficients d’ondelettes[d1

j,k
] et [d2

j,k
] sont reliés aux[ddiv

j,k
] par :

(i) Décomposition

ddivj,k = 〈u/Ψ̃div
j,k〉 =

2j2√
4j1 + 4j2

d1j,k − 2j1√
4j1 + 4j2

d2j,k (1.4.51)

(ii) Recomposition

d1
j,k

=
2j2√

4j1 + 4j2
ddiv
j,k

et d2
j,k

= − 2j1√
4j1 + 4j2

ddiv
j,k

(1.4.52)

On peut aussi vouloir calculer les coefficients d’échelle à divergence nulle.

Proposition 1.4.5
Soitu ∈ L2

div(R
2) ∩ ~Vj un champ de vecteurs dont les composantesu1 etu2 s’écrivent :

u1 =
∑

k∈Z2

c1
j,k ϕ

1
j,k1 ⊗ ϕ0

j,k2 et u2 =
∑

k∈Z2

c2
j,k ϕ

0
j,k1 ⊗ ϕ1

j,k2 (1.4.53)

Alors, on a de manière unique :
u =

∑

k∈Z2

cdiv
j,k Φdiv

j,k

avec

cdiv
j,k = 〈u/Φ̃div

j,k〉 =




k2∑

k′
2
=−∞

2−jc1j,k1,k′2


−




k1∑

k′
1
=−∞

2−jc2j,k′
1
,k2


 (1.4.54)

Preuve :
Comme les̃Φdiv

j,k
sont biorthogonales auxΦdiv

j,k
, donc on a :cdiv

j,k
= 〈u/Φ̃div

j,k
〉. D’après leur défini-

tion, toutes les fonctionsϕ0
j,k peuvent s’écrire :

ϕ0
j,k = 2−j

+∞∑

n=k

(ϕ1
j,n)

′ (1.4.55)
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60. CHAPITRE 1 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul surRn

Le calcul du produit scalaire〈u/Φ̃div
j,k

〉 donne :

〈u/Φ̃div
j,k〉 = 〈u1, ϕ̃

1
j,k1 ⊗ γ̃j,k2〉 − 〈u2, γ̃j,k1 ⊗ ϕ̃1

j,k2〉

et

〈u1, ϕ̃
1
j,k1 ⊗ γ̃j,k2〉 =

∑

k
′

c1k′
1
,k′

2
〈ϕ1

j,k′
1
, ϕ̃1

j,k1〉〈ϕ
0
j,k′

2
, γ̃j,k2〉

=
∑

k′
2
∈Z
c1k1,k′2

〈2−j
+∞∑

n=k′
2

(ϕ1
j,n)

′, γ̃j,k2〉 =
k2∑

k′
2
=−∞

2−jc1k1,k′2

En calculant〈u2, γ̃j,k1 ⊗ ϕ̃1
j,k2

〉 de la même façon, on démontre la formule(1.4.54). �

De façon similaire, on déduit les algorithmes de calcul de coefficients d’ondelettes à rotationnel
nul. On considère l’analyse multirésolution de(L2(R2))2 engendrée par les espaces~Vj = (V 0

j ⊗
V 1
j )× (V 1

j ⊗ V 0
j ). Pouru ∈ L2

rot(R
2), on note[d1

j,k
] et [d2

j,k
] les coefficients de la décomposition

de ses composantes respectivesu1 et u2 sur la base d’ondelettes associée aux~Vj . Commeu est
dansL2

rot(R
2), on peut aussi l’écrire sous la forme :

u =
∑

j,kZ2

drotj,k Ψrot
j,k

Avec une adaptation des notations, on aboutit à :

Proposition 1.4.6
Les coefficients d’ondelettes[d1

j,k
] et [d2

j,k
] sont reliés aux[drot

j,k
] par :

(i) Décomposition

drot
j,k

= 〈u/Ψ̃rot
j,k

〉 = 2j1√
4j1 + 4j2

d1
j,k

+
2j2√

4j1 + 4j2
d2
j,k

(1.4.56)

(ii) Recomposition

d1j,k =
2j1√

4j1 + 4j2
drotj,k et d2j,k =

2j2√
4j1 + 4j2

drotj,k (1.4.57)
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1.5 Approximation non-linéaire sur base d’ondelettes à divergence nulle 61.

1.5 Approximation non-linéaire sur base d’ondelettes à divergence
nulle

Pour établir les résultats d’approximation non-linéaire sur base d’ondelettes à divergence nulle,
on a besoin d’un certain nombre de conditions de régularité et de moments nuls sur ces ondelettes.
Ces conditions sont satisfaites une fois que les analyses multirésolution scalaires{Vk

j : 1 ≤ k ≤
n}j∈Z utilisées pour construire les espaces~Vj les vérifient. Pour toutk, on suppose alors que les
analyses multirésolution{Vk

j } et leurs biorthogonales respectives sont suffisamment régulières.
On désigne parα la plus petite régularité et parr le plus petit nombre de moments nuls qui leur
sont associés, respectivementα̃ et r̃ pour les biorthogonales. De plus, on suppose que chaque{Vk

j }
vérifie les estimations de type Jackson et de type Bernstein de la section précédente.

Pour établir les estimations, on n’utilisera que des bases d’ondelettes à divergence nulle iso-
tropes, le cas anisotrope se traite de manière similaire. Defaçon commode, on change aussi les
notations. Pour tout champ de vecteurs à divergence nulle~f ∈ L2

div(R
n)n, sa série d’ondelettes à

divergence nulle sera notée :

~f =
∑

I∈I

∑

ω∈Ω∗
n

n−1∑

i=1

ddivω,i,IΨ
div
ω,i,I (1.5.1)

de telle sorte que, pour toutI ∈ I, le volume du support de lak ième composante[Ψdiv
ω,i,I ]k de

l’ondeletteΨdiv
ω,i,I soit de l’ordre de2−nj ( |I| = 2−nj) pour1 ≤ k ≤ n. PourN ≥ 1, on notera

ΣdivN l’espace engendré par au plusN(n− 1)(2n − 1) ondelettes à divergence nulle :

ΣdivN = {~gN =
∑

I∈Λ

∑

ω

∑

i

ddivω,i,IΨ
div
ω,i,I : Λ ⊂ I et Card(Λ) ≤ N}, N ≥ 0 (1.5.2)

L’erreur d’approximation non-linéaire de~f ∈ L2
div(R

n) sur cette base à divergence nulle sera noté
σ(~f ,ΣdivN )Lp :

σ(~f ,ΣdivN )Lp := inf
~gN∈Σdiv

N

‖~f − ~gN‖(Lp(Rn))n (1.5.3)

Proposition 1.5.1
Soitp ∈]1,+∞[, 0 < q < p et 0 < s < α tel que s

n = 1
q − 1

p . Alors pour tout~f ∈ L2
div(R

n) ∩
(Bs

q,q(R
n))n, il existe une constanteC > 0 telle que :

σ(~f ,ΣdivN )Lp ≤ CN− s
n ‖~f‖(Bs

q,q(R
n))n (1.5.4)

Preuve :
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62. CHAPITRE 1 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul surRn

Comme on retient les plus grands coefficients, on suppose queces coefficients d’ondelettesddivω,i,I
sont déjà ordonnés comme suit :

‖ddivω,i,I1Ψ
div
ω,i,I1‖(Lp(Rn))n ≥ ‖ddivω,l,I2Ψ

div
ω,l,I2‖(Lp(Rn))n ≥ . . . (1.5.5)

et pour tout~f = (f1, . . . , fn), on a :

~f ∈ (Bs
q,q(R

n))n ⇔ fk ∈ Bs
q,q(R

n), ∀k
Chaque composantefk est donnée par :

fk =
∑

I∈I

∑

ω∈Ω∗
n

n−1∑

i=1

ddivω,i,I [Ψ
div
ω,i,I ]k, 1 ≤ k ≤ n

Alors pour démontrer cette proposition il suffit de prouver l’inégalité composante par composante.
Or, pour1 ≤ i ≤ n d’après la proposition 1.3.1, on a la majoration suivante :

inf
~gN∈Σdiv

N

‖fi − [~gN ]i‖Lp(Rn) ≤ CN− s
n ‖fi‖Bs

q,q(Rn) (1.5.6)

De la définition de la norme‖.‖(Bs
q,q(Rn))n et de cette dernière équation, on déduit la proposition

en faisant la somme et en gardant la plus grande des constantes qui sont devant. �

On terminera cette section avec l’inégalité suivante de type Bernstein sur la base d’ondelettes à
divergence nulle.

Proposition 1.5.2
Soitp ∈]1,+∞[, 0 < q < p et 0 < s < α tel que s

n = 1
q − 1

p . Alors, pour une constante positive
C > 0 on a :

‖~f‖(Bs
q,q)

n ≤ CN
s
n ‖~f‖(Lp(Rn))n (1.5.7)

pour tout ~f ∈ ΣdivN ,N ≥ 1.

Pour démontrer cette dernière proposition, il suffit de remarquer qu’on peut utiliser l’estimation
donnée par la proposition 1.3.2 sur chaque composante de~f .

Exemple 1.5.1
On donne un exemple de décomposition en ondelettes à divergence nulle d’un champ de vecteur
u périodique à divergence nulle issu d’une simulation numérique. Les ondelettes analysantes sont
celles de Daubechies orthogonales à quatre moments nuls (r = 4) pourψ1. Lesψ0 sont calculées
par dérivation. La résolution maximale estJ = 10. Puis on trace la carte des coefficients d’on-
delettes à divergence nulle normalisés d’un facteur2J et la courbe d’erreur d’approximation non
linéaire sur chacune des composantes en échelle logarithmique. La pente observée sur la figure
1.12 est de l’ordre de0.8, ce qui donne une régularité de1.6 pour le champ. De même on constate
que ce champ est dans(Bs

q,q(R
n))n pour s = 1.6 et q = 1/1.3.
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1.5 Approximation non-linéaire sur base d’ondelettes à divergence nulle 63.
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FIGURE 1.11 – Champ de vecteurs périodique à divergence turbulent (à droite), champ scalaire de
vorticité suréchantillonné associé ( à gauche). La résolution estJ = 10.
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FIGURE 1.12 – Coefficients de la décomposition en ondelettes à divergence normalisés (à gauche)
et courbe d’erreur d’approximation non linéaire (à droite).

Exemple 1.5.2
Dans cet exemple, on étudie la projection du champ de vecteurs u = rot[sin(2πx) sin(2πy)] en
fonction de la résolutionJ . Comme le champ est assez régulier, la pente de la courbe de l’erreur ℓ2

en fonction de la résolutionJ en échelle logarithmique donne les moments des ondelettes utilisées,
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64. CHAPITRE 1 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul surRn

ici ψ1 a 5 moments nuls tandis queψ0 a 4.
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FIGURE 1.13 – Erreur à l’échelle logarithmique de la projection derot[sin(2πx) sin(2πy)] sur
Vdiv
j

en fonction deJ . Avecψ1 générateur orthogonal de Daubechiesr = 5.
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Chapitre 2

Ondelettes à divergence nulle et
ondelettes à rotationnel nul sur[0, 1]n

Comme dans le cas de(L2(Rn))n, le principe de construction des ondelettes à divergence nulle
ou à rotationnel nul dans(L2([0, 1]n))n repose sur la construction d’une analyse multirésolution de
(L2([0, 1]n))n qui vérifie la propriété de commutation des projecteurs multi-échelles avec l’opé-
rateur de dérivation sur[0, 1]. Dans cette partie, on propose une construction pratique detelles
analyses multirésolutions. Cette construction entre dansle cadre théorique de la construction faite
par A. Jouini et P.G. Lemarié-Rieusset dans [72], toutefoiselle utilise des générateurs biortho-
gonaux quelconques alors que celle de A. Jouini et P.G. Lemarié-Rieusset utilise les générateurs
orthogonaux à supports compacts de Daubechies. L’apport essentiel de notre construction est qu’en
dépit du fait qu’elle permet d’approximer les fonctions à divergence nulle ou à rotationnel nul de
(L2([0, 1]n))n, elle fournit une nouvelle classe d’analyses multirésolutions à divergence nulle ou à
rotationnel nul avec des conditions aux limites physiques.Avant de construire les ondelettes à di-
vergence nulle sur le cube[0, 1]n, on rappelle l’essentiel des propriétés et la constructiond’analyses
multirésolution sur l’intervalle utiles pour la suite.

2.1 Analyse multirésolution sur l’intervalle

L’utilisation des analyses multirésolutions deL2(R) de la section précédente reste limitée en
pratique, puisque les signaux qu’on cherche à analyser sontde taille finie. La construction d’ana-
lyse multirésolution sur des compacts deR a fait l’objet de nombreux travaux dont on ne cite ici
que ceux qui nous ont inspirés [2, 26, 92]. Le cas qui nous intéresse est celui des analyses multiré-
solution biorthogonales, utiles pour la construction des ondelettes vecteurs à divergence nulle ou à
rotationnel nul sur le carré. La démarche que nous allons suivre dans cette section est celle de P.
Monasse et V. Perrier [95] que l’on va généraliser au cas biorthogonal de manière aisée, puis pour
la construction des ondelettes nous nous inspirons de la construction de A. Tabacco [109].
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66. CHAPITRE 2 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur [0, 1]n

2.1.1 Fonction d’échelle surR+

Soient
(
Vj(R), Ṽj(R)

)
j∈Z

deux analyses multirésolutions biorthogonalesrégulièresdeL2(R),

associées aux fonctions d’échelle conjuguéesϕ et ϕ̃ de supports compacts[n1, n2] et [ñ1, ñ2] res-
pectivement. On suppose aussi que leurs ondelettes correspondantesψ et ψ̃ ont chacune respecti-
vementr̃ et r moments nuls :∫

xqψ(x)dx = 0, q = 0, . . . , r̃ − 1 et
∫
xqψ̃(x)dx = 0, q = 0, . . . , r − 1 (2.1.1)

Dans la suite, on supposera toujours quer̃ ≥ r. Si tel n’est pas le cas, il suffit simplement d’échan-
ger le rôle entre les deux analyses multirésolutions. La construction d’analyse multirésolution sur
R+ sera donnée seulement pour la base primaire. Pour ce qui est de la base duale, on sous-entend
qu’elle sera faite de façon similaire. D’autre part, pour profiter des avantages de la symétrie il sera
préférable dans certains cas de considérer les fonctions d’échelle qui gardent le mieux cette pro-
priété par rapport à leurs supports. Pour construire une analyse multirésolution deL2(R+), l’idée
essentielle est prendre une analyse multirésolution deL2(R) et de garder toutes les fonctions de
base dont le support est inclus dansR+, puis de compléter cette base par des fonctions deL2(R)
qui permettent une reproduction polynomiale identique surR+. Soitδ0 ≥ 0 un paramètre entier et
pourj ≥ 0, on noteV int

j (R+) l’ensemble de toutes les fonctions d’échelleϕj,k telles que leurs sup-
ports soient inclus dans l’intervalle[2−jδ0,+∞[. Commeϕ est à support dans[n1, n2], un calcul
simple montre que :

V int
j (R+) = Vect{ϕj,k : k ≥ k0 = δ0 − n1} (2.1.2)

En choisissant un autre paramètreδ̃0 ≥ 0, on définit de même l’espacẽV int
j (R+). SoitVj(R)|R+

l’espace engendré par les restrictions desϕj,k àR+ :

Vj(R)|R+ = Vect{ϕj,k χR+ : k ∈ Z}

Définition 2.1.1
Une analyse multirésolution biorthogonale deL2(R+) associée au couple(ϕ, ϕ̃) est une famille
d’espaces notésVj(R+) et Ṽj(R+) telle que :
(i) Vj(R+) ⊂ Vj+1(R+) et Ṽj(R+) ⊂ Ṽj+1(R+), ∀ j ∈ Z
(ii) V int

j (R+) ⊂ Vj(R+) ⊂ Vj(R)|R+ et Ṽ int
j (R+) ⊂ Ṽj(R+) ⊂ Ṽj(R)|R+

(iii)
⋃
j∈Z Vj(R

+) et
⋃
j∈Z Ṽj(R

+) sont denses dansL2(R+)

(iv) Pour toutj ∈ Z, les espacesVj(R+) et Ṽj(R+) sont biorthogonaux pour le produit scalaire
deL2(R+).

Dans la définition des espacesVj(R+), on souhaite garder l’ordre d’approximation polynomiale
donné par les fonctions d’échelleϕ(x− k) surR. La propriété de régularité de la fonctionϕ et des
moments nuls de l’ondelette biorthogonaleψ̃ se traduisent par :

∀ x ∈ R,
xℓ

ℓ!
=
∑

k∈Z
p̃ℓ(k)ϕ(x − k), ∀ ℓ = 0, . . . , r − 1 (2.1.3)
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2.1 Analyse multirésolution sur l’intervalle 67.

Les coefficientsp̃ℓ(k) = 〈ϕ̃k, x
ℓ

ℓ! 〉 sont des polynômes de degréℓ en k et ils sont donnés par
l’équation :

p̃ℓ(k) =
ℓ∑

n=0

Cℓ−n
n!

kn (2.1.4)

avec :

Cm =

∫

R

xm

m!
ϕ̃(x)dx (2.1.5)

Les momentsCm peuvent se calculer récursivement selon l’algorithme :





C0 = 1

Cℓ =
1

2ℓ−1

∑ℓ
k=1MkCℓ−k

(2.1.6)

avec les constantesMk données par :

Mk =
1√
2

ñ2∑

m=ñ1

h̃m
mk

k!
(2.1.7)

Alors, pour toutx ∈ R+, on peut écrire :

xℓ

ℓ!
=

k0−1∑

k=1−n2

p̃ℓ(k)ϕ(x− k)χ[0,+∞[(x) +

+∞∑

k≥k0
p̃ℓ(k)ϕ(x − k), ∀ ℓ = 0, . . . , r − 1

Cette propriété de reproduction polynomiale au bord0 sera conservée dansVj(R+) grâce aux
nouvelles fonctions d’échelle de bord que l’on va définir. Par changement d’échelle, comme on va
le voir, il suffit de définir celles qui sont dansV0(R+). Ces fonctions de bord seront définies comme
étant les reproductions tronquées des monômes de degré inférieur ou égal àr− 1 par les fonctions
d’échelleϕk, telles que leurs supports rencontrent l’intervalle[0, δ0].

Définition 2.1.2
Pour0 ≤ ℓ ≤ r − 1, on définit les fonctions d’échelle de bord en0, notéesΦℓ, par :

Φℓ(x) =

k0−1∑

k=1−n2

p̃ℓ(k)ϕ(x − k)χ[0,+∞[(x), 0 ≤ ℓ ≤ r − 1 (2.1.8)

L’espaceV0(R+) est alors défini par :

V0(R
+) = Vect{Φℓ : 0 ≤ ℓ ≤ r − 1} ⊕ V ect{ϕk : k ≥ k0 = δ0 − n1} (2.1.9)
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68. CHAPITRE 2 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur [0, 1]n

De manière générale on définit dansVj(R+) les fonctionsΦj,ℓ comme étant les dilatées desΦℓ :

Φj,ℓ(x) = 2j/2Φℓ(2
jx)

D’après cette définition, il est facile de voir qu’on garde lemême nombre de fonctions d’échelle
de bord indépendamment de l’échellej choisie. Pour des explications plus précises de ce choix,
voir [86,95,109].

Remarque 2.1.1
Par construction les fonctions d’échelle de bordΦℓ conservent la propriété de reproduction poly-
nomiale et elles ont la même régularité que les fonctions de départϕk surR. Par ailleurs, il existe
d’autres constructions dans [2, 90] qui permettent de conserver d’autres propriétés telles que la
symétrie ou celle de [37] dont le souci est d’adapter la base àune topologie plus complexe. 2

Un des avantages de cette construction est que les fonctionsd’échelle de bord vérifient une
relation matricielle à deux échelles simple à exprimer. Cette relation est fondamentale dans l’im-
plémentation des algorithmes numériques. DansV0(R+) cette relation est donnée par la proposition
ci-dessous [95].

Proposition 2.1.1
(i) Pour 0 ≤ ℓ ≤ r − 1, les fonctions de bordΦℓ sont linéairement indépendantes.
(ii) Il existe une matrice notéeB de tailler× (n2 + k0 − 1) et une matrice notéeD de tailler× r
telles que : 


Φ0
...

Φr−1


 (

x

2
) = D




Φ0
...

Φr−1


 (x) +B




ϕk0
...

ϕn2+2k0−2


 (x) (2.1.10)

avec :
Di,j = δi−j/2

i−1, 1 ≤ i, j ≤ r (2.1.11)

Bi+1,j−k0+1 =
p̃i(j)

2i
−

√
2

⌊ j−n1
2

⌋∑

m=k0

p̃i(m)hj−2m (2.1.12)

pour i = 0, . . . , r − 1 et j = k0, . . . , n2 + 2k0 − 2, avec⌊x⌋ qui désigne la partie entière dex.
(iii) Les espaces(Vj(R+))j∈Z définis par :

Vj(R
+) = Vect{Φj,ℓ : 0 ≤ ℓ ≤ r − 1} ⊕ V ect{ϕj,k : k ≥ k0 = δ0 − n1} (2.1.13)

forment une analyse multirésolution deL2(R+).
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2.1 Analyse multirésolution sur l’intervalle 69.

De plus, on peut voir que :
p̃k(k)

2k
=

√
2
∑

m∈Z
p̃k(m)hk−2m (2.1.14)

ce qui permet de déduire une formule plus simple pour le calcul des termes de la matriceB :

Bi+1,j−k0+1 =
√
2

k0−1∑

m=⌊ j−n2
2

⌋

p̃i(m)hj−2m (2.1.15)

Une construction analogue à celle des espacesVj(R+), avec le paramètrẽδ0 et la fonction d’échelle
biorthogonaleϕ̃ donne une nouvelle analyse multirésolution deL2(R+) engendrée par les espaces
Ṽj(R+).

Les fonctions d’échelle intérieures des analyses multirésolutions engendrées parVj(R+) et
Ṽj(R+) vérifient :

〈ϕk, ϕ̃k′〉 = δk−k′ , ∀ k, k′ ≥ k∗ où k∗ = max{k0, k̃0} (2.1.16)

Pour avoir une analyse multirésolution biorthogonale deL2(R+), il suffit alors de biorthogonaliser
les fonctions de bord et un nombre fini de fonctions intérieures près de bord en0. Plus précisément,
on aura à rendre biorthogonaux les deux ensembles de fonctions suivants :

{Φℓ, ℓ = 0, . . . , r − 1} ∪ {ϕk, k = k0, . . . , k
∗ − 1}

et
{Φ̃ℓ, ℓ = 0, . . . , r̃ − 1} ∪ {ϕ̃k, k = k̃0, . . . , k

∗ − 1}
Pourj ∈ Z, on définit les espaces de bordV b

j (R
+) et Ṽ b

j (R
+) comme étant les espaces engendrés

par ces fonctions :

V b
j (R

+) = Vect{Φj,ℓ : 0 ≤ ℓ ≤ r − 1} ⊕Vect{ϕj,k : k = k0, . . . , k
∗ − 1} (2.1.17)

et

Ṽ b
j (R

+) = Vect{Φ̃j,ℓ : 0 ≤ ℓ ≤ r̃ − 1} ⊕Vect{ϕ̃j,k : k = k̃0, . . . , k
∗ − 1} (2.1.18)

Un calcul simple donne :
dimV b

j (R
+) = dim Ṽ b

j (R
+) (2.1.19)
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70. CHAPITRE 2 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur [0, 1]n

Remarque 2.1.2
En pratique, on impose le choix des paramètres entiersδ0 et δ̃0 tels qu’ils vérifient :

k̃0 − r̃ = k0 − r (2.1.20)

Ce choix donnek∗ = r̃ et permet d’assurer l’égalité des dimensions lors du passage sur l’intervalle
[0, 1].

Comme on a supposé̃r ≥ r, on peut ordonner les bases de fonctions déchelle deV0(R+) et Ṽ0(R+)
de la manière suivante :

V0(R
+) = Vect{Φ0, . . . ,Φr−1} ⊕Vect{ϕk∗+k−r̃, k ≥ r}

et
Ṽ0(R

+) = Vect{Φ̃0, . . . , Φ̃r̃−1} ⊕Vect{ϕ̃k∗+k−r̃, k ≥ r̃}

Si on note sans distinction ces fonctions des basesϕk et ϕ̃k en posant :

V0(R
+) = Vect{ϕk, k ≥ 0} et Ṽ0(R

+) = Vect{ϕ̃k, k ≥ 0} (2.1.21)

la relation à deux échelles (2.1.10) que vérifient les fonctions de bord combinée à celle des fonctions
intérieures fait qu’il existe des matrices notéesH et H̃ telles que l’on puisse écrire :

ϕk =

+∞∑

m=0

Hk,mϕ1,m et ϕ̃k =

+∞∑

m=0

H̃k,mϕ̃1,m (2.1.22)

Si les bases ont été biorthogonalisées, il est facile de voirque :

H · (H̃)T = I (2.1.23)

Alors la biorthogonalisation consiste à trouver les bonnesmatricesH et H̃ qui vérifient l’équation
(2.1.23) précédente.

2.1.2 Biorthogonalisation des fonctions d’échelle de bord

Les fonctions d’échelle de bord de la section précédente ne sont pas biorthogonales. Dans cette
partie nous expliquons les techniques utilisées pour obtenir des bases biorthogonales deL2(R+).
Ce problème de la biorthogonalisation de fonctions de bord pour n’importe quel type de générateur
d’analyses multirésolutions biorthogonales reste encoreun problème ouvert. En effet, on ne dispose
pas de preuve qui montre l’inversibilité de la matrice de terme général〈Φℓ, Φ̃ℓ′〉, pour les fonctions
de bord deV b

j et Ṽ b
j . On sait résoudre le problème seulement dans le cas orthogonal où la matrice

de Gram est symétrique définie positive [2, 95], ou celui des générateurs B-Splines biorthogonaux
dont une preuve est donnée dans [33]. Dans ce travail, on va présenter quelques techniques utilisées
en pratique pour remédier à ce problème.
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2.1 Analyse multirésolution sur l’intervalle 71.

On considère dans un premier temps le cas des générateurs orthogonaux, c’est à direϕ = ϕ̃ et
r = r̃. Et on noteGΦ,Φ la matrice de Gram des fonctions d’échelle de bord en0 :

[GΦ,Φ]l,k = 〈Φl,Φk〉, 0 ≤ l, k ≤ r − 1 (2.1.24)

Dans ces conditions, la matriceGΦ,Φ est symétrique définie positive. On peut procéder à une or-
thogonalisation de type Gram ou de type Gram-Schmidt [2, 95]. Pour avoir des fonctions de bord
orthogonales, dans les deux cas la méthode consiste à la recherche d’une matrice inversible notée
A qui satisfait :

I = AGΦ,ΦAT (2.1.25)

Le procédé de Gram revient à choisir la matriceA comme :

A =
(
GΦ,Φ

)− 1

2 (2.1.26)

Pour Gram-Schmidt, il suffit de considérer la décompositionde Cholesky de la matriceGΦ,Φ sui-
vante :

GΦ,Φ = LLT

Ceci n’est rien d’autre qu’une décomposition de typeLU appliquée à la matriceGΦ,Φ qui est
symétrique définie positive [20]. Alors, on pose :

A = L−1

La nouvelle famille de fonctions d’échelle de bord orthogonales, notée aussiΦℓ pour alléger la
notation, est obtenue en considérant les fonctions :




Φ0
...

Φr−1


 := A




Φ0
...

Φr−1


 (2.1.27)

Dans le cas biorthogonal, comme en généralr 6= r̃, la matriceGΦ,Φ̃ de terme général :

[GΦ,Φ̃]l,k = 〈Φl, Φ̃k〉, 0 ≤ l ≤ r − 1 et 0 ≤ k ≤ r̃ − 1 (2.1.28)

n’est plus une matrice carrée, d’où surgit une première difficulté. Même dans les cas oùr = r̃,
on ne peut s’assurer de la non-singularité de cette matrice pour n’importe quel type de générateur
d’analyse multirésolution biorthogonauxϕ et ϕ̃. Pour rendre carrée cette matrice, on ajoute des
fonctions intérieures en ajustant les paramètresδ0 et δ̃0 [2]. Ce qui revient à remplacer la matrice
GΦ,Φ̃ par celle des fonctions de bases des espacesV b

j (R
+) et Ṽ b

j (R
+) définies en(2.1.17) et

(2.1.18). Ensuite on peut tester numériquement la non-singularité de cette matrice. Si cette matrice
est inversible, la façon la plus générale de rendre les fonctions d’échelle deV b

j (R
+) et Ṽ b

j (R
+)
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72. CHAPITRE 2 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur [0, 1]n

biorthogonales est de procéder à une factorisation du typeLU sur la matrice complétée, notée
aussiGΦ,Φ̃ :

GΦ,Φ̃ = LU (2.1.29)

et pour que l’on ait :

I = AGΦ,Φ̃ÃT (2.1.30)

il suffit alors de poser :
A = L−1 et Ã = U−T (2.1.31)

Ainsi on obtient deux classes de fonctions de bord localisées en0 biorthogonales que l’on notera
encore{Φℓ}ℓ=0,...,k∗−1 et{Φ̃ℓ}ℓ=0,...,k∗−1 définies par :




Φ0
...

Φr+k∗−k0−1


 := A




Φ0
...

Φr−1

ϕk0
...

ϕk∗−1




(2.1.32)

et




Φ̃0
...

Φ̃r̃+k∗−k̃0−1


 := Ã




Φ̃0
...

Φr̃−1

ϕ̃k̃0
...

ϕ̃k∗−1




(2.1.33)

Ce choix de la biorthogonalisation n’est pas unique, d’ailleurs en pratique il est plus simple de
poser :

Ã =
(
GΦ,Φ̃

)−T
et A = I (2.1.34)

Dans ce travail, on utilisera en pratique l’orthogonalisation de type Gram(2.1.26) pour les
générateurs orthogonaux et la biorthogonalisation définieen(2.1.34) pour les générateurs biortho-
gonaux, compte tenu de leur simplicité.

Remarque 2.1.3
La base des monômesx

ℓ

ℓ! n’est pas très stable, cela augmente le conditionnement de la matrice

GΦ,Φ̃ en fonction der et r̃. Pour avoir un meilleur conditionnement, une alternative consiste à
prendre la base des polynômes de Lagrange, qui est plus stable, et d’orthonormaliser entre elles
les fonctions d’échelle de bord de la base primale et celles de la base duale [89,90]. On peut aussi
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2.1 Analyse multirésolution sur l’intervalle 73.

utiliser les polynômes de Chebychev, ce qui donne un meilleur conditionnement de la matrice en
normeL∞ [116].

2

Exemple 2.1.1
On trace sur la figure 2.1 une fonction d’échelle intérieure et les trois fonctions d’échelle de bord
en0 dans le cas du générateur orthogonal de Daubechiesϕ avecr = 3 capacité de reproduction
polynomiale. Le support deϕ est inclus dans[−r+1, r] et le paramètre entier correspond àδ0 = 2.
Un procédé de type Gram est utilisé pour orthonormaliser lesfonctions de bord.
Sur les figures 2.2 et 2.3, on trace les fonctions d’échelle intérieures biorthogonalesϕ et ϕ̃ et les
six fonctions de bords dans le cas des générateurs biorthogonaux B-Spline(3, 3). Les paramètres
des supports sontn1 = −1, n2 = 2, r = 3, ñ1 = −3, ñ2 = 4 et r̃ = 3. On a choisĩδ0 = 0 ce qui
donneδ0 = 2, et permet de minimiser le nombre des fonctionsϕ̃ modifiées au bord. On a utilisé la
biorthogonalisation définie par l’équation (2.1.34) pour biorthogonaliser les fonctions de bord.
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FIGURE 2.1 – Fonction d’échelle intérieure (1ère ligne à gauche) et les trois fonctions de bord en0.
Cas du générateur orthogonal de Daubechies à trois moments nuls.
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FIGURE 2.2 – Fonctions d’échelle biorthogonales, cas des générateurs B-Spline biorthogonaux à
trois moments nuls :r = r̃ = 3.
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FIGURE 2.3 – Fonctions d’échelle de bord biorthogonales en0. Cas des générateurs B-Spline bior-
thogonaux à trois moments nuls :r = r̃ = 3.

te
l-0

05
44

37
3,

 v
er

si
on

 1
 - 

7 
D

ec
 2

01
0



2.1 Analyse multirésolution sur l’intervalle 75.

2.1.3 Base d’ondelettes surR+

Dans cette partie, on construit les bases d’ondelettes biorthogonales associées aux fonctions
d’échelle sur la demi-droite. Pour construire ces ondelettes, il existe plusieurs façons de procéder.
Dans tous les cas on cherche des bases qui vont engendrer les espacesWj(R+) etW̃j(R+) définis
par :

Wj(R
+) = Vj+1(R

+) ∩ (Ṽj(R
+))⊥ et W̃j(R

+) = Ṽj+1(R
+) ∩ (Vj(R

+))⊥ (2.1.35)

Une conséquence directe est que :

Wj(R
+) ⊥ Ṽj(R

+) et W̃j(R
+) ⊥ Vj(R

+)

Par invariance et par dilatation, il suffit de construire lesondelettes deW0(R+). On commence
d’abord par définir les ondelettesψ(.− k) intérieures. D’après la relation à deux échelles satisfaite
par l’ondeletteψk = ψ(. − k) :

ψk(x) =

1−ñ1+2k∑

m=1−ñ2+2k

gm−2kϕ1,m(x)

on déduit directement que pour tout entierk tel que :

k ≥ p0 où p0 = ⌊ ñ2 + k0 − 1

2
⌋, (2.1.36)

les ondelettesψ(.−k) s’écrivent comme combinaison linéaire des fonctions d’échelle deV int
1 (R+),

fonctions de deV1(R+) dont le support est inclus dans l’intervalle[δ0,+∞[. On définit alors
comme pour le cas des fonctions d’échelle l’ensemble des ondelettes intérieuresW int

0 (R+) par :

W int
0 (R+) = Vect{ψ(. − k) : k ≥ p0} (2.1.37)

Les ondelettes de bord seront alors une base de l’espace qui complète les ondelettes intérieures
dansW0(R+). Plus précisément on cherche une base de l’espace :

V1(R
+) \ (V0(R+)⊕W int

0 (R+)) (2.1.38)

La dimension de l’espace qu’on cherche à engendrer par les ondelettes de bord est exactement
p0 (voir [2, 86, 90]), et les fonctions deV1(R+) reproduites par ces ondelettes de bord sont des
fonctions d’échelle intérieures [2, 90, 109]. C’est une conséquence de la relation de recomposition
(1.1.25) qu’on écrit de façon plus explicite :

√
2ϕ(2x −m) =

⌊m−ñ1
2

⌋∑

k=⌊m−ñ2
2

⌋

h̃m−2kϕ(x− k) +

⌊m+n2−1

2
⌋∑

k=⌊m+n1−1

2
⌋

g̃m−2kψ(x− k) (2.1.39)
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76. CHAPITRE 2 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur [0, 1]n

Cette dernière relation permet de dire que pour les indicesm ≥ ñ2 + 2k0 − 1, toutes les fonctions
ϕ1,m sont des combinaisons linéaires des fonctions d’échelle intérieures deV int

0 (R+) et des onde-
lettes intérieures deW int

0 (R+). Pour définir les ondelettes de bordΨℓ, il suffit de prendre une fonc-
tion sur deux parmi les fonctions d’échelle intérieures manquantes{ϕ1,k, k0 ≤ k ≤ ñ2+2k0−2}
deV1(R+), puis leur soustraire leurs projections surV0(R+) [2,90]. Ce qui permet cette première
définition des ondelettes de bord :

Définition 2.1.3
Soit p0 = ⌊ ñ2+k0−1

2 ⌋ et pour ℓ = 0, . . . , p0 − 1, les ondelettes de bordΨℓ sont définies par
l’équation :

Ψℓ(x) =
√
2
(
I − PV0(R+)

)
(ϕ(2x− kℓ)) |[0,+∞[, kℓ = 2k0 + ñ2 + 2(ℓ− p0) (2.1.40)

Ici I désigne l’opérateur identité.

Proposition 2.1.2
Pour0 ≤ ℓ ≤ p0 − 1, les ondelettesΨℓ forment une famille libre de dimensionp0. En plus on a :

Vect{Ψℓ : 0 ≤ ℓ ≤ p0 − 1} ⊥ Ṽ0(R
+) (2.1.41)

Preuve :
Nous allons montrer seulement que cette famille est libre, le reste se déduit de la construction des
Ψℓ. Pour cela, il suffit juste d’utiliser la définition :

p0−1∑

ℓ=0

λℓΨℓ =

p0−1∑

ℓ=0

λℓϕ1,kℓ −
p0−1∑

ℓ=0

λℓPV0(R+)(ϕ1,kℓ) (2.1.42)

CommePV0(R+)(ϕ1,kℓ) ∈ V0(R+) ⊂ V1(R+), alors on peut écrire :

PV0(R+)(ϕ1,kℓ) =
∑

k≥0

αℓkϕ1,k

où on a notéϕ1,k les fonctions deV1(R+) sans distinction. En substituant cette dernière relation
dans(2.1.42), on trouve :

p0−1∑

ℓ=0

(
λℓ −

p0−1∑

k=0

λkα
k
kℓ

)
ϕ1,kℓ −

∑

k 6=kℓ

(
p0−1∑

ℓ=0

λℓα
ℓ
k

)
ϕ1,k

Une combinaison linéaire des fonctionsΨℓ est nulle, si et seulement si, pour toutk 6= kℓ et 0 ≤
ℓ ≤ p0 − 1, on a :

λℓ −
p0−1∑

k=0

λkα
k
kℓ

= 0 et
p0−1∑

ℓ=0

λℓα
ℓ
k = 0
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2.1 Analyse multirésolution sur l’intervalle 77.

De part leurs définitions, les coefficients(αℓk) ne sont pas nuls, et ils ne peuvent pas êtres tous
proportionnels ou égaux à la fois. Alors, la seule solution qui soit compatible aux deux systèmes
précédents estλℓ = 0, 0 ≤ ℓ ≤ p0 − 1. Ce qui montre le résultat. �

Remarque 2.1.4
L’idée de prendre une fonction sur deux parmi les fonctions manquantes, proposée pour la première
fois dans [2], vient du fait que si l’on écrit la relation de recomposition pourk = k0, . . . , ñ2 +
2k0 − 2, on retrouve cette série d’égalités :

ϕ1,ñ2+2k0−2 = h̃ñ2
ϕ0,k0−1 + h̃ñ2−2ϕ0,k0 + h̃ñ2−4ϕ0,k0+1 + . . .

ϕ1,ñ2+2k0−3 = h̃ñ2−1ϕ0,k0−1 + h̃ñ2−3ϕ0,k0 + h̃ñ2−5ϕ0,k0+1 + . . .

ϕ1,ñ2+2k0−4 = h̃ñ2
ϕ0,k0−2 + h̃ñ2−2ϕ0,k0−1 + h̃ñ2−4ϕ0,k0 + . . .

et ainsi de suite. Comment se termine cette série dépend de laparité dek0 − ñ2. Sik0 − ñ2 = 2t0,
on retrouve finalement :

ϕ1,k0+1 = h̃ñ2−1ϕ0,t0+1 + h̃ñ2−3ϕ0,t0+2 + h̃ñ2−5ϕ0,t0+3 + . . .

ϕ1,k0 = h̃ñ2
ϕ0,t0 + h̃ñ2−2ϕ0,t0+1 + h̃ñ2−4ϕ0,t0+2 + . . .

par contre sik0 − ñ2 = 2t0 − 1, on retrouve :

ϕ1,k0+1 = h̃ñ2
ϕ0,t0 + h̃ñ2−2ϕ0,t0+1 + h̃ñ2−4ϕ0,t0+2 + . . .

ϕ1,k0 = h̃ñ2−1ϕ0,t0 + h̃ñ2−3ϕ0,t01 + h̃vn2−5ϕ0,t0+2 + . . .

L’apport de la correction grossière sur les fonctions intérieures assure leur indépendance linéaire
vis à vis des autres fonctions non choisies dansV1(R+). 2

Par une procédure analogue, on construitp̃0 = ⌊n2+k̃0−1
2 ⌋ ondelettes de bord dans l’analyse

multirésolution duale et on définit l’espacẽW0(R+) de façon similaire. Soitp∗ l’entier défini par :

p∗ = max{p0, p̃0} (2.1.43)

Par analogie au cas des fonctions d’échelle, on définit les familles d’ondelettes de bord suivantes :

{Ψℓ; ℓ = 0, . . . , p0 − 1} ∪ {ψ(. − k); k = p0, . . . , p
∗ − 1} (2.1.44)

et
{Ψ̃ℓ; ℓ = 0, . . . , p̃0 − 1} ∪ {ψ̃(.− k); k = p̃0, . . . , p

∗ − 1} (2.1.45)
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78. CHAPITRE 2 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur [0, 1]n

De même, on définit les espaces d’ondelettes de bordW b
0 (R

+) etW̃ b
0 (R

+) par :

W b
0 (R

+) = Vect{Ψℓ; ℓ = 0, . . . , p0 − 1} ⊕Vect{ψ(. − k); k = p0, . . . , p
∗ − 1} (2.1.46)

et

W̃ b
0 (R

+) = Vect{Ψ̃ℓ; ℓ = 0, . . . , p̃0 − 1} ⊕Vect{ψ̃(.− k); k = p̃0, . . . , p
∗ − 1} (2.1.47)

On adapte aussi les définitions desW int
0 (R+) et W̃ int

0 (R+) comme pour le cas des fonctions
d’échelle.

Nouvelle définition d’ondelettes de bord

La définition 2.1.3 des ondelettes de bord peut engendrer desfiltres de bord dont les supports
peuvent devenir très grands en fonction dep∗. Ce qui augmente la complexité de l’algorithme de
transformée en ondelettes rapide sur l’intervalle : au bordon fait une multiplication matrice-vecteur.
D’où l’intérêt d’avoir des filtres de bord bien localisés. Par construction, on voit que les ondelettes
de bord deW b

0 (R
+) sont biorthogonales aux autres fonctions d’échelle intérieures deṼ0(R+),

mais on ne peut pas garantir leur biorthogonalité vis à vis des autres ondelettes intérieures de
W̃0(R+). Pour résoudre ce problème, on propose une nouvelle définition des ondelettes de bordΨℓ

deW b
0 (R

+), en leur enlevant leurs projections sur les ondelettes intérieures deW̃ int
0 (R+) [109] :

Définition 2.1.4

Ψℓ(x) :=
√
2
(
I − PV0(R+) −Q0

)
(ϕ(2x − kℓ)) |[0,+∞[ ℓ = 0, . . . , p0 − 1 (2.1.48)

Ici Q0 est l’opérateur de projection sur les ondelettes intérieures deW int
0 (R+) :

Q0(f) =
∑

k≥p∗
〈f, ψ̃k〉ψk (2.1.49)

On procède de même pour les ondelettesΨ̃ℓ. La propriété de biorthogonalité est toujours conservée
entre les ensembles des ondelettes intérieures de deux analyses multirésolution surR+. Pour rendre
biorthogonales les ondelettes de bord deW b

0 (R
+) et W̃ b

0 (R
+), il est possible de procéder comme

pour les fonctions d’échelle. On va chercher une matrice notéeE qui satisfait la condition :

EGΨ,Ψ̃ẼT = I (2.1.50)

avec
[GΨ,Ψ̃]k,l = 〈Ψk, Ψ̃l〉, 0 ≤ k, l ≤ p∗ − 1 (2.1.51)
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2.1 Analyse multirésolution sur l’intervalle 79.

Remarque 2.1.5
L’existence d’une telle matriceE est assurée par l’inversibilité de la matriceGΨ,Ψ̃. Celle-ci est
obtenue dès que la matriceGΦ,Φ̃ des fonctions d’échelle est inversible [2]. 2

On note sans distinction les ondelettes deW0(R+) et W̃0(R+) parψk et ψ̃k respectivement et on
pose :

W0(R
+) = Vect{ψk, k ≥ 0} et W̃0(R

+) = Vect{ψ̃k, k ≥ 0} (2.1.52)

Les ondelettes de bord ainsi définies vérifient une relation àdeux échelle :

Proposition 2.1.3
Il existe des matrices notéesG et G̃ telles que, pour toutk ≥ 0, on a :

ψm =
+∞∑

k=0

Gm,kϕ1,k et ψ̃m =
+∞∑

k=0

G̃m,kϕ̃1,k (2.1.53)

oùϕ1,k et ϕ̃1,k sont les fonctions d’échelle deV1(R+) et Ṽ1(R+) notées avec la convention faite
en(2.1.22).

La proposition 2.1.3 va se déduire des calculs que nous allons détailler ci-dessous. Ces calculs
vont justifier aussi le choix de la deuxième définition 2.1.4 pour la construction des ondelettes de
bord. On commence par calculer les coefficients de la projection PV0(R+)(ϕ1,kℓ), et pour cela on
utilise les notations de l’équation (2.1.21) :

PV0(R+)(ϕ1,kℓ) =
∑

k≥0

〈ϕ1,kℓ , ϕ̃k〉ϕk (2.1.54)

Pour0 ≤ ℓ ≤ p0 − 1, on définit les indiceskℓ suivants :

kℓ = 2k0 + ñ2 + 2(ℓ− p0), 0 ≤ ℓ ≤ p0 − 1

Par construction, on akℓ ≥ k0, ce qui permet de déduire :

〈ϕ1,kℓ , ϕ̃k〉 =
+∞∑

n=0

H̃k,n〈ϕ1,kℓ , ϕ̃1,n〉 = H̃k,kℓ−k∗+r̃ (2.1.55)

et
Q0(ϕ1,kℓ) =

∑

k≥p∗
g̃kℓ−2kψk (2.1.56)

On définit les filtres de bord associés aux ondelettes de bordΨℓ et Ψ̃ℓ par :

Ψℓ =

+∞∑

k=0

Gℓ,kϕ1,k, 0 ≤ ℓ ≤ p0 − 1 et Ψ̃ℓ =

+∞∑

k=0

G̃ℓ,kϕ̃1,k, 0 ≤ ℓ ≤ p̃0 − 1 (2.1.57)
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80. CHAPITRE 2 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur [0, 1]n

Si on insère les résultats des projectionsPV0(R+)(ϕ1,kℓ) etQ0(ϕ1,kℓ) dans la définition 2.1.4 des

ondelettes de bord, on trouve des expressions analytiques pour les filtresG et G̃ au bord. Ces
expressions correspondent aux :

Gℓ,k = δkℓ−k∗+r̃,k −
∑

n≥0

H̃n,kℓ−k∗+r̃Hn,k −
∑

n≥p∗
g̃kℓ−2ngk+k∗−r̃−2n, 0 ≤ ℓ ≤ p0 − 1

et

G̃ℓ,k = δk̃ℓ−k∗+r̃,k −
∑

n≥0

Hn,k̃ℓ−k∗+r̃H̃n,k −
∑

n≥p∗
gk̃ℓ−2ng̃k+k∗−r̃−2n, 0 ≤ ℓ ≤ p̃0 − 1

Ces deux dernières relations se simplifient si on insère la relation de biorthogonalité discrète ci-
dessous : ∑

n∈Z
(h̃k−2nhm−2n + g̃k−2ngm−2n) = δk−m, (2.1.58)

compte tenu de la définition des filtres des fonctions d’échelleH et H̃ pour les valeurs dek ≥ r̃ :

∀ k ≥ r̃, Hk,n = hn+r̃−k∗−2k et H̃k,n = h̃n+r̃−k∗−2k (2.1.59)

On retrouve finalement ces expressions, beaucoup plus simples à évaluer numériquement, pour les
filtres d’ondelettesG et G̃ au bord :

Gℓ,k = −
r̃−1∑

n=0

H̃n,kℓ−k∗+r̃Hn,k +
∑

n≤k∗−1

h̃kℓ−2nhk+k∗−r̃−2n +
∑

n≤p∗−1

g̃kℓ−2ngk+k∗−r̃−2n,

et

G̃ℓ,k = −
r̃−1∑

n=0

Hn,k̃ℓ−k∗+r̃H̃n,k +
∑

n≤k∗−1

hk̃ℓ−2nh̃k+k∗−r̃−2n +
∑

n≤p∗−1

gk̃ℓ−2ng̃k+k∗−r̃−2n

L’intérêt de ces deux dernières relations, est de voir qu’ona une limite supérieure pour la taille des
filtresG et G̃ aux bords. On voit aussi que cette limite est conditionnée par la taille des filtresH et
H̃ des fonctions d’échelle au bord [109].
Comme on a supposé les bases deV1(R+) et Ṽ1(R+) biorthogonales pour faire ces calculs, par
simple substitution, on voit que le calcul de la matrice de Gram des ondelettesψk et ψ̃k revient à
calculer le produit des matrices suivant :

GΨ,Ψ̃ = G.G̃T (2.1.60)

Le calcul de la matrice de Gram des ondelettes de bord, pour labiorthogonalisation, revient alors
à calculer les(p∗, p∗) termes de la matriceG.G̃T . En pratique, ce calcul ne pose pas de problème
dans la mesure où on connaît les expressions analytiques.
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2.1 Analyse multirésolution sur l’intervalle 81.

Exemple 2.1.2
On trace les ondelettes associées aux fonctions d’échellesde l’exemple 2.1.1. Sur la figure 2.4,
on trace l’ondelette intérieure et les trois ondelettes de bord. De même on trace les ondelettes
intérieures biorthogonalesψ et ψ̃ sur la figure 2.5, ainsi que les trois ondelettes de bord primaires
et les trois ondelettes biorthogonales sur la figure 2.5.
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FIGURE 2.4 – Ondelette intérieure et les trois ondelettes de bord en0. Cas du générateur orthogonal
de Daubechies(r = 3) associé aux fonctions d’échelle de la figure Fig2.1.
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FIGURE 2.5 – Ondelettes biorthogonales associées aux générateursB-Spline à trois moments nuls :
r = r̃ = 3.
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82. CHAPITRE 2 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur [0, 1]n
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FIGURE 2.6 – Ondelettes de bord biorthogonales en0 associées aux générateurs B-Spline à trois
moments nuls :r = r̃ = 3.

2.2 Passage à l’intervalle[0, 1]

Nous allons voir comment adapter la construction faite surR+ au cas de l’intervalle[0, 1]. On
commence par introduire l’opérateur de changement de variable notéT de [95] qui permet de faire
une symétrisation de la construction entre l’intervalle[0,+∞[ et l’intervalle ]−∞, 1] :

∀ f ∈ L2(R), ∀ x ∈ R, T f(x) = f(1− x) (2.2.1)

A l’aide de ce changement de variable, on définit des nouvelles fonctions d’échelleTϕ etT ϕ̃ sur
R. Il est facile de vérifier queTϕ etT ϕ̃ ont respectivement[1−n2, 1−n1] et [1− ñ2, 1− ñ1] pour

te
l-0

05
44

37
3,

 v
er

si
on

 1
 - 

7 
D

ec
 2

01
0



2.2 Passage à l’intervalle[0, 1] 83.

supports et que ces nouvelles fonctions sont biorthogonales entre elles :
∫ +∞

−∞
TϕkT ϕ̃ldx =

∫ +∞

−∞
ϕ(1 − x− k)ϕ̃(1− x− l)dx = δk,l, ∀k, l ∈ Z (2.2.2)

Avec les fonctionsTϕ et T ϕ̃ on construit une nouvelle analyse multirésolution biorthogonale de
L2(R+) de la façon décrite dans la section précédente. Pour avoir une analyse multirésolution de
L2(] − ∞, 1]), il suffit tout simplement d’appliquer l’opérateurT à cette nouvelle analyse mul-
tirésolution. Alors, la construction d’une analyse multirésolution deL2([0, 1]) se fait en gardant
un nombre fini de fonctions bien choisies qui sont dans les deux analyses multirésolution de
L2([0,+∞[) et L2(] − ∞, 1]). Pour être plus précis, on se fixe un couple de paramètres entiers
(δ0, δ1). Comme les fonctions d’échelleϕj,k sont à supports compacts, il existe un entierj ≥ 0 tel
que, au moins une de ces fonctions a son support inclus dans l’intervalle[ δ0

2j
, 1− δ1

2j
]. En raisonnant

sur la taille des supports, par simple calcul, on voit que :

n2 − n1
2j

≤ 1− δ1
2j

− δ0
2j

⇒ j ≥ log2(n2 + δ1 + δ0 − n1) (2.2.3)

Soit jmin le plus petit des entiers positifs tels que l’équation (2.2.3) ait lieu. Pourj > jmin assez
grand, on peut définir les ensembles d’indices suivants :
L’ensembleSintj d’indices des fonctions dont les supports sont inclus dans l’intervalle [ δ0

2j
, 1− δ1

2j
] :

Sintj = {k0 ≤ k ≤ 2j − k1}

où on a posé :
k0 = δ0 − n1 et k1 = δ1 + n2 (2.2.4)

L’ensembleS♭j d’indices des fonctions dont les supports rencontrent l’intervalle [0, δ0
2j
] et l’en-

sembleS♯ d’indices des fonctions dont les supports rencontrent l’intervalle[1− δ1
2j
, 1] :

S♭j = {1− n2 ≤ k ≤ k0 − 1} et S♯j = {2j − δ1 − n2 + 1 ≤ k ≤ 2j − n1 − 1}

La propriété de reproduction polynomiale des fonctionsϕj,k fait que, pour toutx ∈ [0, 1], 0 ≤ ℓ ≤
r − 1 et j > jmin, on a :

2j/2(2jx)ℓ

ℓ!
=
∑

k∈S♭
j

〈x
ℓ

ℓ!
, ϕ̃k〉ϕj,k(x)χ[0,1] +

∑

k∈Sint
j

〈x
ℓ

ℓ!
, ϕ̃k〉ϕj,k(x) +

∑

k∈S♯
j

〈x
ℓ

ℓ!
, ϕ̃k〉ϕj,k(x)χ[0,1]

(2.2.5)
Ce qui permet de définir les fonctions d’échelle de bord en0 notéesΦ♭j,ℓ = 2j/2Φ♭ℓ(2

j .) et celles

en1 notéesΦ♯j,ℓ = 2j/2Φ♯ℓ(2
j .), pour toutx ∈ [0, 1], 0 ≤ ℓ ≤ r − 1 et j > jmin, par :

2j/2(2jx)ℓ

ℓ!
= 2j/2Φ♭ℓ(2

jx) +
∑

k∈Sint
j

p̃ℓ(k) ϕj,k(x) + 2j/2Φ♯ℓ(2
j(1− x)) (2.2.6)
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84. CHAPITRE 2 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur [0, 1]n

Remarque 2.2.1
Les fonctions d’échelle de bordΦ♯j,ℓ correspondent aux fonctions d’échelle de bord de l’analyse

multirésolution deL2(]−∞, 0]) construite avecTϕ etT ϕ̃. 2

Pour construire l’analyse multirésolution biorthogonale, on introduit des nouveaux paramètres
(δ̃0, δ̃1) tels que :

k̃0 − r̃ = k0 − r et k̃1 − r̃ = k1 − r (2.2.7)

pour assurer l’égalité des dimensions. De même, pourj > j̃min assez grand on construit de manière
analogue une analyse multirésolution de[0, 1], de nouveaux paramètresk̃0 et k̃1, en remplaçantϕ
parϕ̃ et r par r̃. On noteVj([0, 1]) et Ṽj([0, 1]) les espaces issus de ces deux analyses multirésolu-
tion :

Vj([0, 1]) = Vect{Φ♭j,ℓ}0≤ℓ≤r−1 ⊕Vect{ϕj,k; k ∈ S int
j } ⊕Vect{Φ♯j,ℓ}0≤ℓ≤r−1 (2.2.8)

Ṽj([0, 1]) = Vect{Φ̃♭j,ℓ}0≤ℓ≤r̃−1 ⊕Vect{ϕ̃j,k; k ∈ S̃ int
j } ⊕Vect{Φ̃♯j,ℓ}0≤ℓ≤r̃−1 (2.2.9)

On biorthogonalise les bases deVj([0, 1]) et Ṽj([0, 1]) comme décrit précédemment.

Proposition 2.2.1
Soient(δ0, δ1) et (δ̃0, δ̃1) deux couples d’entiers positifs qui vérifient l’équation (2.2.7). Pourj >
max{jmin, j̃min} assez grand, où :

jmin > log2(k1 + k0 − 2) et j̃min > log2(k̃1 + k̃0 − 2), (2.2.10)

les espacesVj([0, 1]) et Ṽj([0, 1]) forment une analyse multirésolution biorthogonale deL2([0, 1])
au sens de la définition 2.1.1.

Cette proposition a été démontrée par L. Andersson et al. dans [2] et reprise plus en détail par R.
Masson dans [90].

La base d’ondelettes associée est aussi constituée des ondelettes de bord en 0, des ondelettes
internes et des ondelettes de bord en 1. Une fois qu’on a définiles ondelettes internes, comme on
est en dimension finie, il est plus facile de calculer le nombre d’ondelettes à rajouter à chaque bord.

Remarque 2.2.2
Comme les paramètres(δ0, δ1) et (δ̃0, δ̃1) vérifient (2.2.7), un calcul direct donne :

dim(Vj([0, 1])) = 2j − k1 − k0 + 1 + 2r = 2j − k̃1 − k̃0 + 1 + 2r̃ = dim(Ṽj([0, 1])) (2.2.11)

Ce qui permet de déduire :

dim(Wj([0, 1])) = dim(Vj+1([0, 1])) − dim(Vj([0, 1])) = 2j (2.2.12)

2
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2.2 Passage à l’intervalle[0, 1] 85.

Pour définir les ondelettes internes, une démarche analogueà celle surR+ permet de définir
W int
j ([0, 1]) comme :

W int
j ([0, 1]) = Vect{ψk; p0 ≤ k ≤ 2j − p1 − 1} (2.2.13)

avec :

p0 = ⌊ ñ2 + k0 − 1

2
⌋ p1 = ⌊k1 − ñ1 + 1

2
⌋

Ce calcul est bien compatible avec le résultat annoncé surR+. En fait, il est démontré dans [90]
que pour avoir une base de l’espace d’ondelettes sur[0, 1] notéWj([0, 1]), il suffit de rajouter
p0 ondelettes de bord notéesΨ♭

j,ℓ en 0 et p1 ondelettes de bord notéesΨ♯
j,ℓ en 1 aux ondelettes

intérieures deW int
j ([0, 1]). La construction de ces ondelettes de bords utilise la définition 2.1.4,

que ce soit au bord 0 ou au bord 1. De même, on construit l’espace W̃ int
j ([0, 1]) de paramètres̃p0

et p̃1, et les ondelettes de bords̃Ψ♭
j,ℓ et Ψ̃♭

j,ℓ. Les espaces d’ondelettes biorthogonauxWj([0, 1]) et

W̃j([0, 1]) correspondent aux :

Wj([0, 1]) = Vect{Ψ♭
j,ℓ}0≤ℓ≤p0−1 ⊕W int

j ([0, 1]) ⊕Vect{Ψ♯
j,ℓ}0≤ℓ≤p1−1

et
W̃j([0, 1]) = Vect{Ψ̃♭

j,ℓ}0≤ℓ≤p̃0−1 ⊕ W̃ int
j ([0, 1]) ⊕Vect{Ψ̃♯

j,ℓ}0≤ℓ≤p̃1−1

Exceptées les ondelettes intérieures, les ondelettes de bords deWj([0, 1]) et W̃j([0, 1]) ne sont
pas biorthogonales. Pour avoir des bases d’ondelettes biorthogonales, on utilise la technique de
biorthogonalisation décrite dans le cas des fonctions d’échelle.

Exemple 2.2.1On trace les fonctions d’échelle de bord orthogonales en1 ainsi que les ondelettes
associées au générateur de l’exemple 2.1.1. Pour les générateurs biorthogonaux, il suffit de prendre
leurs symétriques.
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86. CHAPITRE 2 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur [0, 1]n
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FIGURE 2.7 – Fonctions d’échelle de bord en1 (1ère colonne) et ondelettes de bord en1 (2ème

colonne), en allant de la gauche vers la droite. Cas de générateur orthogonal de Daubechies(r = 3).

2.2.1 Prise en compte des conditions aux limites

Dans les simulations numériques, les conditions aux limites imposées à la solution du problème
sont souvent de type Dirichlet ou Neumann. On peut aussi vouloir imposer des conditions aux
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2.2 Passage à l’intervalle[0, 1] 87.

limites mixtes de type Robin. Comme on veut générer des espaces vectoriels, on suppose alors que
les conditions aux limites sont homogènes. Pour simplifier,on va traiter seulement le cas du bord
0, par symétrie on déduit les résultats du bord1.

Considérons une analyse multirésolution deL2([0, 1]) qui dispose der > 0 capacité de repro-
duction polynomiale. Si on veut résoudre un problème avec des conditions aux limites homogènes
du type :

dkf

dxk
(0) = 0, ∀ k ≤ r − 1 (2.2.14)

il suffit de trouver une approximation def dansVj([0, 1) qui vérifie la condition 2.2.14. Or, par
construction, les fonctions d’échelle de bordΦ♭j,ℓ sont polynomiales de degréℓ en 0. Pour tout
k ≤ r− 1, si on enlève de la base deVj([0, 1) la fonction de bord de degréℓ = k en 0, on constate
que les dérivées d’ordrek des autres fonctions de bord restantes sont nulles en 0 : c’est soit une
combinaison des dérivées des fonctions intérieures siℓ < k, soit ce sont des polynômes de degré
(ℓ − k) en 0 siℓ > r. Ainsi, dansVj([0, 1]) pour imposer la condition 2.2.14, on retire de la base
de Vj([0, 1]) la fonction de bordΦ♭j,k, d’indice ℓ = k : cela avant biorthogonalisation [17, 95].

On procède de même dans̃Vj([0, 1]) pour avoir l’égalité de dimension. On obtient alors deux
analyses multirésolution deL2([0, 1]) qui vérifient chacune l’équation (2.2.14). Dans tous les cas,
on garde l’égalité des dimensions en retirant autant de fonctions deṼj([0, 1]) que celles enlevées
deVj([0, 1]).
En gardant les notations de la section précédente, une analyse multirésolution biorthogonale de
L2([0, 1]) qui vérifie (2.2.14) est engendrée par les espaces :

V
(k)
j ([0, 1]) = {Φ♭j,ℓ}0≤ℓ≤r−1,ℓ 6=k ⊕ {ϕj,k}k0≤k≤2j−k1 ⊕ {Φ♯j,ℓ}0≤ℓ≤r−1

Ṽ
(k)
j ([0, 1]) = {Φ̃♭j,ℓ}0≤ℓ≤r̃−1,ℓ 6=k ⊕ {ϕ̃j,k}k̃0≤k≤2j−k̃1 ⊕ {Φ̃♯j,ℓ}0≤ℓ≤r̃−1

Le nombre d’ondelettes de bord deW (k)
j ([0, 1]) et W̃ (k)

j ([0, 1]) reste inchangé par rapport au

nombre d’ondelettes de bords deWj([0, 1]) et W̃j([0, 1]). De plus, les ondelettes de bord de

W
(k)
j ([0, 1]) et W̃ (k)

j ([0, 1]) vérifient les conditions aux limites par construction.

Remarque 2.2.3
Dans le cas de conditions aux limites non homogènes, en pratique pour construire les opérateurs
de relèvement, on utilise les techniques décrites dans [90]. 2

Exemple 2.2.2
Comme exemple de fonctions d’échelle et ondelettes avec conditions aux limites, on reprend celui
de générateur orthogonal de Daubechiesr = 3 présenté précédemment. On garde les mêmes
paramètres entiers que dans les exemples précédents. En imposant Dirichlet homogène, on obtient
deux fonctions d’échelle et trois ondelettes à chaque bord.Sur la figure 2.8 on trace les fonctions
d’échelle et sur la figure 2.9 on trace les ondelettes, satisfaisant les conditions aux limites de
Dirichlet homogènes en0 et en1.
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88. CHAPITRE 2 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur [0, 1]n
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FIGURE 2.8 – Fonctions d’échelle de bord avec condition de Dirichlet homogène en0 (1ère ligne)
et en1 (2ème ligne). Cas du générateur orthogonal de Daubechies à trois moments nuls(r = 3).
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2.2 Passage à l’intervalle[0, 1] 89.
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FIGURE 2.9 – Ondelettes de bord avec condition de Dirichlet homogène en0 (1ère colonne) et en
1 (2ème colonne). Cas du générateur orthogonal de Daubechies à trois moments nuls(r = 3).
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90. CHAPITRE 2 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur [0, 1]n

2.3 Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur
[0, 1]n

Dans cette partie, nous allons présenter une construction pratique d’ondelettes vecteurs à di-
vergence nulle ou à rotationnel nul sur[0, 1]n, qui peuvent vérifier des conditions aux limites phy-
siques. La démarche à suivre est identique à celle décrite dans le cas de la construction surRn. Les
étapes principales de cette construction sont :

- Construction sur[0, 1] d’analyses multirésolution biorthogonales notéesV 1
j ([0, 1]) et Ṽ 1

j ([0, 1]),
avecV 1

j ([0, 1]) dérivable.

- Construction sur[0, 1] d’analyses multirésolution biorthogonales notéesV 0
j ([0, 1]) et Ṽ 0

j ([0, 1])

reliées àV 1
j ([0, 1]) et Ṽ 1

j ([0, 1]) par dérivation, telles que les projecteurs biorthogonaux associés
commutent avec l’opérateur de dérivation de la façon suivante :

d

dx
◦ P1

j = P0
j ◦

d

dx
et

d

dx
◦ Q1

j = Q0
j ◦

d

dx
(2.3.1)

- Construction d’analyse multirésolution vectorielle~Vj de (L2([0, 1]n))n, qui permet l’étude de
fonctions à divergence nulle ou à rotationnel nul sur[0, 1]n, par combinaison et produit tensoriel
deV 1

j ([0, 1]) etV 0
j ([0, 1]).

- Construction dans l’analyse multirésolution~Vj des fonctions d’échelle et ondelettes vecteurs
à divergence nulle ou à rotationnel nul, selon le cas.

2.3.1 Analyse multirésolution et commutation des projecteurs multi-échelles avec
l’opérateur de dérivation sur [0, 1]

La construction d’analyses multirésolutions reliées par dérivation a été déjà faite par A. Jouini
et P-G. Lemarié-Rieusset dans [72] à partir des générateursorthogonaux de Daubechies. Ici on
va présenter l’essentiel des résultats de [72], en l’étendant au cas de générateurs biorthogonaux
quelconques.

On considère deux paires de générateurs biorthogonaux(ϕ1, ϕ̃1) et(ϕ0, ϕ̃0), supposées vérifier
les relations de dérivation de la proposition 1.4.1. Avec des paramètres entiers(δ0, δ1) et (δ̃0, δ̃1),
on construit deux analyses multirésolution biorthogonales deL2([0, 1]), de la façon décrite à la
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2.3 Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur[0, 1]n 91.

section 2.2, et on noteV 1
j ([0, 1]) et Ṽ 1

j ([0, 1]) les espaces associés :

V 1
j ([0, 1]) = Vect{Φ1♭

j,ℓ}0≤ℓ≤r−1 ⊕Vect{ϕ1
j,k}k0≤k≤2j−k1 ⊕Vect{Φ1♯

j,ℓ}0≤ℓ≤r−1

Ṽ 1
j ([0, 1]) = Vect{Φ̃1♭

j,ℓ}0≤ℓ≤r̃−1 ⊕Vect{ϕ̃1
j,k}k̃0≤k≤2j−k̃1 ⊕Vect{Φ̃1♯

j,ℓ}0≤ℓ≤r̃−1

En gardant les mêmes paramètres(δ0, δ1) utilisés dans la construction deV 1
j ([0, 1]), on construit

l’analyse multirésolution deL2([0, 1]) associée àϕ0 et d’espaceV 0
j ([0, 1]) telle que :

dimV 0
j ([0, 1]) = dimV 1

j ([0, 1]) − 1 (2.3.2)

La relation(2.3.2) est une conséquence de la proposition 1.4.1 et de propriétéssuivantes :

Propriété 2.3.1
Soient(ϕ1, ϕ̃1) et(ϕ0, ϕ̃0) deux paires de générateurs biorthogonaux à support compactet reliées
par dérivation/intégration :

d

dx
ϕ1(x) = ϕ0(x)− ϕ0(x− 1) et

∫ x+1

x
ϕ̃1(t)dt = ϕ̃0(x)

Alors, on a :
(i) Relation entre les supports

Supp ϕ1 = [n1, n2] ⇒ Supp ϕ0 = [n1, n2 − 1]

Supp ϕ̃1 = [ñ1, ñ2] ⇒ Supp ϕ̃0 = [ñ1 − 1, ñ2]

(ii) Moments nuls
∫

R
xkψ̃1(x)dx = 0, 0 ≤ k ≤ r − 1 ⇒

∫

R
xkψ̃0(x)dx = 0, 0 ≤ k ≤ r − 2

∫

R
xkψ1(x)dx = 0, 0 ≤ k ≤ r̃ − 1 ⇒

∫

R
xkψ0(x)dx = 0, 0 ≤ k ≤ r̃

De plus, ces propriétés font que si l’on construit l’espaceṼ 0
j ([0, 1]) avec les mêmes paramètres

(δ̃0, δ̃1) queṼ 1
j ([0, 1]), on a :

dim Ṽ 0
j ([0, 1]) = dim Ṽ 1

j ([0, 1]) + 1 (2.3.3)

En imposant une condition de Dirichlet homogène dansṼ 0
j ([0, 1]), ce qui revient à enlever deux

fonctions de bord dont une en0 et l’autre en1, on a :

dimV 0
j ([0, 1]) = Ṽ 0

j ([0, 1]) (2.3.4)

Alors, on construit ainsi un espace biorthogonal àV 0
j ([0, 1]) dansL2([0, 1]).
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92. CHAPITRE 2 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur [0, 1]n

Proposition 2.3.1
SoientV 1

j ([0, 1]) et V 0
j ([0, 1]) deux analyses multirésolution deL2([0, 1]) construites avec les

mêmes paramètres entiers(δ0, δ1) et dont les générateurs(ϕ1, ϕ0) associés sont reliés par dé-
rivation :

d

dx
ϕ1(x) = ϕ0(x)− ϕ0(x− 1)

Pour0 ≤ ℓ ≤ r− 1, les fonctions d’échelle de bord deV 1
j ([0, 1]), définies par(2.2.6), sont reliées

à celles deV 0
j ([0, 1]) par :

2−j(Φ1♭
j,0)

′ = −ϕ0
j,k0

, 2−j(Φ1♭
j,ℓ)

′ = Φ0♭
j,ℓ−1 − p̃1ℓ(k0 − 1) ϕ0

j,k0

2−j(Φ1♯
j,0(1− .))′ = ϕ0

j,2j−k1+1
, 2−j(Φ1♯

ℓ (1− .))′ = Φ0♯
j,ℓ−1

(1− .) + p̃1ℓ(2
j − k1 + 1) ϕ0

j,2j−k1+1

(2.3.5)
De même, pour0 ≤ ℓ ≤ r̃, les fonctions d’échelle de bords de leurs espaces biorthogonaux
respectifsṼ 1

j ([0, 1]) et Ṽ 0
j ([0, 1]) construits avec les mêmes paramètres(δ̃0, δ̃1) vérifient :

2−j(Φ̃0♭
j,0)

′ = −ϕ̃1

j,k̃0

, 2−j(Φ̃0♭
j,ℓ)

′ = Φ̃1♭
j,ℓ−1

− p0ℓ(k̃0) ϕ̃
1

j,k̃0

2−j(Φ̃0♯
j,0(1 − .))′ = ϕ̃1

j,2j−k̃1

, 2−j(Φ̃0♯
j,ℓ(1− .))′ = Φ̃1♯

j,ℓ−1
(1− .) + p0ℓ(2

j − k̃1)ϕ̃
1

j,2j−k̃1

(2.3.6)

Preuve :
Pour démontrer cette proposition, il suffit juste de différentier la relation de reconstruction poly-
nomiale sur[0, 1], dans chacun des cas. On va démontrer seulement la relation 2.3.5, la deuxième
se démontre de la même façon. Le casℓ = 0 est évident, c’est une propriété des supports. Pour
ℓ = 1, . . . , (r − 1) et j ≥ jmin, sur[0, 1] la relation de reconstruction polynomiale donne :

2j/2(2jx)ℓ

ℓ!
= Φ1♭

j,ℓ(x) +

2j−k1∑

k=k0

p̃1ℓ(k) ϕ
1
j,k(x) + Φ1♯

j,ℓ(1− x)

En dérivant cette équation, on retrouve :

2j/2(2jx)ℓ−1

(ℓ− 1)!
= 2−j(Φ1♭

j,ℓ(x))
′ +

2j−k1∑

k=k0

p̃1ℓ(k) [ϕ
0
j,k(x)− ϕ0

j,k+1(x)] + 2−j(Φ1♯
j,ℓ(1− x))′ (2.3.7)

Une fois arrangée cette relation donne :

2j/2(2jx)ℓ−1

(ℓ− 1)!
= 2−j(Φ1♭

j,ℓ(x))
′ + p̃1ℓ(k0 − 1)ϕ0

j,k0(x)

+

2j−k1+1∑

k=k0

[p̃1ℓ (k)− p̃1ℓ(k − 1)] ϕ0
j,k(x)]

−p̃1ℓ(2j − k1 + 1)ϕ0
j,2j−k1+1(x) + 2−j(Φ1♯

j,ℓ(1− x))′
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2.3 Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur[0, 1]n 93.

et comme

p̃0ℓ−1(k) = 〈 xℓ−1

(ℓ− 1)!
, ϕ̃0

k〉 = −〈x
ℓ

ℓ!
, ϕ̃1

k−1 − ϕ̃1
k〉 = p̃1ℓ(k)− p̃1ℓ(k − 1),

on en déduit que :

2j/2(2jx)ℓ−1

(ℓ− 1)!
= 2−j(Φ1♭

j,ℓ(x))
′ + p̃1ℓ(k0 − 1)ϕ0

j,k0(x)

+

2j−k1+1∑

k=k0

p̃0ℓ(k)ϕ
0
j,k(x)

−p̃1ℓ(2j − k1 + 1)ϕ0
j,2j−k1+1(x) + 2−j(Φ1♯

j,ℓ(1− x))′

D’autre part, on sait que :

2j/2(2jx)ℓ−1

(ℓ− 1)!
= Φ0♭

j,ℓ−1(x) +

2j−k1+1∑

k=k0

p̃0ℓ(k) ϕ
0
j,k(x) + Φ0♯

j,ℓ−1(1− x)

d’où on conclut les résultats de (2.3.5) en égalisant ces deux dernières relations. �

Le fait d’imposer une condition au limite de Dirichlet homogène à l’espacẽV 0
j ([0, 1]) permet

d’obtenir des résultats sur la commutation de l’opérateur de dérivation avec les projecteurs multi-
échelles.

Proposition 2.3.2
Soient(V 1

j ([0, 1]), Ṽ
1
j ([0, 1])) et (V 0

j ([0, 1]), Ṽ
0
j ([0, 1])) deux paires d’analyses multirésolutions

biorthogonales deL2([0, 1]) qui vérifient la proposition 2.3.1, avec̃V 0
j ([0, 1]) ⊂ H1

0 ([0, 1]). On

note par(P1
j , P̃1

j ) et (P0
j , P̃0

j ) leurs projecteurs multi-échelles obliques respectifs. Alors, on a :

(i) d
dxV

1
j ([0, 1]) = V 0

j ([0, 1]) et d
dx ◦ P1

j f = P0
j ◦ d

dxf, ∀ f ∈ H1([0, 1])

(ii)
∫ x
0 Ṽ

1
j ([0, 1]) = Ṽ 0

j ([0, 1]) et d
dx ◦ P̃0

j f = P̃1
j ◦ d

dxf, ∀ f ∈ H1
0 ([0, 1])

(iii) V 0
j ([0, 1]) = {f ∈ L2([0, 1]) : ∃ g ∈ V 1

j ([0, 1]), g
′ = f}

(iv) Ṽ 0
j ([0, 1]) = {f ∈ L2([0, 1]) : f ′ ∈ Ṽ 1

j ([0, 1]), f(0) = f(1) = 0}

Preuve :
Les relations ddxV

1
j ([0, 1]) = V 0

j ([0, 1]) et
∫ x
0 Ṽ

1
j ([0, 1]) = Ṽ 0

j ([0, 1]) sont une conséquence de
la définition des fonctions des bases, et elles sont démontrées au niveau de la proposition 2.3.1.
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94. CHAPITRE 2 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur [0, 1]n

Le fait qu’on impose une condition de Dirichlet à̃V 0
j ([0, 1]) veut dire qu’on est bien dans le cas

des analyses multirésolutions biorthogonales de [72], ce qui permet de retrouver(iii) et (iv). En
utilisant(iii) et(iv), on a forcement la propriété de commutation :d

dx ◦P1
j f = P0

j ◦ d
dxf , pour tout

f ∈ H1([0, 1]). La relation de commutationddx ◦ P̃0
j f = P̃1

j ◦ d
dxf pour toutf ∈ H1

0 ([0, 1]) est un
cas particulier de la première. En effet, si on adapte les conventions de notations faites en (2.1.22)
et (2.1.52) à l’intervalle, et on note(ϕ1

j,k, ϕ̃
1
j,k) et (ϕ0

j,k, ϕ̃
0
j,k) les bases de(V 1

j ([0, 1]), Ṽ
1
j ([0, 1]))

et (V 0
j ([0, 1]), Ṽ

0
j ([0, 1])) respectivement (une fois les bases biorthogonalisées), d’après(i) et (ii),

il existe des matrices qu’on note iciA0 etB0 telles que :

d

dx
ϕ̃0
j,k =

∑

n

A0
k,nϕ̃

1
j,n et −

∫ x

0
ϕ0
j,k =

∑

m

B0
k,mϕ

1
j,m (2.3.8)

Par la biorthogonalité des bases, on a :

−〈 d
dx
ϕ̃0
j,k,

∫ x

0
ϕ0
j,k′〉 = δk−k′ =

∑

n

A0
k,nB

0
k′,n = [A0B0T ]k,k′ (2.3.9)

d’où

d

dx
P̃0
j (f) =

∑

k

〈f, ϕ0
j,k〉

d

dx
ϕ̃0
j,k =

∑

n

∑

m

∑

k

B0
k,mA

0
k,n〈

d

dx
f, ϕ1

j,m〉ϕ̃1
j,n

=
∑

n

∑

m

δn−m〈
d

dx
f, ϕ1

j,m〉ϕ̃1
j,n =

∑

n

〈 d
dx
f, ϕ1

j,n〉ϕ̃1
j,n = P̃1

j (
d

dx
f)

�

Les espaces d’ondelettes des analyses multirésolution biorthogonales(V 1
j ([0, 1]), Ṽ

1
j ([0, 1]))

et (V 0
j ([0, 1]), Ṽ

0
j ([0, 1])) précédentes sont définis par :

W 1
j ([0, 1]) = V 1

j+1([0, 1]) ∩ (Ṽ 1
j ([0, 1]))

⊥ W 0
j ([0, 1]) = V 0

j+1([0, 1]) ∩ (Ṽ 0
j ([0, 1]))

⊥

et

W̃ 1
j ([0, 1]) = Ṽ 1

j+1([0, 1]) ∩ (V 1
j ([0, 1]))

⊥ W̃ 0
j ([0, 1]) = Ṽ 0

j+1([0, 1]) ∩ (V 0
j ([0, 1]))

⊥

Dans ces conditions, il est aussi facile de vérifier que ces espaces d’ondelettes sont reliés par déri-
vation :

Corollaire 2.3.1
Les espaces d’ondelettes associés aux analyses multirésolutions de la proposition 2.3.2 vérifient :

d

dx
W 1
j ([0, 1]) =W 0

j ([0, 1]) et
d

dx
W̃ 0
j ([0, 1]) = W̃ 1

j ([0, 1])
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2.3 Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur[0, 1]n 95.

Preuve :
Soitw1

j ∈W 1
j ([0, 1]) alors,

P0
j (
d

dx
w1
j ) =

d

dx
P1
j (w

1
j ) = 0

ce qui veut direddxw
1
j ∈ (Ṽ 0

j ([0, 1]))
⊥. En plus,

d

dx
w1
j ∈

d

dx
V 1
j+1([0, 1]) = V 0

j ([0, 1]) ⊕
d

dx
W 1
j ([0, 1]) = V 0

j+1([0, 1])

commeW 0
j ([0, 1]) = V 0

j+1([0, 1]) ∩ (Ṽ 0
j ([0, 1]))

⊥, on déduit alorsddxW
1
j ([0, 1]) ⊂ W 0

j ([0, 1]) et
un argument de dimension donne :

d

dx
W 1
j ([0, 1]) =W 0

j ([0, 1])

Pour la deuxième égalité, on démontre de la même manière. �

L’important pour la suite est de construire des bases d’ondelettes qui seront reliées par une
relation de dérivation identique à celle des ondelettes surR :

ψ0(x) =
1

4

d

dx
ψ1(x) et ψ̃0(x) = −4

∫ x

−∞
ψ̃1(t)dt

Or, même si les ondelettes intérieures ont les mêmes propriétés que les ondelettes surR, la construc-
tion d’ondelettes sur l’intervalle[0, 1] décrite dans la section 2.1.3, ne conduit pas à des ondelettes
de bord reliées par une telle propriété de dérivation. Ce quel’on propose ici, c’est une construction
directe des bases biorthogonales par intégration/dérivation comme dans [21, 72]. La proposition
suivante permet de définir directement ces bases d’ondelettes biorthogonales sur l’intervalle[0, 1] :

Proposition 2.3.3
Soient{Ψ1

j,k} et {Ψ̃1
j,k} des bases d’ondelettes biorthogonales deW 1

j ([0, 1]) et W̃ 1
j ([0, 1]) telles

que les espacesV 1
j ([0, 1]) et Ṽ 1

j ([0, 1]) vérifient les conditions de la proposition 2.3.2. Par intégra-
tion par partie, les fonctions :

Ψ0
j,k = 2−j

d

dx
Ψ1
j,k et Ψ̃0

j,k = −2j
∫ x

0
Ψ̃1
j,k (2.3.10)

forment des bases d’ondelettes biorthogonales deW 0
j ([0, 1]) et W̃ 0

j ([0, 1]) respectivement.

Ceci se présente comme une modification par rapport aux ondelettes construites habituellement
dans la section 2.1.3. La question maintenant est de savoir si ces nouvelles ondelettes vérifient des
relations à deux échelles l simples. En effet, considérons la relation à deux échelle satisfaite par
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96. CHAPITRE 2 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur [0, 1]n

ψ1
j,k avec les conventions faites en (2.1.22) et (2.1.52) adaptées aux fonctions sur l’intervalle :

ψ1
j,k =

∑
nG

1
k,nϕ

1
j+1,k. Si on noteA1 la matrice définie par :ddxϕ

1
j,k =

∑
nA

1
k,nϕ

0
j,n, alors on a :

2jψ0
j,k =

∑

n

∑

m

G1
k,nA

1
n,mϕ

0
j+1,m =

∑

m

[G1A1]k,mϕ
0
j+1,m = 2j

∑

m

G0
k,mϕ

0
j+1,m

Ceci donne accès directement au filtre deψ0
j,k. De même on retrouve :

d

dx
ψ̃0
j,k =

∑

m

∑

n

G̃0
k,mA

0
m,nϕ̃

1
j+1,n =

∑

n

[G̃0A0]k,nϕ̃
1
j+1,n = −2j

∑

n

G̃1
k,nϕ̃

1
j+1,n

en tenant compte de la relation qui existe entreA0 etB0, on obtient en résumé :

G0 = 2−jG1A1 et G̃0 = −2jG̃1B0T (2.3.11)

En pratique, cette technique s’avère très utile. Elle permet un calcul direct des filtres deψ0 et ψ̃0,
par la multiplication des matrices creuses.

Propriété 2.3.2
Une fois qu’on a biorthogonalisé les ondelettesψ1

j,k et ψ̃1
j,k, les ondelettesψ0

j,k et ψ̃0
j,k construites

ainsi sont directement biorthogonales. Leurs filtres sont alors donnés par la relation matricielle
(2.3.11).

Exemple 2.3.1
L’exemple le plus simple d’analyses multirésolutions reliées par dérivation/intégration est celui
des générateurs B-Spline biorthogonaux. On reprend dans cet exemple les générateurs biortho-
gonaux B-Spline à trois moments nuls de l’exemple 2.1.1, qu’on noteϕ1, ϕ̃1, ψ1 et ψ̃1. Alors,
si on dérive(ϕ1, ψ1) et on intègre(ϕ̃1, ψ̃1) on retrouve les générateurs B-Spline biorthogonaux
(ϕ0, ψ0) et (ϕ̃0, ψ̃0) à deux et quatre moments nuls respectivement. DansṼ 0

j ([0, 1]) on n’aura que
trois fonctions de bord à chaque bord, car cet espace doit vérifier une condition au limite de Di-
richlet homogène. Les ondelettes deW 0

j ([0, 1]) et W̃ 0
j ([0, 1]) sont obtenues en dérivant celles de

W 1
j ([0, 1]) et en intégrant celles dẽW 1

j ([0, 1]) respectivement, ce qui nous ramène à trois onde-
lettes de bord à chaque bord. On ne trace ici que les fonctionsassociées aux générateurs(ϕ0, ψ0) et
(ϕ̃0, ψ̃0), pour les autres fonctions voir l’exemple 2.1.1. Comme ces générateurs sont symétriques,
on obtient alors les fonctions de bord en1 par symétrie de celles qui sont en0 et vice versa. On
trace également les coefficients〈 ddxϕ1

j,k, ϕ̃
0
j,k′〉 de la matriceA1, les coefficients〈−

∫ x
0 ϕ

0
j,k, ϕ̃

1
j,k′〉

de la matriceB0, ainsi que les filtres d’ondelettesG0
j et G̃0

j donnés par la formule (2.3.11), dans
le casj = 6.
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2.3 Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur[0, 1]n 97.
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FIGURE 2.10 – Fonctions d’échelleϕ0 et ϕ̃0 (première colonne) et ondelettesψ0 et ψ̃0 (deuxième
colonne). Cas des générateurs biorthogonaux B-Spliner = 2 et r̃ = 4.
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98. CHAPITRE 2 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur [0, 1]n
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FIGURE 2.11 – Fonctions d’échelle du bord gaucheΦ0♭
ℓ (première colonne) et fonctions d’échelle

de bord biorthogonales̃Φ0♭
ℓ (deuxième colonne).
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FIGURE 2.12 – Ondelettes du bord gaucheΨ0♭
ℓ (première colonne) et ondelettes de bord biortho-

gonalesΨ̃0♭
ℓ (deuxième colonne).
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0 10 20 30 40 50 60

0

10

20

30

40

50

60

nz = 126

Mtrix P1

0 10 20 30 40 50 60

0

10

20

30

40

50

60

nz = 1778

Matrix P0

FIGURE 2.13 – Structure des matrices de changement de baseA1 (à gauche) etB0 (à droite) : pour
j = 6.
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FIGURE 2.14 – Structure des filtres d’ondelettesG0
j (à gauche) et̃G0

j (à droite) : pourj = 6.
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2.3 Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur[0, 1]n 101.

2.3.2 Ondelettes à divergence nulle sur[0, 1]n

Dans cette partie, nous allons proposer une nouvelle construction d’ondelettes vecteurs à di-
vergence nulle sur[0, 1]n, qui vérifient des conditions aux limites physiques. Notre point de départ
sera le résultat de A. jouini et P-G. Lemarié-Rieusset dans [72], qui permet d’utiliser les analyses
multirésolutions reliées par dérivation/intégration pour construire une analyse multirésolution dans
laquelle on peut étudier les fonctions à divergence nulle de(L2([0, 1]n))n. On note parL2

div([0, 1]
n)

l’espace des fonctions à divergence nulle sur[0, 1]n suivant :

L2
div([0, 1]

n) = {~f ∈ (L2([0, 1]n))n : ∇. ~f = 0} (2.3.12)

les dérivations sont prises au sens des distributions afin dedonner un sens au terme∇. ~f . Pour faire
plus simple, on présentera la construction en détail en dimension deux (n = 2), et un cheminement
sera donné en dimension trois (n = 3). Pour ce qui est des dimensions supérieures, la généralisation
se fait comme dans la section 1.4.

SoientV 1
j ([0, 1]) et V 0

j ([0, 1]) deux analyses multirésolutions deL2([0, 1]) qui vérifient la
proposition 2.3.2, on noteP1

j etP0
j leurs projecteurs obliques respectifs. Sans risque de confusion,

on notera dans la suiteV 1
j etV 0

j ces espaces, puisW 1
j etW 0

j les espaces d’ondelettes qui leur sont
associés respectivement. Alors, l’analyse multirésolution de(L2([0, 1]2)2 formée par les espaces
~Vj suivants :

~Vj =
(
V 1
j ⊗ V 0

j

)
×
(
V 0
j ⊗ V 1

j

)
(2.3.13)

permet d’étudier les fonctions à divergence nulle de(L2
div([0, 1]

2)2. Pour le voir, on pose :

~Pj = (P1
j ⊗ P0

j ,P0
j ⊗ P1

j ), P1
j = P1

j ⊗ P1
j et P0

j = P0
j ⊗ P0

j (2.3.14)

Par analogie avec ce qui se passe surR, la propriété de commutation des projecteurs multi-échelles
avec l’opérateur de dérivation énoncée par la proposition 2.3.2 fait que :

∀ ~f ∈ (L2([0, 1]2)2, ∇.(~Pj(~f)) = P0
j (∇. ~f) (2.3.15)

Ce qui veut dire∀ ~f ∈ L2
div([0, 1]

2), on a :

∇.(~Pj(~f)) = P0
j(∇. ~f) = 0 (2.3.16)

Ainsi on a un processus d’approximation interne des fonctions à divergence nulle deL2
div([0, 1]

2)

quandj devient grand. Les espaces~Vj ont bien d’autres propriétés sur lesquelles on ne s’attar-
dera pas ici, voir [72]. Pour construire les fonctions d’échelle et les ondelettes à divergence nulle,
un calcul simple montre que les fonctions d’échelle et ondelettes qui sont dansrot (V 1

j ⊗ V 1
j ),

rot (V 1
j ⊗W 1

j ), rot (W 1
j ⊗ V 1

j ) et rot (W 1
j ⊗ W 1

j ) appartiennent àL2
div([0, 1]

2). Mais, cette
famille de fonctions n’est pas libre, de plus ces fonctions peuvent prendre des valeurs arbitraires
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102. CHAPITRE 2 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur [0, 1]n

aux bords. Pour obtenir une famille libre, une solution consiste à imposer des conditions aux li-
mites. Celle qui paraît la plus naturelle et qui vient des applications est celle de non pénétration
au domaine (non-slip boundary condition). Si on noteΦdiv

j,k
les fonctions d’échelle à divergence

nulle etΨdiv
j,k

les ondelettes associées, la condition de non pénétration se traduit sur ces fonctions à

divergence nulle par :
Φdiv
j,k.~ν = 0 et Ψdiv

j,k.~ν = 0 (2.3.17)

où ~ν est le vecteur normal unitaire extérieur. Un constat qu’on peut faire est que, ces fonctions à
divergence nulle ne peuvent pas engendrer une analyse multirésolution deL2

div([0, 1]
2) tout entier,

cet espace contient le gradient des fonctions harmoniques.Par contre elles peuvent engendrer une
pour l’espace des fonctions à divergence nulle qui intervient dans la décomposition de Helmholtz-
Hodge suivante [29,57] :

(L2([0, 1]2))2 = Hdiv([0, 1]
2)⊕H⊥

div([0, 1]
2) (2.3.18)

avec :
Hdiv([0, 1]

2) = {u ∈ L2
div([0, 1]

2) : u · ~ν = 0}
et

H⊥
div([0, 1]

2) = {∇q : q ∈ H1([0, 1]2)}
De plus, si un champ de vecteuru deL2

div([0, 1]
2) vérifie :

u = rotχ et u · ~ν = 0, (2.3.19)

il est montré dans [57] qu’il existe un uniqueχ deH1
0 ([0, 1]

2) vérifiant l’équation (2.3.19). Ainsi,
pour construire une analyse multirésolution deHdiv([0, 1]

2) constituée de fonctions à divergence
nulle, il suffit de considérer le rotationnel d’une analyse multirésolution "régulière" deH1

0 ([0, 1]
2) :

c’est la démarche que nous allons adopter dans la suite.

Soit V D
j = V 1

j ([0, 1]) ∩ H1
0 ([0, 1]) l’espace des fonctions1D nulles en0 et 1, qui sont à

une échellej ≥ jmin (pour une telle construction voir section 2.2.1). On note{ϕDj,k} la base de

fonctions d’échelle deV D
j . On définit maintenant les espacesVdiv

j par :

Vdiv
j = Vect{Φdiv

j,k
} où Φdiv

j,k
:= rot [ϕDj,k1 ⊗ ϕDj,k2 ] (2.3.20)

On a évidemment la propriété d’espaces emboîtés :

Propriété 2.3.3
Les espacesVdiv

j etrot(V D
j ⊗ V D

j ) coïncident et ils forment une suite d’espaces emboîtés :

Vdiv
j = rot(V D

j ⊗ V D
j ) et Vdiv

j ⊂ Vdiv
j+1
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2.3 Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur[0, 1]n 103.

On définit alors l’espace d’ondelettesWD
j par :V D

j+1 = V D
j ⊕WD

j et on note{ψDj,k} sa base
d’ondelettes. Par tensorisation, on construit trois typesd’espaces d’ondelettes à divergence nulle
anisotropes. Pourj = (j1, j2) ∈ {jmin, · · · }2, ces espaces sont donnés par :

W
div,1

j
= rot(V D

jmin
⊗WD

j2 ), W
div,2

j
= rot(WD

j1 ⊗ V D
jmin

), et Wdiv,3

j
= rot(WD

j1 ⊗WD
j2 )

Aux espaces{Wdiv,ǫ

j
}ǫ=1,2,3 , on associe la famille d’ondelettes vecteurs à divergence nulle sui-

vante :

Ψdiv,1

j,k
:= rot [ϕDjmin,k1⊗ψ

D
j2,k2 ], Ψ

div,2

j,k
:= rot [ψDj1,k1⊗ϕ

D
jmin,k2 ], Ψ

div,3

j,k
:= rot [ψDj1,k1⊗ψ

D
j2,k2 ]

et l’on pose :

W
div,1

j
= Vect{Ψdiv,1

j,k
}, W

div,2

j
= Vect{Ψdiv,2

j,k
}, et Wdiv,3

j
= Vect{Ψdiv,3

j,k
}

Afin de construire un système biorthogonal avec les fonctions d’échelleΦdiv
j,k

et les ondelettes

{Ψdiv,ǫ

j,k
}ǫ=1,2,3 à divergence, on les renormalise comme suit :

Φdiv
j,k :=

1√
2
Φdiv
j,k, Ψdiv,1

j,k
:=

1√
4j2 + 1

Ψdiv,1

j,k

Ψdiv,2

j,k
:=

1√
4j1 + 1

Ψdiv,2

j,k
, Ψdiv,3

j,k
:=

1√
4j1 + 4j2

Ψdiv,3

j,k

Alors, les fonctions biorthogonales aux nouvelles fonctions à divergence nulle normalisées sont
données par :

Φ̃div
j,k :=

1√
2

∣∣∣∣
ϕ̃Dj,k1 ⊗ γ̃j,k2
−γ̃j,k1 ⊗ ϕ̃Dj,k2

, Ψ̃div,1

j,k
:=

1√
4j2 + 1

∣∣∣∣∣
2j2ϕ̃Djmin,k1

⊗ ψ̃0
j2,k2

−γ̃jmin,k1 ⊗ ψ̃Dj2,k2

Ψ̃div,2

j,k
:=

1√
4j1 + 1

∣∣∣∣∣
ψ̃Dj1,k1 ⊗ γ̃jmin,k2

−2j1ψ̃0
j1,k1

⊗ ϕ̃Djmin,k2

, Ψ̃div,3

j,k
:=

1√
4j1 + 4j2

∣∣∣∣∣
2j2ψ̃Dj1,k1 ⊗ ψ̃0

j2,k2

−2j1ψ̃0
j1,k1

⊗ ψ̃Dj2,k2

où on a posé :̃γj,k = −
∫ x
0 ϕ̃

D
j,k, ce qui correspond à la biorthogonale deddxϕ

D
j,k.

Proposition 2.3.4
Pour j ≥ jmin et j = (j1, j2) ∈ {jmin, · · · }2, le système des fonctions{Φdiv

j,k
,Ψdiv,ǫ

j,k
: ǫ = 1, 2, 3}

est biorthogonal au système des fonctions{Φ̃div
j,k
, Ψ̃div,ǫ

j,k
: ǫ = 1, 2, 3} dans(L2([0, 1]2))2.

Cette proposition est évidente, il faut juste calculer les produits scalaires. Une propriété très impor-
tante est que les espacesVdiv

j forment une analyse multirésolution deHdiv([0, 1]
2).
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104. CHAPITRE 2 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur [0, 1]n

Proposition 2.3.5
Les espaces{Vdiv

j } et{Wdiv,ǫ

j
}ǫ=1,2,3 vérifient :

(i) Vdiv
jmin

⊂ · · · ⊂ Vdiv
j ⊂ Vdiv

j+1 ⊂ · · · ⊂ Hdiv([0, 1]
2) et∪Vdiv

j = Hdiv([0, 1]
2)

(ii) Vdiv
j = Vdiv

jmin

⊕
jmin≤j1,j2≤j−1(

⊕
ǫ=1,2,3W

div ǫ
j

)

(iii) dimVdiv
j = (dimV D

j )2 = (2j − k0 − k1 + 2r − 1)2

(iv) La famille{Φdiv
jmin,k

,Ψdiv,ǫ

j,k
, ǫ = 1, 2, 3}j1,j2≥jmin est une base de Riesz deHdiv([0, 1]

2).

Preuve :
(i) On va d’abord démontrer l’égalité :Vdiv

j = ~Vj ∩Hdiv([0, 1]
2).

Une première inclusion est assurée par la proposition 2.3.2: Vdiv
j ⊂ ~Vj ∩Hdiv([0, 1]

2).

Pour démontrer l’inclusion inverse, soitu ∈ Hdiv([0, 1]
2) ∩ ~Vj . Commeu ∈ ~Vj , alors on a :

u = ~Pj(u).
De plus, d’après [57],u ∈ Hdiv([0, 1]

2) signifie :∃ χ ∈ H1
0 ([0, 1]

2) telle queu = rot (χ). Dans
l’analyse multirésolution deH1

0 ([0, 1]
2) formée parV D

j ⊗V D
j , la fonction courantχ se décompose

de manière unique sous la forme :

χ = PD
j (χ) +

∑

j1,j2≥j

(
QD
j1(χ) +QD

j2(χ) +QD
j1,j2(χ)

)

avec

PD
j (χ) =

∑

k

ckϕ
D
j,k1 ⊗ ϕDj,k2 , QD

j1(χ) =
∑

j2,≥j,k

d1
j1,k

ψDj1,k1 ⊗ ϕDj,k2

QD
j2(χ) =

∑

j1,≥j,k

d2
j1,k

ϕDj,k1 ⊗ ψDj2,k2 , QD
j1,j2(χ) =

∑

j1,j2≥j,k

d3j,kψ
D
j1,k1 ⊗ ψDj2,k2

Commeu = rot (χ) ∈ ~Vj , cela implique :

u = ~Pj(u) = ~Pj(rot (χ)) = ~Pj(rot[P
D
j (χ)]) = rot[PD

j (χ)]

carrot[PD
j (χ)] ∈ ~Vj d’après la proposition 2.3.2. D’autre part :

~Pj(rot[Q
D
j1(χ)]) = 0, ~Pj(rot[Q

D
j2(χ)]) = 0, ~Pj(rot[Q

D
j1,j2(χ)]) = 0

d’où :
rot (χ) = ~Pj(u) ⇔ u = rot [PD

j (χ)]

ainsi on déduit queu ∈ Vdiv
j par construction deVdiv

j , et doncHdiv([0, 1]
2) ∩ ~Vj ⊂ Vdiv

j et on a
l’égalité.
Les espacesHdiv([0, 1]

2) ∩ ~Vj forment une analyse multirésolution deHdiv([0, 1]
2) au sens clas-

sique [72], on obtient facilement le points(i).
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2.3 Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur[0, 1]n 105.

Le point(ii) utilise la propriété 2.3.3 pour avoir la décomposition deVdiv
j suivante :

Vdiv
j = rot


V D

jmin
⊗ V D

jmin

⊕

jmin≤j1,j2≤j−1

(V D
jmin

⊗WD
j2 ⊕WD

j1 ⊗ V D
jmin

⊕WD
j1 ⊗WD

j2 )




Pour démontrer le point(iii), on utilise d’une part l’indépendance linéaire des fonctions(ϕDj,k)
′,

ce qui garantit celle des fonctionsΦdiv
j,k

, et d’autre part la définition des espacesVdiv
j qui donne :

dimVdiv
j = dim(V D

j ⊗V D
j ), et commedimV D

j = 2j−k0−k1+2r−1, on en déduit le résultat.

Pour le point(iv), on va utiliser le fait que les ondelettesΨdiv,ǫ

j,k
forment un système biortho-

gonal de vaguelettes à supports compacts, voir la définitionau lemme 1.4.1. Par définition, les
fonctions d’échelle et les ondelettes à divergence nulle sont dans(L2([0, 1]2))2 et sont de moyenne
nulle. La régularité höldérienne découle de celle des fonctions de base1D. Alors, l’opérateur
T : ℓ2(Z2) → (L2([0, 1]2)2 qui à{λj,k,ǫ} lui associeT (λj,k,ǫ) défini par :

T (λj,k,ǫ) =
∑

j,k,ǫ

λj,k,ǫΨ̃
div,ǫ

j,k

est borné d’après le lemme 1.4.1 :

‖
∑

j,k,ǫ

λj,k,ǫΨ̃
div,ǫ

j,k
‖(L2([0,1]2)2 ≤ C1‖λj,k,ǫ‖ℓ2(Z2)

Son adjoint, l’opérateurT ∗ : (L2([0, 1]2)2 → ℓ2(Z2) qui à ~f lui associe la suiteT ∗(~f) =

{〈~f/Ψ̃div,ǫ

j,k
〉} est aussi borné :

‖〈~f/Ψ̃div,ǫ

j,k
〉‖ℓ2(Z2) ≤ C2‖~f‖(L2([0,1]2)2

Pour tout~f telle que :
~f =

∑

j,k,ǫ

〈~f/Ψ̃div,ǫ

j,k
〉Ψdiv,ǫ

j,k
,

on peut écrire :

1

C2
‖〈~f/Ψ̃div,ǫ

j,k
〉‖ℓ2(Z2) ≤ ‖

∑

j,k,ǫ

〈~f/Ψ̃div,ǫ

j,k
〉Ψdiv,ǫ

j,k
‖(L2([0,1]2)2 ≤ C3‖〈~f/Ψ̃div,ǫ

j,k
〉‖ℓ2(Z2)

oùC3 est la constante donnée par le lemme 1.4.1 avec la base desΨdiv,ǫ

j,k
. Si ~f ∈ Hdiv([0, 1]

2), on
a :

~f =
∑

k

〈~f/Φ̃div
jmin,k

〉Φdiv
jmin,k

+
∑

j1,j2≥jmin,k


 ∑

ǫ=1,2,3

〈~f/Ψ̃div,ǫ

j,k
〉Ψdiv,ǫ

j,k



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106. CHAPITRE 2 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur [0, 1]n

et comme la norme‖~f‖2(L2([0,1]2)2 est équivalente à :

‖
∑

k

〈~f/Φ̃div
jmin,k

〉Φdiv
jmin,k

‖2(L2([0,1]2)2 + ‖
∑

j1,j2≥jmin,k


 ∑

ǫ=1,2,3

〈~f/Ψ̃div,ǫ

j,k
〉Ψdiv,ǫ

j,k


 ‖2(L2([0,1]2)2

on déduit alors la propriété de l’équivalence en norme d’énergie de la base de Riesz. �

Remarque 2.3.1
La relation de dérivation de la proposition 2.3.2 fait queVdiv

j ⊂ ~Vj, ce qui permet un calcul
rapide des coefficients sur cette base.
Les fonctionsΦdiv

j,k
ne sont pas des fonctions d’échelle au sens classique car on n’a pas la stabilité

ℓ2 :

‖
∑

k

cdiv
j,k

Φdiv
j,k

‖Φdiv
j,k

‖L2

‖(L2(Ω))2 ∼ (
∑

k

|cdiv
j,k|)

1/2

avec des constantes indépendantes dej. Il suffit de considérer la fonction :

u =
∑

k0≤ℓ1,ℓ2≤2j−k1

Φdivj,ℓ1,ℓ2 ,

alors on a :
(∑

|cdiv
j,k|

2
)1/2

∼ 2j tandis que(‖u‖(L2(Ω))2/‖Φdivj,0 ‖L2) ∼ 2j/2

2

Extension au cas 3D

Le passage en dimension trois(n = 3), commence aussi par la construction de l’analyse mul-
tirésolution formée par :

~Vj =
(
V 1
j ⊗ V 0

j ⊗ V 0
j

)
×
(
V 0
j ⊗ V 1

j ⊗ V 0
j

)
×
(
V 0
j ⊗ V 0

j ⊗ V 1
j

)

qui permet d’étudier les fonctions à divergence nulle deL2
div([0, 1]

3. Comme dans le cas de la
dimension deux, il est facile de remarquer que les fonctionsqui sont dansrot[(V 0

j ⊗ V 1
j ⊗ V 1

j )×
{0}×{0}], rot[{0}×{0}× (V 1

j ⊗V 1
j ⊗V 0

j )] etrot[{0}× (V 1
j ⊗V 0

j ⊗V 1
j )×{0}] appartiennent

àL2
div([0, 1]

3) ∩ ~Vj. En imposant la condition de non pénétration au domaine, on construit trois
fonctions d’échelle à divergence nulle sur[0, 1]3 :

Φdiv
1,j,k := rot

∣∣∣∣∣∣

0
0
ϕDj,k1 ⊗ ϕDj,k2 ⊗ (ϕDj,k3)

′
=

∣∣∣∣∣∣

ϕDj,k1 ⊗ (ϕDj,k2)
′ ⊗ (ϕDj,k3)

′

−(ϕDj,k1)
′ ⊗ ϕDj,k2 ⊗ (ϕDj,k3)

′

0

(2.3.21)
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2.3 Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur[0, 1]n 107.

Φdiv
2,j,k

:= rot

∣∣∣∣∣∣

(ϕDj,k1)
′ ⊗ ϕDj,k2 ⊗ ϕDj,k3

0
0

=

∣∣∣∣∣∣

0
(ϕDj,k1)

′ ⊗ ϕDj,k2 ⊗ (ϕDj,k3)
′

−(ϕDj,k1)
′ ⊗ (ϕDj,k2)

′ ⊗ ϕDj,k3

(2.3.22)

Φdiv
3,j,k := rot

∣∣∣∣∣∣

0
ϕDj,k1 ⊗ (ϕDj,k2)

′ ⊗ ϕDj,k3
0

=

∣∣∣∣∣∣

−ϕDj,k1 ⊗ (ϕDj,k2)
′ ⊗ (ϕDj,k3)

′

0
(ϕDj,k1)

′ ⊗ (ϕDj,k2)
′ ⊗ ϕDj,k3

(2.3.23)

On précise que ces fonctions d’échelle sont liées entre elles, propriété analogue à celle des fonctions
d’échelle à divergence nulle surR3. À ces fonctions d’échelle, on associe21 ondelettes génératrices
à divergence nulle anisotropes différentes. Ces ondelettes sont construites en prenant le rotationnel
des sept types d’ondelettes qui sont dans chacun des espaces(V 0

j ⊗ V D
j ⊗ V D

j ) × {0} × {0},
{0} × {0} × (V D

j ⊗ V D
j ⊗ V 0

j ) et{0} × (V D
j ⊗ V 0

j ⊗ V D
j )× {0}.

Pour avoir une analyse multirésolution deHdiv([0, 1]
3), il suffit d’en extraire une base. Ainsi on

retrouve des propriétés similaires à celles annoncées par la proposition 2.3.5.

2.3.3 Ondelettes à rotationnel nul sur[0, 1]n

On propose dans cette section une nouvelle construction d’ondelettes vecteurs à rotationnel nul
de(L2([0, 1]2))2, qui vérifient des conditions aux limites. D’après les résultats de la décomposition
de Helmholtz-Hodge de [57], l’espaceH⊥

div([0, 1]
2) peut s’écrire :

H⊥
div([0, 1]

2) = {∇q : q ∈ H1([0, 1]2)} (2.3.24)

Alors, pour avoir une analyse multirésolution deH⊥
div([0, 1]

2), on va considérer le gradient d’une
analyse multirésolution régulière deH1([0, 1]2). SoitV∇

j l’espace défini par :

V∇
j = Vect{Φ∇

j,k}, Φ∇
j,k := ∇[ϕ1

j,k1 ⊗ ϕ1
j,k2 ] (2.3.25)

La famille des fonctions{Φ∇
j,k

} données par l’équation (2.3.25) est liée : les(ϕ1
j,k)

′ sont liées.

Pour construire une base deV∇
j il suffit d’enlever une fonction à un des deux bords (ce qui revient

à imposer une condition aux limite nulle en 0 ou 1 dans l’espace V 1
j ). Par exemple en 1. On note

alorsϕD
+

j,k les fonctions d’échelle 1D ainsi obtenues et qui engendrentl’espaceV D+

j des fonctions

deV 1
j nulles en1. Les ondelettes deWD+

j = V D+

j+1 \ V D+

j seront notéesψD
+

j,k .

Avec ces considérations, on peut définir des espaces d’ondelettes à rotationnel nul anisotropes
{W∇,ǫ

j
}ǫ=1,2,3 engendrés par des familles libres. Pourj = (j1, j2) ∈ {jmin, · · · }2, ces espaces

sont donnés par :

W
∇,1
j

= Vect{Ψ∇,1
j,k

}, Ψ∇,1
j,k

:= ∇[ϕD
+

jmin,k1 ⊗ ψD
+

j2,k2 ]

W
∇,2
j

= Vect{Ψ∇,2
j,k

}, Ψ∇,2
j,k

:= ∇[ψD
+

j1,k1 ⊗ ϕD
+

jmin,k2 ]

W
∇,3
j

= Vect{Ψ∇,3
j,k

}, Ψ∇,3
j,k

:= ∇[ψD
+

j1,k1 ⊗ ψD
+

j2,k2 ]
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108. CHAPITRE 2 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur [0, 1]n

De même les espacesV∇
j forment une analyse multirésolution deH⊥

div([0, 1]
2) au sens suivant :

Proposition 2.3.6
Les espacesV∇

j vérifient :

(i) V∇
jmin

⊂ · · · ⊂ V∇
j ⊂ V∇

j+1 ⊂ · · · ⊂ H⊥
div([0, 1]

2) et∪V∇
j = H⊥

div([0, 1]
2)

(ii) V∇
j = V∇

jmin

⊕
jmin≤j1,j2≤j−1(

⊕
ǫ=1,2,3W

∇,ǫ
j

)

(iii) (dimV∇
j ) = (dimV D+

j )2 = (2j − k1 − k0 + 2r − 1)2

(iv) La famille{Φ∇
jmin,k

,Ψ∇,ǫ
j,k
, ǫ = 1, 2, 3}j1 ,j2≥jmin est une base de Riesz deH⊥

div([0, 1]
2).

Cette proposition se démontre comme la proposition 2.3.5. Toujours la relation de dérivation
de la proposition 2.3.2 assure queV∇

j
⊂ (V 0

j ⊗V 1
j )× (V 1

j ⊗V 0
j ), d’où on peut calculer facilement

les coefficients d’ondelettes sur cette base.

Remarque 2.3.2
Comme pour le cas des ondelettes à divergence nulle, en renormalisant les fonctions, on peut
construire un système de fonctions biorthogonales à celui des ondelettes à rotationnel nul, dans
(L2([0, 1]2))2. 2

Exemple 2.3.2
On garde toujours l’exemple du B-Spline biorthogonal à trois moments nuls. Sur le carré, on pré-
cise que si l’on prend le rotationnel ou le gradient d’une fonction scalaire 2D qui s’écrit comme
produit tensoriel d’une fonction intérieure 1D et d’une fonction de bord 1D, sauf pourℓ = 0, on
retrouve une fonction qui touche encore le bord. Donc on a4(r− 1)[2j − k1 − k0 + r] fonctions à
divergence nulle de bord dansVdiv

j et(2r−1)[2(2j−k1−k0+1)+2r−1] fonctions à rotationnel

nul de bord dansV∇
j . À titre d’exemple on trace le champ de vecteurs des fonctions d’échelle et

ondelettes de bords au coin(0, 0) construites à partir du rotationnel ou du gradient de fonctions
d’échelle ou ondelettes de bord deV D

j tensoriel elle même.
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FIGURE 2.15 – Champ de vecteurs derot[Φ1♭
1 ⊗Φ1♭

1 ] à gauche et celui derot[Φ1♭
2 ⊗Φ1♭

2 ] à droite.
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FIGURE 2.16 – Champ de vecteurs de∇[Φ1♭
1 ⊗ Φ1♭

1 ] à gauche et celui de∇[Φ1♭
2 ⊗ Φ1♭

2 ] à droite.
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110. CHAPITRE 2 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur [0, 1]n
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FIGURE 2.17 – Champ de vecteurs derot[Ψ1♭
0 ⊗Ψ1♭

0 ] à gauche et celui derot[Ψ1♭
1 ⊗Ψ1♭

1 ] à droite.
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FIGURE 2.18 – Champ de vecteurs de∇[Ψ1♭
0 ⊗Ψ1♭

0 ] à gauche et celui de∇[Ψ1♭
1 ⊗Φ1♭

1 ] à droite.

te
l-0

05
44

37
3,

 v
er

si
on

 1
 - 

7 
D

ec
 2

01
0



2.3 Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur[0, 1]n 111.

0 1 2 3 4 5 6
0

1

2

3

4

5

Curl[ψ1
2
ψ1

2
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FIGURE 2.19 – Champ de vecteurs derot[Ψ1♭
2 ⊗Ψ1♭

2 ] à gauche et celui de∇[Ψ1♭
2 ⊗Ψ1♭

2 ] à droite.
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112. CHAPITRE 2 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur [0, 1]n

2.3.4 Algorithme de décomposition et de reconstruction

On présente dans cette section un algorithme efficace pour calculer les coefficients d’ondelettes
à divergence nulle ou à rotationnel nul d’une fonctionu deHdiv(Ω) ou deH⊥

div(Ω). Cet algorithme
ne sera présenté que dans le cas des ondelettes à divergence nulle ; celui des ondelettes à rotationnel
nul est juste une adaptation en changeant le rôle des fonctions des bases deV 1

j ([0, 1]) etV 0
j ([0, 1]).

Calcul des coefficients d’échelle à divergence nulle

Soitu un champ à divergence nulle deVdiv
j , commeu ∈ ~Vj d’après la proposition 2.3.2, les

composantes deu s’écrivent :

u1 =
∑

k

c1
j,k ϕ

1
j,k1 ⊗ ϕ0

j,k2 et u2 =
∑

k

c2
j,k ϕ

0
j,k1 ⊗ ϕ1

j,k2

En utilisant la relation de dérivation qui existe entreV 1
j ([0, 1]) et V 0

j ([0, 1]) : d
dxV

1
j ([0, 1]) =

V 0
j ([0, 1]), on peut écrire aussiu1 etu2 sous la forme :

u1 = −
∑

k

[(c1
j,k

)B0]k ϕ
1
j,k1 ⊗ (ϕ1

j,k2)
′ et u2 = −

∑

k

[B0 T (c2
j,k

)]k (ϕ1
j,k1)

′ ⊗ϕ1
j,k2 (2.3.26)

Alors, un calcul direct donne :

〈u/Φ̃div
j,k〉 = 2−1/2

[
B0 T (c2

j,k)− (c1
j,k)B

0
]
k

(2.3.27)

Cela permet d’écrire :

u =
∑

k

cdiv
j,kΦ

div
j,k avec 21/2(cdivk ) = B0 T (c2

j,k)− (c1
j,k)B

0 (2.3.28)

Inversement, on calcule les coefficients(c1
j,k

) et (c2
j,k

) à partir de ceux des fonctions d’échelle à

divergence nulle(cdiv
j,k

) par :

(c1
j,k) = 2−1/2(cdiv

j,k)A
1 et (c1

j,k) = −2−1/2A1 T (cdiv
j,k) (2.3.29)

On rappelle queA1 est la matrice des coefficients〈 ddxϕ1
j,k, ϕ̃

0
j,k′〉 etB0 la matrice des coefficients

〈−
∫ x
0 ϕ

0
j,k, ϕ̃

1
j,k′〉.

Calcul des coefficients d’ondelettes à divergence nulle

Comme dans le cas des fonctions d’échelle, on part de la décomposition deu1 etu2 sur la base
d’ondelettes associées aux espaces~Vj :

u1 =
∑

k

c1
jmin,k

ϕ1
jmin,k1 ⊗ ϕ0

jmin,k2 +
∑

j2≥jmin,k

d1,1
j2,k

ϕ1
jmin,k1 ⊗ ψ0

j2,k2

+
∑

j1≥jmin,k

d1,2
j1,k

ψ1
j1,k1 ⊗ ϕ0

jmin,k2 +
∑

j1,j2≥jmin,k

d1,3
j,k

ψ1
j1,k1 ⊗ ψ0

j2,k2
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2.3 Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur[0, 1]n 113.

et

u2 =
∑

k

c2
jmin,k

ϕ0
jmin,k1 ⊗ ϕ1

jmin,k2 +
∑

j2≥jmin,k

d2,1
j2,k

ϕ0
jmin,k1 ⊗ ψ1

j2,k2

+
∑

j1≥jmin,k

d2,2
j1,k

ψ0
j1,k1 ⊗ ϕ1

jmin,k2 +
∑

j1,j2≥jmin,k

d2,3
j,k

ψ0
j1,k1 ⊗ ψ1

j2,k2

En utilisant encore relation de dérivation qui existe entreles espacesV 1
j ([0, 1]) et V 0

j ([0, 1]), on
écritu1 etu2 sous la forme :

u1 = −
∑

k

[(c1
j,k

)B0]k ϕ
1
jmin,k1

⊗ (ϕ1
jmin,k2

)′ +
∑

j2≥jmin,k

d1,1
j2,k

ϕ1
jmin,k1

⊗ ψ0
j2,k2

−
∑

j1≥jmin,k

[(d1,2
j1,k

)B0]k ψ
1
j1,k1 ⊗ (ϕ1

jmin,k2)
′ +

∑

j1,j2≥jmin,k

d1,3
j,k

ψ1
j1,k1 ⊗ ψ0

j2,k2

et

u2 = −
∑

k

[B0 T (c2
j,k)]k (ϕ1

jmin,k1)
′ ⊗ ϕ1

jmin,k2 −
∑

j2≥jmin,k

[B0 T (d2,1
j2,k

)]k (ϕ1
jmin,k1)

′ ⊗ ψ1
j2,k2

+
∑

j1≥jmin,k

d2,2
j1,k

ψ0
j1,k1 ⊗ ϕ1

jmin,k2 +
∑

j1,j2≥jmin,k

d2,3
j,k

ψ0
j1,k1 ⊗ ψ1

j2,k2

Alors, avec les écritures deu1 etu2 précédentes, par un calcul simple on en déduit :

〈u/Ψ̃div,1

j,k
〉 = 1√

4j2 + 1
[2j2(d1,1

j,k
)−B0 T (d2,1

j,k
)]j,k (2.3.30)

〈u/Ψ̃div,2

j,k
〉 = 1√

4j1 + 1
[(d1,2

j,k
)B0 − 2j1(d2,2

j,k
)]j,k (2.3.31)

〈u/Ψ̃div,3

j,k
〉 = 1√

4j1 + 4j2
[2j2(d1,3

j,k
)− 2j1(d2,3

j,k
)]j,k (2.3.32)

La reconstruction se fait avec :

(d1,1
j,k

) =
2j2√
4j2 + 1

(ddiv,1
j,k

) et (d2,1
j,k

) = − 1√
4j2 + 1

A1 T (ddiv,1
j,k

) (2.3.33)

(d1,2
j,k

) =
1√

4j1 + 1
(ddiv,2
j,k

)A1 et (d2,1
j,k

) = − 2j1√
4j1 + 1

(ddiv,2
j,k

) (2.3.34)

(d1,3
j,k

) =
2j2√

4j1 + 4j2
(ddiv,3
j,k

) et (d2,3
j,k

) = − 2j1√
4j1 + 4j2

(ddiv,3
j,k

) (2.3.35)

Les changements de bases décrits ci-dessus sont similairesaux changements de bases décrits sur
Rn et on peut les étendre facilement à la dimension trois (n = 3).
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114. CHAPITRE 2 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur [0, 1]n

Exemple 2.3.3
Dans cet exemple, on trace la carte des coefficients de la décomposition sur les fonctions d’échelle
et ondelettes à divergence nulle d’un champ issu d’une simulation numérique. La résolution maxi-
male estJ = 8, les coefficients d’ondelettes ont été renormalisés à2J près afin de les observer à
une même échelle de couleur, pourjmin ≤ j1, j2 ≤ J − 1.
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FIGURE 2.20 – Champ de vecteurs test (à gauche), coefficients d’échelle à divergence nulle dans
Vdiv

8 (à droite).
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FIGURE 2.21 – Carte des coefficients d’échelle et d’ondelettes à divergence nulle contenus dans
Vdiv

8 suivant la décomposition donnée par la proposition 2.3.5 avecjmin = 3.

2.3.5 Approximation non-linéaire

Les résultats d’approximation non-linéaire obtenus dans la section 1.5 (cas périodique) sont
aussi valables sur la base d’ondelettes à divergence nulle construites sur le carré[0, 1]2. Pour prou-
ver ces résultats, on peut suivre le même cheminement qu’en section 1.5. Dans cette section, on va
seulement traiter un exemple numérique.

Il faut aussi préciser que, pour un champ de vecteursu ∈ Vdiv
j à divergence nulle, faire un

seuillage des coefficients d’ondelettes à divergence nulledeu revient à faire un seuillage des coef-
ficients d’ondelettes des composantesu1 etu2 deu, sur la base d’ondelettes associée à l’analyse
multirésolution des~Vj . En effet, considérons par exemple les coefficients[ddiv,3

j,k
] qui sont supé-

rieurs à un certain seuilǫ > 0 donné :

∀ j, k, |ddiv,3
j,k

| > ǫ (2.3.36)

Alors, si on aN coefficients[ddiv,3
j,k

] qui vérifient l’équation(2.3.36), la relation(2.3.35) de recom-

position permet de définirN coefficients d’ondelettes[d1,3
j,k

] pouru1 etN coefficients d’ondelettes
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116. CHAPITRE 2 : Ondelettes à divergence nulle et ondelettes à rotationnel nul sur [0, 1]n

[d2,3
j,k

] pouru2 tels que :

∀ j, k, |d1,3
j,k

| > ǫ√
2

et |d2,3
j,k

| > ǫ√
2

De plus, si les coefficients[ddiv,3
j,k

] sont ordonnés, par ordre décroissant en valeur absolue, lesN

coefficients[d1,3
j,k

] et [d2,3
j,k

] définis à partir desN coefficients[ddiv,3
j,k

] suivent le même ordre.

La question est de savoir si lesN coefficients[d1,3
j,k

] et [d2,3
j,k

] sont lesN plus grands coefficients

en valeur absolue qui seront définis avec le seuilǫ√
2
, si on ’est pas parti des coefficients[ddiv,3

j,k
].

Pour répondre à cela, comme les suites des coefficients sont ordonnées, il suffit de prendreǫ = 0
et de regarder la suite de tous les coefficients obtenus avec(2.3.35).

Exemple 2.3.4
On reprend le champ de vecteurs de l’exemple précédent2.3.3, analysé toujours avec les ondelettes
à divergence nulle construites à partir des générateurs B-Spline biorthogonaux à trois moments
nuls. C’est un champ qui a une régularité supérieure à celle des bases analysantes, on retrouve
alors la décroissance maximale fournie par ces bases. Sur lafigure 2.22, on trace l’erreur en
normeℓ2 sur les valeurs aux point de grille deu1 dansV 1

j ⊗ V 0
j et u2 dansV 0

j ⊗ V 1
j , avec

jmin = 4. La figure2.23 représente les résidus de l’erreur deu reconstruite avec seulement22%
de ses coefficients à divergence nulle. On remarque que cetteerreur est beaucoup plus importante
aux bords.
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FIGURE 2.22 – Erreur d’approximation non linéaire en fonction des plus gros coefficients d’onde-
lettes à divergence nulle retenus, suru1 (à gauche) et suru2 (à droite) : échelle logarithmique.

FIGURE 2.23 – Résidus de la solution reconstruite avec22% des coefficients d’ondelettes à diver-
gence nulle : suru1 à gauche et suru2 à droite. Au total on a2562 coefficients.
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Troisième partie

Algorithmes pratiques

119
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Chapitre 3

Calculs pratiques et simulations
numériques

Les bases d’ondelettes construites dans les deux chapitresprécédents ont pour objectif de servir
à la résolution numérique des équations aux dérivées partielles (EDPs). Elles peuvent aussi être
appliquées à l’analyse de signaux numériques ou à l’étude dechamps turbulents incompressibles.
Dans la résolution numérique des EDPs, le plus souvent on discrétise les équations sous forme
variationnelle en utilisant une méthode de type Galerkin ouPétrov-Galerkin [45]. Cela nécessite le
calcul des matrices des opérateurs de dérivation sur une base d’approximation bien choisie, dans
ce cas la base d’ondelettes. En plus, pour des données discrètes des problèmes à résoudre, on aurait
besoin des formules efficaces pour calculer les projecteursmulti-échellesPj sur les espacesVj de
l’analyse multirésolution choisie.
L’objectif de la section est d’établir les outils et formules nécessaires pour effectuer les calculs de
ces projections ou des matrices des opérateurs différentiels. On va se limiter au cas de la dimension
un, l’extension à des dimensions plus grandes se fait de façon naturelle : puisque les bases sont
construites par produit tensoriel. Plus particulièrement, les matrices à calculer seront celles de la
projectionPj( d

k

dxk
) ou Qj(

dk

dxk
). On prendk = 1 pour simplifier, le calcul sur des indices de

dérivations supérieurs se fera de manière analogue [6].

3.1 Fomules de quadrature

SoientVj([0, 1]) et Ṽj([0, 1]) deux analyses multirésolutions biorthogonales deL2([0, 1]). On
note respectivement{Φ♭j,ℓ,Φ

♯
j,ℓ}0≤ℓ≤r−1 et{Φ̃♭j,ℓ, Φ̃

♯
j,ℓ}0≤ℓ≤r̃−1 leurs fonctions d’échelle de bords,

{ϕj,k}k0≤k≤2j−k1 et{ϕ̃j,k}k̃0≤k≤2j−k̃1 celles qui sont à l’intérieur, voir section 2.2. Pour initialiser
l’algorithme de transformée en ondelettes, un des problèmes qu’on rencontre en pratique c’est de

121

te
l-0

05
44

37
3,

 v
er

si
on

 1
 - 

7 
D

ec
 2

01
0



122. CHAPITRE 3 : Calculs pratiques et simulations numériques

définir une approximation grossièrePj(f) ou P̃j(f) def ∈ L2([0, 1]), avec :

Pj(f) =
r−1∑

ℓ=0

〈f, Φ̃♭j,ℓ〉Φ♭j,ℓ +
2j−k1∑

k=k0

〈f, ϕ̃j,k〉ϕj,k +
r−1∑

ℓ=0

〈f, Φ̃♯j,ℓ〉Φ
♯
j,ℓ

et

P̃j(f) =
r̃−1∑

ℓ=0

〈f,Φ♭j,ℓ〉Φ̃♭j,ℓ +
2j−k̃1∑

k=k̃0

〈f, ϕj,k〉ϕ̃j,k +
r̃−1∑

ℓ=0

〈f,Φ♯j,ℓ〉Φ̃
♯
j,ℓ

Le problème considéré est alors le calcul des produits scalaires qui interviennent dansPj(f) et
P̃j(f) à partir des valeurs def sur le réseauk2−j , k ∈ Z. Pour calculer ces produits scalaires on a
choisi de généraliser au cas biorthogonal quelconque les techniques introduites dans [95,110]. Ces
techniques consistent à définir une formule de quadrature qui soit exacte pour des monônes jusqu’à
un certain degré. On va établir les formules pour〈f, ϕ̃j,k〉, 〈f, Φ̃♭j,ℓ〉 et 〈f, Φ̃♯j,ℓ〉, pour ce qui est de

P̃j(f) les formules s’adaptent facilement. Soitq ∈ N∗ le plus haut degré d’exactitude souhaité.
Selon que l’on veut faire le calcul avec une fonction de bord ou intérieure, on considère les deux
suites suivantes :

xp = −⌊q/2⌋+ p

yp = p

La formule de quadrature est définie au moyen des poids telle que :

〈f, Φ̃♭j,ℓ〉 ≈ 2−j/2
q∑

p=0

α♭p,ℓf(
yp
2j

)

〈f, ϕ̃j,k〉 ≈ 2−j/2
q∑

p=0

αpf(
k + xp
2j

)

〈f, Φ̃♯j,ℓ〉 ≈ 2−j/2
q∑

p=0

α♯p,ℓf(
2j − yp

2j
)

Les poids{α♭p,ℓ, αp, α
♯
p,ℓ : 0 ≤ ℓ < r̃}0≤p≤q sont définis par :

∫ +∞

0
Φ̃♭ℓ(x)Q(x)dx =

q∑

p=0

α♭p,ℓQ(yp), 0 ≤ ℓ < r̃

∫

R
ϕ̃(x)Q(x)dx =

q∑

p=0

αpQ(xp)

∫ 1

−∞
Φ̃♯ℓ(1− x)Q(x)dx =

q∑

p=0

α♯p,ℓQ(1− yp), 0 ≤ ℓ < r̃
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3.1 Fomules de quadrature 123.

avecQ(x) un polynôme de degré au plusq. Les valeurs de ces poids sont facilement calculables,
car on sait calculer les moments deϕ̃, Φ̃♭ℓ et Φ̃♯ℓ d’après l’équation (2.1.6), pour plus de détail
voir [95].

Dans le cas périodique, le calcul de ces produits scalaires est beaucoup plus simple, on sait
montrer qu’il revient à faire une convolution discrète entre les valeurs def et un filtre discret
obtenu à partir d’une fonction cardinal de Lagrange [98].

Exemple 3.1.1
Sur la figure 3.1, on compare les valeurs aux points de la projection desin(4πx) dansV13 obtenue
par quadrature, dans le cas périodique. On a utilisé les ondelettes orthogonales de Daubechies à
trois moments nuls :r = 3. Sur la figure 3.2, on compare les valeurs aux points de la projection
desin(2πx) sin(50x) dansV13 obtenue par quadrature, dans le cas non périodique. On utilise les
B-Splines biorthogonales avecr = r̃ = 3. Sur la figure 3.3 on compare les valeurs aux points de
la projection desin(2πx) sin(50x) dansV13, avec conditions aux limites de Dirichlet homogènes,
puis on trace l’erreur d’interpolation obtenue dansV8. Les générateurs d’ondelettes utilisés sont
toujours ceux de Daubechies à trois moments nuls :r = 3. Dans tous les cas, les convergences
souhaitées sont obtenues, seulement avec des ordres qui sont plus élevés aux bords.
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FIGURE 3.1 –f(x) = sin(4πx) échantillonné sur213 points (à gauche), sa projection dansV13
(au centre) et l’erreur des valeurs aux points de la projection. Cas du générateur orthogonal de
Daubechiesr = 3 (en périodique).
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124. CHAPITRE 3 : Calculs pratiques et simulations numériques
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FIGURE 3.2 –f(x) = sin(2πx) sin(50x) échantillonné sur213 points (à gauche), sa projection
dansV13 (au centre) et l’erreur des valeurs aux points de la projection. Cas des générateurs bior-
thogonaux B-Splinesr = r̃ = 3 (sans conditions aux limites).
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FIGURE 3.3 – Erreur sur les valeurs aux points de la projection def(x) = sin(2πx) sin(50x)
dansV13 (à gauche) et l’erreur d’interpolation dansV8 (à droite). Cas du générateur orthogonal de
Daubechiesr = 3 (Dirichlet homogène).

3.2 Calcul des termes de la matrice de masse et de la matrice derigi-
dité

Pour commencer, on va définir ce qu’on entend par matrice de masse et matrice de rigidité
d’une base d’ondelettes. On considère d’abord le cas des analyses multirésolutions deL2(R), le
cas de l’intervalle[0, 1] sera traité en fin de section.

Définition 3.2.1
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3.2 Calcul des termes de la matrice de masse et de la matrice derigidité 125.

SoitB = {ψj,k}j, k∈Z une bases d’ondelettes "régulière" deL2(R). On appelle matrice de masse
de la baseB, qu’on noteM, la matrice de termes généraux〈ψj,k, ψj′,k′〉 :

∀j, j′, Mk,k′ =

∫

R
ψj,k · ψj′,k′dx

On appelle matrice de rigidité (matrice de raideur) de la base B, qu’on noteR, la matrice de
termes généraux〈 ddxψj,k, ddxψj′,k′〉 :

∀j, j′, Rk,k′ =

∫

R

d

dx
(ψj,k) ·

d

dx
(ψj′,k′)dx

Cette définition est "valable" pour toute autre base d’un espace de HilbertH, en particulier pour
les analyses multirésolutions deL2(Ω) (Ω un ouvert régulier deRn), seulement on doit remplacer
l’opérateur ddx par∇ sin ≥ 2. Comme les bases qu’on utilise sont construites par produittensoriel,
les résultats des calculs qu’on va donner sont ceux établis en dimension un.

Depuis les travaux de G. Beylkin [6] et de W. Dahmen et C.A. Michelli [34], on sait calculer de
manière exacte les termes de la forme :〈ϕj,k, ϕj′,k′〉 et〈ϕj,k, ddxϕj′,k′〉, pour une fonction d’échelle
ϕ à support compact. Les calculs des termes〈ψj,k, ψj′,k′〉 et 〈ψj,k, ddxψj′,k′〉 sur l’ondelette asso-
ciée se déduisent directement par transformée en ondelettes.

Les termes de la matrice de masse :
Pour calculer les termes de la matriceM, on utilise essentiellement la relation à deux échelles

satisfaite par la fonction d’échelleϕ. Dans la proposition 3.2.1 ci-dessous, on donne une version
simple des résultats obtenus dans [6] et [34] qui permettentde calculer les termes de cette matrice
pour une base des fonctions d’échelle à support compact.

Proposition 3.2.1
Soitϕ une fonction d’échelle deL2(R) et soitIϕ sa fonction de corrélation au pointx définie par :

Iϕ(x) =

∫

R
ϕ(y)ϕ(y − x)dy (3.2.1)

Alors, la fonctionIϕ satisfait une relation à deux échelles :

Iϕ(x) =
∑

k∈Z
ikIϕ(2x− k) (3.2.2)

avec
ik =

∑

l∈Z
hlhl−k (3.2.3)

et
Iϕ(m) =

∑

k∈Z
i2m−kIϕ(k) (3.2.4)

te
l-0

05
44

37
3,

 v
er

si
on

 1
 - 

7 
D

ec
 2

01
0



126. CHAPITRE 3 : Calculs pratiques et simulations numériques

Preuve :
En substituant la relation d’échelle satisfaite parϕ dans (3.2.1), on trouve

Iϕ(x) = 2
∑

l∈Z

∑

m∈Z
hlhm

∫

R
ϕ(2y − l)ϕ(2y − 2x−m)dy

Un changement de variable dans l’intégrale donne :

Iϕ(x) =
∑

l∈Z

∑

m∈Z
hlhmIϕ(2x− (l −m))

D’où le résultat en décalant l’indice de sommation. Pour avoir (3.2.4) il suffit d’évaluerIϕ aux
points entiers. �

Soitϕ à support compact dont la relation à deux échelles s’écrit :

ϕ(x) =
√
2

L−1∑

k=0

hkϕ(2x− k),

Par définition, pour tout entierm ≤ L− 1 et m ≥ L− 1, on a :Iϕ(m) = 0, puisque le support
deϕ est[0, L − 1]. De plus, si on définit la matriceAϕ par :

Aϕ =

(∑

l

hlhl+j−2i

)

2−L≤i,j≤L−2

(3.2.5)

d’après l’équation (3.2.4), on voit que le vecteur(Iϕ(m))T2−L≤m≤L−2 est un vecteur propre de la
matriceAϕ associé à la valeur propreλ = 1. On a ainsi ramené le calcul deIϕ(m) à un problème
aux valeurs propres, plus simple à résoudre numériquement.

On peut aussi calculer lesIϕ(m) dans le domaine de Fourier. En effet, par Parseval on a :

Iϕ(m) =

∫

R
ϕ(x)ϕ(x −m)dx =

1

2π

∫

R
|ϕ̂(ξ)|2e−iξmdξ (3.2.6)

En échantillonnant, on trouve :

Iϕ(m) =
1

2π

∫ 2π

0

∑

k∈Z
|ϕ̂(ξ + 2πk)|2e−iξmdξ (3.2.7)
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3.2 Calcul des termes de la matrice de masse et de la matrice derigidité 127.

Cela veut dire que lesIϕ(m) sont les coefficients de Fourier d’une fonction2π-périodiqueθ :

θ(ξ) =
∑

k∈Z
|ϕ̂(ξ + 2πk)|2 (3.2.8)

Pour chercher la fonctionθ, on introduit l’opérateur de transitionT associé àϕ [64,76] :

(Tµ)(ξ) = |m0(
ξ

2
)|2µ(ξ

2
) + |m0(

ξ

2
+ π)|2µ(ξ

2
+ π) (3.2.9)

avecm0 le polynôme de raffinement deϕ etµ un polynôme trigonométrique enξ de la forme :

µ(ξ) =
∑

k∈Z
cke

−ikξ, ck ∈ R

Alors, θ est un vecteur propre deT associé à la valeur propreλ = 1. En effet, la relation à deux
échellesϕ̂(2ξ) = m0(ξ)ϕ̂(ξ) donne :

θ(ξ) =
∑

k∈Z
|m0(

ξ

2
+ kπ)|2|ϕ̂(ξ

2
+ kπ)|2

= |m0(
ξ

2
)|2θ(ξ

2
) + |m0(

ξ

2
+ π)|2θ(ξ

2
+ π)

ce qui traduit bien :(Tθ)(ξ) = θ(ξ). Pour plus de détail et la justification des calculs, voir [64,76].

Les termes de la matrice de rigidité :
Pour calculer les termes de la matrice de rigidité, on auraitbesoin de la proposition suivante [6] :

Proposition 3.2.2 [6]
SoitJϕ la fonction de corrélation entreϕ et sa dérivéeϕ′ définie par :

Jϕ(x) =

∫

R
ϕ(y)ϕ′(y − x)dy (3.2.10)

Alors, la fonctionJϕ vérifie une relation à deux échelles :

Jϕ(x) =
∑

k∈Z
jkJϕ(2x− k) (3.2.11)

avec
jk = 2ik, ik =

∑

l∈Z
hlhl−k (3.2.12)

Les valeurs deJϕ sur les entiers vérifient :
∑

l∈Z
lJϕ(l) = −1 (3.2.13)
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128. CHAPITRE 3 : Calculs pratiques et simulations numériques

Preuve :
La relation (3.2.11) est une conséquence directe de la relation d’échelle. Pour démontrer la relation
(3.2.13), il faut faire intervenir le fait que les moments deϕ vérifient :

+∞∑

−∞
lmϕ(x− l) = xm +

m∑

l=1

(−1)lC lmx
m−l

∫
ϕ(x)xldx (3.2.14)

�

Dans le calcul deJϕ′ , on voit l’apparition d’un facteur en puissance de2 par rapport aux for-
mules données par la proposition 3.2.1. Avec un raisonnement analogue à celui de la proposition
3.2.1, on montre que les valeurs deJϕ′ sur les entiers peuvent être obtenues en résolvant un pro-
blème aux valeurs propres. De manière générale, on calculeJϕk en cherchant le vecteur propre de
Aϕ associé àλ = 2k. Pour calculer les termes〈 ddxϕk, ddxϕk′〉, les termes de la matrice de rigidité,
il suffit de chercher le vecteur propre associé àλ = 22. Comme il n’est pas unique, il faut utiliser
une condition de compatibilité analogue à(3.2.13), voir [6].

Pour les ondelettes, par exemple connaissant les valeurs deIϕ etJϕ, la relation à deux échelles
satisfaite parψ donne :

Iψ(m) =
∑

k

∑

l

gkgl−2mIϕ(l − k)

et
Jψ(m) =

∑

k

∑

l

gkgl−2mJϕ(l − k)

Sur l’intervalle [0, 1]

On garde les notations introduites à la section 3.1. Pour desanalyses multirésolutions orthogo-
nales, les calculs des termes des matrices de masse et de rigidité sont donnés en détail dans [95].
Dans le cas biorthogonal quelconque, on va encore se servir de la relation à deux échelles pour
obtenir des résultats similaires à ceux de [95]. Pour les fonctions intérieures, pas de changement on
peut toujours utiliser les propositions(3.2.1) et (3.2.2). Pour les fonctions de bords, on va consi-
dérer par exemple celles qui sont en0 et par changement d’échelle se place àj = 0. Comme ces
dernières vérifient une relation à deux échelles donnée par (2.1.1), si on noteAΦ la matrice de
Gram des fonctions de bord en0, par simple substitution on a :

2AΦ = DAΦDT +DBΦBT +B(BΦ)TDT +BBϕBT (3.2.15)

avec
AΦ
k,k′ = 〈Φ♭k,Φ♭k′〉, BΦ

k,k′ = 〈Φ♭k, ϕk′〉, Bϕ
k,k′ = 〈ϕk, ϕk′〉 (3.2.16)

Les matricesD et B sont celles données par la proposition(2.1.1). Le calcul des termes de la
matriceBΦ, produit scalaire entre une fonction de bord et une fonctionintérieure, ne présente
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3.2 Calcul des termes de la matrice de masse et de la matrice derigidité 129.

pas de difficulté. En utilisant la définition de fonctions de bord, on se ramène au calcul d’une
combinaison des produits scalaires des fonctions d’échelle surR. En plus, les propriétés de la
matriceD font que le système défini par l’équation (3.2.15) se résout par une simple division
matricielle [95].

De même, la matrice de rigidité des fonctions de bord en0, qu’on noteRΦ, vérifie cette rela-
tion :

1

2
RΦ = DRΦDT +DKΦBT +B(KΦ)TDT +BRϕBT (3.2.17)

avec

RΦ
k,k′ = 〈 d

dx
Φ♭k,

d

dx
Φ♭k′〉, KΦ

k,k′ = 〈 d
dx

Φ♭k,
d

dx
ϕk′〉, Rϕk,k′ = 〈 d

dx
ϕk,

d

dx
ϕk′〉 (3.2.18)

Le cas des fonctions de bord en1 se traite de façon similaire, par symétrie.

Remarque 3.2.1
La résolution du système (3.2.17) doit se faire avec un peu plus de précaution : on ne peut pas
appliquer une simple division matricielle. Il existe des termes qu’il faut calculer analytiquement
[95], toute fois on peut les remplacer par des constantes dans (3.2.17) et faire une division. 2

Pour illustrer les calculs en dimensions supérieures, considérons la base des fonctions d’échelle
à divergence nulle surR2, et soitMdiv la matrice de masse de cette base. C’est une matrice qui
dépend de quatre paramètres. À une échellej fixée, par définition on a :

[Mdiv]k,k′ =

∫

R2

Φdiv
j,k · Φdiv

j,k
′dxdy, k = (k1, k2), k′ = (k′1, k

′
2) (3.2.19)

En utilisant la définition des fonctionsΦdiv
j,k

, on retrouve :

[Mdiv]k,k′ = 〈ϕ1
j,k1 , ϕ

1
j,k′1〉〈(ϕ

1
j,k2)

′, (ϕ1
j,k′2)

′〉+ 〈(ϕ1
j,k1)

′, (ϕ1
j,k′1)

′〉〈ϕ1
j,k2 , ϕ

1
j,k′2〉 (3.2.20)

Si on noteM1 et R1 les matrices de masse et de rigidité de la base(ϕ1
j,k), on voit que(3.2.19)

peut s’écrire comme :

[Mdiv]k,k′ = M1
k1,k′1

R1
k2,k′2

+R1
k1,k′1

M1
k2,k′2

(3.2.21)

On reviendra plus en détail sur le calcul et l’utilisation decette matrice dans la partie réservée à la
décomposition de Helmholtz-Hodge.

Exemple 3.2.1
On prend l’exemple de l’analyse multirésolution sur l’intervalle construite à partir du générateur
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130. CHAPITRE 3 : Calculs pratiques et simulations numériques

orthogonal de Daubechies à trois moments nuls, avec conditions aux limites de Dirichlet homo-
gène. Sur la figure 3.4, on trace les coefficients non nuls de lamatrice de rigidité des fonctions
d’échelle et d’ondelettes, dans ce cas, la matrice de masse est l’identité. Sur la figure 3.5, on trace
la matrice de masse des fonctions d’échelle et celle des ondelettes à divergence nulle construites à
partir de cette analyse multirésolution. La matricesMdiv correspondent à la matrice du Laplacien
scalaire2D avec conditions aux limites de Dirichlet homogène.
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FIGURE 3.4 – Matrices de raideur des fonctions d’échelle (à gauche)et celle des ondelettes (à
droite). Cas du générateur orthogonal de Daubechiesr = 3, avec conditions aux limites de Dirichlet
homogène.

te
l-0

05
44

37
3,

 v
er

si
on

 1
 - 

7 
D

ec
 2

01
0



3.3 Résolution de l’équation de la chaleur 131.

FIGURE 3.5 – Matrice de masse des fonctions d’échelle à divergence nulle (à gauche) et celle des
ondelettes (à droite). Cas du générateur orthogonal de Daubechiesr = 3, j = (6, 6) et jmin = 4.

3.3 Résolution de l’équation de la chaleur

On se propose dans cette partie de résoudre numériquement leproblème de Cauchy lié à l’équa-
tion de la chaleur dans un domaine "régulier" Ω deRn (n = 2, 3) :

∂tu− ν∆u = f (3.3.1)

avecu0 donnée initiale connue et des conditions aux limites fixées au préalable. Le facteurν re-
présente le coefficient de diffusion qui est supposé constant, f est le terme source. Le problème
de la chaleur est classique dans la théorie des équations auxdérivées partielles. Pour des résultats
théoriques généraux sur l’étude mathématique de ce problème, on peut consulter [46]. L’équation
(3.3.1) présente une dérivée d’ordre un en temps et des dérivées d’ordre deux en espace. Pour
résoudre cette équation en pratique, on doit discrétiser les dérivées spatiale et temporelle. On va
utiliser une méthode de type Galerkin sur base d’ondelettespour la discrétisation spatiale et un
schéma de type Euler implicite en différences finies pour la discrétisation en temps. Ce choix de
méthode conduit à la résolution d’un système linéaire à chaque pas de temps. Afin d’éviter des
calculs avec des grandes matrices de dimensions deux ou trois, on a choisi la technique utilisée
dans [14, 15] qui consiste à factoriser le noyaux de la chaleur. Les résultats obtenus dans [14, 15]
utilisent une discrétisation de l’opérateur en différencefinie, puis une projection en bases d’onde-
lettes périodiques. Dans ce travail, on discrétise directement l’opérateur sur une base d’ondelettes
vérifiant des conditions aux limites périodiques ou non périodiques. On montre sur la base des ré-
sultats numériques que cette technique s’étend facilementà des dimensions supérieures (n = 3),
et qu’elle peut s’appliquer dans le cadre d’une discrétisation variationnelle multi-échelle du pro-
blème [9,66,67].
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132. CHAPITRE 3 : Calculs pratiques et simulations numériques

3.3.1 Factorisation du noyau de la chaleur en dimension deuxet trois

Tout au long de cette section, sauf mention contraire,un sera lan-ième solution donnée par
l’algorithme en temps appliqué à l’équation(3.3.1) :

∀ n ≥ 0, un = u(x, nδt),

δt est le pas de temps choisi. Une discrétisation en temps, avecun schéma d’Euler implicite, en
différences finies de l’équation (3.3.1) donne :

(1− νδt∆)un+1 = un + δtf (3.3.2)

La technique de factorisation consiste à remplacer le schéma (3.3.2) par l’application d’un schéma
unidimensionnel du même type selon chaque direction. C’estune technique inspirée des méthodes
de résolution utilisant des directions alternées de [97]. En dimension deux et trois, la factorisation
du schéma (3.3.2) revient à :

(1− νδt
∂2

∂x2
)(1− νδt

∂2

∂y2
)un+1 = un + δtf (3.3.3)

et

(1− νδt
∂2

∂x2
)(1− νδt

∂2

∂y2
)(1 − νδt

∂2

∂z2
)un+1 = un + δtf (3.3.4)

Les schémas (3.3.3) et (3.3.4) sont inconditionnellement stables, de précisionO(δt) (voir [14]
p.79). Pour la discrétisation spatiale, on va supposer que la solutionu cherchée est dans espaceX,
avecX un de ces espaces :H1

per(Ω) ouH1
0 (Ω), selon les conditions aux limites fixées. La méthode

de Galerkin consiste à approcher le problème continu de dimension infinie par un problème discret
de dimension finie, et cela en définissant des espaces d’approximation de dimension finieXh deX
tels que :

Xh ⊂ X et lim
h→0

Xh = X

Dans notre cas, les espacesXh seront des analyses multirésolutions deX :

Xh = Vj avec h = 2−j

Alors, la solutionu est calculée sur la base des fonctions d’échelleΦj,k deVj sous la forme :

uj =
∑

k

ck(t)Φj,k

ou sur la base d’ondelettesΨj,k deVj sous la forme :

uj =
∑

k

ck(t)Φj0,k +
∑

j0≤|j|≤j−1

∑

k

dj,k(t)Ψj,k
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3.3 Résolution de l’équation de la chaleur 133.

On rappelle que les bases d’ondelettes utilisées sont construites par produit tensoriel des bases
unidimensionnelles. Dans ces conditions, la méthode de Galerkin appliquée aux schémas (3.3.3) et
(3.3.4) donne :

Aνδtun+1A
T
νδt = MunM

T + δtMfMT (3.3.5)

et
(Aνδtun+1A

T
νδt)Aνδt = (MunM

T )M+ δt(MfMT )M (3.3.6)

avecun la matrice des coefficientscj,k(nδt) etdj,k(nδt). La matriceAνδt est celle de l’opérateur

unidimensionnel(1 − νδt ∂
2

∂x2
), elle correspond à :Aνδt = M − νδtR où on a notéM et R

respectivement les matrices de masse et de raideur des basesunidimensionnelles.

Pour la complexité numérique, par exemple en dimension deux, si c est le nombre d’éléments
non nuls de la matriceAνδt et P ceux de la matrice des coefficientsun, la complexité théorique
d’une itération est deO(cP ) opérations. Cette complexité est beaucoup moins importante par rap-
port à d’autres méthodes : en différences finies on aO(ℓN2) opération avecℓ la largeur de la bande
deAνδt etN l’ordre de la matriceun dans la cas d’une factorisationLU . Pour plus de précision
sur les calculs et l’étude de la complexité des schémas précédents, on peut se référer à [14].

En pratique, le domaine de calculΩ considéré est[0, 1]n, avecn = 2 ou n = 3. Pour impo-
ser des conditions aux limites non périodiques, comme la géométrie est simple, on construit des
opérateurs de relèvement dans le cas non homogène [90].

Exemple 3.3.1
Selon la dimension d’espace, on a testé la méthode sur les deux solutions exactes :

u(x, y, t) =
1

8π2ν
(1− e−8π2νt) sin(2πx) sin(2πy), cas 2D

u(x, y, z, t) =
1

12π2ν
(1− e−12π2νt) sin(2πx) sin(2πy) sin(2πz), cas 3D

avec respectivement :f(x, y) = sin(2πx) sin(2πy) et f(x, y, z) = sin(2πx) sin(2πy) sin(2πz).
Les résolutions choisies sontj = 8 pour le cas2D etj = 5 pour le cas3D. Le temps final de calcul
est fixé àt = 0.02, la viscositéν = 1. La base d’ondelettes est celle du générateur orthogonal de
Daubechies à quatre moments nuls. On présente sur la figure 3.6 la normeℓ2 du résidu en fonction
du pas de tempsδt. On a multiplié l’erreur3D par 10 afin de tracer les deux courbes sur le même
graphe, car dans ce cas l’erreur2D est beaucoup plus importante. On observe une pente de l’ordre
de1 dans les deux cas, ce qui est conforme au résultat escompté.
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FIGURE 3.6 – Erreurℓ2 en fonction du pas de temps. La courbe en pointillé correspond à la dimen-
sion trois.

3.3.2 Une discrétisation variationnelle multi-échelles

Dans cette partie, on va décrire comment on peut résoudre l’équation de la chaleur(3.3.1)
en utilisant une formulation variationnelle multi-échelles du problème. Pour cela, on considère le
problème dans le cas1D. La méthode variationnelle multi-échelle introduite par F. Brezzi [9] et
J.R. Hughes et al. [66,67] appliquée à notre problème peut serésumer comme suit.

On suppose que la solutionu se décompose en :

u = uc + uf (3.3.7)

oùuc est une approximation grossière deu, tandis queuf représente la partie hautes fréquences
qui vit à des échelles plus fines.

Puis on discrétise l’équation (3.3.1) de deux façons : une entestant avec des fonctions qui sont
à la même échelle queuc et une autre avec les fonctions de même échelle queuf .

La décomposition (3.3.7) est classique dans la théorie des ondelettes. Dans une analyse multi-
résolution quelconque deL2(Ω), de projecteurs multi-échellePj etQj , on peut écrire :

u = Pj0(u) +
∑

j≥j0
Qj(u) (3.3.8)
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3.3 Résolution de l’équation de la chaleur 135.

Alors, on peut définir de façon naturelleuc etuf par :

uc = Pj0(u) et uf =
∑

j≥j0
Qj(u) (3.3.9)

Commeu dépend du temps, on considère l’équation discrétisée en temps par le shéma d’Euler
implicite (3.3.2), et on introduit les notations suivantes :

L = 1− δtν∆, Pj0(un) =
∑

k

ck(nδt)ϕj0,k et Qj0(un) =
∑

j≥j0,k
dj,k(nδt)ψj,k (3.3.10)

En prenant comme fonctions test les fonctions d’échelleϕj0,k et les ondelettesψj,k dans(3.3.2),
on trouve :

Lun+1 =

(
A B
C D

)(
Qj0(un+1)
Pj0(un+1)

)
=

(
Qj0(fn)
Pj0(fn)

)
(3.3.11)

avec
A = Qj0LQj0 , B = Qj0LPj0 , C = Pj0LQj0 et D = Pj0LPj0 (3.3.12)

et le terme sourcefn qui correspond à :

fn = un + δtf

L’équation (3.3.11) est un système enPj0(un+1) etQj0(un+1). Un calcul direct donne :

(D − CA−1B)Pj0(un+1) = Pj0(fn)− CA−1Qj0(fn)

AQj0(un+1) = −BPj0(un+1) +Qj0(fn)

La matrice(D − CA−1B) n’est rien d’autre que le complément de Schur de la matrice del’opé-
rateurL. La difficulté réside maintenant dans le calcul deA−1, compte tenu de la taille de cette
matrice et des niveaux d’échelle qu’elle renferme . Une technique introduite par A. Chertock et
D. Levy dans [16] consiste à projeter cette matrice sur des matrices bandes. Le critère choisi pour
la projection est que la matrice bande issue de la projectiondoit donner le même résultat que la
projetée sur un sous espace de dimension égale à la largeur dela bande choisie. Plus la taille de la
bande est grande, plus la qualité d’approximation sur la solution est meilleure [16].

Dans le cas de l’opérateur de la chaleur,A est une matrice bande par bloc et à diagonale for-
tement dominante, par contre son inverseA−1 est en général pleine. Avant de calculer cet inverse,
on se sert des propriétés d’approximation non linéaire des bases d’ondelettes pour approcherA par
Aǫ :

∀ ǫ > 0, Aǫ
i,j =

{
Ai,j si |Ai,j| > ǫ
0 ailleurs

(3.3.13)
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136. CHAPITRE 3 : Calculs pratiques et simulations numériques

Ainsi, l’erreur numérique introduite au niveau des petiteséchelles reste du même ordre que l’erreur
globale obtenue sans approximation.

La résolution du système(3.3.11) demande l’inversion d’une matrice. Afin d’éviter ce calcul à
chaque pas de temps, les inverses deAǫ et (D − C(Aǫ)−1B) sont calculés au début, puis stockés.
Cela permet de réduire le calcul deun+1 à chaque étape à une multiplication matrice vecteur. La
complexité numérique de cette étape reste alors la même que ce soit dans le cas du découplage
multi-échelle ou celui où on a inversé directement la matrice deL toute entière, moyennant l’ap-
proximation(3.3.13). Le gain de la méthode multi-échelle est alors dans le calculdes inverses de
Aǫ et (D − C(Aǫ)−1B) qui est beaucoup moins cher par rapport à celui de la matrice deL.

Exemple 3.3.2
Dans cet exemple on montre l’efficacité de la méthode multi-échelles dans le cas1D, sur la solution
exacteu(x, t) = e−t sin(16πx). Les paramètres sontj = 10, t = 0.01, ν = 1/(162π2) et
δt = 0.01/80. La base d’ondelettes choisie est celle de Daubechies orthogonale à quatre moments
nuls (r = 4). Sur la figure 3.7, on trace l’erreur relative sur la solutioncalculée en fonction du
pourcentage des coefficients non nuls de la matrice deL retenus, après un seuillage dans le cas
d’une méthode standard. De même, pourǫ = 10−5 max |A| le plus grand seuil choisi, on trace
l’erreur relative donnée par la méthode multi-échelle en fonction dej0, cette fois ci le seuillage
ce fait seulement surA. Sur la figure 3.8, on trace les différentes solutionsuc etuf , ainsi que le
résidus total. On voit alors qu’on a une meilleure solution avec la méthode multi-échelle, ce qui
est naturelle car plusj0 est grand, plus on réduit notre seuillage des coefficients.
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FIGURE 3.7 – Erreur relativeℓ2 en fonction du pourcentage des coefficients non nuls de la matrice
deL, méthode standard (à gauche), erreur relativeℓ2 en fonction dej0 dans la méthode multi-
échelle :ǫ = 10−5 max |A|. Échelle logarithmique pour les erreurs.
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FIGURE 3.8 –uc en haut (à gauche),uf (à droite) et le résidu en bas :j = 10 et j0 = 6.

L’extension de la méthode multi-échelle à la dimension deuxse présente avec quelques modi-
fications. Compte tenu de la structure tensorielle des bases, pourj0 fixé, on décompose la solution
u comme suit :

u = uc + ucf + ufc + uf (3.3.14)

avec

uc = Pj0 ⊗ Pj0(u), ucf = Pj0 ⊗Qj0(u), ufc = Qj0 ⊗ Pj0(u) et uf = Qj0 ⊗Qj0(u)

On suppose la convention dans les notations introduite en(3.3.10). Si on applique la factorisation
(3.3.3) à l’équation (3.3.1), on retrouve :

Lun+1 =

(
A B
C D

)(
u
f
n+1 u

fc
n+1

u
cf
n+1 ucn+1

)(
A B
C D

)
=

(
f fn f fcn
f cfn f cn

)
(3.3.15)

où on a posé :

f fn = ufn + δtf f , f cfn = ucfn + δtf cf , f fcn = ufcn + δtf fc et f cn = ucn + δtf c
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138. CHAPITRE 3 : Calculs pratiques et simulations numériques

Pour la résolution, on décompose le système (3.3.15) en deuxsous-systèmes matriciels :

(S1)





A(ufn+1A+ u
fc
n+1C) + B(ucfn+1A+ ucn+1C) = f fn

C(ufn+1A+ u
fc
n+1C) +D(ucfn+1A+ ucn+1C) = f cfn

et

(S2)





A(ufn+1B + u
fc
n+1D) + B(ucfn+1B + ucn+1D) = f fcn

C(ufn+1B + u
fc
n+1D) +D(ucfn+1B + ucn+1D) = f cn

Puis on prend comme inconnues dans(S1) et (S2) les termes entre parenthèses, ce qui permet
d’écrire d’une part :

(S′1)





(ufn+1A+ u
fc
n+1C) = A−1(f fn −B(ucfn+1A+ ucn+1C))

(D − CA−1B)(ucfn+1A+ ucn+1C) = f cfn − CA−1f fn

et de l’autre part :

(S′2)





(ufn+1B + u
fc
n+1D) = A−1(f fcn − B(ucfn+1B + ucn+1D))

(D − CA−1B)(ucfn+1B + ucn+1D) = f cn − CA−1f fcn

La dernière étape consiste alors à résoudre les systèmes(S′1) et(S′2), cette étape se fait de manière
analogue par transposition.

On reconnaît facilement que dans la résolution des systèmesprécédents, on a appliqué deux
fois de suite la technique utilisée dans le cas 1D, où cette fois les inconnues sont des matrices. En
fait, exceptés les produits entre les différentes matrices, la complexité de la méthode est la même
que celle obtenue dans le cas de la dimension un : les matricesà inverser sont les mêmes.
En plus, on peut étendre cette technique de façon similaire en dimension trois ou plus, il suffit
d’écrire dans chaque cas les bons systèmes.

Exemple 3.3.3
Dans cet exemple on résout (3.3.1) avec comme condition initiale un bruit blanc aléatoire gaussien
avecf = 0. Les paramètres sontj = 10, j0 = 6, t = 0.5, ν = 1/8π2 etδt = t/100. Notre solution
de référence est la solution calculée dans toutVj sans approximation et sans séparation d’échelle.
Les ondelettes utilisées sont celles de l’exemple 3.3.2. Les résultats d’erreur sont les mêmes que
ceux obtenus en dimension un.
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FIGURE 3.9 – Solutionuc à t = 0.5 dansVj0 (à gauche) et sa reconstruction par transformée en
ondelettes inverse dansVj (à droite) oùj0 = 6 et j = 10. Condition initiale bruit blanc,f = 0,
ν = 1/8π2 et δt = t/100.
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blanc,f = 0, ν = 1/8π2 et δt = t/100.
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3.4 Décomposition de Helmholtz-Hodge par ondelettes 141.

3.4 Décomposition de Helmholtz-Hodge par ondelettes

La décomposition de Helmholtz-Hodge est un outil très puissant dans la résolution numérique
des équations aux dérivées partielles, comme par exemple les équations de Navier-Stokes incom-
pressibles. Sans faire l’ensemble de cette théorie, on donne dans cette partie l’essentiel des résultats
et définitions qui nous seront utiles pour la suite [19,57]. On parlera en suite du calcul de cette dé-
composition en utilisant les bases d’ondelettes à divergence nulle ou à rotationnel nul.

Définition 3.4.1
SoitΩ un ouvert "régulier" deRn. La décomposition de Helmholtz-Hodge d’un champ de vecteurs
u ∈ (L2(Ω))n consiste à décomposeru en une partie irrotationnelle et une partie solénoïdale :

u = udiv + urot (3.4.1)

avec
div(udiv) = 0 rot(urot) = 0

La question qui est posée est le calcul deudiv ouurot par une méthode efficace. Avant d’arriver
à cette question, commençons par rappeler quelques généralités.

3.4.1 Quelques généralités sur la décomposition de Helmholtz-Hodge

Si le domaine de calcul estΩ = Rn tout entier, ouΩ ( Rn avec des conditions aux limites
périodiques, on peut explicitement faire le calcul dans le domaine de Fourier. Soitu : (Rn)n →
(Rn)n de composantesui, pouri = 1, . . . , n, on définit la transformée de Fourier deu par :

û(ξ) =

∫

Rn

u(x)e−i<ξ/x>dx

Alors, la transformée de Fourier d’un champ de vecteursu est aussi un champ de vecteursû : (Rn)n →
(Rn)n de composanteŝui, i = 1, . . . , n.
D’après la définition de l’opérateurdiv(u) = ∇.u, un champ de vecteuru est à divergence nulle
si et seulement si :

iξ.û = 0 (3.4.2)

pour toutξ ∈ Rn. Autrement dit, pour toutes les fréquencesξ, le vecteur̂u est orthogonal àξ. De
façon similaire, un champ de vecteuru est à rotationnel nul si et seulement si :

iξ ∧ û = 0 (3.4.3)

pour toutξ ∈ Rn. Autrement dit, pour toutes les fréquencesξ, le vecteurû est parallèle àξ. En
particulier, siu et v sont deux champs de vecteurs de(L2(Rn))n dont l’un à divergence nulle et
l’autre à rotationnel nul, d’après la formule de Plancherelil en découle que :

〈u/v〉 = (2π)−n〈û/v̂〉 = 0
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142. CHAPITRE 3 : Calculs pratiques et simulations numériques

Ce qui permet d’obtenir la décomposition de(L2(Rn))n en deux parties orthogonales :

(L2(Rn))n = (L2
div(R

n))n ⊕ (L2
rot(R

n))n (3.4.4)

avec

(L2
div(R

n))n = {u ∈ (L2(Rn))n : ∇.u = 0} et (L2
rot(R

n))n = {u ∈ (L2(Rn))n : ∇∧ u = 0}

De plus, pour toute fréquenceξ 6= 0 etu ∈ (L2(Rn))n on peut écrire formellement :

û =
1

|ξ|2 ξ(ξ.û) + [û− 1

|ξ|2 ξ(ξ.û)] (3.4.5)

Un retour en variables spatiales donne la décomposition deu ci-dessous, qui est sa décomposition
de Helmholtz-Hodge :

u = ∆−1∇(∇.u) + [u−∆−1∇(∇.u)] (3.4.6)

où la première composante est à rotationnel nul tandis que ladeuxième composante est à divergence
nulle.
On justifie ces définitions formelles en introduisant un opérateur pseudo-différentiel, le projecteur
de Leray notéP dont le symbole matriciel est donné par :

P̂i,j = δi,j −
ξiξj
|ξ|2 (3.4.7)

c’est un polynôme de degré nul, borné dans le domaine de Fourier. C’est aussi la matrice de pas-

sage :̂u → P̂(u). Par Pythagore, il est facile de voir que pour touts on a :

∫

Rn

(1 + |ξ|2)s|û|2dξ =
∫

Rn

(1 + |ξ|2)s
(
| 1

|ξ|2 ξ(ξ.û)|
2 + |û− 1

|ξ|2 ξ(ξ.û)|
2

)
dξ (3.4.8)

d’où
‖P(u)‖(Hs(Rn))n ≤ ‖u‖(Hs(Rn))n (3.4.9)

Ainsi le projecteur de Leray est un opérateur continu dans les espaces de Sobolev(Hs(Rn))n. Une
conséquence du théorème de Hörmander-Mihlin [70] est que leprojecteur de Leray est continu sur
les espaces de Lebesgue(Lp(Rn))n pourp ∈]1,+∞[.

Sur un domaine bornéΩ connexe"régulier" deRn, en général on calcule la décomposition de
Helmholtz-Hodge deu ∈ (L2(Ω))n en résolvant un problème de Poisson :

∆p = f (3.4.10)

La solution de cette équation est un champ de potentiel dont la distribution de charges est donnée
par la fonctionf .
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3.4 Décomposition de Helmholtz-Hodge par ondelettes 143.

Il est connu dans [57] que si un champ de vecteursu est à divergence nulle cela implique l’existence
d’une fonction courantχ telle que :

u = ∇∧ χ (3.4.11)

De même si un champ de vecteursu est à rotationnel nul, alors il existe un champ de potentielq
tel que :

u = ∇q (3.4.12)

Avec les notations et définitions introduites par les équations (3.4.11) et (3.4.12), on voit que la
décomposition de Helmholtz-Hodge deu ∈ (L2(Ω))n est équivalente à :

u = ∇∧ χ+∇q (3.4.13)

Le calcul deq conduit à la résolution d’une équation de Poisson sur la divergence deu :

∆q = ∇ · u (3.4.14)

On sait résoudre ce dernier problème sous certaines hypothèses de régularité sur la frontière du
domaineΩ et en imposant les conditions aux limites appropriées [57].Pour des contre-exemples
de la non existence de solution au problème de Poisson ou de ladécomposition de Helmholtz-
Hodge, sur des domainesΩ qui ne sont pas"assez réguliers", on peut consulter [62].

Soit Ω un ouvert borné deRn de frontière∂Ω et suffisamment"régulier". Pour donner une
justification rigoureuse de la décomposition de Helmholtz-Hodge surΩ, on se base sur les résultats
fondamentaux de [29,57].
On commence d’abord par définir le cadre fonctionnel nécessaire et ainsi introduire certains es-
paces qui serviront dans la suite. Soitγ0 l’opérateur de trace :

γ0 : H1(Ω) → L2(∂Ω)
p 7→ p|∂Ω

(3.4.15)

et on note parH1/2(Ω) l’image deH1(Ω) parγ0. SoientE(Ω) etV les espaces de fonctions test
suivants :

E(Ω) = {u ∈ (L2(Ω))n : ∇ · u ∈ L2(Ω)} et V = {u ∈ (C∞
o (Ω))n : ∇ · u = 0}

Proposition 3.4.1
Soit~ν la normale extérieure àΩ. Il existe un opérateur linéaire continuγ : E(Ω) → H−1/2(Ω) tel
que :

γ(u) = u · ~ν (3.4.16)

pour toutu ∈ (C∞
o (Ω))n. Et pour toutu ∈ E(Ω) et q ∈ H1(Ω), on a la formule de Stokes

suivante :
〈u/∇q〉+ 〈∇ · u, q〉 = 〈γ(u), γ0(q)〉 (3.4.17)
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144. CHAPITRE 3 : Calculs pratiques et simulations numériques

On peut trouver une preuve de cette proposition dans [29], elle utilise le fait qu’il existe un opérateur
de relèvementlΩ : H1/2(∂Ω) → H1(Ω) qui satisfait [87] :

γ0lΩ = Id ∈ H1/2(∂Ω)

La proposition 3.4.1 permet de définir trois espaces orthogonaux qui sont :

Hdiv(Ω) = {u ∈ (L2(Ω))n : ∇ · u = 0, γ(u) = 0} (3.4.18)

espace de fonctions à divergence nulle surΩ,

~H1(Ω) = {u ∈ (L2(Ω))n : u = ∇q, q ∈ H1
0 (Ω)} (3.4.19)

espace de fonctions à rotationnel nul surΩ,

~H2(Ω) = {u ∈ (L2(Ω))n : u = ∇q, q ∈ H1(Ω) et∆q = 0}, (3.4.20)

espace de fonctions qui sont à la fois à rotationnel et à divergence nulle surΩ.

Proposition 3.4.2 [29]
SoitΩ un ouvert borné connexe de classeC2. Alors :

H⊥
div(Ω) = {u ∈ (L2(Ω))n : u = ∇q, q ∈ H1(Ω)}

Et en particulier :

(L2(Ω))n = Hdiv(Ω)⊕H⊥
div(Ω) et H⊥

div(Ω) =
~H1(Ω)⊕ ~H2(Ω)

sommes directes orthogonales.

Preuve :
L’orthogonalité des espaces est une conséquence directe dela proposition3.4.1. Pour la décompo-
sition, soitu ∈ (L2(Ω))n un champ de vecteur quelconque. Sur la divergence deu, on considère
ce problème de Poisson avec conditions aux limites de Dirichlet homogène :

{
∆q1 = ∇ · u ∈ H−1(Ω)
q1 ∈ H1

0 (Ω)
(3.4.21)

D’après [29, 57] le problème(3.4.21) admet une unique solutionq1 et l’on poseu1 = ∇q1. Par
définition, il est facile de vérifier que la solutionu1 ∈ ~H1(Ω) et que la différenceu− u1 ∈ E(Ω)
car :

∇.(u− u1) = ∇.u−∆q1 = 0

En plus, en vertu de la proposition3.4.1, u− u1 vérifie la condition de"compatibilité" suivante :

〈γ(u− u1), 1〉 = 0 (3.4.22)
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3.4 Décomposition de Helmholtz-Hodge par ondelettes 145.

Puis, on considère un deuxième problème de Poisson avec conditions aux limites de Neumann :

{
∆q2 = 0

q2 ∈ H1(Ω), ∂q2
∂~ν = γ(u− u1)

(3.4.23)

Par la condition de"compatibilité" donnée en (3.4.22), à une constante additive près il existe un
uniqueq2 ∈ H1(Ω) solution du problème de Neumann(3.4.23). On poseu2 = ∇q2. Alors on
vérifie facilement queu2 ∈ ~H2(Ω) et le champ de vecteursu0 = u− u1 − u2 ∈ E(Ω), il satisfait
la condition :γ(u0) = 0. En effet,

∇ · u0 = ∇ · u−∇ · u1 −∇ · u2 = ∇ · u−∆q1 −∆q2 = ∇ · u−∇ · u = 0

et

γ(u0) = γ(u− u1)− γ(u2) = γ(u− u1)−
∂q2
∂~ν

= 0

pour avoir la décomposition, il suffit d’écrireu = u0 + (u1 + u2), ce qui achève la preuve. �

Cette proposition garantit la réalisation de la décomposition de Hodge-Helmholtz surΩ. De plus
elle précise que les champs à divergence nulle issus de cettedécomposition vérifient toujours la
condition de non perméabilité au domaineΩ, à savoir :γ(u) = 0.

Remarque 3.4.1
La conditionγ(u) = 0 est assurée sur un champ à divergence nulleu = ∇∧χ dès que la fonction
courantχ ∈ H1

0 (Ω) [57]. Cette dernière condition est très importante pour la construction des
ondelettes à divergence nulle, elle assure l’indépendancedes fonctions génératrices des base.2

3.4.2 Calcul pratique par ondelettes de la décomposition deHelmholtz-Hodge

On a vu surRn dans la section précédente que le projecteur de LerayP a une expression analy-
tique dans le domaine Fourier (3.4.7). Pour des champs périodiques, il est grâce à cette formulation
facile de calculer leurs décompositions de Helmholtz-Hodge. De même, en ondelettes périodiques,
il existe des techniques qui permettent de calculer ce projecteur. Ces méthodes utilisent des pro-
jections successives sur des ondelettes à divergence nulleet des ondelettes à rotationnel nul, en
anisotrope [42].
On présente ici un algorithme numérique pratique permettant de calculer la décomposition de
Helmholtz-Hodge d’un champ de vecteuru ∈ (L2(Ω))n où Ω = [0, 1]n. Cet algorithme est
fondé sur l’utilisation des bases d’ondelettes à divergence nulle ou à rotationnel nul construites
aux chapitres précédents qui engendrent des analyses multirésolutions pourHdiv(Ω) etH⊥

div(Ω).
Les méthodes de calcul utilisées sont beaucoup plus directes et s’appliquent aussi dans le cas pé-
riodique. On va se limiter àn = 2, 3, une généralisation à des dimensions supérieures se fait de
manière aisée. Des résultats des tests numériques montreront le potentiel, l’efficacité et la précision
de la méthode.
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146. CHAPITRE 3 : Calculs pratiques et simulations numériques

Description de la méthode :

Soitu ∈ (L2(Ω))n, on sait queu s’écrit de manière unique sous la forme :

u = udiv + urot

avecudiv ∈ Hdiv(Ω) eturot ∈ H⊥
div(Ω), où est l’espace défini par (3.4.18) :

Hdiv(Ω) = {u ∈ (L2(Ω))n : ∇ · u = 0, γ(u) = 0}

On note{Ψdiv
j,k

} et{Ψrot
j,k

} les bases d’ondelettes respectives deHdiv(Ω) etH⊥
div(Ω).

Pour calculerudiv par exemple, les méthodes habituelles de calcul en élémentsfinis passe par
la résolution de l’équation de Poisson [57]. D’autres méthodes proposées dans [113] consistent à
minimiser une fonctionnelle d’énergieF :

F (udiv) =
1

2
‖udiv − u‖2(L2(Ω))n =

1

2

∫

Ω
(udiv − u)2dx (3.4.24)

Mais la difficulté de la méthode utilisée dans [113] réside dans le fait qu’il n’existe pas de bases
explicites des espacesHdiv(Ω) etH⊥

div(Ω) comme en ondelettes. Il faut définir les opérateurs de
dérivation de manière discrète et à la fin on revient aussi surla résolution de l’équation de Poisson.

Dans ce cas présent, on va chercherudiv sous la forme :

udiv =
∑

j,k

ddivj,kΨ
div
j,k (3.4.25)

Par orthogonalité des espacesHdiv(Ω) etH⊥
div(Ω), le calcul deudiv se ramène à la résolution du

système linéaire :

∀ j′, k′,
∫

Ω
Ψdiv

j
′
,k

′ · u =
∑

j,k

ddivj,k

∫

Ω
Ψdiv

j
′
,k

′ ·Ψdiv
j,k (3.4.26)

Comme on peut le voir, la solution du système (3.4.26) est le minimum deF cherché dans [113].
En effet, pour chercher ce minimum, la condition nécessaireest :

dF (udiv)

dudiv
= 0 (3.4.27)

Si on remplaceudiv par son expression donnée en (3.4.25), on retrouve :

∂F (ddiv
j,k

)

∂ddiv
j,k

=

∫

Ω
Ψdiv

j
′
,k

′


∑

j,k

ddivj,kΨ
div
j,k − u


 = 0, ∀ j,k (3.4.28)

Dans cette dernière expression, on reconnaît exactement lesystème (3.4.26). La matrice de ce
système est la matrice de Gram de la base des ondelettes à divergence nulle, symétrique définie
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3.4 Décomposition de Helmholtz-Hodge par ondelettes 147.

positive. En pratique, ce problème de dimension infinie est approché en dimension finie car les on-
delettes forment une analyse multirésolution deHdiv(Ω). Pour prouver l’efficacité de la méthode,
des courbes d’erreurs sur la précision de cette projection seront données en fin de section.

On peut choisir de calculer, au lieu de la partie à divergencenulle, la partie à rotationnel nul
urot. L’intérêt de ce choix est que pour des dimensions supérieuresn > 2, on a une seule ondelette
à rotationnel nul anisotrope génératrice tandis qu’on an − 1 ondelettes à divergence nulle. Outre
cela, la matrice de Gram des ondelettes à rotationnel nul dont les termes sont de la forme :

∫

Ω
Ψrot
j,k ·Ψrot

j
′
,k

′ =

∫

Ω
∇[ψ1

j1,k1 ⊗ · · · ⊗ ψ1
jn,kn ] · ∇[ψ1

j′
1
,k′

1
⊗ · · · ⊗ ψ1

j′n,k
′
n
] (3.4.29)

n’est rien d’autre que la matrice standard du Laplacien scalaire sur la base des ondelettes{ψ1
j1,k1

⊗
· · · ⊗ ψ1

jn,kn
}j,k∈Zn . Cette matrice admet un préconditionneur diagonal explicite en ondelettes

[24,27,28], ce qui permet d’avoir un algorithme efficace pour l’inverser.
Un cas spécifique à la dimensionn = 2, la matrice de Gram des ondelettes à divergence nulle et la
matrice de Gram des ondelettes à rotationnel nul sont identiques car :

Si n = 2, ∀ u,v ∈ H1
0 (Ω)

∫

Ω
rot(u) · rot(v) =

∫

Ω
∇u · ∇v (3.4.30)

Cette relation reste vraie même dans le cas périodique. L’égalité des matrices découle de la construc-
tion des fonctions des bases.

Mise en oeuvre de la méthode :

On va décrire maintenant comment on résout en pratique le système linéaire donné par l’équa-
tion (3.4.26). Pour faire plus simple, on se place dans(L2(Ω))2 pourn = 2. L’extension au cas
n = 3 est immédiate. Ce qui sera mis en avant dans cette partie, c’est la structure tensorielle des
bases et la relation de dérivation de la proposition 2.3.2. Soit u un champ de vecteur régulier de
(L2(Ω))2. À une échellej donnée, on calcule sa projection dans(V 1

j ⊗V 0
j )× (V 0

j ⊗V 1
j ) grâce aux

formules de quadrature de la section3.1, et on note cette projectionuj . D’après la décomposition
de Helmholtz-Hodge dans(L2(Ω))2, uj s’écrit :

uj = udiv + urot

et on chercheudiv sous la forme :

udiv =
∑

j,k

ddiv
j,k

Ψdiv
j,k
, avec |j| ≤ j

En utilisant l’orthogonalité de la décomposition dans(L2(Ω))2 : 〈urot/Ψ
div
j,k

〉 = 0, et le système

(3.4.26), on se ramène à résoudre :
(
〈uj/Ψdiv

j,k〉
)
= Mdiv

(
ddivj,k

)
avec Mdiv

j,k,j
′
,k

′ = 〈Ψdiv
j,k/Ψ

div

j
′
,k

′〉
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148. CHAPITRE 3 : Calculs pratiques et simulations numériques

En pratique, on peut inverser ce système en utilisant des méthodes itératives telles que le gradient
conjugué (avec un préconditionneur diagonal en ondelettes). Dans ce travail, on ne stocke jamais
la matrice de masseMdiv, on utilise la structure tensorielle des bases pour simplifier les calculs en
ne se servant que des matrices des fonctions1D.

• Calcul du second membre :
On rappelle queuj ∈ (V 1

j ⊗V 0
j )×(V 0

j ⊗V 1
j ). Alors, on part de la décomposition deuj = (u1,u2)

suivante :
u1 =

∑

j,k

d1j,kψ
1
j1,k1 ⊗ ψ0

j2,k2 et u2 =
∑

j,k

d2j,kψ
0
j1,k1 ⊗ ψ1

j2,k2

À j′ etk′ fixés, on a :

〈uj/Ψdiv

j′,k′〉 =
∑

j,k

d1j,k〈ψ
1
j1,k1

, ψ1
j′
1
,k′

1

〉〈ψ0
j2,k2

,
d

dy
(ψ1

j′
2
,k′

2

)〉 −
∑

j,k

d2j,k〈ψ
0
j1,k1

,
d

dx
(ψ1

j′
1
,k′

1

)〉〈ψ1
j2,k2

, ψ1
j′
2
,k′

2

〉

Sous forme matricielle cela s’écrit :

[〈uj/Ψdiv

j
′
,k

′〉] = M1[d1j,k](A
0)T −A0[d2j,k]M

1 (3.4.31)

La matriceM1 est la matrice de Gram de la base d’ondelettes{ψ1
j,k}, la matriceA0 a pour terme

général :

〈ψ0
j2,k2 ,

d

dy
(ψ1

j′
2
,k′

2
)〉

Cette matrice se décompose en produit d’une matrice creuse qu’on noteC0 avec la matrice de
Gram de la base d’ondelettes{ψ0

j,k} notéeM0 :

A0 = M0(C0)T

Les termes de la matriceC0 sont définis par :

d

dx
ψ1
j,k =

∑

j,n

C0
j,k,nψ

0
j,n

Remarque 3.4.2
Les relations de dérivation qui existent entre les fonctions de bases font que la matriceC0 est
diagonale dans le cas des ondelettes et elle contient deux diagonales pour les fonctions d’échelle
intérieures. Sur l’intervalle, sa taille aux bord n’excèdepas celle des filtres des bords. 2

• Décomposition de la matriceMdiv :
D’après la structure tensorielle des bases, les termes généraux de la matrice de GramMdiv vérifient
cette équation :

〈Ψdiv

j,k/Ψ
div

j′,k′〉 = 〈ψ1
j1,k1

, ψ1
j′
1
,k′

1

〉〈 d
dy

(ψ1
j2,k2

),
d

dy
(ψ1

j′
2
,k′

2

)〉+ 〈 d
dx

(ψ1
j1,k1

),
d

dx
(ψ1

j′
1
,k′

1

)〉〈ψ1
j2,k2

, ψ1
j′
2
,k′

2

〉
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3.4 Décomposition de Helmholtz-Hodge par ondelettes 149.

Cela permet de décomposer le produit deMdiv avec le vecteur(ddiv
j,k

) dans le premier membre

du système 3.4.26, en un produit des matrices de taille(dim(V 1
j ))

2. Sous forme matricielle cette
décomposition est :

[Mdiv(ddivj,k)] = M1[ddivj,k]R
1 +R1[ddivj,k]M

1 (3.4.32)

avec les termes de la matriceR1 qui sont définis par :

R1

k1,k′1
= 〈 d

dx
(ψ1

j1,k1),
d

dx
(ψ1

j′
1
,k′

1
)〉

c’est la matrice de raideur de la base d’ondelettes{ψ1
j,k}.

Si on supposeuj à divergence nulle, alors on a une relation simple entre ses coefficients
{d1

j,k
, d2
j,k

} et ses coefficients sur les fonctions à divergence nulle{ddiv
j,k

} :

[d1j,k] = [ddivj,k](C
0)T et [d2j,k] = −C0[ddivj,k] (3.4.33)

Plus généralement, connaissant les coefficientsddiv
j,k

, l’équation (3.4.33) permet de retrouver les

coefficients deudiv dans les bases de(V 1
j ⊗ V 0

j ) et (V 0
j ⊗ V 1

j ) : c’est en quelque sorte la relation
de recomposition.

En dimension troisn = 3, on a choisi d’utiliser les ondelettes à rotationnel nul. Cechoix est
motivé par le fait qu’on a une seule ondelette génératrice à rotationnel nul anisotrope. En plus, on
dispose d’un préconditionneur diagonal explicite en ondelettes de la matrice de Gram des onde-
lettes à rotationnel nul : c’est en fait la matrice standard du Laplacien scalaire.
Pour calculerurot, on part cette fois-ci d’une approximation deuj dans(V 0

j ⊗ V 1
j ⊗ V 1

j )× (V 1
j ⊗

V 0
j ⊗ V 1

j )× (V 1
j ⊗ V 1

j ⊗ V 0
) , et on chercheurot sous la forme :

urot =
∑

j,k

drotj,k∇[ψ1
j1,k1 ⊗ ψ1

j2,k2 ⊗ ψ1
j3,k3 ] =

∑

j,k

drotj,kΨ
rot
j,k

De même, par orthogonalité de la décomposition dans(L2(Ω))3, on obtient le système suivant :

〈uj/Ψrot

j
′
,k

′〉 =
∑

j,k

drotj,k〈Ψ
rot
j,k/Ψ

rot

j
′
,k

′〉 ⇔ (〈u/Ψrot

j
′
,k

′〉) = Mrot(drotj,k) (3.4.34)

où Mrot est la matrice de Gram de la base d’ondelettes{Ψrot
j,k

}, dont les termes généraux sont

donnés par (3.4.29). Le système(3.4.34) admet, quelque soit la dimension, un préconditionneur
diagonal optimal en ondelettes [90]. En pratique, on résout(3.4.34) avec un gradient conjugué.
La structure tensorielle des bases permet de ramener les calculs sur des matrices des fonctions
unidimensionnelles. En terme de complexité théorique, sir est le nombre d’éléments non nuls de
la matriceR1 par ligne etN = 2J , alors le coût d’une étape du gradient conjugué est deO(rNn)
opérations, avecn = 2 oun = 3 la dimension d’espace etJ la plus grande résolution.

te
l-0

05
44

37
3,

 v
er

si
on

 1
 - 

7 
D

ec
 2

01
0



150. CHAPITRE 3 : Calculs pratiques et simulations numériques

Exemple 3.4.1
Dans cet exemple on illustre des résultats de la décomposition de Helmholtz-Hodge dans le cas
périodique et non périodique. Pour le cas périodique, le champ 2D analysé est le terme non li-
néaire (u · ∇)u du champ turbulent de l’exemple 1.5.1. Sur la figure 3.12 on trace la vorticité
initiale correspondante et la pression associée à∇p = urot, calculée après une décomposition de
Helmholtz-Hodge et à une constante d’intégration près. On étudie aussi l’erreur relative en norme
ℓ2 sur la partie à divergence nulle du champu = (u1,u2,u3) où :

u1(x, y, z) =
2√
3
sin(2π/3) sin(2πx) cos(2πy) cos(2πz) + cos(2πx) sin(2πy) sin(2πz)

u2(x, y, z) = − 2√
3
sin(2π/3) cos(2πx) sin(2πy) cos(2πz) + sin(2πx) cos(2πy) sin(2πz)

u3(x, y, z) = sin(2πx) sin(2πy) cos(2πz)

Les bases d’ondelettes{ψ1
j,k, ψ̃

1
j,k)} utilisées sont celles des B-Splines à trois moments nuls :r =

r̃ = 3. On précise qu’en 3D, c’est la partie à rotationnel nulurot qui est calculée, pour avoir
udiv on faitu − urot composante par composante. On trace sur les figures 3.13 et 3.14 la courbe
d’erreur obtenue en fonction du nombre de points par direction, et les résultats de décomposition
d’un champ aléatoire 3D.
Dans le cas non périodique, le champ analysé a été construit àla main et il ne vérifie pas la
condition de divergence nulle ou de rotationnel nul, comme on peut le voir sur la figure 3.15.
Sur la figure 3.16, on trace les résultats de la décomposition. La figure 3.17 présente les courbes
d’erreursℓ2 de la projection à divergence nulle de

u = rot[cos(4πx)x(1 − x) cos(4πy)y(1− y)] dans (H1([0, 1]2))2

et de
v = rot[sin(4πx)x3(1− x)3 sin(4πy)y3(1− y)3] dans (H1

0 ([0, 1]
2))2

Les ondelettes à divergence nulle sur l’intervalle ont été construites à partir des B-Splines bior-
thogonaux :r = r̃ = 3. Dans les deux cas, les ordres de convergence sont atteints,même si on
constate que l’erreur surv est beaucoup moins importante.
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3.4 Décomposition de Helmholtz-Hodge par ondelettes 151.

FIGURE 3.12 – Vorticitérot[(u · ∇)u] (à gauche) et la pressionp (à droite) à une constante près :
(u · ∇)u = udiv + urot avec∇ p = urot.
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FIGURE 3.13 – Erreur relativeℓ2 en échelle logarithmique de la projection 3D (à gauche), isosur-
face81.6686/2 = ‖rot(u)‖/2 de la vorticitérot[u] du champ initialu1 = u2 = u3 = v, avecv
bruit blanc aléatoire (à droite).
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152. CHAPITRE 3 : Calculs pratiques et simulations numériques

FIGURE 3.14 – Isosurface45.8139/2 = ‖rot(udiv)‖/2 de la vorticitérot[udiv] (à gauche), iso-
surface68.5807/2 = ‖rot(urot)‖/2 de la vorticitérot[urot] (à droite).
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FIGURE 3.15 – Somme des coefficients[ddiv
j,k

+ drot
j,k

] (à gauche) et champ de vecteursu = udiv +

urot (à droite).
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3.4 Décomposition de Helmholtz-Hodge par ondelettes 153.
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FIGURE 3.16 – Champ de vecteursudiv (à gauche) et champ de vecteursurot (à droite).
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FIGURE 3.17 – Erreur de la projection à divergence nulle suru etv, échelle logarithmique (log2).
La courbe suru est au dessus de celle surv.
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154. CHAPITRE 3 : Calculs pratiques et simulations numériques

3.5 Résolution du problème de Stokes

3.5.1 Les approches classiques

Le système de Stokes est un modèle simple d’écoulement stationnaire incompressible visqueux.
Il représente la forme linéarisée des équations de Navier-Stokes, on parlera de l’origine des équa-
tions de ce système dans la partie modélisation (section 4.1). Si le fluide est contenu dans un
sous-domaineΩ deRn, en variables primitives, c’est à dire la vitesseu et la pressionp, ce système
s’écrit : 




−∆u+∇p = f dansΩ
∇ · u = 0 dansΩ
u = g sur ∂Ω

(3.5.1)

f désigne la somme des forces extérieures. Dans la suite, on considérerag = 0 et on peut ramener
le cas général sous cette forme en utilisant des relèvementsaux bords. Afin d’écrire une formulation
faible du problème(3.5.1), on commence par définir les espaces fonctionnels qui serontutilisés.
On suppose le domaineΩ "assez régulier" et on note~X l’espace de Sobolev(H1

0 (Ω))
n, ~X ′ son

dual(H−1(Ω))n etL2
0(Ω) sera le sous espace deL2(Ω) de fonctions à valeur moyenne nulle.

Étant donné(f, g) ∈ ~X ′ × L2
0(Ω), la formulation variationnelle du problème de Stokes en

variables primitives revient à chercher(u,p) ∈ ~X × L2
0(Ω) tels que :

{
〈∇u/∇v〉+ 〈∇ · v,p〉 =< f,v > ~X′, ~X pour tout v ∈ ~X

〈∇ · u,q〉 = 0 pour tout q ∈ L2
0(Ω)

(3.5.2)

La formulation(3.5.2) est un problème mixte de point selle. Dans des discrétisations de type Ga-
lerkin, une des difficultés principales dans la résolution du problème de Stokes, c’est de définir
les bons espaces d’approximation de~X et L2

0(Ω) qui vérifient sous forme discrète la condition
Inf-Sup [57] :

inf
q∈L2

0
(Ω)

sup
v∈ ~X

〈∇ · v,q〉
‖v‖ ~X‖q‖L2

0
(Ω)

≥ β > 0 (3.5.3)

C’est cette condition qui permet de démontrer le caractère bien posé du problème [57]. Les mé-
thodes d’ondelettes classiques permettent d’obtenir cette condition avec pour espaces d’approxi-
mation des analyses multirésolutions ordinaires de~X etL2

0(Ω). Les résultats obtenus sur ces bases
dans les simulations numériques sont satisfaisants et pourplus de détails voir [90].

3.5.2 Méthode variationnelle dansHdiv(Ω)

La condition d’incompressibilité fait que la solutionu appartient àHdiv(Ω), alors il est naturel
de prendre comme fonction test dans la formulation variationnelle les fonctions deHdiv(Ω) [83].
C’est dans ce contexte que l’utilisation de bases d’ondelettes à divergence nulle est apparue [32,
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3.5 Résolution du problème de Stokes 155.

116]. L’espace utilisé dans cette formulation est celui de fonctions à divergence nulleHdiv,0(Ω)
suivant :

Hdiv,0(Ω) = {u ∈ (H1
0 (Ω))

n : ∇ · u = 0},
et sur cet espace on définit une forme bilinéairea(., .) continue par :

∀ u,v ∈ Hdiv,0(Ω), a(u,v) =

∫

Ω
∇u · ∇vdx =

n∑

i,j=1

∫

Ω

∂

∂xi
uj ·

∂

∂xi
vjdx

Alors, en prenantv ∈ Hdiv,0(Ω) comme fonction test dans(3.5.2), on élimine la pressionp, et la
nouvelle formulation variationnelle revient à trouveru ∈ Hdiv,0(Ω) tel que :

a(u,v) =< f,v > pour tout v ∈ Hdiv,0(Ω) (3.5.4)

La forme bilinéairea(., .) est coercive surHdiv,0(Ω) [57], par Lax-Milgram, le problème(3.5.4)
admet une unique solution. La pressionp associée est calculée à partir de la solutionu par :

〈∇ · v,p〉 =< f,v > −a(u,v) pour tout v ∈ (H1
0 (Ω))

n \ Hdiv,0(Ω) (3.5.5)

La résolution numérique du problème(3.5.4) se fait par une méthode de Galerkin. La base de
Hdiv,0(Ω) choisie pour la discrétisation est ici celle d’ondelettes àdivergence nulle. On se fixe une
analyse multirésolution{Vdiv

j }j≥jmin deHdiv,0(Ω) (voir section 2.3), dont on note sans distinction
Ψdiv
j,k

les fonctions d’échelle et les ondelettes à divergence nulle. La solution approchéeuj ∈ Vdiv
j

est cherchée sous la forme :
uj =

∑

j,k

ddivj,kΨ
div
j,k

Cette approximation introduite dans(3.5.4) permet de ramener le calcul de coefficients[ddiv
j,k

] à la

résolution d’un système linéaire :

∑

j,k

ddivj,ka(Ψ
div
j,k,Ψ

div

j
′
,k

′) =< f,Ψdiv

j
′
,k

′ >, ∀ Ψdiv

j
′
,k

′ ∈ Hdiv,0(Ω) (3.5.6)

Les coefficientsa(Ψdiv
j,k
,Ψdiv

j
′
,k

′) correspondent aux termes de la matrice de rigidité de la based’on-

delettes à divergence nulle, on les calcule facilement, de manière exacte à partir de la base unidi-
mensionnelle utilisée pour construire lesΨdiv

j,k
. Par exemple en dimension deux d’espace, avec les

notations de la section 2.3, on a :

a(Ψdiv,3

j,k
,Ψdiv,3

j
′
,k

′) = 2 < (ψDj1,k1)
′, (ψD

j
′

1
,k

′

1

)′ >< (ψDj2,k2)
′, (ψD

j
′

2
,k

′

2

)′ >

+ < ψDj1,k1 , ψ
D
j
′

1
,k

′

1

>< (ψDj2,k2)
′′

, (ψD
j
′

2
,k

′

2

)
′′

> + < (ψDj1,k1)
′′

, (ψD
j
′

1
,k

′

1

)
′′

>< ψDj2,k2 , ψ
D
j
′

2
,k

′

2

>
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156. CHAPITRE 3 : Calculs pratiques et simulations numériques

et on fait de même pour les ondelettesΨdiv,1

j,k
,Ψdiv,2

j,k
et les fonctions d’échelleΦdiv

j,k
. Alors, en terme

de matrices, le système(3.5.6) s’écrit :

2.R[ddivj,k]R+M[ddivj,k]Rb +Rb[d
div
j,k]M = [< f,Ψdiv

j,k >] (3.5.7)

oùM est la matrice de masse etR la matrice de rigidité de la base{ϕDjmin,k
, ψDj,k}, la matriceRb

est celle du bilaplacien sur cette base.

Pour résoudre le système(3.5.7), on peut utiliser des méthodes itératives, par exemple la mé-
thode du gradient conjugué, car ce système admet un préconditionneur explicite [116].

3.5.3 Méthode de Gauge

Une autre méthode utilisée dans ce travail pour la résolution du problème de Stokes est la
méthode de Gauge [13, 44], elle utilise la décomposition de Helmholtz-Hodge définie à la section
3.4. Cette méthode consiste à définir une nouvelle variablem en posant :

m = u+∇χ

Puis, on introduit ce changement de variable dans(3.5.1) par :

−∆m+∇(p+∆χ) = f, dansΩ (3.5.8)

Si la pressionp est choisie telle que :p = −∆χ, alors l’équation(3.5.8) n’est rien d’autre qu’un
problème de Poisson.

−∆m = f dansΩ (3.5.9)

et la vitesseu est donnée par :u = P(m), avecP le projecteur orthogonal de(L2(Ω))n sur
Hdiv,0(Ω). Pour résoudre ce problème, il faut aussi imposer des conditions aux limites. Un des
avantages de cette méthode est qu’on est pas limité dans le choix de conditions aux limites, on peut
imposer :

m · ~ν = 0
∂χ

∂~ν
= 0 m · ~τ =

∂χ

∂~τ
ou

m · ~τ = 0 m · ~ν =
∂χ

∂~ν
χ|∂Ω = 0

les vecteurs~ν et ~τ sont respectivement le vecteur normal unitaire sortant et le vecteur unitaire
tangent à la frontière∂Ω.

Pour résoudre numériquement le problème de Poisson(3.5.9), on utilise aussi une méthode de
Galerkin. Comme on est en vectoriel, il serait plus simple derésoudre composante par composante.
On a vu au niveau de la section 3.4 que la matrice qu’on inversedans le calcul deP(m) est
équivalente à la matrice d’un Laplacien scalaire sur une base d’ondelettes standard, c’est cette base
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3.5 Résolution du problème de Stokes 157.

qui sera utilisée pour la discrétisation des composantes dem. En dimension deux, on va chercher
chaque composante de la solution approchée sous la forme :

m1
j =

∑

j,k

d1j,kψ
D
j1,k1 ⊗ ψDj2,k2 et m2

j =
∑

j,k

d2j,kψ
D
j1,k1 ⊗ ψDj2,k2 (3.5.10)

et le calcul de coefficients[d1
j,k

] et [d1
j,k

] se ramène aussi à la résolution de deux systèmes linéaires,

qu’on écrit sous forme matricielle :

R[d1j,k]M+M[d1j,k]R = [< f1, ψDj1,k1 ⊗ ψDj2,k2 >] (3.5.11)

et
R[d2

j,k
]M+M[d2

j,k
]R = [< f2, ψDj1,k1 ⊗ ψDj2,k2 >] (3.5.12)

Finalement, pour résoudre le problème de Stokes, on doit inverser trois fois de suite la même
matrice : résolution des systèmes(3.5.12) et (3.5.11) et le calcul deP(m).

À titre de comparaison, la formulation variationnelle dansHdiv(Ω) à l’avantage d’être moins
coûteuses dans le cas stationnaire : on inverse une seule matrice à savoir la matrice de raideur des
ondelettes à divergence nulle. En revanche, dans le cas non stationnaire l’équation(3.5.9) devient

∂tm−∆m = f dansΩ

Alors, on peut tirer avantage de la technique de factorisation du noyau de chaleur au niveau de la
méthode de Gauge. Dans ce cas, on inverse une seule fois la matrice de l’opérateur de la chaleur sur
la base unidimensionnelle, et on l’utilise selon les directions. La seule matrice à inverser à chaque
pas de temps est celle utilisée dans le calcul deP(m). Par contre, dans la formulation variationnelle
dansHdiv(Ω), à chaque pas de temps on doit inverser la matrice de l’opérateur la chaleur discrétisé
sur la base d’ondelettes à divergence nulle. Si on écrit sousforme matricielle le système à résoudre,
il est facile de voir qu’une seule étape du gradient conjuguéavec cette matrice coûte trois fois plus
chère qu’une étape dans le calcul deP(m).

Exemple 3.5.1
Le but de cet exemple est de tester la précision numérique de notre schéma utilisant la méthode
de Gauge, pour une discrétisation des équations sur une based’ondelettes standard de~Vj =
(V 1
j ⊗ V 0

j ) × (V 0
j ⊗ V 1

j ). Et, le calcul deP(m) se fait avec les ondelettes à divergence nulle.
Comme solution de référence on prend le cas test de [44] :

u1(x, y, t) = − cos(t) sin2(πx) sin(2πy) et u2(x, y, t) = cos(t) sin(2πx) sin2(πy)

La variable de Gaugeχ correspondante est :χ(x, y, t) = cos(t)(2+cos(πx))(2+cos(πy))/4. Le
terme de forçagef est calculé à partir de ces données, pourt = 0. Les générateurs d’ondelettes
biorthogonaux utilisés sont les B-Splines à trois moments nuls, dans tous les cas, les ordres de
convergence sont obtenus.
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FIGURE 3.18 – Erreur relativeℓ2 suru dans~Vj en fonction dej (à gauche) et celle sur∇u (à
droite), échelle logarithmique :log2.te
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Quatrième partie

Simulation numérique de la turbulence
incompressible sur bases d’ondelettes

159
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Chapitre 4

Généralités sur la modélisation et la
simulation des écoulements turbulents

Les écoulements turbulents sont très présents dans la vie quotidienne : météorologie, hydro-
logie, océanographie, etc. Pourtant, la turbulence reste encore un vaste champ disciplinaire qui
continue de susciter beaucoup d’intérêts pour un grand nombre des scientifiques. Ces dernières
décennies, l’étude des phénomènes turbulents a connu des avancées remarquables et a permis la
réalisation des nombreux progrès dans des domaines tels quel’aérodynamique, la géophysique,
l’océanographie ...

Dans cette partie, on s’intéresse à la simulation numériqued’un fluide Newtonien visqueux
incompressible [84] : on suppose que le tenseur de contraintes de Cauchy du fluide dépend linéai-
rement du tenseur du taux de déformation. On va présenter lesmodèles mathématiques utilisés pour
décrire le mouvement d’un tel fluide [108]. Puis on parlera des classes de solutions mathématiques
associées à ces modèles dans un cadre fonctionnel bien défini. Il s’agira en particulier des solutions
faibles à la Leray [83] et des solutions intégrales ou fortes"milde" à la Kato [11,74].

4.1 Modélisation des écoulements incompressibles et conditions aux
limites

On adopte la formulation eulerienne pour décrire le mouvement d’un fluide, elle consiste à
se fixer à un endroit donné d’un repère dans le référentiel galiléen et de regarder les particules
fluides passer. À un instantt ≥ 0 donné, on suppose que le fluide occupe un domaineΩ(t) de
Rn (n = 2, 3), de frontière∂Ω(t) et dans lequel la matière est homogène et distribuée de manière
uniforme. Les particules fluides en mouvement contenues dans Ω(t) seront caractérisées par leur
vitesseu(x, t), leur densité massiqueρ(x, t) et la pressionp(x, t) qui s’exerce sur elles.

161
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162. CHAPITRE 4 : Généralités sur la modélisation et la simulation des écoulements turbulents

Un fluide visqueux et incompressible est décrit par les équations suivantes, dites de Navier-
Stokes1 avec densité variable :

ρ (∂tu+ (u · ∇)u)− µ∆u = ρg −∇p (4.1.1)

∂tρ+ u · ∇ρ = 0 (4.1.2)

∇ · u = 0 (4.1.3)

g représente la force de gravité. Ces équations sont déduitesdans le contexte d’hydrodynamique et
sous certaines hypothèses sur la nature du fluide [84]. La première équation traduit la conservation
du moment cinétique, la deuxième traduit la conservation dela masse et la dernière traduit la
conservation du volume ou la condition d’incompressibilité.

Le fluide est dithomogènesi sa densité est indépendante de la position choisie. Alors, l’équa-
tion de la conservation de la masse se réduit à∂tρ = 0, cela signifieρ = ρ0 une constante indépen-
dante de la position et du tempst. Un fluide visqueux incompressible et homogène est donc décrit
par les équations suivantes, dites de Navier-Stokes :

∂tu+ (u · ∇)u− ν∆u = g −∇p∗

∇ · u = 0

oùν = µ
ρ0

est la viscosité cinématique du fluide,p∗ est la pression normalisée.

Lorsqu’on se limite aux écoulements stationnaires et très visqueux, c’est à dire, quand la vitesse
ne varie pas avec le temps, on obtient les équations suivantes, dites de Stokes :

−ν∆u = g −∇p∗

∇ · u = 0

4.1.1 Conditions aux limites

Pour résoudre le problème de Cauchy associé aux équations deNavier-Stokes et Stokes, on
aurait besoin d’un certain nombre de données initiales et des conditions aux limites. Considérons
un fluide remplissant un domaineΩ, comme ces équations font intervenir des dérivées d’ordre un
en temps suru etρ, alors on suppose connues leurs valeurs àt = 0 :

u(x, 0) = u0(x), ∀x ∈ Ω

ρ(x, 0) = ρ0(x), ∀x ∈ Ω

En plus, si le fluide est confiné dans le domaineΩ, sans traverser le bord du domaine∂Ω, la vitesse
u du fluide est alors tangente à la paroi :

u · ~ν = 0 sur ∂Ω (4.1.4)

1. Claude Louis Marie Henri Navier (1785–1836) et George Gabriel Stokes (1819–1903).
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4.2 Rappels sur des résultats d’existence et unicité des solutions pour les équations de
Navier-Stokes 163.

Les équations de Navier-Stokes, ou de Stokes font intervenir des dérivées d’ordre deux deu en
espace, et on a besoin de trois conditions scalaires sur chacune des composantes deu. Le frottement
visqueux entraîne l’absence de glissement sur la paroi :

u = 0 sur ∂Ω

On peut également vouloir étudier une région particulière du fluide. Alors, le fluide peut traverser
le bord∂Ω. Pour les équations de Navier-Stokes ou de Stokes, on suppose connues les entrées et
sorties du fluide, donc la vitesseu sur le bord :

u = ub sur ∂Ω

oùub est une fonction donnée sur∂Ω. Il résulte de l’incompressibilité du fluide que la différence
des entrées et sorties du fluide est nulle ; plus précisément :

∫

∂Ω
u · ~νds =

∫

Ω
(∇ · u)dx = 0

Doncub doit vérifier cette condition dite de "compatibilité" :
∫

∂Ω
ub · ~νds = 0

Remarque 4.1.1
Plus généralement on peut choisir des entrées dépendant du temps, c’est à dire :

u(s, t) = ub(s, t), ∀s ∈ ∂Ω, ∀ t > 0.

La compatibilité avec l’incompressibilité devient :
∫

∂Ω
ub(s, t) · ~ν(s)ds = 0, ∀ t > 0.

2

4.2 Rappels sur des résultats d’existence et unicité des solutions pour
les équations de Navier-Stokes

On présente dans cette section un résumé sur certains résultats d’existence et d’unicité des
solutions des équations de Navier-Stokes incompressibles. On commence par la formulation faible
due à J. Leray [83], dans le cas d’un domaine ouvert bornéΩ deRn (n = 2, 3) et de frontière∂Ω
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164. CHAPITRE 4 : Généralités sur la modélisation et la simulation des écoulements turbulents

assez "régulière". Pour un fluide visqueux homogène, les équations de Navier-Stokes(NS) qu’on
considérera dans la suite sont :

∂tu+∇ · (u⊗ u)− ν∆u+∇p = f, sur Ω×]0, T [

∇ · u = 0, sur Ω×]0, T [

u(x, 0) = u0, sur Ω× {0}
u = ub, sur ∂Ω×]0, T [

f est la somme des forces extérieures,u0 la condition initiale etub la vitesse aux bords deΩ. Sans
perte de généralité, on suppose la forcef nulle. Le système(NS) est un système d’équations aux
dérivées partielles (EDP) non linéaires dont les inconnuessont la vitesseu et la pressionp. Pour
la résolution du système(NS), on commence par se fixer un cadre fonctionnel. Soit l’espaceV
suivant :

V = {u ∈ (D(Ω))n, ∇ · u = 0}
l’espace des fonctions test, oùD(Ω) représente l’espace des fonctionsC∞ à support compact dans
Ω. On rappelle que l’adhérence deV dans(L2(Ω))n estHdiv(Ω). L’espaceHm

div,0(Ω) sera l’adhé-
rence deV dans(Hm

0 (Ω))n, avecm un entier positif (m ∈ N∗). Munis respectivement de la norme
‖.‖L2(Ω) et ‖.‖Hm

0
(Ω), les espacesHdiv(Ω) et Hm

div,0(Ω) sont des espaces de Hilbert. Le lecteur
intéressé pourra trouver d’autres propriétés des espacesHdiv(Ω) etHm

div,0(Ω) dans [29,112].

Solutions faibles de Leray

La théorie des solutions faibles des équations de Navier-Stokes a commencé à partir des travaux
de J. Leray [83], où il prouve l’existence de solutions au sens des distributions en tout temps pour
une donnée initialeL2(Ω)n. On s’inspire de [81] afin de décrire l’essentiel des idées deJ. Leray.
Soitu une solution des équations de Navier-Stokes suffisamment régulière et qui peut jouer le rôle
de fonction test pour∂tu dans(NS), de manière formelle on obtient :

∂t|u|2 = 2∂tu · u = 2ν∆u · u− 2∇⊗ u · u⊗ u− 2∇p · u

Une intégration contre une fonction testφ ∈ D(]0, T [×Ω) donne :

∫ T

0

∫

Ω

(
|u|2∂tφ− 2ν|∇ ⊗ u|2φ+ ν|u|2∆φ+ (|u|2 + 2p)(u · ∇)φ

)
dxdt = 0

Si u est une fonction intégrable (L1
loc(Ω) par exemple) pour laisser tendreφ(x, s) versχ]0,t[(s),

on a :

∀ t > 0,

∫

Ω
|u(x, t)|2dx+ 2ν

∫ t

0

∫

Ω
|∇ ⊗ u(x, s)|2dxds =

∫

Ω
|u(x, 0)|2dx

Malheureusement, pour une donnée initialeu0 ∈ L2(Ω)3, on ne sait pas construire de solutions
suffisamment régulières pour justifier les calculs formels précédents. Pour obtenir des solutions
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4.2 Rappels sur des résultats d’existence et unicité des solutions pour les équations de
Navier-Stokes 165.

régulières, J. Leray [83] a essayé d’atténuer la non linéarité par régularisation et il transforme la
première équation de(NS) en :

∂tu+∇ · ((u ∗ ωǫ)⊗ u)− ν∆u+∇p = f (4.2.1)

ω ∈ D(Ω) est une fonction d’intégrale égale à1 et la suiteωǫ(x) = 1
ǫnω(

x
ǫ ) tend vers la masse

de Dirac quandǫ tend vers0. Alors, à une donnée initialeu0 ∈ (L2(Ω))3, on peut associer une
solution régulière(uǫ,pǫ) et obtenir les égalités :

∫ T

0

∫

Ω

(
|uǫ|2∂tφ− 2ν|∇ ⊗ uǫ|2φ+ ν|uǫ|2∆φ+ (|uǫ|2((uǫ ∗ ω) · ∇)φ+ 2pǫ(uǫ · ∇)φ

)
dxdt = 0

et

∀ t > 0,

∫

Ω
|uǫ(x, t)|2dx+ 2ν

∫ t

0

∫

Ω
|∇ ⊗ uǫ(x, s)|2dxds =

∫

Ω
|u(x, 0)|2dx

Un argument de compacité faible permet de faire converger lasuiteuǫ vers une solution de Navier-
Stokes(NS). Cependant, le terme non linéaire∇⊗uǫ ne converge que faiblement, ce qui contraint
de remplacer la dernière égalité d’énergie en une inégalité. On obtient alors le théorème d’existence
des solutions faibles de Leray suivant :

Théorème 4.2.1
Si u0 ∈ (L2(Ω))n vérifie∇ · u0 = 0, il existe une solution faibleu ∈ L2(]0, T [,H1

div,0(Ω)) ∩
L∞(]0, T [,Hdiv(Ω)) des équations de Navier-Stokes sur]0, T [×Ω telle que :

lim
t→0

‖u− u0‖(L2(Ω))n = 0

De plus, on peut imposer à cette solution l’inégalité d’énergie suivante :

∀ t > 0, ‖u(x, t)‖2(L2(Ω))n + 2ν

∫ t

0

∫

Ω
|∇ ⊗ u(x, s)|2dxds ≤ ‖u(x, 0)‖2(L2(Ω))n

et pourφ ∈ D(]0, T [×Ω), φ > 0, on a l’inégalité d’énergie locale suivante :

2ν

∫ T

0

∫

Ω
|∇ ⊗ u|2φdxdt ≤

∫ T

0

∫

Ω

(
|u|2(∂tφ+ ν∆φ+ (u · ∇)φ) + 2p(u · ∇)φ

)
dxdt

Le problème de l’unicité et de la régularité des solutions faibles de Leray du théorème 4.2.1 reste
encore ouvert. Seulement en dimension deux d’espace (n = 2), on sait montrer l’existence et
l’unicité de ces solutions. En dimension trois, il existe quelques résultats partiels sur l’unicité [107,
118]. En fait, on ne sait toujours pas si les solutions faibles de Leray sont uniques, ou quelles sont
les hypothèses qui peuvent les rendre uniques.
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166. CHAPITRE 4 : Généralités sur la modélisation et la simulation des écoulements turbulents

Solutions fortes de Kato

L’idée des solutions "milds" ou solutions intégrales de Navier-Stokes introduite par T. Kato
[50,74] n’utilise pas l’inégalité d’énergie de J. Leray. Ontransforme les équations (NS) de Navier-
Stokes en un système d’opérateurs afin d’éliminer la pression :

{
∂tu = νAu− P[∇ · (u⊗ u)], x ∈ Ω, t ∈ [0, T ]
u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω

(4.2.2)

Les opérateursA etP sont définis par :

A = −P∆ et P(u) = u−∇ 1

∆
(∇ · u)

A est l’opérateur de Stokes [29] etP le projecteur de Leray. C’est l’opérateur de projection ortho-
gonale sur l’espace des fonctions à divergence nulleHdiv(Ω) :

P : (L2(Ω))n → Hdiv(Ω)

Le système(4.2.2) se résout en :

{
u(x, t) = S(x, t)u0(x)−

∫ t
0 S(x, t− s)P[∇ · (u⊗ u)](x, s)ds

∇ · u0(x) = 0
(4.2.3)

oùS(x, t) est le semi-groupe (opérateur de convolution) associé à l’opérateur de Stokes [56]. Dans
le cas deRn, S(x, t) est le noyau de la chaleur et vaut :

S(x, t) = (4πt)−
n
2 exp(−|x|2

4t
) (4.2.4)

Le résultat phare dans la recherche de solutions dans(Ln(Rn))n sous la forme intégrale (4.2.3)
est dû à Kato [74] :

Théorème 4.2.2
Il existe une constanteǫ0 telle que l’on ait le résultat suivant : soitu0 un champ de vecteur à
divergence nulle de(Ln(Rn))n. Alors il existe un tempsT et une solutionu unique de(4.2.3)
associée àu0 tels que :

u ∈ C([0, T ], Ln(Rn)) et t
1

2‖u(t)‖(L∞(Rn))n ∈ L∞(]0, T ]).

En outre, si‖u‖(Ln(Rn))n ≤ ǫ0, alors la solution est globale et l’on a :

u ∈ Cb([0,+∞[, Ln(Rn)) et t
1

2 ‖u(t)‖(L∞(Rn))n ∈ L∞(]0,+∞[).
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4.3 Généralités sur la simulation numérique de la turbulence 167.

La preuve du théorème4.2.2 n’utilise pas l’inégalité d’énergie comme dans le cas du théorème
de Leray4.2.1. Pour démontrer ce résultat, on utilise plutôt un théorème de point fixe en posant :

u(x, t) = S(x, t)u0(x)−B(u,u)(x, t)

avec

B(u,u)(x, t) = −
∫ t

0
S(x, t− s)P[(u(x, s) · ∇])u(x, s)]ds (4.2.5)

Ensuite, on utilise des estimations de typeLp − Lq classiques [31] sur le semi-groupeS(x, t)
et son caractère régularisant pour aboutir à un résultat d’existence et d’unicité sur un tempsT .
L’hypothèse‖u‖(Ln(Rn))n ≤ ǫ0 permet de globaliser [11].

La recherche de solutions du système de Navier-Stokes sous la forme intégrale (4.2.3) est tou-
jours un domaine de recherche très actif. Parmi les apports qui ont joué des rôles décisifs, on peut
citer les travaux de F. Planchon [100] qui montrent que l’on pouvait atténuer l’hypothèse sur le
contrôle au voisinage det = 0 du théorème 4.2.2 de Kato. Un peu plus tard, G. Furioli et al. [51]
obtiennent l’unicité de la solution à partir de la seule hypothèse de continuitéC([0, T ], (L3(R3))3).
Les résultats de G. Furioli et al. se basent sur le fait que l’opérateurB(u,u) défini en(4.2.5) se
comporte comme les fluctuations de la solutionu, et qu’il est beaucoup plus simple à manipu-
ler dans les espaces de Besov : ils montrent ainsi qu’il est continu deL∞(]0, T [, (L3(R3))3) ×
L∞(]0, T [, (L3(R3))3) dansL∞(]0, T [, (Ḃ

1/2
2,∞(R3))3). Les travaux de Y. Meyer [93] montrent que

la distinction entre les fluctuations et tendance de G. Furioli et al. n’était pas utile si on l’on rem-
plaçait l’espace de Besov HomogèneḂ1/2

2,∞(R3) par l’espace de LorentzL3,∞(R3).

En ce qui concerne le comportement asymptotique en temps long des solutions, les travaux de
T. Gallay et C.E. Wayne [52,53] apportent des éclaircissements nouveaux très précis. La preuve de
tous ces résultats demande l’utilisation d’outils d’analyse harmonique avancés, le lecteur intéressé
peut se référer aux [11,82].

4.3 Généralités sur la simulation numérique de la turbulence

La simulation numérique de la turbulence incompressible utilise essentiellement les équations
de Navier-Stokes(NS). Dans ces équations, si on regarde l’équation sur le bilan dela conservation
de la quantité du mouvement :

∂tu+∇ · (u⊗ u)− ν∆u+∇p = f (4.3.1)

on remarque que la réponse du fluide aux forces extérieures est de deux natures différentes. Le
fluide peut réagir sous l’effet de la force créée par les frictions moléculaires qui existent entre les
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168. CHAPITRE 4 : Généralités sur la modélisation et la simulation des écoulements turbulents

particules fluides en mouvement ou par simple effet d’inertie. Les forces de frictions sont très im-
portantes dans le cas des fluides à forte viscosité moléculaire. Ces forces ont souvent tendance à
ramener le fluide dans un état où l’homogénéité spatiale est prépondérante, on parle alors d’écou-
lements laminaires. Les forces d’inerties, qui sont des forces dues à l’entraînement du fluide par
son propre mouvement, sont d’autant plus importantes que lavitesse du fluide est très grande. Plus
ces forces sont importantes, plus le fluide est dans un état d’une grande inhomogénéité spatiale.
L’importance relative des effets inertiels(u · ∇)u sur les effets visqueuxν∆u est mesurée par le
nombre de Reynolds :

Re =
u0ℓ0
ν

(4.3.2)

avecℓ0 la taille caractéristique des plus grandes structures présentes dans l’écoulement etu0 est
l’ordre de grandeur des plus grandes vitesses dans l’écoulement. Le régime d’un fluide est intrin-
sèquement lié à ce nombre de Reynolds : plus ce nombre est important, plus le fluide est dans un
régime turbulent, avec une gamme d’interaction entre les différentes échelles qui devient de plus
en plus importante. Ces interactions entre les échelles créent d’importants échanges d’énergie entre
les structures tourbillonnaires contenues dans le fluide. Pour décrire ce mécanisme, on va se placer
dans le cadre de la théorie de A. N. Kolmogorov2 [77].

Soit tℓ le temps de retournement d’un tourbillon de tailleℓ et de vitesseuℓ, par définition on a :

tℓ =
ℓ

uℓ

Pendanttℓ un tourbillon de tailleℓ va subir des déformations et exciter des tourbillons plus petits
par friction, tout en cédant une partie de son énergie cinétique relative. Soitǫℓ la quantité moyenne
de l’énergie cinétique perdue par les tourbillons de tailleℓ au cours du tempstℓ. A. N. Kolmogorov
dit queǫℓ est une fonction de l’énergie cinétique du tourbillon et du tempstℓ :

ǫℓ ∼
u3
ℓ

ℓ

ici le symbole∼ veut dire proportionnel. Siℓ tend vers zéro, la quantitéǫℓ tend vers le taux moyen
de dissipation de l’énergieǫ0 :

ǫ0 = −dE
dt

(4.3.3)

avecE(t) l’énergie cinétique moyenne. À une même échelle considérée, on a :

ǫℓ = ǫ0

c’est à dire il n’y a pas de création d’énergie et la diffusionmoléculaire est négligeable. Si le
système est dans un état statistiquement stationnaire, ce qui est bien le cas dans les hypothèses de

2. Andreï Nikolaïevitch Kolmogorov (1903–1987) : mathématicien russe.

te
l-0

05
44

37
3,

 v
er

si
on

 1
 - 

7 
D

ec
 2

01
0



4.3 Généralités sur la simulation numérique de la turbulence 169.

Kolmogorov, pour le maintenir en mouvement, le dispositif d’agitation lui injecte constamment de
l’énergie sous forme d’énergie cinétique. Cette énergie sera ensuite dissipée au niveau des échelles
où le terme visqueux est plus important sous forme de chaleur. En regardant ce processus à toutes
les échelles, on aboutit à la cascade d’énergie décrite par L.F. Richardson [101].

La cascade d’énergie se poursuit jusqu’à une échelleη, dite échelle de Kolmogorov. C’est
l’échelle de dissipation visqueuse où le temps de diffusionmoléculaire est du même ordre que le
temps de retournement tourbillonnaire :

η2

ν
≃ ǫ

− 1

3

0 η
2

3 ⇔ η ≃ ǫ
− 1

4

0 ν
3

4 (4.3.4)

ce qui permet de déduire :

tη ∼ ǫ
− 1

3

0 η
2

3

Comme le taux de dissipationǫ0 est fixé par les grandes échelles

ǫ0 ∼
u30
ℓ0
,

on voit que dans un écoulement homogène isotrope, on va avoirdes structures tourbillonnaires à
toutes les échelles entreℓ0 et l’échelle :

(
ν

u0ℓ0

) 3

4

ℓ0 = Re−
3

4 ℓ0 (4.3.5)

D’après l’équation(4.3.5), il est facile de voir qu’en terme de degré de liberté, pour simuler toutes
les échelles d’un écoulement, on aura besoin d’un maillage dont le nombre de points est propor-
tionnel àRe

6

4 en 2D et proportionnel àRe
9

4 en 3D. Les bases d’ondelettes sont alors utilisées dans
le but de réduire cette complexité.te
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170. CHAPITRE 4 : Généralités sur la modélisation et la simulation des écoulements turbulents
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Chapitre 5

Simulation numérique directe par
ondelettes des équations de
Navier-Stokes

La simulation numérique directe consiste à résoudre intégralement les équations de Navier-
Stokes, ce qui revient à simuler toutes les échelles contenues dans l’écoulement. Cette approche
a l’avantage d’être précise mais elle est très coûteuse en mémoire CPU et en temps de calcul.
Un maillage qui permet de prendre en compte toutes les structures aura un nombre de points de
l’ordre deRe

6

4 dans le cas 2D etRe
9

4 en 3D. De même, on peut montrer que le temps de calcul
nécessaire pour une telle simulation est proportionnel àRe

11

4 [71]. Alors, la recherche de méthodes
de calculs pour la simulation numérique directe à moindre coût s’est avérée indispensable. C’est
dans ce contexte que les schémas de discrétisation par ondelettes ont fait leur apparition. Comme
travaux pionniers, on peut citer entre autres [15,49,60,78].

Dans ce chapitre on propose de nouveaux schémas par ondelettes, pour la simulation numérique
directe, qui peuvent être utilisés dans le cas périodique ounon périodique.

5.1 Discrétisation des équations de Navier-Stokes

Dans la résolution du système de Navier-Stokes(NS), pour faire disparaître le terme de pres-
sion, les algorithmes à base d’ondelettes [15,47,78] ou encore les méthodes spectrales ou pseudo-
spectrales [30,103] utilisent le plus souvent la formulation vitesse-tourbillon. En posantω = ∇∧u,
et en considérant le rotationnel du système(NS), on trouve :

∂tω − ν∆ω = −(u · ∇)ω + (ω · ∇)u (5.1.1)

En dimension deux d’espace, l’équation(5.1.1) se simplifie en une équation de transport dif-
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172. CHAPITRE 5 : Simulation numérique directe par ondelettes des équations de Navier-Stokes

fusion :
∂tω − ν∆ω = −(u · ∇)ω

Le terme de "stretching" (ω · ∇)u disparaît en 2D, mais l’équation reste encore non linéaire,et le
terme non linéaire contient un opérateur pseudo-différentiel non local, tout comme le système de
Navier-Stokes(NS) d’origine.

Un autre avantage de la formulation(5.1.1) est qu’on est pas limité dans le choix de méthode
pour résoudre le problème de diffusion (équation de la chaleur) ou celui de la convection (équation
de transport). On peut par exemple choisir de traiter le terme non linéaire par un schéma en temps
explicite et le système(NS) se ramène à une équation de la chaleur. Le calcul de la vitesseu est
dans ce cas résolu par la résolution d’un problème de Poisson.

L’intérêt de l’utilisation de la base d’ondelettes apparaît dans l’approximation de la vorticitéω
et dans la discrétisation de l’opérateur de la chaleur ou de Poisson. Les méthodes de [15,47,49,78]
sont très efficaces, par contre leur complexité de calcul augmente en fonction de la dimension :
en dimension trois ou plus, la vorticitéω n’est plus une quantité scalaire, c’est un vecteur. À cela
s’ajoute le fait que la prise en compte de conditions aux limites non périodiques n’est pas triviale.

Dans ce travail, on utilise la formulation vitesse-pression. Pour éliminer le terme de pression,
on utilise la projection sur la base d’ondelettes à divergence nulle. En projetant le système(NS) sur
l’espace de fonctions à divergence nulle, avec des conditions aux limites périodiques on retrouve :

∂tu− ν∆u = −P[(u · ∇)u], (5.1.2)

le gradient de pression est donné par :

∇p = P[(u · ∇)u]− (u · ∇)u (5.1.3)

En non périodique, on a :
∂tu = −P[−ν∆u+ (u · ∇)u], (5.1.4)

de même, on retrouve le gradient de pression par :

∇p = P[−ν∆u+ (u · ∇)u] + ν∆u− (u · ∇)u (5.1.5)

Pour résoudre le système de Navier-Stokes(NS) sous cette forme, il faut donc être capable :

(i) de calculer le projecteurP dans la discrétisation choisie.

(ii) de résoudre ensuite l’équation de la chaleur.

L’originalité de ce travail sera d’imposer des conditions aux limites non périodiques. Pour sa-
tisfaire le premier point(i), on utilisera les algorithmes de la section 3.4 qui permettent le calcul
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5.2 Rappels sur deux méthodes classiques 173.

de la décomposition de Helmholtz-Hodge en utilisant les ondelettes à divergence nulle de bords, et
ainsi on obtientP avec des conditions aux limites non périodiques. Pour le deuxième point(ii), on
fera appel à la méthode de résolution du problème de la chaleur par factorisation du noyau décrite
à la section 3.3. On utilisera des analyses multirésolutionclassiques sur l’intervalle à reproduction
polynomiale, les conditions aux limites seront incorporées directement à la base d’ondelettes utili-
sée pour la discrétisation. Plus précisément, si~X est l’espace dans lequel on cherche à calculer la
solutionu, pour la discrétisation du problème on prendra une analyse multirésolution{~Vj} de ~X
et la solution approchéeuj ∈ ~Vj à l’instantt sera cherchée sous la forme :

uj(x, t) =
∑

|j|<j, k

dj,k(t)Ψj,k(x) (5.1.6)

où {Ψj,k}|j|<j est la base d’ondelettes associée aux~Vj . Comme on va le voir, cela permet de
réduire les étapes de certains algorithmes connus, par conséquent de réduire le coût des calculs.

5.2 Rappels sur deux méthodes classiques

On rappelle dans cette partie deux méthodes classiques de discrétisation en temps, que nous
adapterons ensuite pour utiliser une discrétisation spatiale de type Galerkin sur base d’ondelettes.

Pour la résolution des équations de Navier-Stokes(NS) en formulation vitesse-pression, une
méthode souvent utilisée est laméthode de projectionde A. Chorin [18], R. Temam [111] et K.
Goda [58]. C’est une méthode de splitting en temps qui permetde découpler le calcul de la vitesse
de celui de la pression. Soitδt le pas de temps choisi pour la discrétisation, à l’étapen ≥ 0, on
noteraun(x) ≃ uj(x, nδt) la solution approchée etpn(x) ≃ pj(x, nδt) la pression approchée.
Si le terme de diffusion est traité de façon implicite, commepar exemple dans un schéma d’Euler
implicite, les principales étapes de la méthode de projection s’écrivent :

• Calcul de la vitesse intermédiaire :



u∗−un
δt − ν∆u∗ + (un · ∇)un = 0 dansΩ

u∗ = ub sur ∂Ω

(5.2.1)

• Calcul de la pression :




δt∆pn+1 −∇ · u∗ = 0 dansΩ

∇pn+1 = 0 sur ∂Ω
(5.2.2)

• Calcul de la vitesse : 



un+1 = u∗ − δt∇pn+1 dansΩ

un+1 = ub sur ∂Ω
(5.2.3)
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174. CHAPITRE 5 : Simulation numérique directe par ondelettes des équations de Navier-Stokes

La précision en temps de ce schéma est limitée, il suppose lesdérivées d’ordre trois de la pression
pn+1 négligeables [103]. Cependant, plusieurs améliorations ont été apportées afin d’augmenter sa
précision, voir [10]. Des preuves sur l’analyse et la convergence de certains de ces schémas sont
données dans [61,99].

Les méthodes de projection sont des méthodes à pas fractionnaires, ce qui induit une erreur
de fractionnement irréductible qui limite la précision desalgorithmes. Alors, on a exploré comme
alternative une nouvelle méthode de discrétisation diteméthode de Gauge[13, 44]. Comme dans
le cas du problème de Stokes (section 3.5), on introduit une nouvelle variable non physiqueχ,
appelée variable de Gauge par :

a = u+∇χ
Ce changement de variable introduit dans le système de Navier-Stokes(NS) permet de retrouver
l’équation sur la dynamique dea :

∂ta+ ν∆a+ (u · ∇)u+∇p+∇(−∂tχ+ ν∆χ) = 0 (5.2.4)

Si la pressionp satisfait :
p = ∂tχ− ν∆χ (5.2.5)

alors, l’équation(5.2.4) devient :

∂ta+ ν∆a+ (u · ∇)u = 0 (5.2.6)

ce qui est une simple équation de diffusion avec comme terme source le terme non linéaire(u·∇)u.
Une autre analogie avec les équations de Stokes, on est encore libre dans le choix des conditions
aux limites pour les variablesa etχ, on peut imposer :

∂χ

∂~ν
= 0 a · ~ν = ub · ~ν a · ~τ = ub · ~τ +

∂χ

∂~τ
(5.2.7)

ou
∂χ

∂~τ
= 0 a · ~ν = ub · ~ν +

∂χ

∂~ν
a · ~τ = ub · ~τ (5.2.8)

~ν et~τ sont les vecteurs unitaires normal et tangent à∂Ω respectivement. Avec le choix des condi-
tions aux limites(5.2.7) et un schéma d’Euler implicite en temps, une discrétisationpossible de
cette méthode s’écrit :





an+1−an

δt − ν∆an+1 + (un · ∇)un = 0 dansΩ

an+1 · ~ν = ub · ~ν, an+1 · ~τ = ub · ~τ + ∂χn+1

∂~τ sur ∂Ω

(5.2.9)

et 



∆χn+1 = ∇ · an+1 dansΩ

∂χn+1

∂~ν = 0 sur ∂Ω
(5.2.10)
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5.3 Nouveaux schémas par ondelettes 175.

avecan(x) ≃ aj(x, nδt) etχn(x) ≃ χj(x, nδt). La vitesseun+1 est donnée par :

an+1 = un+1 +∇χn+1 (5.2.11)

La résolution du système(5.2.9) n’est pas évidente, on ne connaît pasχn+1. Pour y remédier,
on passe souvent par une extrapolation de la valeur de∂χn+1

∂~τ entre deux étapes précédentes, cela

réduit la précision de cette méthode. Si on remplace∂χn+1

∂~τ par ∂χn

∂~τ dans(5.2.9), ce qui revient à un
traitement explicite des conditions aux limites, on arriveà prouver dans [96, 119] que la méthode
de Gauge est convergente d’ordre1 en temps avec des estimations optimales pour la vitesse, sous
la contrainte CFLδt/δx ≤ C, en différences finies en espace.

5.3 Nouveaux schémas par ondelettes

Avec des discrétisation en espace de type différences finies, éléments finis ou éléments spec-
traux, la résolution des problèmes (5.2.2) et (5.2.3) utilise un solveur de Poisson. On propose d’uti-
liser une discrétisation en espace sur base d’ondelettes etd’introduire une variante de la méthode de
projection, en remplaçant le couplage entre les équations (5.2.2) et (5.2.3) par une décomposition
de Helmholtz-Hodge. En effet, le coût de cette décomposition ne dépasse pas celui de la résolution
d’une équation de Poisson scalaire. Les schémas de résolution proposés dépendent aussi de type
des conditions aux limites.

5.3.1 Schémas périodiques

En périodique, le projecteur de LerayP commute avec le Laplacien. Dans ces conditions, les
schémas de discrétisation en temps qu’on propose sont les suivants :

• Euler implicite pour la diffusion etEuler explicite pour la convection :

un+1 − un

δt
− ν∆un+1 + P[(un · ∇)un] = 0 (5.3.1)

• Crank-Nicolson pour la diffusion etAdams-Bashforth pour la convection :

un+1 − un

δt
− ν∆

2
(un+1 + un) + P[(un+1/2 · ∇)un+1/2] = 0 (5.3.2)

avec :

(un+1/2 · ∇)un+1/2 =
3

2
(un · ∇)un − 1

2
(un−1 · ∇)un−1

Le traitement explicite ou semi-implicite du terme non linéaire fait que ces schémas sont conver-
gents sous une contrainte CFL :δt ≤ C(δx)2 ou δt ≤ C(δx2)4/3, voir [41].

• Discrétisation en espace :
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176. CHAPITRE 5 : Simulation numérique directe par ondelettes des équations de Navier-Stokes

La discrétisation en espace qu’on propose utilise l’analyse multirésolution de(L2
per(Ω))

n dans
laquelle vivent les ondelettes à divergence nulle deL2

div(Ω). Cela permet d’éviter le calcul de
plusieurs matrices de masse et de rigidité, avec des générateurs différents. En dimension deux,
cette analyse multirésolution est formée par les espaces~Vj = (V 1

j ⊗ V 0
j ) × (V 0

j ⊗ V 1
j ). Alors, à

une résolutionj donnée, les composantes de la solutionun sont cherchées sous la forme :

u1
n =

∑

|j|<j, k

d1,n
j,k

ψ1
j1,k1 ⊗ ψ0

j2,k2 et u2
n =

∑

|j|<j, k

d2,n
j,k

ψ0
j1,k1 ⊗ ψ1

j2,k2 (5.3.3)

Les calculs des projectionsP[(un ·∇)un] etP[(un+1/2 ·∇)un+1/2] se font en deux étapes. On
calcule d’abord(un · ∇)un et (un+1/2 · ∇)un+1/2 en différences finies sur les points de la grille,
ensuite on projette sur les ondelettes à divergence nulle etpar changement de base, on se ramène
sur la base des{ψ1

j1,k1
⊗ ψ0

j2,k2
} et{ψ0

j1,k1
⊗ ψ1

j2,k2
}, selon chaque composante deun.

Pour la résolution du problème de diffusion, avec les techniques de la section 3.3, le calcul de
coefficients[d1,n

j,k
] et [d2,n

j,k
] revient à la résolution d’un système matriciel :

- Méthode d’Euler

A1
δt [d

1,n+1

j,k
] A0

δt = M1 [d1,n
j,k

] M0 − δtM1 (P[(un · ∇)un]1) M
0 (5.3.4)

et
A0
δt [d

2,n+1

j,k
] A1

δt = M0 [d2,n
j,k

] M1 − δtM0 (P[(un · ∇)un]2) M
1 (5.3.5)

- Méthode de Crank-Nicolson

A1
δt
2

[d1,n+1

j,k
] A0

δt
2

= R1
δt
2

[d1,n
j,k

] R0
δt
2

− δtM1 (P[(un+1/2 · ∇)un+1/2]1) M
0 (5.3.6)

et
A0

δt
2

[d2,n+1

j,k
] A1

δt
2

= R0
δt
2

[d2,n
j,k

] R1
δt
2

− δtM0 (P[(un+1/2 · ∇)un+1/2]2) M
1 (5.3.7)

où les matricesMǫ, Aǫ
δt, Aǫ

δt
2

etRǫ
δt
2

sont respectivement la matrice de masse, la matrice de l’opé-

rateur(1− νδt∆), la matrice de l’opérateur(1− νδt
2 ∆) et la matrice de l’opérateur(1+ νδt

2 ∆) sur
la base 1D de{V ǫ

j }ǫ=0,1 (fonctions d’échelle ou ondelettes).

En récapitulant, les différentes étapes des schémas proposés sont les suivantes :

Partant deun etun−1, connus aux points de la grille(k2−j) deΩ,

1. On calcule en différences finies les termes(un ·∇)un ou (un+1/2 ·∇)un+1/2, et on projette
sur la base d’ondelettes(ψ1

j1,k1
⊗ψ0

j2,k2
, ψ0

j1,k1
⊗ψ1

j2,k2
). Le coût de cette étape est deO(N2), avec

te
l-0

05
44

37
3,

 v
er

si
on

 1
 - 

7 
D

ec
 2

01
0



5.3 Nouveaux schémas par ondelettes 177.

N = 2J etJ étant la résolution la plus fine.

2.On calcule la décomposition de Helmholtz-Hodge de(un ·∇)un ou(un+1/2 ·∇)un+1/2. Le
coût de cette étape est deO(cN2), avecc le nombre d’éléments par ligne de la matrice de raideur
de la base d’ondelettes en 1D considérée.

3. Enfin, on résout l’équation de la chaleur donnée par(5.3.1) et (5.3.2), le coût de cette étape
est aussi deO(cN2) opérations.

Sauf prise en compte effective de l’adaptativité (i.e des coefficients d’ondelettes négligeables
de la solution), cette complexité reste inchangée que ce soit sur la base d’ondelettes ou des fonc-
tions d’échelle, seule la constantec varie. On précise que le coût d’une transformée en ondelettes
en dimension deux est de l’ordreO(2rN2), r étant la largeur maximale des filtres utilisés, ce-
lui de la transformée de Fourier rapide est de l’ordreO(N2 log(N)). Cela veut dire qu’on est en
O(N2 log(N)) opérations au minimum en Fourier avec les schémas précédents, ce qui est plus
coûteux qu’en ondelettes pour des grandes valeurs deN .

5.3.2 Méthode de projection modifiée par ondelettes

Pour calculerun+1, en plus de la résolution du problème de Poisson(5.2.2), la méthode de
projection habituelle demande au préalable le calcul de∇ · u∗ et∇pn+1. En général, ces calculs
sont effectués en différences finies, ce qui peut altérer la précision du schéma. Ce que l’on propose
ici c’est d’introduire directement, dès la première étape,la décomposition de Helmholtz-Hodge de
u∗. Notre algorithme de discrétisation en temps est le suivant:

(MP )





u∗−un
δt − ν∆

2 (u∗ + un) + (un+1/2 · ∇)un+1/2 = 0 dansΩ

u∗ = ub sur ∂Ω

un+1 = P(u∗) dansΩ

(5.3.8)

avecP le projecteur orthogonal de(L2(Ω))n surHdiv(Ω). Compte tenu du traitement implicite de
la diffusion, la présence du terme non linéaire(un+1/2 ·∇)un+1/2, traité en semi-explicite, impose
une contrainte CFL de stabilité sur le pas de temps, analogueau cas périodique.

La méthode de discrétisation en espace qu’on utilise est similaire à celle utilisée dans le cas
périodique, il suffit d’adapter les notations avec les basesd’ondelettes considérées. On rappelle que
pour traiter les conditions aux limites dans le cas non homogène, on fait recours à des relèvements
construits sur la base des fonctions d’échelle(ϕ1

j,k1
⊗ ϕ0

j,k2
, ϕ0

j,k1
⊗ ϕ1

j,k2
) [90]. On cherche une
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178. CHAPITRE 5 : Simulation numérique directe par ondelettes des équations de Navier-Stokes

fonctionRg sous la forme :

Rg :=
∑

k

Gk

(
ϕ1
j,k1

⊗ ϕ0
j,k2

ϕ0
j,k1

⊗ ϕ1
j,k2

)
(5.3.9)

telle que :

Rg|∂Ω = ub et
∫

∂Ω
~ν ·Rgds = 0

Ensuite, on fait un changement de variable dans(MP ) en posant :̃u = u∗ − Rg, ce qui ramène à
des conditions aux limites homogènes surũ.

Remarque 5.3.1
Dans le calcul du projecteurP on n’utilise pas de relèvements, car siu est dansH1

0 (Ω) alors
P(u) ∈ H1

0 (Ω), de même avec la condition de glissement (~ν ·u = 0) car on sait construire la base
de fonctions à divergence nulle qui vérifie cette condition. 2

5.3.3 Méthode de Gauge modifiée par ondelettes

En utilisant le projecteurP, l’algorithme de laméthode de Gaugese réduit à :

(MG)





an+1−an

δt − ν∆
2 (an+1 + an) + (un+1/2 · ∇)un+1/2 = 0 dansΩ

an+1 · ~ν = ub · ~ν, an+1 · ~τ = ub · ~τ + ∂χn+1

∂~τ sur ∂Ω

un+1 = P(an+1) dansΩ

(5.3.10)

Cet algorithme est aussi convergent sous une contrainte CFL. Pour la discrétisation en espace, on
peut utiliser l’analyse multirésolution de(L2(Ω))n qui contient les ondelettes à divergence nulle,
comme pour la méthode de projection.

5.4 Expériences numériques

On présente dans cette partie des résultats numériques pourillustrer le potentiel des algorithmes
de la section précédente sur bases d’ondelettes. On commence d’abord par le cas périodique, puis
on présente des tests sur la cavité entraînée et, en 3D des testes sur le problème de reconnection de
tubes de vorticité.

5.4.1 Étude de l’erreur dans le cas périodique

En dimension deux (n = 2), afin de valider la précision des schémas en espace, une étuded’er-
reur est effectuée. On étudie l’erreur numérique du schémasde Crank-Nicolson5.3.2 en fonction
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5.4 Expériences numériques 179.

de la résolutionJ . Comme solution exacte des équations de Navier-Stokes on a pris les vortex de
Taylor [73] :

u1(x, y, t) = − cos(x) sin(y)e−2νt

u2(x, y, t) = sin(x) cos(y)e−2νt

Le pas de temps choisi pour la simulation estδt = 5 10−3, la viscosité vautν = 1
8π2 de telle sorte

queRe = 1, le temps final estt = 10−1. Pour cette solution, le terme source associé est nul et le
gradient de pression correspond exactement au terme(u·∇)u. Sur la Figure5.4 ci-dessous on trace
l’erreur sur les valeurs aux points de la grille de la solution calculée en normesL2(Ω) etH1(Ω).
L’analyse multirésolution{ V 1

j , Ṽ
1
j } choisie est celle des générateurs B-Spline biorthogonaux à

trois moments nuls :r = r̃ = 3.
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FIGURE 5.1 – ErreurL2 à gauche etH1 à droite, entre la solution exacte et la solution du schéma
(5.3.2). Échelle logarithmique.

Le comportement théorique de cette erreur est de la formeO(2−nJ) [57]. On observe une pente
de l’ordre deα ≃ −1.98 pour la courbe de la normeL2 etα = −0.97 pour celle de la normeH1,
ce qui est conforme au résultat théorique :n = −2 en normeL2 etn = −1 en normeH1.

Remarque 5.4.1
On a reproduit cette expérience en dimension trois, en prenant comme solution exacte les vortex de
Taylor avec la troisième composante qui est nulle. On retrouve le même ordre d’erreur. 2

5.4.2 Interaction de trois tourbillons (conditions aux limites périodiques)

Il s’agit d’un écoulement 2D non forcé sur une boite de calculde taille2π×2π adimensionnée.
Cette expérience est classique et permet de valider de nouveau schémas pour Navier-Stokes avec
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180. CHAPITRE 5 : Simulation numérique directe par ondelettes des équations de Navier-Stokes

des conditions aux limites périodiques [106]. Le profil des tourbillons suit une loi gaussienne :
ω = Ae−r

2/σ2 . Les paramètres des trois tourbillons considérés sont les suivants :

tourbillon 1 : position :(3π4 , π), amplitude :A = π, écart type :σ = 1
π

tourbillon 2 : position :(5π4 , π), amplitude :A = π, écart type :σ = 1
π

tourbillon 3 : position :(5π4 , π + π
2
√
2
), amplitude :A = −π

2 , écart type :σ = 1
π

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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0.8

0.9

1

FIGURE 5.2 – Sens de rotation des trois tourbillons (à gauche) et isocontours de la vorticité àt = 0
(à droite).

Le pas de temps estδt = 2.5 10−3, la viscositéν = 3.8 10−6. L’analyse multirésolution
{ V 1

j , Ṽ
1
j } choisie est celle des générateurs B-Spline biorthogonaux àtrois moments nuls :r =

r̃ = 3, avec une résolution maximale deJ = 8. On obtient les mêmes résultats que E. Deriaz
dans [39] dont on trace les contours de la vorticité à différentes étapes de la simulation :t = 10,
t = 20, t = 30 et t = 40.
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5.4 Expériences numériques 181.

FIGURE 5.3 – Isocontours de la vorticité àt = 10 (à gauche) ett = 20 (à droite).

FIGURE 5.4 – Isocontours de la vorticité àt = 30 (à gauche) ett = 40 (à droite).

On considère ensuite l’évolution des coefficients d’ondelettes à divergence nulle anisotropes de
la solution qui sont au dessus de certains seuils. Les seuilschoisis sontǫ = 8 10−4, ǫ = 16 10−4

et ǫ = 32 10−4. On trace sur la figure 5.5 les trois courbes correspondantes, on observe que le
pourcentage des coefficients de petites échelles augmente jusqu’à un certain temps (t ≃ 20), puis
il décroît, cela traduit comment l’écoulement devient complexe au cours du temps. Cette courbe
traduit la possibilité d’adaptativité des bases d’ondelettes à divergence nulle dans la prise en compte
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182. CHAPITRE 5 : Simulation numérique directe par ondelettes des équations de Navier-Stokes

des petites échelles de l’écoulement. Des résultats similaires existent, qui traduisent le nombre de
coefficients d’ondelettes activées, dans le cas des méthodes purement adaptatives étudiées par M.
Griebel et F. Koster [59].
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FIGURE 5.5 – Évolution du pourcentage des coefficients d’ondelettes à divergence nulle retenus en
fonction du temps. Au total on a216.

5.4.3 Cavité entraînée

Les résultats sur l’étude d’erreur de la précision en espacedes schémas(MP ) et (MG) sont
analogues à ceux du cas périodique. Pour la méthode de Gauge,une étude a été déjà faite au niveau
de la section 3.5. Dans cette sous-section, on présente quelques résultats qui permettent de valider
les algorithmes sur un cas test bien connu.

Pour valider les algorithmes(MP ) et (MG) avec des conditions aux limites physiques, on
s’est intéressé au problème d’écoulement dans une cavité entraînée. On présente des simulations
avec une vitesse initiale nulle dans tout le domaineΩ = [0, 1]2 sauf eny = 1 où on prend :
u1 = x2(1− x)2. C’est un écoulement qui reste laminaire pour des nombres deReynolds faibles :
Re < 10000. Ce test est couramment utilisé dans la littérature, ce qui permet de comparer les
résultats avec d’autres méthodes. L’état de convergence statistique de cet écoulement se caractérise
par un vortex au centre créé par la vorticité primaire et suivant le nombre de Reynolds la vorticité
secondaire crée ou pas des vortex dans trois angles de la cavité.
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5.4 Expériences numériques 183.

FIGURE 5.6 – État statistique de convergence dans une cavité entraînée.

La validation s’est effectuée en deux étapes. On a comparé d’abord les résultats obtenus avec
la méthode de projection modifiée(MP ) aux résultats très connus de U. Ghia et al. [55]. En suite,
on a comparé les deux méthodes(MP ) et (MG) pour des nombres Reynolds modérés. Pour ce
qui est de la comparaison avec les données de [55], on a prisu1 = 1, Re = 1000 et j = 7. La
base utilisée est celle des fonctions d’échelle B-Splines biorthogonaux à trois moments nuls. Sur la
figure 5.7, on a tracé les profils des vitesses horizontale et verticale au centre de la cavité au temps
t = 30, auxquels on a superposé les résultats de [55] obtenus avec le même Reynolds. Cela atteste
la convergence de la méthode(MP ) au bon résultat.
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184. CHAPITRE 5 : Simulation numérique directe par ondelettes des équations de Navier-Stokes
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FIGURE 5.7 – Profils de la vitesse verticale au centre (à gauche) et celui de la vitesse horizontale
(à droite) : méthode de projection(MP ) avecν = 1/1000, u1 = 1 etJ = 7.

Pour la comparaison des méthodes proposées en(MP ) et (MG), on s’est limité aux nombres
de ReynoldsRe = 500 etRe = 2000. Les simulations effectuées permettent de retrouver l’état
statistique de convergence et montrent ainsi la validationet la faisabilité de ces méthodes sur bases
d’ondelettes. Dans les deux cas, le terme non linéaire est traité de manière explicite en différences
fines d’ordre deux avec une extrapolation du même ordre des dérivées situées sur les points des
extrémités de la grille de calcul. Le pas de temps est imposé par la condition CFL :δt = 8 10−3 et
on a pris comme résolutionJ = 7. Les générateurs d’ondelettes sont les B-Splines biorthogonaux
à trois moments nuls.
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5.4 Expériences numériques 185.

FIGURE 5.8 – Isocontours de la vorticité àt = 20 : à gauche méthode de projection(MP ) et à
droite méthode de Gauge(MG), ν = 1/500 etJ = 7.

FIGURE 5.9 – Isocontours des coefficients d’échelle à divergence nulle àt = 20 : à gauche méthode
de projection(MP ) et à droite méthode de Gauge(MG), ν = 1/500 etJ = 7.
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186. CHAPITRE 5 : Simulation numérique directe par ondelettes des équations de Navier-Stokes

FIGURE 5.10 – Isocontours de la vorticité àt = 30 : à gauche méthode de projection(MP ) et à
droite méthode de Gauge(MG), ν = 1/2000 etJ = 7.

FIGURE 5.11 – Isocontours des coefficients d’échelle à divergence nulle à t = 30 : à gauche
méthode de projection(MP ) et à droite méthode de Gauge(MG), ν = 1/2000 etJ = 7.
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5.4 Expériences numériques 187.

De ces simulations, il ressort que les deux méthodes conduisent aux mêmes résultats numé-
riques. On a vu que dans l’algorithme(MG), pour imposer les conditions aux limites, il faut
connaître la valeur deχn+1. En pratique cette valeur est obtenue par extrapolation entre χn et
χn−1, c’est un inconvénient de la méthode de Gauge.

La méthode de projection ne demande un traitement astucieuxdes conditions aux limites
comme la méthode de Gauge. Ainsi, pour des raisons de simplicité et d’implémentation, on préfère
plus la méthode de projection(MP ) par rapport à la méthode de Gauge(MG).

5.4.4 Cavité entraînée à grand Reynolds

On présente ici des résultats de simulation avec un nombre deReynolds élevé :Re = 104. On
a gardé les mêmes bases d’ondelettes et augmenté la résolution :J = 8. On a utilisé la méthode de
projection(MP ) dans la résolutions des équations.
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FIGURE 5.12 – Isocontours de la vorticité àt = 10 (à gauche), champ de vecteurs de la vitesseu

(à droite) obtenus par le schéma(5.3.8) : ν = 10−4 etJ = 8.
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188. CHAPITRE 5 : Simulation numérique directe par ondelettes des équations de Navier-Stokes
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FIGURE 5.13 – Isocontours de la vorticité àt = 20 (à gauche), champ de vecteurs de la vitesseu

(à droite) obtenus par le schéma(5.3.8) : ν = 10−4 etJ = 8.
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FIGURE 5.14 – Isocontours de la vorticité àt = 30 (à gauche), champ de vecteurs de la vitesseu

(à droite) obtenus par le schéma(5.3.8) : ν = 10−4 etJ = 8.
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5.4 Expériences numériques 189.
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FIGURE 5.15 – Isocontours de la vorticité àt = 50 (à gauche), champ de vecteurs de la vitesseu

(à droite) obtenus par le schéma(5.3.8) : ν = 10−4 etJ = 8.
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FIGURE 5.16 – Isocontours de la vorticité àt = 80 (à gauche), champ de vecteurs de la vitesseu

(à droite) obtenus par le schéma(5.3.8) : ν = 10−4 etJ = 8.
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190. CHAPITRE 5 : Simulation numérique directe par ondelettes des équations de Navier-Stokes

FIGURE 5.17 – Isocontours des coefficients d’échelle à divergence nulle à t = 10 (à gauche) et à
t = 30 (à droite) :ν = 10−4 etJ = 8.

FIGURE 5.18 – Isocontours des coefficients d’échelle à divergence nulle à t = 50 (à gauche) et à
t = 80 (à droite) :ν = 10−4 etJ = 8.
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5.4 Expériences numériques 191.

5.4.5 Reconnection de tubes de vortex en dimension trois (cas périodiques)

Afin de valider la méthode en dimension trois, on s’est intéressé à la simulation d’une paire de
tourbillons contrarotatifs soumis à une instabilité de type crow [94]. En coordonnées cylindriques
(x, r, θ), les profils choisis pour la vitesseuθ(r) et la vorticitéωx(r) sont :

uθ(r) =
Γ0

2πr

(
1− exp(−r2/r20)

)
, ωx(r) =

Γ0

2πr0
exp(−r2/r20) (5.4.1)

Γ0 est la circulation etr0 est le rayon du centre de la vorticité.

Pour observer l’instabilité, on perturbe explicitement les centres des tourbillons en introduisant
une perturbation à grande longueur d’onde de type Crow. Comme paramètres pour cette perturba-
tion, on prend : l’amplitude de la perturbation, l’angleθ du plan de la perturbation, le déphasageϕ
et le nombre d’onde longitudinalek, voir figure 5.22.

Tourbillons  avec perturbation

          perturbation
       Tourbillons sans 

Amplitude

ϕ

  
 θ

FIGURE 5.19 – Perturbation de type Crow.

Dans le plan transversal, les coordonnées de coeur du tourbillon perturbé sont :

y = y0 + Amplitude. sin(kx+ ϕ). cos(θ)

z = z0 + Amplitude. cos(kx+ ϕ)

Le domaine de calcul est[0, 1]3, avec un maillage régulier et uniforme, et les conditions aux limites
sont périodiques dans chaque direction. La condition initiale est calculée surΩ = [−Lx/2, Lx/2]×
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192. CHAPITRE 5 : Simulation numérique directe par ondelettes des équations de Navier-Stokes

[−Ly/2, Ly/2] × [−Lz/2, Lz/2], avec :Lx = 7.5, Ly = 6, Lz = 5, Γ0 = 1 et r0 = 0.2.
Les coordonnées du centre sont(y0, z0) = (2.5, 2.5) pour le premier tourbillon et,(y0, z0) =
(3.5, 2.5) pour le deuxième tourbillon. La viscositéν est fixée à :ν = 1/2500. Les paramètres de
la perturbation sont : Amplitude= 0.4, k = 1, ϕ = 0 etθ = π/4.

FIGURE 5.20 – Isosurface du module de la vorticité|ω| = 26 à t = 0 (à gauche) et àt = 0.36 (à
droite).
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5.5 Méthode variationnelle multi-échelle 193.

FIGURE 5.21 – Isosurface du module de la vorticité|ω| = 26 à t = 0.76 (à gauche) et àt = 1.12
(à droite).

FIGURE 5.22 – Isosurface du module de la vorticité|ω| = 26 à t = 1.48 (à gauche) et àt = 1.7 (à
droite).

5.5 Méthode variationnelle multi-échelle

On étend dans cette partie la méthode variationnelle multi-échelle décrite à la section 3.3.2 aux
équations de Navier-Stokes incompressibles. L’objectif visé est de fournir une discrétisation muli-
échelle en fonctions d’échelle et ondelettes des équationsde Navier-Stokes. Cependant, on ne va
pas introduire des modèles de turbulence comme le font J.R. Hughes et al. [66,67].
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194. CHAPITRE 5 : Simulation numérique directe par ondelettes des équations de Navier-Stokes

Dans les algorithmes de résolution de Navier-Stokes précédents, comme le terme non linéaire
(u · ∇)u est traité en différences finies explicites, à chaque pas de temps les calculs à faire sont la
résolution d’une équation de la chaleur et la projection surl’espace de fonctions à divergence nulle.
Pour la discrétisation multi-échelle de l’équation de la chaleur, il suffit d’appliquer les techniques
décrites à la section 3.3.2 composante par composante. La seule difficulté est alors le calcul de
P(a) ouP[(u · ∇)u] en formulation multi-échelle, c’est ce qu’on va décrire ci-dessous.

Soit {Vdiv
j } une analyse multirésolution de l’espace~X de fonctions à divergence nulle, et de

projecteurs multi-échellePdiv
j . Pourj0 ∈ N∗, toute fonctionu ∈ ~X peut être décomposée en une

approximation grossièrePdiv
j0

(u) et la somme de tous ses détails :

u = Pdiv
j0 (u) +

∑

j≥j0
Qdiv
j (u), avec Qdiv

j (u) = Pdiv
j+1(u)−Pdiv

j (u) (5.5.1)

On note :
uc = Pdiv

j0 (u) et uf =
∑

j≥j0
Qdiv
j (u)

Par définition,Pdiv
j est le projecteur orthogonal sur les fonctions d’échelle à divergence nulle :

Pdiv
j (u) =

∑

k

ckΦ
div
j,k, k = (k1, . . . , kn),

de même
∑

j≥j0 Q
div
j est le projecteur sur toutes les ondelettes à l’échellej = (j1, . . . , jn) telle

que :ji ≥ j pour0 ≤ i ≤ n. On précise qu’en dimensionn, même dans le cas anisotrope sij0 6= 0,
il existe(n− 1)(2n − 1) ondelettes à divergence nulle différentes :

∑

j≥j0
Qdiv
j (u) =

∑

ℓ,j,k

dℓ,j,kΨ
div
ℓ,j,k,

ℓ est l’indice sur le type d’ondelette.

Pour calculerudiv = P(v), pour unv quelconque, on testev d’une part contre toutes les
fonctions d’échelleΦdiv

j0,k
et d’autre part contre toutes les ondelettesΨdiv

ℓ,j,k
, cela permet l’obtention

de deux systèmes d’équations à résoudre :

〈v/Φdiv
j0,k

〉 = 〈ucdiv/Φdivj0,k〉+ 〈ufdiv/Φdivj0,k〉 (5.5.2)

〈v/Ψdiv
ℓ,j,k〉 = 〈ucdiv/Ψdiv

ℓ,j,k〉+ 〈ufdiv/Ψdiv
ℓ,j,k〉 (5.5.3)

On résout les équations(5.5.2) et 5.5.3 par les techniques habituelles en utilisant le complément
de Schur comme à la section 3.3.2. On fait de même pourP[(u · ∇)u].
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5.5 Méthode variationnelle multi-échelle 195.

Pour calculer la décomposition de Helmholtz-Hodge, on a vu en section 3.4 qu’on doit inverser
la matrice de Gram de la base d’ondelettes à divergence nulleou à rotationnel nul. À une résolution
j donnée, l’intérêt de cette méthode est alors dans le fait qu’on résout deux systèmes couplés de
petite taille (la taille dépend dej0 < j), au lieu de résoudre le grand système donné en section 3.4.

Commeuf est dans un espace de dimension infinie, dans la résolution deNavier-Stokes en
pratique, on peut améliorer cette méthode en ajoutant aussides modèle de turbulence [66,67].

Exemple 5.5.1
Dans cet exemple, on trace le spectre d’énergie et la décroissance de cette énergie en fonction du
temps. Les paramètres de la simulation sont ceux de l’instabilité de Kelvin-Helmholtz. Le profil de
la vitesse initiale est donné par :

u1(x, y) =
U0

2
(δ0 + tanh

P0(1−
√
x2 + y2)

2R0
et u2 = 0

Le domaine de calcul est[0, 2] × [0, 1], avecU0 = 0.1035, R0 = 0.25, P0 = 30 et δ0 = 1. Le pas
de temps choisi estδt = 0.01 et la viscositéν = 5.10−5. Les algorithmes de calcul utilisent les
générateurs biorthogonaux B-Spline (3,3) sur une résolution maximaleJ = 9.

Vorticity contour t=0
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FIGURE 5.23 – Isocontours de la vorticité àt = 0 (à gauche) et àt = 6 (à droite) : pour l’instabilité
de Kelvin-Helmholtz 2D avecν = 5.10−5.
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FIGURE 5.24 – Évolution de la normeL2 (à gauche) et spectre d’énergie àt = 6 (à droite) : pour
l’instabilité de Kelvin-Helmholtz 2D avecν = 5.10−5.
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Cinquième partie

Conclusion et perspectives

197
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Conclusion

Dans ce travail de thèse, on s’est concentré sur la définitionet la mise en oeuvre de bases d’on-
delettes pour la résolution des équations de Navier-Stokesincompressibles avec des conditions aux
limites "physiques". On sait que dans le cas périodique, lesméthodes spectrales basées sur Fourier
fournissent des algorithmes numériques optimaux. Cependant, ces méthodes sont très défavorables
pour la gestion des conditions aux limites non périodiques.À l’opposé, les méthodes par éléments
finis ou différences finies intègrent facilement des conditions aux limites, mais les algorithmes sont
plus coûteux.

Ces dernières décennies, l’utilisation des bases d’ondelettes dans la résolution numérique des
équations aux dérivées partielles s’est beaucoup développée. Les bases d’ondelettes, par leur ca-
ractère de double localisation temps-fréquence, permettent d’avoir des discrétisations creuses et
adaptatives pour une vaste classe d’opérateurs différentiels et intégro-différentiels, et fournissent
également des préconditionneurs diagonaux optimaux pour les opérateurs elliptiques. La résolu-
tion de problèmes avec conditions aux limites se fait en général en utilisant les ondelettes de bords.
Pour les équations de Navier-Stokes, ces techniques sont encore au niveau de la faisabilité.

Dans ce travail de thèse, on a repris en détail la construction d’ondelettes à divergence nulle ou
à rotationnel nul de(L2(Rn))n dans le cas anisotrope. En se servant de leur structure biorthogonale
on a su retrouver, à partir des bases biorthogonales correspondantes, les algorithmes rapides asso-
ciés qui sont connus dans l’analyse des champs à divergence nulle ou à rotationnel nul. L’utilisation
de ces algorithmes a permis d’établir des estimations classiques en approximation non linéaire sur
base d’ondelettes à divergence nulle.

À partir des analyses multirésolution sur l’intervalle, ona construit des nouvelles ondelettes
vecteurs à divergence nulle ou à rotationnel nul sur l’hypercube[0, 1]n adaptées à la prise en compte
de conditions aux limites non périodiques. Ces nouvelles bases d’ondelettes à divergence nulle
permettent d’analyser des champs turbulents incompressibles et on a mis en oeuvre des algorithmes
rapides associés. Le caractère adaptatif de ces bases a été étudié dans le contexte de l’approximation
non linéaire par ondelettes à divergence nulle. La définition d’un nouvel algorithme performant
pour calculer la décomposition de Helmholtz-Hodge a permisd’étendre le champ d’applications
que peut couvrir l’utilisation de ces nouvelles ondelettes.

199
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200.

La résolution des équations de Navier-Stokes incompressibles en ondelettes par la méthode
de projection est plus facile en périodique, son extension au cas général pose problème à cause
des effets de bords. L’utilisation d’ondelettes à divergence nulle de bords dans le calcul de la dé-
composition de Helmholtz-Hodge a permis de contourner cette difficulté et de définir de nouvelles
méthodes de résolution. En simplifiant la méthode de projection et la méthode de Gauge, on a
ainsi défini deux nouveaux schémas de résolution qui gardentla même complexité numérique par
rapport au cas périodique. La validation de ces schémas sur des cas test bien connus a donné des
résultats convaincants. Pour ce type de simulation, les ondelettes offrent de représentations creuses
pour les fonctions et les matrices d’opérateurs, ce qui réduit beaucoup le nombre de degrés de li-
berté. Cependant, le calcul effectif du terme non linéaireP[(u · ∇)u] en ondelettes pose problème.
On peut alors envisager de faire des simulations avec des résolutions plus élevées, mais dans ce
cas, les méthodes doivent être optimisées.

Comme toutes les méthodes d’ondelettes, les méthodes présentées dans ce travail n’utilisent
que des géométries simples comme[0, 1]n. C’est le principal inconvénient des bases d’ondelettes
qui sont construites par produit tensoriel. On retrouve lesmêmes limitations que pour les méthodes
spectrales. Pour résoudre des problèmes dans des géométries complexes, les approches les plus
connues sont les techniques de pénalisation du volume [75, 104] et celles d’extension du domaine
[3].

Sachant que la résolution du Laplacien ne poserait pas de problème, une première perspective
serait l’étude du calcul de projecteurP par ondelettes à divergence nulle, dans le cas d’une péna-
lisation du volume. Cela est envisageable vu que la matrice de masse des ondelettes à divergence
nulle 2D ou celle des ondelettes à rotationnel nul en dimension supérieures, correspondent à la
matrice standard d’un Laplacien scalaire.

L’utilisation des ondelettes de bords s’est avérée très efficace pour les opérateurs elliptiques
dans des méthodes de décomposition de domaine conforme [90]et non conforme de type mortar
[5]. Comme les propriétés des opérateurs de divergence et durotationnel sont indépendantes du
repère choisi, la technique de décomposition de domaine estainsi une piste prometteuse. Pour
construire les ondelettes à divergence nulle ou à rotationnel nul sur les sous-domaines, on peut
étudier les difféomorphismes locaux qui peuvent être utilisés pour conserver ces propriétés et avoir
les recollements adéquats sur les facettes.

L’idée principale des méthodes multi-échelles est de décomposer la solution selon ses com-
posantes hautes fréquences et basses fréquences. Les basesd’ondelettes sont très performantes
pour ce genre de décomposition. Les algorithmes de discrétisations variationnelles multi-échelles
peuvent donc s’appliquer facilement sur bases d’ondelettes. Dans la simulation des équations de
Navier-Stokes, on peut envisager de faire une simulation des grandes échelles en suivant l’approche
de J.R. Hughes et al. [66, 68, 69]. Une prochaine étape seraitalors l’étude et la définition des mo-
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201.

dèles de sous-maille avec des conditions aux limites non périodiques, sur bases d’ondelettes. Dans
cette direction, un algorithme de simulation directe à été introduit au niveau du dernier chapitre.
L’intérêt de cet algorithme c’est qu’on peut facilement le paralléliser comme dans les méthodes
classiques.

La décomposition de Helmholtz-Hodge intervient dans de nombreux domaines : électroma-
gnétisme, visualisation scientifique, médecine, etc. Ainsi, les ondelettes à divergence nulle véri-
fiant des conditions aux limites pourraient trouver naturellement d’autres champs d’applications.
On peut citer par exemple leur application dans un travail deE. Deriaz et J.L. Starck récent pour
la reconstruction des cartes du ciel dans des problèmes d’astrophysique. Ces ondelettes permettent
de reconstruire les différents modes en "weak lensing" en réduisant les effets de bords.
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