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Application des bases a la compression d’image

Image 256 x 256
comprimée sur

1024 coefficients



Compression d’image :

Figure de gauche : Image 256 x 256 = 65536 wvaleurs, 256 niveaux de gris
Figure du milieu : image échantillonnée un point sur 8 — 1024 valeurs.
Figure de droite : image moyennée sur des blocs de taille 8 x 8 — 102/
moyennes. (compression JPEG sur 1024 valeurs)

Compression = (65536 -1024)*100/65536 = 98,44 %



Principe du format de compression JPEG 2000 :

Image filtree

Image comprimée - 1024 coefficients

50 100 150 200 250

Figure de gauche : Image 256 x 256 = 65536 valeurs, 256 niveaux de gris.
Figure du milieu : image recomposée a partir de ses 102/ plus grands
coefficients sur la base de Haar.

Figure de droite : image recomposée a partir de ses 102 plus grands
coefficients sur une base d’ondelettes a 4 moments nuls.

Compression = (65536 -1024)*100/65536 = 98,44 %



Cours 4 : Compression des images numériques
Format JPEG et JPEG 2000

- I - Principe du format JPEG

1 - La base de Fourier discrete 1D, 2D - FFT
2 - La base de cosinus discrets 1D, 2D - DCT
3 - Principe de JPEG.

- IT - Principe du format JPEG2000

1 - Base de Haar 1D, 2D. Algorithme de décomposition.
2 - Bases orthogonales d’ondelettes 1D - FWT.

3 - Bases orthogonales d’ondelettes 2D - FW'T.

4 - Propriétés d’approximation

5 - Principe du format JPEG 2000



Codeur par transformée

Soit f = f[n] un signal numérique de taille N : f est un vecteur de RY

ou CV.
Principe d’un codeur par transformeée :

1. On se donne une base orthonormée de C :
{gr €eRY ; k=0,N — 1}

2. On décompose f dans la base (gx) :

N—1
Vne{0,...,N =1}, fln] =) cx gkln]
k=0

avec

N—1
Vk €{0,...,N =1}, cx = > fIn] g[n]

3. La compression est effectuée sur les coefficients c; : on remplace cg

par un vecteur cx dans lequel beaucoup de coefficients sont nuls.



Le signal comprimé est alors :

N-1
flnl = > @ gk[n]
k=0
4. On mesure lerreur ||f — f|| ou :

N—-1

If = FII = > |fln] = fln]l®

n=0

k/ék:O

2



Bases discretes bidimensionnelles

Soit {gr € RY ; k=0, N — 1} une base orthonormée de R". On
construit une base orthonormée de R x R¥ par produit tensoriel : la
famille {Gp,q;p,q = 0, N — 1}, avec

Gp,q[na m] — gp[n] dq [m], Vn,m=0,N —1

est une base orthonormée de C¥ x C¥.

Alors une image F' = F[n,m] € R"Y x R" se décompose dans cette base :

—1N-1

Fln,m| = Z Z Cp.q 9pn]gq|m]

p=0 ¢g=0

avec
N—-1N-1

Z Z Fn,m| gp[n]gq|m]

n=0 m=0




Partie 1
Principe du format JPEG



1. Base de Fourier discrete

Cas 1D
Soit N € N. Pour k=0,..., N — 1 on pose :

er[n] = L 2N
k N
Théoreme : La famille {e; ; £ =0, N — 1} est une base orthonormée de
ch.
Algorithme rapide de calcul des coefficients : FFT. Algorithme de
synthese IFFT.

Cas 2D

La base orthonormée de Fourier Discrete 2D est donnée par :

]_ . n+qgm
eplnleq[m] = < 7R



2. Base de Cosinus I discrets

Cas 1D
Soit N € N*. Pour k=0,...,N — 1 on pose :

grln] = Ae \/iﬁ cos {%’“(n + %)]

avecAo:\%et)\kzlsik#O.

Théoreme : La famille {gx ; k = 0, N — 1} est une base orthonormée de
cV.

La transformée associée est la DCT-I (Discrete cosine transform I).

Cas 2D
La base de Cosinus I discrets 2D est donnée par :

Gl ] = gplnlgalim] = Ao cos | T2+ 3)] cos | Zm+ 3)]



3. Principe de JPEG

Standard JPEG de compression des images numérique : codage par

transformée dans une base de Cosinus I sur des blocs de taille 8 x &.

Soit F' = F'|n, m] une image numérique de taille N x N. On suppose que
N est divisible par 8. On découpe l'image en N /64 blocs de taille 8 x 8.
Chaque bloc d’image est ensuite décomposé sur la base :
1 D 1 Tq 1
Gp,q[n, m] = gpn]ge[m] = ApAq; cos | ——(n+ 5)|cos | —=(m+ )|, p,g=0,7
4 8 2 8 2
Les coefficients CZ()Q] provenant de la décomposition du i-ieme bloc sont

ensuite triés par 1’algorithme en zig-zag (parcours des coefficients des
g g-zag

basses vers les hautes fréquences).



141

Parcours en zigzag des coefficients de la DC'T sur un bloc, des basses vers

les hautes fréquences



DCT et DCT par blocs 8X8 d’une image
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Image originale “Lenna’.

Au centre : DCT sur I'image gloable (zoom au voisinage de (0,0)).
A droite, décomposition DCT sur des blocs de taille 8 x 8 (base du
format JPEG).




Compression sous JPEG

Image originale et tmages comprimées dans le format DC'T par blocs .
Figure du milieu : en gardant 3 coefficients dans chaque bloc.

Figure de droite : en gardant 6 coefficients dans chaque bloc.



Partie 2
Principe du format JPEG 2000



1- Algorithme de décomposition d’une fonction en
escalier sur la base de Haar

2 4 8 12 14 0 2 1]
| (moyennes) } (détails)
3 10 7 1.5] -1 -2 7 0.5]
| (moyennes) } (détails)
6.5 4.25] -3.5 2.75]

J(moyennes) | (détails)
[5.375] [1.125]
<
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1- La base de Haar sur L?(0,1)

1 six €0, 2
Soit ¢ = 1 sur [0, 1], et Y(x) = 0,21
-1 size[3,1]

N~

Y

=l
s

osl

osl

oal

oz|

o

oz
—o.al

o6

T
.

Pour j > 0et 0 <k <2 —1, on pose : ¥, (x) = 2%1p(2ja) — k)

Nl

2
—(2

siz € k277, (k+ 2)277]

donc ik(x) = , ,
Yk (2) ) sizel(k+3)277,(k+1)277]

Nl

La famille {¢,; 1} est une base Hilbertienne de L* (0, 1), appelée base
de Haar.



1- Les fonctions de la base de Haar

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

Les deux bases de l’espace des fonctions en escalier sur [0,1], associées a
une subdivision k/8,k=10,...,7



1- Intérét de la décomposition

La décomposition d'une fonction f € L* (0, 1) s’écrit :

Too 27 —1

S = Co—i-z Z dj.k Vj,k

j=0 k=0

avec
1 1
co =< f/¢p >=/ fooet djp=<[f/vjx >:/ f ik
0 0
- Caractérisation de la régularité locale de f :

(i) si f € C'(I; ) alors |d; x| < C 9—33/2

(ii) si f € C%(xo) ie. |f(x) — f(xo)| < klz —z0|* (0 < a< 1)
alors |dj x| < C 279(a+1/2)

— Propriété utile en vue de la compression



1- Démonstration de (i)

Pour j > 0 et k € {0,...27 — 1} fixés, on considere :
Lix =]k277,(k + 1)277[ qui correspond au support de 9, :
Supp(vjk) = k277, (k +1)277] = I

Le coeflicient d’ondelette sur 9, p d'une fonction f est donné par :

djk = /1 fbjk

I

Si f € C'(I, ) alors pour tout « € I, x, on a :
f@) = f((k+3)277) 4+ (z — (k+ 5)277) f (02), avec O, € I

donc |

bu= [ (@t 52)f 00 sla)do
car [, =0 |
et

1 _
il < supl' / 27971 29/%de < sup| '] 27

Ik



1- Exemple : f(z) = /| cos 2mz]|
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Figure de gauche : fonction f discrétisée sur 1024 = 2'° valeurs.
Figure du milieu : carte des coefficients sur la base de Haar

(abscisse : k277 € [0,1], ordonnée : —j, j =1,...9).

Figure de droite : fonction recomposée a partir des 80 plus grands
coefficients (> 0.06) (compression=92.2 %, erreur relative L* = 6.107%).



1- La base de Haar en dimension 2

A partir de p(x) et 1 (x) on définit les fonctions bidimensionnelles :

O(z,y) = p(x)p(y) ¥'(z,y)=(x)e(y)
U (z,y) = e(2)v(y) ¥ (z,y) = ()Y (y)

-1 -1 1

Pouri=1,2,3,j>0et k= (ky,ky), 0 < ko, ky, <29 —1:
Ul c(a,y) = 280 (20 — ke, 2y — )

La famille {<I>, VA N /5 ~} est une base hilbertienne de L? ([O, 1]2).
gk’ gk T gk



1- Décomposition d’une fonction 2D

+oo 29-1
. 1 1 2 2 3 3
f=Co+y Y (Djk\I!jk+D G +D3E\113k)
§=0 kg ,ky=0

avec .

= [ Jou? o D= ! i






1- Exemple sur un carré

Original

50F b 50 | |
100 b 100~ —
150 b 150 -

200 b 200

250 ) ) ) ) i 250

Il Il Il Il
50 100 150 200 250 50 100 150 200 250 50 100 150 200

Figure de gauche : Image originale.
Figure du milieu : Carte complete des coefficients sur la base de Haar.

Figure de droite : Coefficients des 2 dernieres échelles.
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Décomposition d’une image sur la base de Haar

7]

50+ b 50-
100 b 100
150 b 150 -

200 b 200

250 ) ) ) ) 1 250+

| ! ! !
50 100 150 200 250 50 100 150 200

Image originale (256 valeurs) et sa décomposition sur la base de Haar :
Figure du milieu : Carte compléete des coefficients.

Figure de droite : Coefficients des 2 plus petites échelles.
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Compression d’image sur la base de Haar

Image filtree

Image filtree

Image originale et images comprimeées :
Figure du milieu : en gardant les 1024 plus grands coefficients

(soit une compression de 98,4 %).

Figure de droite : en gardant les 3467 plus grands coefficients
(soit une compression de 94,7%).



2- Analyse Multirésolution (AMR)

Une analyse multirésolution de L*(R) est une suite de sous-espaces
fermés (V;);ez telle que :

1. Vj€Z, V; CVjt1 C...C L*(R),

2. Njez Vi =1{0} et U, Vi = L*(R),

3. f(z) €V; — f(2z) € Vjt1,

4. f(x) e Vo <=V neZ, f(x —n) e V,

5. dp e Vj telle que {p(x—n) : n € Z} est une base orthonormée de V.

© est appelée fonction d’échelle de I’analyse multirésolution.



2- Analyse Multirésolution - Exemples

Les espaces V; se déduisent par dilatation de l'espace Vj :
V; = Vec{yp, r = 2%g0(2ja: —k); kelZ}

Haar : Vp = {Fonctions constantes sur [k, k 4+ 1[,Vk € Z}

Splines de degré 1 :
Vo = {Fonctions continues sur R, affines sur |k, k + 1[,Vk € Z}

Splines de degré n :
Vo = {Fonctions C" ™' sur R, polynémiales de degré n sur [k, k + 1[,Vk}

Shannon :
Vo ={f € L?>(R) ; f est & support dans [1,2] }



2- AMR - Construction des ondelettes

On a V; C Vj41. On introduit alors W, le complémentaire orthogonal de
Vi dans Vj41 :

Viti=V; & Wj.
On cherche une fonction ¢ t.q. {¢(x —n) : n € Z} soit une base de Wj.

Sous les hypotheses de ’AMR, on montre qu’une solution possible est :

b(@) = V2 3 (=) s p(2a — ),

nez

ou les coefficients h,, sont donnés par la relation a deux échelles vérifiée

par la fonction d’échelle ¢
(provenant de ¢ € Vo C Vi = Vect{V2p(2x —n);n € Z}) :

p(x) =V2 ) hup(2z—n),

nez

Une telle fonction v est appelée ondelette de ’AMR.



2- AMR - Récapitulatif

+oo +oo
=Vopw, = @ w;
§=0

j=—o00

W; = Vee{th; i (z) = 2892w — k) ; k € Z}

Soit f € L?(R). Sa décomposition en ondelettes s’écrit :

avec

+szm%k Z dewgk

1=0 keZ j=—0o0 kEZ

Ck:/ngp(:c—k) et dj,k:/Rf%',k



2- Propriétés des bases d’ondelettes

[

on cherche a avoir aussi N moments nuls :

- Moments nuls :

/xnzp:O, Vn=20,...N —1
R

- Caractérisation de la régularité locale de f : sin < N, a < N,
(i) si f € C™(Vy,) alors |dj x| < C 279" F1/2) (pour k277 ”voisin” de o)

(ii) si f € C%(xo) i-e. |f[°‘] (z) — f[o‘] (zo)| < klx — a:o|°‘_[o‘]
alors
d; k] < C 279 T2) (hour k277 "voisin” de o)

— Propriété importante pour la compression



2- Exemples de fonctions d’échelles et d’ondelettes

Fonction d’échelle (gauche) et ondelettes (droite) :
lere ligne : Fonctions de Meyer (de classe C'°° - nombre infini de
moments nuls).

2eme ligne : Splines affines (2 moments nuls).



2- Exemples de fonctions d’échelles et d’ondelettes

Fonction d’Echelle, D8 Ondelette, D8
1.2 15

Phi(x) — Psi(x) —

1
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ERARY /\\
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Fonction d’échelle (gauche) et ondelettes (droite) a support compact :
lere ligne : Daubechies D8 (4 moments nuls).
2¢me ligne : Coifman C12 (4 moments nuls).



2- Algorithme rapide de décomposition en ondelettes.
FWT

Soit f un signal discret 1D de longueur N = 27 points. Le prolongement

le plus simple est le prolongement périodique.

Etape 0 de I’algorithme : on introduit les coefficients c; = (cj 1)
o2 2 f(277), k=027 —1,

(utilisation de [ =1). On consideére alors la fonction f; de Vy :

2J 1

fr= Z Cik PJk

k=0

Décomposition : V; =Vo WP --- B Wy
Pour j = J,...,1 on utilise V; =V;_1 & W,_1.



2J _1

Ci—1,k = g Cin hn—2k
n=0
27 _1

dj_17k; — g Cj,n gn—2k
n=0

En terme de convolution circulaire de période 27, ces égalités se

réécrivent : (cj—1 = (Cj—1,k)k—0...2i—1_15 ---)

convolution - décimation :

Cj_l[k] = (Cj * B) [2]{7] Vk = 0..2j_1 —1
di_1[k] = (c; xg)[2k] VE=0.27"1 -1

avec h[n] = h[—n] et g[n] = g[—n].



Résolution]  Résolution J—1 Résolution 0

J-1
CJ—I

Figure 1: analyse et synthese : banc de filtrage



Recomposition A partir des coefficients d’ondelettes et de la valeur
moyenne de la fonction : [coo, {djk};—¢...7_1 k=0...2i—1], On veut retrouver
les coefficients c; = [(¢k)k=0..n—1]. On utilise dans ce sens :

Vicide W1 =V;,pour j =0,...,J —1.

VE=0---27 —1

2i—1_1 2i1—1_1

Cik = g Ci—1,nhk—2n + g di—1ngk—2n

Ce qui s’écrit aussi, sous forme vectorielle, en intruisant la notation

(interlagage avec des zéros) : x, =T, sin=2p, x, =0sin=2p+1:

———

cjlk] = (¢j—1 % h)[k] 4 (dj—1 * g)[K].




Exemple d’utilisation de la FW'T de WaveLab
% Decomposition d’une fonction y, declaree avant
% la longueur de y doit etre une puissance de 2

% Utilise la bibliotheque WavelLab (gratuite)

% declaration des filtres (Daubechies, 4 moments nuls)
gqmnf = MakeONFilter (’Daubechies’,8) ;

% Calcul des coefficients d’ondelettes
wc = FWT_PO(y,0,qmf);

% Trace des coefficients
PlotWaveCoeff (abs(wc),0,0)

/» Recomposition d’une fonction yy
yy = IWT_PO(wc,0,qmf);



2- Exemple de décomposition : f(z) = /| cos 2]

1
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Figure de gauche : fonction f discrétisée sur 1024 = 2'° valeurs.
Figure du milieu : carte des coefficients d’ondelettes D8

(abscisse : k277 € [0,1], ordonnée : —j, j =1,...9).

Figure de droite : fonction recomposée a partir des 80 plus grands
coefficients (> 1073) (compression=92.2 %, erreur relative L* = 3.107").



3- Décomposition d’une image

Les bases 2D sont construites par produit tensoriel de bases d’ondelettes
1D. Soit ¢ et ¢ la fonction déchelle et I’ondelette provenant d’'une AMR.

On a deux constructions possibles :

(1) Les bases d’ondelettes tensorielles ou anisotropes :

U (2, y) = V(@) a0 (v), 5,7 €Lk K €L

La transformée en ondelette 2D associée utilise la FW'T 1D sur les lignes

puis sur les colonnes de I'images.

(2) Ondelettes issues d’Analyse Multirésolution de L*(R?) :

Vi =V; 8V,

- Espace de détail (ondelettes) W; : V11 =V; P W,



Vit = Vina®@ Vi
= (V;oW;) e (V; & Wj)
= (V;eV)e(W,;@V;) e (V;@W;) e (W; @ Wj)

Donc

W = Vecl v, k(2) ;.00 (1) 3 ik (@500 () 5 k(@) (y) [ (k,K') € Z%}



W2
J—3 2
W5 _,
1 o3
Wird¥W5_ ks W2
J—1
1 3
Wi _o| W3_,
1 3
Wi_1 W35_1

Figure 2: Représentation de la transformée en ondelettes orthogonale

d’une image.



3- Exemples

Original

50F b 50 | |
100 b 100~ —
1501 b 150 -

200- 1 200

250 ) ) ) ) i 250

Il Il Il Il
50 100 150 200 250 50 100 150 200 250 50 100 150 200

Figure de gauche : Image originale.
Figure du milieu : Carte complete des coefficients d’ondelettes.

Figure de droite : Coefficients d’ondelettes (2 derniéres échelles).
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3- Exemples

50( '.1f'-'.:|

100- g4 ®

150

200

250

Figure de gauche : Image 256 x 256 = 65536 valeurs, 256 niveaux de gris.
Figure du milieu : coefficients d’ondelettes (2 derniéres échelles)

Figure de droite : image recomposée a partir de ses 4000 plus grands

coefficients sur une base d’ondelettes a 4 moments nuls.
Compression = (65536 -4000)*100/65536 = 93,9 %



4- Ordre d’approximation des bases d’ondelettes

Approximation linéaire

e Projection sur un espace V}
P; : L*(R) — V;
= Z 0 < fleir > @ik

e Condition de Strang-Fix a l'ordre N (z" € V}) :
Vn=0,...,N —1,27/%(27z) Zak Okl

(& 9 a N moments nuls)

e Erreur de projection : Si u € H*(R) avec s < N, alors :
lu = Pjull2 < C277%|ul|as

(cf éléments finis avec h = 277)



4- Ordre d’approximation des bases d’ondelettes
Approximation non linéaire

Soit N € N. Soit u € L*(R), et sa décomposition en ondelettes :

too27 -1

u=u; . + Z Z djk Vi k

j=0 k=0

On trie alors les coefficients d’ondelettes d;  en valeur absolue par valeur
décroissante :

|dj1,k1| > |dj2,k2| > > |djN,kN| > ..
et on note :
N
YN (U) = Ujppi, + Z djs ki Vi ks
1=1

1

Siu € By avec ;= % + s, alors

1 S
fu=Sn@lze <€ () lullsye

(en dimension n on remplace s par ).



50

100

150

200

300

350

400 =

450

500 -

Compression d’un champ de vorticité turbulent2D
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Compression non lineaire : log(erreur) versus log(N)
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Analyse d’un champ turbulent 2D : champ de vorticité, coefficients

d’ondelettes de la vorticité et calcul de l’erreur de compression, en

fonction du nombre de coefficients d’ondelettes retenus





