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Application des bases à la compression d’image
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Compression d’image :
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Figure de gauche : Image 256 × 256 = 65536 valeurs, 256 niveaux de gris

Figure du milieu : image échantillonnée un point sur 8 → 1024 valeurs.

Figure de droite : image moyennée sur des blocs de taille 8 × 8 → 1024

moyennes. (compression JPEG sur 1024 valeurs)

Compression = (65536 -1024)*100/65536 = 98,44 %



Principe du format de compression JPEG 2000 :

50 100 150 200 250

50

100

150

200

250

Image filtree

50 100 150 200 250

50

100

150

200

250

Image comprimée − 1024 coefficients

50 100 150 200 250

50

100

150

200

250

Figure de gauche : Image 256× 256 = 65536 valeurs, 256 niveaux de gris.

Figure du milieu : image recomposée à partir de ses 1024 plus grands

coefficients sur la base de Haar.

Figure de droite : image recomposée à partir de ses 1024 plus grands

coefficients sur une base d’ondelettes à 4 moments nuls.

Compression = (65536 -1024)*100/65536 = 98,44 %



Cours 4 : Compression des images numériques
Format JPEG et JPEG 2000

- I - Principe du format JPEG

1 - La base de Fourier discrète 1D, 2D - FFT

2 - La base de cosinus discrets 1D, 2D - DCT

3 - Principe de JPEG.

- II - Principe du format JPEG2000

1 - Base de Haar 1D, 2D. Algorithme de décomposition.

2 - Bases orthogonales d’ondelettes 1D - FWT.

3 - Bases orthogonales d’ondelettes 2D - FWT.

4 - Propriétés d’approximation

5 - Principe du format JPEG 2000



Codeur par transformée

Soit f = f [n] un signal numérique de taille N : f est un vecteur de R
N

ou C
N .

Principe d’un codeur par transformée :

1. On se donne une base orthonormée de C
N :

{gk ∈ R
N ; k = 0, N − 1}

2. On décompose f dans la base (gk) :

∀n ∈ {0, . . . , N − 1}, f [n] =

N−1X

k=0

ck gk[n]

avec

∀k ∈ {0, . . . , N − 1}, ck =

N−1X

n=0

f [n] gk[n]

3. La compression est effectuée sur les coefficients ck : on remplace ck

par un vecteur c̄k dans lequel beaucoup de coefficients sont nuls.



Le signal comprimé est alors :

f̄ [n] =

N−1X

k=0

c̄k gk[n]

4. On mesure l’erreur ‖f − f̄‖ où :

‖f − f̄‖2 =

N−1X

n=0

|f [n] − f̄ [n]|2 =
X

k/c̄k=0

c2k



Bases discrètes bidimensionnelles

Soit {gk ∈ R
N ; k = 0, N − 1} une base orthonormée de R

N . On

construit une base orthonormée de R
N × R

N par produit tensoriel : la

famille {Gp,q; p, q = 0, N − 1}, avec

Gp,q[n,m] = gp[n] gq[m], ∀n,m = 0, N − 1

est une base orthonormée de C
N × C

N .

Alors une image F = F [n,m] ∈ R
N × R

N se décompose dans cette base :

F [n,m] =

N−1X

p=0

N−1X

q=0

Cp,q gp[n]gq[m]

avec

Cp,q =

N−1X

n=0

N−1X

m=0

F [n,m] gp[n]gq[m]



Partie 1

Principe du format JPEG



1. Base de Fourier discrète

Cas 1D

Soit N ∈ N. Pour k = 0, . . . , N − 1 on pose :

ek[n] =
1√
N

e2iπ kn
N

Théorème : La famille {ek ; k = 0, N − 1} est une base orthonormée de

C
N .

Algorithme rapide de calcul des coefficients : FFT. Algorithme de

synthèse IFFT.

Cas 2D

La base orthonormée de Fourier Discrète 2D est donnée par :

ep[n]eq[m] =
1

N
e2iπ pn+qm

N



2. Base de Cosinus I discrets

Cas 1D

Soit N ∈ N
∗. Pour k = 0, . . . , N − 1 on pose :

gk[n] = λk
2√
N

cos

»
πk

N
(n+

1

2
)

–

avec λ0 = 1√
2

et λk = 1 si k 6= 0.

Théorème : La famille {gk ; k = 0, N − 1} est une base orthonormée de

C
N .

La transformée associée est la DCT-I (Discrete cosine transform I).

Cas 2D

La base de Cosinus I discrets 2D est donnée par :

Gp,q[n,m] = gp[n]gq[m] = λpλq
2

N
cos

»
πp

N
(n+

1

2
)

–
cos

»
πq

N
(m+

1

2
)

–



3. Principe de JPEG

Standard JPEG de compression des images numérique : codage par

transformée dans une base de Cosinus I sur des blocs de taille 8 × 8.

Soit F = F [n,m] une image numérique de taille N ×N . On suppose que

N est divisible par 8. On découpe l’image en N
2/64 blocs de taille 8 × 8.

Chaque bloc d’image est ensuite décomposé sur la base :

Gp,q[n,m] = gp[n]gq[m] = λpλq
1

4
cos

»
πp

8
(n+

1

2
)

–
cos

»
πq

8
(m+

1

2
)

–
, p, q = 0, 7

Les coefficients C
(i)
p,q provenant de la décomposition du i-ième bloc sont

ensuite triés par l’algorithme en zig-zag (parcours des coefficients des

basses vers les hautes fréquences).



Parcours en zigzag des coefficients de la DCT sur un bloc, des basses vers

les hautes fréquences



DCT et DCT par blocs 8X8 d’une image
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Image originale “Lenna”.

Au centre : DCT sur l’image gloable (zoom au voisinage de (0, 0)).

A droite, décomposition DCT sur des blocs de taille 8 × 8 (base du

format JPEG).



Compression sous JPEG
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Image originale et images comprimées dans le format DCT par blocs .

Figure du milieu : en gardant 3 coefficients dans chaque bloc.

Figure de droite : en gardant 6 coefficients dans chaque bloc.



Partie 2

Principe du format JPEG 2000



1- Algorithme de décomposition d’une fonction en

escalier sur la base de Haar

[2 4 8 12 14 0 2 1]

↓(moyennes) ↓(détails)

[3 10 7 1.5] [-1 -2 7 0.5]

↓(moyennes) ↓(détails)

[6.5 4.25] [-3.5 2.75]

↓(moyennes) ↓(détails)

[5.375] [1.125]

⇐⇒

[5.375 1.125 -3.5 2.75 -1 -2 7 0.5]
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1- La base de Haar sur L2 (0, 1)

Soit ϕ = 1 sur [0, 1], et ψ(x) =

8
<
:

1 si x ∈ [0, 1
2
[

−1 si x ∈ [ 1
2
, 1[
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Pour j ≥ 0 et 0 ≤ k ≤ 2j − 1, on pose : ψj,k(x) = 2
j
2ψ(2jx− k)

donc ψj,k(x) =

8
<
:

2
j
2 si x ∈ [k2−j , (k + 1

2
)2−j [

−(2
j
2 ) si x ∈ [(k + 1

2
)2−j , (k + 1)2−j [

La famille {ϕ,ψj,k} est une base Hilbertienne de L2 (0, 1), appelée base

de Haar.



1- Les fonctions de la base de Haar
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Les deux bases de l’espace des fonctions en escalier sur [0,1], associées à

une subdivision k/8, k = 0, . . . , 7



1- Intérêt de la décomposition

La décomposition d’une fonction f ∈ L2 (0, 1) s’écrit :

f = c0 +

+∞X

j=0

2j−1X

k=0

dj,k ψj,k

avec

c0 =< f/ϕ >=

Z 1

0

f et dj,k =< f/ψj,k >=

Z 1

0

f ψj,k

- Caractérisation de la régularité locale de f :

(i) si f ∈ C1(Ij,k) alors |dj,k| ≤ C 2−3j/2

(ii) si f ∈ Cα(x0) i.e. |f(x) − f(x0)| ≤ k|x− x0|α (0 < α < 1)

alors |dj,k| ≤ C 2−j(α+1/2)

→ Propriété utile en vue de la compression



1- Démonstration de (i)

Pour j ≥ 0 et k ∈ {0, . . . 2j − 1} fixés, on considère :

Ij,k =]k2−j , (k + 1)2−j [ qui correspond au support de ψj,k :

Supp(ψj,k) = [k2−j , (k + 1)2−j ] = Ij,k

Le coefficient d’ondelette sur ψj,k d’une fonction f est donné par :

dj,k =

Z

Ij,k

fψj,k

Si f ∈ C1(Ij,k) alors pour tout x ∈ Ij,k, on a :

f(x) = f((k + 1
2
)2−j) + (x− (k + 1

2
)2−j)f ′(θx), avec θx ∈ Ij,k

donc

dj,k =

Z

Ij,k

(x− (k +
1

2
)2−j)f ′(θx)ψj,k(x)dx

car
R
ψj,k = 0

et

|dj,k| ≤ sup
Ij,k

|f ′|
Z

Ij,k

|2−j−1| 2j/2dx ≤ 1

2
sup
Ij,k

|f ′| 2−3j/2



1- Exemple : f(x) =
√

| cos 2πx|
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Figure de gauche : fonction f discrétisée sur 1024 = 210 valeurs.

Figure du milieu : carte des coefficients sur la base de Haar

(abscisse : k2−j ∈ [0, 1], ordonnée : −j, j = 1, . . . 9).

Figure de droite : fonction recomposée à partir des 80 plus grands

coefficients (> 0.06) (compression=92.2 %, erreur relative L2 = 6.10−3).



1- La base de Haar en dimension 2

A partir de ϕ(x) et ψ(x) on définit les fonctions bidimensionnelles :

Φ(x, y) = ϕ(x)ϕ(y) Ψ1(x, y) = ψ(x)ϕ(y)

Ψ2(x, y) = ϕ(x)ψ(y) Ψ3(x, y) = ψ(x)ψ(y)

Les valeurs de Ψ1, Ψ2 et Ψ3 sur [0, 1] × [0, 1] sont :

1 -1

1

-1

1

1

-1

-1

Pour i = 1, 2, 3, j ≥ 0 et ~k = (kx, ky), 0 ≤ kx, ky ≤ 2j − 1 :

Ψi
j,~k

(x, y) = 2
j
2 Ψi(2jx− kx, 2

jy − ky)

La famille
n
Φ,Ψ1

j,~k
,Ψ2

j,~k
,Ψ3

j,~k

o
est une base hilbertienne de L2

`
[0, 1]2

´
.



1- Décomposition d’une fonction 2D

f = C0 +
+∞
∑

j=0

2j
−1

∑

kx,ky=0

(

D1
j,~k

Ψ1
j,~k

+ D2
j,~k

Ψ2
j,~k

+ D3
j,~k

Ψ3
j,~k

)

avec :

C0 =

∫ ∫

[0,1]2
f et Di

j,~k
=

∫ ∫

[0,1]2
f Ψi

j,~k



CJ−2 D1
J−2

D1
J−1

D2
J−2 D3

J−2

D2
J−1 D3

J−1



1- Exemple sur un carré
Original
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Figure de gauche : Image originale.

Figure du milieu : Carte complète des coefficients sur la base de Haar.

Figure de droite : Coefficients des 2 dernières échelles.



Décomposition d’une image sur la base de Haar
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Image originale (2562 valeurs) et sa décomposition sur la base de Haar :

Figure du milieu : Carte complète des coefficients.

Figure de droite : Coefficients des 2 plus petites échelles.



Compression d’image sur la base de Haar
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Image originale et images comprimées :

Figure du milieu : en gardant les 1024 plus grands coefficients

(soit une compression de 98,4%).

Figure de droite : en gardant les 3467 plus grands coefficients

(soit une compression de 94,7%).



2- Analyse Multirésolution (AMR)

Une analyse multirésolution de L2(R) est une suite de sous-espaces

fermés (Vj)j∈Z telle que :

1. ∀ j ∈ Z, Vj ⊂ Vj+1 ⊂ ... ⊂ L2(R),

2.
T

j∈Z
Vj = {0} et

S
j∈Z

Vj = L2(R),

3. f(x) ∈ Vj ⇐⇒ f(2x) ∈ Vj+1,

4. f(x) ∈ V0 ⇐⇒ ∀ n ∈ Z, f(x− n) ∈ V0,

5. ∃ ϕ ∈ V0 telle que {ϕ(x−n) : n ∈ Z} est une base orthonormée de V0.

ϕ est appelée fonction d’échelle de l’analyse multirésolution.



2- Analyse Multirésolution - Exemples

Les espaces Vj se déduisent par dilatation de l’espace V0 :

Vj = Vec{ϕj,k = 2
j
2ϕ(2jx− k) ; k ∈ Z}

Haar : V0 = {Fonctions constantes sur [k, k + 1[, ∀k ∈ Z}

Splines de degré 1 :

V0 = {Fonctions continues sur R, affines sur [k, k + 1[,∀k ∈ Z}

Splines de degré n :

V0 = {Fonctions Cn−1 sur R,polynômiales de degré n sur [k, k + 1[,∀k}

Shannon :

V0 = {f ∈ L2(R) ; f̂ est à support dans [1,2] }



2- AMR - Construction des ondelettes

On a Vj ⊂ Vj+1. On introduit alors Wj , le complémentaire orthogonal de

Vj dans Vj+1 :

Vj+1 = Vj ⊕Wj .

On cherche une fonction ψ t.q. {ψ(x− n) : n ∈ Z} soit une base de W0.

Sous les hypothèses de l’AMR, on montre qu’une solution possible est :

ψ(x) =
√

2
X

n∈Z

(−1)1−nh1−n ϕ(2x− n),

où les coefficients hn sont donnés par la relation à deux échelles vérifiée

par la fonction d’échelle ϕ

(provenant de ϕ ∈ V0 ⊂ V1 = V ect{
√

2ϕ(2 x− n);n ∈ Z}) :

ϕ(x) =
√

2
X

n∈Z

hn ϕ(2x− n),

Une telle fonction ψ est appelée ondelette de l’AMR.



2- AMR - Récapitulatif

L2(R) = V0

+∞M

j=0

Wj =

+∞M

j=−∞

Wj

Wj = Vec{ψj,k(x) = 2
j
2ψ(2jx− k) ; k ∈ Z}

Soit f ∈ L2(R). Sa décomposition en ondelettes s’écrit :

f(x) =
X

k∈Z

ck ϕ(x− k) +

+∞X

j=0

X

k∈Z

dj,k ψj,k(x) =

+∞X

j=−∞

X

k∈Z

dj,k ψj,k(x)

avec

ck =

Z

R

f ϕ(x− k) et dj,k =

Z

R

f ψj,k



2- Propriétés des bases d’ondelettes

- Moments nuls : Z

R

ψ = 0

on cherche à avoir aussi N moments nuls :
Z

R

xnψ = 0, ∀n = 0, . . . N − 1

- Caractérisation de la régularité locale de f : si n ≤ N , α < N ,

(i) si f ∈ Cn(Vx0
) alors |dj,k| ≤ C 2−j(n+1/2) (pour k2−j ”voisin” de x0)

(ii) si f ∈ Cα(x0) i.e. |f [α](x) − f [α](x0)| ≤ k|x− x0|α−[α]

alors

|dj,k| ≤ C 2−j(α+1/2) (pour k2−j ”voisin” de x0)

→ Propriété importante pour la compression



2- Exemples de fonctions d’échelles et d’ondelettes
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Fonction d’échelle (gauche) et ondelettes (droite) :

1ère ligne : Fonctions de Meyer (de classe C∞ - nombre infini de

moments nuls).

2ème ligne : Splines affines (2 moments nuls).



2- Exemples de fonctions d’échelles et d’ondelettes
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Fonction d’échelle (gauche) et ondelettes (droite) à support compact :

1ère ligne : Daubechies D8 (4 moments nuls).

2ème ligne : Coifman C12 (4 moments nuls).



2- Algorithme rapide de décomposition en ondelettes.

FWT

Soit f un signal discret 1D de longueur N = 2J points. Le prolongement

le plus simple est le prolongement périodique.

Etape 0 de l’algorithme : on introduit les coefficients cJ = (cJ,k)

cJ,k ≈ 2− J
2 f(2−J), k = 0, 2J − 1,

(utilisation de
R
ϕ = 1). On considère alors la fonction fJ de VJ :

fJ =

2J−1X

k=0

cJk ϕJk

Décomposition : VJ = V0 ⊕W0 ⊕ · · · ⊕WJ−1

Pour j = J, . . . , 1 on utilise Vj = Vj−1 ⊕Wj−1.



∀k = 0 · · · 2j−1 − 1 :

cj−1,k =

2j−1X

n=0

cj,n hn−2k

dj−1,k =

2j−1X

n=0

cj,n gn−2k

En terme de convolution circulaire de période 2j , ces égalités se

réécrivent : (cj−1 = (cj−1,k)k=0···2j−1−1, ...)

convolution - décimation :

cj−1[k] = (cj ? h̄)[2k] ∀k = 0..2j−1 − 1

dj−1[k] = (cj ? ḡ)[2k] ∀k = 0..2j−1 − 1

avec h̄[n] = h[−n] et ḡ[n] = g[−n].
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Figure 1: analyse et synthèse : banc de filtrage



Recomposition A partir des coefficients d’ondelettes et de la valeur

moyenne de la fonction : [c00, {djk}j=0···J−1,k=0···2j−1 ], on veut retrouver

les coefficients cJ = [(cJk)k=0..N−1]. On utilise dans ce sens :

Vj−1 ⊕Wj−1 = Vj , pour j = 0, . . . , J − 1.

∀k = 0 · · · 2j − 1

cjk =

2j−1−1X

n=0

cj−1,nhk−2n +

2j−1−1X

n=0

dj−1,ngk−2n

Ce qui s’écrit aussi, sous forme vectorielle, en intruisant la notation

(interlaçage avec des zéros) : fxn = xp si n = 2p, fxn = 0 si n = 2p+ 1 :

cj [k] = ( gcj−1 ? h)[k] + ( gdj−1 ? g)[k].



Exemple d’utilisation de la FWT de WaveLab

% Decomposition d’une fonction y, declaree avant

% la longueur de y doit etre une puissance de 2

% Utilise la bibliotheque WaveLab (gratuite)

% declaration des filtres (Daubechies, 4 moments nuls)

qmf = MakeONFilter(’Daubechies’,8) ;

% Calcul des coefficients d’ondelettes

wc = FWT PO(y,0,qmf);

% Trace des coefficients

PlotWaveCoeff(abs(wc),0,0)

% Recomposition d’une fonction yy

yy = IWT PO(wc,0,qmf);



2- Exemple de décomposition : f(x) =
√

| cos 2πx|
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Figure de gauche : fonction f discrétisée sur 1024 = 210 valeurs.

Figure du milieu : carte des coefficients d’ondelettes D8

(abscisse : k2−j ∈ [0, 1], ordonnée : −j, j = 1, . . . 9).

Figure de droite : fonction recomposée à partir des 80 plus grands

coefficients (> 10−3) (compression=92.2 %, erreur relative L2 = 3.10−7).



3- Décomposition d’une image

Les bases 2D sont construites par produit tensoriel de bases d’ondelettes

1D. Soit ϕ et ψ la fonction déchelle et l’ondelette provenant d’une AMR.

On a deux constructions possibles :

(1) Les bases d’ondelettes tensorielles ou anisotropes :

Ψj,j′

k,k′ (x, y) = ψj,k(x)ψj′,k′(y), j, j′ ∈ Z, k, k′ ∈ Z

La transformée en ondelette 2D associée utilise la FWT 1D sur les lignes

puis sur les colonnes de l’images.

(2) Ondelettes issues d’Analyse Multirésolution de L2(R2) :

Vj = Vj ⊗ Vj

- Espace de détail (ondelettes) Wj : Vj+1 = Vj

LWj



On a :

Vj+1 = Vj+1 ⊗ Vj+1

= (Vj ⊕Wj) ⊗ (Vj ⊕Wj)

= (Vj ⊗ Vj) ⊕ (Wj ⊗ Vj) ⊕ (Vj ⊗Wj) ⊕ (Wj ⊗Wj)

Donc

Wj = Vec{ψj,k(x)ϕj,k′(y) ; ϕj,k(x)ψj,k′(y) ; ψj,k(x)ψj,k′(y) / (k, k′) ∈ Z
2}
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Figure 2: Représentation de la transformée en ondelettes orthogonale

d’une image.



3- Exemples
Original

50 100 150 200 250

50

100

150

200

250

50 100 150 200 250

50

100

150

200

250

50 100 150 200 250

50

100

150

200

250

Figure de gauche : Image originale.

Figure du milieu : Carte complète des coefficients d’ondelettes.

Figure de droite : Coefficients d’ondelettes (2 dernières échelles).



3- Exemples
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Figure de gauche : Image 256× 256 = 65536 valeurs, 256 niveaux de gris.

Figure du milieu : coefficients d’ondelettes (2 dernières échelles)

Figure de droite : image recomposée à partir de ses 4000 plus grands

coefficients sur une base d’ondelettes à 4 moments nuls.

Compression = (65536 -4000)*100/65536 = 93,9 %



4- Ordre d’approximation des bases d’ondelettes

Approximation linéaire

• Projection sur un espace Vj

Pj : L2(R) → Vj

f → P+∞
k=0 < f/ϕj,k > ϕj,k

• Condition de Strang-Fix à l’ordre N (xn ∈ Vj) :

∀n = 0, . . . , N − 1, 2j/2(2jx)n =

+∞X

k=0

an
k ϕj,k(x)

(⇔ ψ a N moments nuls)

• Erreur de projection : Si u ∈ Hs(R) avec s ≤ N , alors :

‖u− Pju‖L2 ≤ C2−js‖u‖Hs

(cf éléments finis avec h = 2−j)



4- Ordre d’approximation des bases d’ondelettes
Approximation non linéaire

Soit N ∈ N. Soit u ∈ L2(R), et sa décomposition en ondelettes :

u = ujmin
+

+∞X

j=0

2j−1X

k=0

dj,k ψj,k

On trie alors les coefficients d’ondelettes dj,k en valeur absolue par valeur

décroissante :

|dj1,k1
| > |dj2,k2

| > · · · > |djN ,kN
| > . . .

et on note :

ΣN (u) = ujmin
+

NX

i=1

dji,ki
ψji,ki

Si u ∈ Bs,q
q avec 1

q
= 1

2
+ s, alors

‖u− ΣN (u)‖L2 ≤ C

„
1

N

«s

‖u‖B
s,q
q

(en dimension n on remplace s par s
n
).



Compression d’un champ de vorticité turbulent2D
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Compression non lineaire : log(erreur) versus log(N)

Analyse d’un champ turbulent 2D : champ de vorticité, coefficients

d’ondelettes de la vorticité et calcul de l’erreur de compression, en

fonction du nombre de coefficients d’ondelettes retenus




