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Introduction

Motivation : Il existe de nombreuses représentations des signaux et des images, les
représentations splines sont parmi les plus populaires.

Dans une première partie, nous allons nous intéresser à l’approximation des
coefficients d’ondelettes en utilisant la convergence des points de contrôle des
B-splines.

Nous nous intéresserons ensuite à l’approximation des transformées en ondelettes
multidimensionnelles en utilisant cette fois la convergence des réseaux de contrôle
des box splines (cas multidimensionnel).

Séminaire Paris-Nord 12 janvier 2006 – p. 2



Cas 1 D: Rappel sur les B-splines et les B-splines discrètes

La B-spline d’ordre n > 0 avec pour noeuds ak = k est: Nn(x) =

n+1
︷ ︸︸ ︷

N0 ∗N0 ∗ · · · ∗N0

N0: fonction caractéristique de l’intervalle [0, 1]. B-spline discrète d’ordre n > 0 à l’échelle
m:

bnm =

n+1
︷ ︸︸ ︷

b0m ∗ b0m ∗ · · · ∗ b0m (1)

où b0m = 1
m
{1, 1, · · · , 1} avec m ≥ 2 et dont le support est {0, · · · ,m− 1}.

Lien entre B-spline discrète et continue :

1

m
Nn(

t

m
) = bnm ∗Nn(t) =

∑

k∈Z

bnm[k]Nn(t− k) (2)

ou Nn(t) =
∑

k∈Z

mbnm[k]Nn(mt− k) =
∑

k∈Z

mbnm[k]Nn
k

(t) où (Nn
k

)k∈Z sont les B-splines

ayant pour noeuds ( k
m

)k∈Z. Ainsi, (mbnm[k])k∈Z sont les points de contrôle de Nn aux

noeuds ( k
m

)k∈Z.
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Convergence des points de contrôle

Les points de contrôle convergent quadratiquement vers Nn de la manière suivante :

max
k

|Nn(
k

m
+
n+ 1

2m
) −mbnm[k]| = O(

1

m2
). (3)

On définit alors une fonction constante par morceaux par:

Mn
m(t) = mbnm[k]

k

m
+
n+ ε

2m
≤ t <

k + 1

m
+
n+ ε

2m
(4)

avec ε = 1 si n est impair et zéro sinon. Un développement de Taylor à l’ordre 1 de Nn

conduit à ‖Mn
m −Nn‖∞ = O( 1

m
).
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Propriétés d’inclusion

Nous montrons ici comment certaines propriétés des B-splines continues restent valable
pour les B-splines discrètes. Considérons l’espace :

Sn
h =






g(x) =

∑

k∈Z

c[k]
1

h
Nn(

x

h
− k), c ∈ l2(Z), h > 0






.

Celui-ci satisfait les deux propriétés suivantes :

Sn
ih ⊂ Sn

h ∀i ∈ N
∗ et

⋃

h>0

Sn
h

= L2(R)

Dans le cas discret avec h entier noté m, les propriétés de convergence des points de
contrôle énoncées précédemment conduisent naturellement à étudier:

Dn
m =






αn

m[l] =
∑

k∈Z

c[k]bnm[l −mk], c ∈ l2(Z), l ∈ Z






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En écrivant l’équation de dilatation de deux manières différentes. La première :

1

im
Nn

( x

im

)

=
∑

k∈Z

bnim[k]Nn(x− k)

et la seconde :

1

im
Nn

( x

im

)

=
∑

k∈Z

bni [k]
1

m
Nn(

x

m
− k)

=
∑

k∈Z

bni [k]
∑

l∈Z

bnm[l]Nn(x−mk − l)

=
∑

l∈Z

∑

k∈Z

bni [k]bnm[l −mk]Nn(x− l)

il vient bnim[l] =
∑

k∈Z

bni [k]bnm[l−mk] (i.e. Dn
im ⊂ Dn

m).
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Approximation des décompositions en ondelettes

aux échelles et aux valeurs rationnelles

Nous utilisons ici les propriétés de convergence des points de contrôle des B-splines
pour approximer les transformées en ondelettes aux échelles rationnelles et en des
valeurs rationnelles.

On considère un signal f et une ondelette ψ dans L2(R) projetés sur une base de
B-spline d’ordre respectif n1 et n2 :

f(x) ≈
∑

k∈Z

c[k]Nn1(x− k) et ψ(x) ≈
∑

k∈Z

g[k]Nn2(x− k).

En pratique, on considère souvent une approximation pour f telle que
f(l) = c ∗Nn1 (l), où c est calculé récursivement en utilisant des filtres causaux et
anti-causaux (Unser ’91).

Si (f(l))l∈Z est dans l2, il en va de même pour (c[l])l∈Z.
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Rappelons maintenant que la décomposition de f sur ψ à l’échelle s est définie par :

Wf(s, x) =

∫

f(t)
1

s
ψ(
t− x

s
)dt

Toute échelle s réelle peut être approximée par un rationnel m1
m2

, si bien qu’il est intéressant
d’étudier :

Wf(
m1

m2
, t) =

(

ψ̄m1
m2

∗ f
)

(t) ≈ m2

m1

∑

k,l

g[k]c[l]

(

Nn2

(

−m2

m1
.− k

)

∗Nn1(.− l)

)

(t). (5)

Le terme de droite de l’équation (5) peut être calculé exactement aux valeurs entières (Wang
’98) (i.e t = p entier) :

m2

m1

∑

k,l

g[k]c[l]

(

Nn2

(

−m2

m1
.− k

)

∗Nn1(.− l)

)

[p]

= m2

(
bn1+n2+1 ∗ bn1

m2
∗ b̄n2

m1
∗ c↑m2

∗ ḡ↑m1

)

↓m2
[p],

où bn1+n2+1[k] = Nn1+n2+1[k].
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Utilisation de la fonction constante par morceauxMn
m

Comme m1 et m2 peuvent être choisis arbitrairement grand, leur rapport étant constant :

Wf(
m1

m2
, t) ≈ m2

m1

∑

k,l

g[k]c[l]

(

Mn2
m1

(

−m2

m1
.− k

)

∗Mn1
m2

(.− l)

)

(t).

L’approximation converge uniformément si c et g sont finis ce qui est le cas si on étudie des
signaux finis. Réécrivons alors de façon formelle le produit de convolution :

(

Mn2
m1

(

−m2

m1
.− k

)

∗Mn1
m2

(.− l)

)

(t)

=
∑

q∈Z

m1b̄
n2
m1

[q + km1 − n2 + ε2

2
]bn1

m2
[−q − 1 + (t− l)m2 − n1 + ε1

2
].

où ε1 = 1 (resp. ε1 = 0) si n1 (resp. n2) est impair et zéro sinon. Cette expression a un sens
si t = i

m2
ou i est un entier. Nous en déduisons l’approximation suivante de Wf( m1

m2
, i

m2
):

Wf(
m1

m2
,
i

m2
) ≈ m2

(
ḡ↑m1

∗ b̄n2
m1

∗ c↑m2
∗ bn1

m2

)
[i− 1 − n1 + ε1

2
− n2 + ε2

2
] = D(

m1

m2
,
i

m2
).

Séminaire Paris-Nord 12 janvier 2006 – p. 9



Commentaires

La principale différence entre le calcul de l’approximation proposé par Wang (Wang
’98) est l’absence du facteur bn1+n2+1.

Dans le premier cas, calcul exact mais uniquement pour des valeurs entières, tandis
que dans notre cas on calcule des coefficients approchés mais sur un ensemble de
valeurs rationnelles.

Une telle approximation est intéressante lorsque que l’on souhaite avoir une idée plus
précise de la transformée en ondelettes localement.

Le temps de calcul est lié à la taille des filtres. On doit vérifier que l’on atteint de bons
résultats avec des filtres de petites tailles.
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Exemples

Une étude numérique (Ichige ’97) de la convergence of Mn
m vers la B-splines dans L2

pour n = 3 ou n = 4, montre que lorsque m est supérieur à 6 l’approximation obtenue
est très correcte.

Pour gagner en temps de calcul, on peut calculer c↑m2
∗ bn1

m2 et ḡ↑m1
∗ b̄n2

m1

séparément.

On calcule le premier terme pour m2 = 6 et ensuite on calcule le second filtre pour m1

qui varie. Pour les simulations, nous avons adopté n1 = n2 = 3 et g = [1 − 2 1] (
l’ondelette est une approximation de la dérivée seconde de Gaussienne). Lorsque
m1
m2

= s < 1, la longueur du filtre dépendant du paramètre m1 est plus petite que la
longueur minimale recommandée (i.e. 6), donc on multiplie m1 et m2 par un facteur
de façon à ce qu’ils soient plus grand que 6.

On donne deux exemples : le premier montre l’importance d’avoir des filtres
suffisamment long en terme d’erreur l2, et la seconde illustre le fait que notre
décomposition fournit une approximation de la décomposition en ondelettes en des
valeurs rationnelles et pour des échelles rationnelles.
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On considère un signal f pour lequel on calcule la décomposition pour m1 et m2 égaux à 10
fois leur valeur minimale (on note Dr(s, p) les coefficients ainsi calculés). On calcule l’erreur

de la manière suivante E(S) =
∑

s≤S

√ ∑

p∈Z

(D(s,p)−Dr(s,p))2

√ ∑

p∈Z

Dr(s,p)2
. On calcule E(S) quand

m2 = 6 et m1 ∈ N
∗, quand s ≤ 5, pour le signal de la Figure (A). L’erreur est principalement

liée au échelles fines s < 1 (ligne pleine). En augmentant la taille des filtres comme expliqué
plus haut, les performances sont améliorées (pointillés).
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Illustration de la convergence

On montre aussi que la méthode proposée fournit une approximation de la décomposition en
ondelettes aux échelles rationnelles et en des valeurs rationnelles. On considère un échelon
et on calcule la décomposition pour m1

m2
dans { 3

2
, 6

4
, 12

8
, 24

16
}. Nous remarquons que nous

avons effectivement convergence uniforme de l’approximation en des valeurs rationnelles et
que la convergence est très rapide lorsque la taille des filtres augmentent.
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Cas multidimensionnel: approches par box splines

Au vu de ce qui précéde, on peut envisager une généralisation au cas multidimensionnel par
produit tensoriel de la base de B-spline. Cependant nous allons nous placer dans le cadre
plus général des box splines.
Définition des box splines Soit un ensemble de n vecteurs, non nécessairement distincts,
dans un espace de dimension s, Xn = {x1,x2, · · · ,xn} ⊂ Z

s \ {0}. Supposons qu’au
moins s vecteurs de Xn sont linéairement indépendants. Ordonnons la famille Xn de telle
sorte que Xs = {x1, · · · ,xs} soit linéairement indépendant. Introduisons la notation

[x1, · · · ,xs][0, 1[s pour l’ensemble des combinaisons linéaires du type
s∑

i=1
λixi avec

λi ∈ [0, 1[, on définit alors les box splines multivariées par (Chui ’88,Prautsch ’02):

β(x,Xs) =







1
| det(x1,··· ,xs)|

if x ∈ [x1, · · · ,xs][0, 1[s

0 sinon

β(x,Xk) =

∫ 1

0
β(x − txk,Xk−1)dt, n ≥ k > s. (6)

On peut vérifier que le support de β(x,Xn) est [x1,x2, · · · ,xn][0, 1]n.
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Equation de dilatation pour les box Splines

Une première équation de dilatation satisfaite par les box splines est la suivante (Asahi ’01) :

β(
k

m
,Xn) =

∑

p∈Zs

bm[p,Xn]β(k − p,Xn) ∀ k ∈ Z
s (7)

avec bm[p,Xn] = 1
mn−s (bm[.,x1] ∗ · · · ∗ bm[.,xn]) [p], où bm[.,xi] est une séquence de

m impulsions dans la direction définie par xi et ∗ est la convolution s-dimensionelle
((f ∗ g)[q] =

∑

l∈Zs

f [l]g[q− l]). Un résultat peut être montré pour tout x ∈ R
s:

β(x,Xn) =
∑

p∈Zs

bm[p,Xn]β(mx − p,Xn) ∀ x ∈ R
s, (8)

Cette égalité est un cas particulier d’équations de dilatation plus générales.

Séminaire Paris-Nord 12 janvier 2006 – p. 15



Equation de dilatation non séparable pour les box splines

Dans un contexte plus général, le facteur de dilatation m peut être remplacé par une matrice
inversible M, à valeurs entières ayant des valeurs propres de module strictement plus grand
que 1 (Malassiotis ’99). La matrice M doit aussi être telle qu’il existe une permutation σ de
{1, · · · , n} telle que

Mxp = λpxσ(p) (9)

avec λp entier. Quand la propriété précédente est satisfaite, nous dirons que Xn est
invariant par multiplication par M. La définition de σ impose que dès que Xn contient deux
vecteurs distincts, chacun de ces vecteurs apparait le même nombre de fois dans Xn.

Théorème 1 Supposons que M satisfait l’hypothèse (9) alors,

β(x,Xn) =
√

|det(M)|
∑

p∈Zs

g[p,Λn,Xσ(n)]β(Mx − p,Xn),

où g[.,Λn,Xn] et Λn = (λ1, · · · , λn), est défini par :

g[p,Λn,Xn] =

√

|det(M)|
n∏

p=1
λp

(
bλ1

[.,x1] ∗ · · · ∗ bλn
[.,xn]

)
[p].
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Démonstration du théorème

Nous rappelons tout d’abord que la transformée de Fourier de β(x,Xn) est (Chui ’88):

F(β)(χ,Xn) =
n∏

p=1

1 − e−iχT xp

iχT xp

.

Alors, en utilisant la propriété (9), nous pouvons écrire

F(β)(MTχ,Xn)

F(β)(χ,Xn)
=

n∏

p=1

1

λp

1 − e
−iλpχT xσ(p)

1 − e
−iχT xσ(p)

=
1

√

|det(M)|
G(χ,Xn).

ou encore :

F(β)(MTχ,Xn) =

n∏

p=1

1

λp

(1 + e
−iχT xσ(p) + · · · + e

−i(λp−1)χT xσ(p))F(β)(χ,Xn).

Si (h[n])n∈Zs est une séquence finie, pour toute fonction intégrable f definie sur Rs on a

F
(

∑

k∈Zs

h[k]f(.− k)

)

(χ) = ĥ(χ)F(f)(χ), où ĥ(χ) =
∑

n∈Zs

h[n]e−2iπ<n,χ>.
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De ceci on peut alors déduire

F(β)(χ,Xn) = F




√

|det(M)|
∑

p∈Zs

g[p,Λn,Xσ(n)]β(Mx − p,Xn)



 (χ),

pour tout χ dans Rs où g[p,Λn,Xn] =

√
| det(M)|

n∏

p=1
λp

(bλ1
[.,x1] ∗ · · · ∗ bλn

[.,xn])[p]. Chacun

des termes de l’équation est dans L2(Rs), si bien que
β(x,Xn) =

√

|det(M)|
∑

p∈Zs

g[p,Λn,Xσ(n)]β(Mx − p,Xn), presque partout. La

continuité des deux membres de l’égalité entraine l’égalité pour tout x.�

Remarque : en posant M = mIs, on trouve l’équation de dilatation simple.
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En remplaçant M par Mm, on obtient une nouvelle équation non-separable de dilatation.

Théorème 2 En supposant les mêmes hypothèses que pour le Théorème 1, nous avons :

β(x,Xn) =
√

|det(M)|m
∑

p∈Zs

gm[p,Λn,Xn]β(Mmx − p,Xn),

avec

gm[p,Λn,Xn] =
(
g̃[.,Λn,Xσ(n)] ∗ · · · ∗ g̃[.,Λn,Xσm(n)]

)
[p],

où g̃[p,Λn,Xσ(n)] = g[p,Λn,Xσ(n)] et pour r ≥ 2,

g̃[p,Λn,Xσr(n)] =

√

|det(M)|
n∏

p=1
λp






(
bλ1

)

↑
r−1∏

k=1
λ

σk(1)

[.,xσr(1)] ∗ · · · ∗ (bλn
)
↑

r−1∏

k=1
λ

σk(n)

[.,xσr(n)]




 [p].

La preuve est très similaire à celle du théorème 1.
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Convergence des réseaux de contrôle des box Splines

Nous supposons que {x1, · · · ,x∗
j , · · · ,xn} est une famille génératrice de Rs pour tout

j ∈ {1, · · · , n}, où x∗
j indique que l’on retire xj de Xn. Avec une telle hypothèse sur Xn,

β(x,Xn) est continu et les combinaisons linéaires des translations de β contiennent les
polynômes affines (Prautsch ’02). En particulier, si on définit

np = p +
1

2
(x1 + · · · + xn), p ∈ Z

s,

on peut écrire
∑

p∈Zs

npβ(x − p,Xn) = x. En effet si on appelle n0 = 1
2
(x1 + · · · + xn) le

centre de la box spline β alors,

∑

p∈Zs

npβ(n0 − p,Xn) = n0

∑

p∈Zs

β(n0 − p,Xn) +
∑

p∈Zs

pβ(n0 − p,Xn) = n0,

puisque
∑

p∈Zs

β(n0 − p,Xn) = 1 (Prautsch ’02) and β(n0 − p,Xn) = β(n0 + p,Xn) (la

box spline β étant symétrique par rapport à son centre). Soit Dxk
la derivée directionnelle

dans la direction xk, un calcul simple conduit à Dxk

(

∑

p∈Zs

npβ(x − p,Xn)

)

= xk.
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Maintenant définissons B(x,Xn) =




x

β(x,Xn)



 and c
p
m =





np

m

bm[p,Xn]



, on peut

alors écrire :

B(x,Xn) =
∑

p∈Zs

cp
mβ(mx − p,Xn).

Il a été prouvé par De Boor et al. (DeBoor ’93), que si [x1, · · · ,xn]Zn = Zs, ou
[x1, · · · ,xn]Zn est l’ensemble des combinaisons linéaires à coefficients entiers, alors
‖cp

m − B(x,Xn)‖ = O( 1
m

), pour tout x tel que β(mx − p,Xn) ≥ 0. Cette égalité implique
que pour un tel x :

|bm[p,Xn] − β(x,Xn)| = O(
1

m
).

Lorsque la box spline is continuement différentiable, l’approximation est en O( 1
m2 ).
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Définition d’une approximation constante par morceaux deβ

Nous définissons une séquence de fonctions constantes par morceaux qui converge
uniformément vers β. On définit alors la fonction constante par morceaux :

Fm(x,Xn) = bm[p,Xn] ∀x ∈ supp(β)

avec p = argm
q

(
‖x − nq

m
‖∞
)

et où ‖x‖∞ = max
i

|xi|. Réciproquement, étant donné p,

l’ensemble des points x satisfaisant cette propriété est Vm
p =

{
x, ‖x − np

m
‖∞ < 1

2m

}
. De

la même manière, on définit Vp =
{
x, ‖x − np‖∞ < 1

2

}
.

Théorème 3 Si β est continuement différentiable, alors |Fm(x,Xn) − β(x,Xn)| = O( 1
m

).

PREUVE : Tout x dans supp(β) appartient à V m
p pour un certain p. Un développement de

Taylor à l’ordre 1 en np

m
conduit à :

β(x,Xn) = β(
np

m
,Xn) +O( 1

m
) = bm[p,Xn] +O( 1

m
) = Fm(x,Xn) +O( 1

m
).�
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Approximation des Transformée en Ondelettes

Nous détaillons maintenant un nouveau schéma d’approximation des transformées en
ondelettes multidimensionnelles aux échelles rationnelles et en des valeurs spécifiques que
nous préciserons. On considère une approximation d’une ondelette Ψ definie par

Ψ(x) ≈
√

|det(M)|m
∑

p∈Zs

αm[p,Xn]β(Mmx − p,Xn), (10)

et une approximation du signal multidimensionnel f donné par

f(x) ≈
√

|det(M)|m
∑

p∈Zs

γm[p,Xn]β(Mmx − p,Xn). (11)

Remarques:

1. Décomposer le signal f de cette façon est intéressant dans la mesure où l’utilisation
de matrices de sous-échantillonnage non diagonale (ex matrice d’échantillonnage
hexagonale ou matrice de quincunx) conduit à de meileurs résultats pour le codage
des images (Malassiotis ’99).

2. La façon de calculer αm et γm est détaillée plus loin.
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On rappelle que le coefficient d’ondelette à l’échelle a en x is

Wf(a,x) =

∫

Rs

f(t)
1

as
Ψ(

t − x

a
)dt =

∫

Rs

f(x + t)
1

as
Ψ(

t

a
)dt.

Il peut être approximé (en posant a = m1
m2

), en utilisant (11) et (10), par :

Wf(
m1

m2
,x) ≈

(
m2

m1

)s∑

p,q

αm[p,Xn]γm[q,Xn]

∫

Rs

β(
m2

m1
t − p,Xn)β(Mmx + t − q,Xn)dt.

Comme Fm(x,Xn) converge uniformément vers β quand m tend vers +∞, nous pouvons
écrire pour m1 et m2 grand, en gardant m1

m2
constant:

Wf(
m1

m2
,x) ≈

(
m2

m1

)s∑

p,q

αm[p,Xn]γm[q,Xn]

∫

Rs

Fm1(
m2

m1
t − p,Xn)Fm2 (Mmx + t − q,Xn)dt
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Comme dans le cas monodimensionnel, nous récrivons formellement l’intégrale:

∫

Rs

Fm1(
m2

m1
t − p,Xn)Fm2 (Mmx + t − q,Xn)dt

=
1

ms
2

∑

r∈Zs

∫

Vr

Fm1(
t

m1
− p,Xn)Fm2 (Mmx +

t

m2
− q,Xn)dt

=
1

ms
2

∑

r∈Zs

bm1 [r −m1p,Xn]bm2 [r −m2(Mmx − q),Xn].

Ainsi, si x = M−mi
m2

, avec i in Z
s, l’expression au dessus a un sens. Finalement, on obtient :

Wf(
m1

m2
,
M−mi

m2
) ≈ 1

ms
1

∑

p,q,r

αm[p,Xn]γm[q,Xn]bm1 [r −m1p,Xn]bm2 [r − i −m2q,Xn]

=
1

ms
1

(

(γm)↑m2
∗ bm2 ∗ (αm)↑m1

∗ bm1

)

[i,Xn] (12)
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Retour sur le calcul deαm et deγm

On note γ = γ0. La séquence γ ne peut être obtenue par interpolation comme dans le cas
des B-splines (Unser ’91) car, dans la plupart des cas, la décomposition sur une famille de
box splines translatée n’est pas unique. L’unicité est prouvée si et seulement si la matrice
[x1, · · · ,xn] est unimodulaire, c’est à dire si le déterminant de n’importe laquelle de ses
sous-matrices de taille s2 vaut 1 ou −1 (Dahmen ’85).
Une approche classique pour calculer des coefficients d’une décomposition sur une famille
de box splines tanslatées est proposé dans (Chui ’88). Il s’agit de formuler le problème en
terme de quasi-interpolation.
Le problème d’interpolation est de trouver γ telle que f(p) =

∑

l∈Zs

γ[l]β(p − l,Xn). En

prenant la transformée en z des deux côtés on obtient F (z) = Γ(z)∆(z,Xn), où ∆ est la
transformée en z-transform of β. Si on pose ∆(z,Xn)−1 = (1 −D(z,Xn))−1, nous
obtenons l’approximation pour Γ(z) : Γ(z) ≈ F (z)(1 +D(z,Xn) + · · · +Dq(z,Xn)).

La stabilité de la méthode nécessite que les racines de ∆(z,Xn) soit à l’intérieur du cercle

unité. Cette contrainte est beaucoup trop forte en pratique.
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Nous adoptons une approche par moindres carrés pour le calcul de γ. Ainsi, nous
n’imposons aucune condition sur β. Pour calculer γ, on définit

E(γ) =
1

2

∑

k∈Zs



f(k) −
∑

l∈Z2

γ[l]β(k − l,Xn)





2

dont la différentielle est : ∂γE[l] = −f ∗ β̄d[l] + γ ∗ βd ∗ β̄d[l], où βd[l] = β(l,Xn) et
β̄d[l] = βd[−l]. γ est alors calculé par une méthode de descente.
On peut alors écrire :

f(x) ≈
∑

l∈Zs

γ[l]β(x − l,Xn) =
√

|det(M)|m
∑

p∈Zs

(
gm[.,Λn,Xn] ∗ γ↑Mm

)
[p]β(Mmx − p,Xn),

où γ↑Mm [q] =







γ[p] si∃ p ∈ Z
s tel que q = Mmp

0 sinon.

On a alors γm = gm ∗ γ↑Mm .
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Etant donnée une ondelette Ψ, on peut calculer αm de la même manière que γm. On peut
aussi considérer une ondelette du type

Ψ(x) =
∑

p∈Zs

α[p]β(x − p,Xn),

avec
∑

p∈Zs

α[p] = 0, puisque
∫

Rs β(x,Xn)dx = 1. On obtient alors

Ψ(x) =
√

|det(M)|m
∑

p∈Zs

(
gm[.,Λn,Xn] ∗ α↑Mm

)
[q]β(Mmx − q,Xn).

Dans tous les cas, αm = gm ∗ α↑Mm .
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Etude de la matriceM quand s = 2

Nous regardons quelle est la forme générale de la matrice M lorsque s = 2 et plus
précisément l’influence de (9) sur la forme de M en supposant que Xn est composé de
vecteurs distincts.
Un cycle de longueur q est défini par un sous ensemble S de Xn tel que q est le plus petit
entier satisfaisant Mqxi = νixi = λxi pour tout xi dans S. νi est indépendant de i puisque
νi =

∏

i∈JS

λi, où JS est l’ensemble des indices correspondant à S. Puisque au moins s xis’

ne sont pas colinéaires, l’existence d’un cycle de longueur q ≥ 2 implique que Mq = λI2.

On montre que les matrices M qui ne sont pas proportionnelles à I2 satisfont M2 = λI2 et
ont une trace nulle.
La matrice d’échantillonnage quincunx est définie par (Vaidyanathan ’93)

M =




−1 1

1 1



 . Ici, M2 = 2I2 et M est similaire à





√
2 0

0 −
√

2



 .

La matrice d’échantillonnage hexagonal est M =




2 1

0 −2



 . Comme M2 = 4I2, λ = 4,

on obtient que M est similaire à




2 0

0 −2



 .
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Ensemble de quatre vecteurs invariant

Pour pouvoir appliquer le théorème 3, nous avons besoin d’un ensemble Xn tel que
{x1, · · · ,x∗

i , · · · ,xn} génère R2 et nous devons aussi exiger que β soit continuement
différentiable. Quand Xn est composé de vecteurs non colinéaires, cette dernière condition
impose que Xn contiennent au moins 4 vecteurs. En effet, β appartient à Cr(R2) avec

r = min
{
#Y : Y ⊂ Xn,Xn \ Y 6= R

2
}
− 2,

où #Y est le cardinal de Y (DeBoor ’82). Nous supposons que Xn est composé de 4
vecteurs non colinéaires. Xn doit aussi satisfaire la propriété (9). Nous montrons comment,
étant donné M, on peut définir un tel ensemble de vecteurs.

Comme Trace(M) = 0, M =




c d

e −c



, avec c, d, e entiers.

Si c, d, e sont non nuls, posons x1 = [1 0]T and x2 = [c e]T , alors Mx1 = x2 and
Mx2 = −det(M)x1. Posons x3 = [0 1]T et x4 = [d − c]T , il vient Mx3 = x4 et
Mx4 = −det(M)x3. Si M est la matrice de quincunx, c, d, e sont non nuls, et un ensemble
invariant de vecteurs est {x1,x2,x3,x4} = {[1 0]T , [−1 1]T , [0 1]T , [1 1]T }.

Lorsque c = 0 alors d et e sont non nuls. Alors {x1,x2} = {[1 0]T , [0 1]T } est invariant et il

en va de même pour {x3,x4} = {[1 1]T , [d e]T }.
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Quand c 6= 0, e = 0, d 6= 0, M se réécrit




−a d

0 a



, où ±a sont les valeurs propres de

M. On remarque que x1 = [1 0]T est un vecteur propre de M associé à la valeur propre
−a. Ensuite, on voit que x2 = [d − 2a]T est un vecteur propre associé à la valeur propre a.
Maintenant, si x1 et x2 sont des vecteurs propres de M, alors
{x3,x4} = {x1 − x2,x1 + x2} est invariant. Un exemple est l’échantillonnage hexagonal
pour lequel un ensemble de vecteurs invariant est {[1 0]T , [1 − 4]T , [0 4]T , [2 − 4]T }. Cela
conduit à l’ensemble invariant plus simple {[1 0]T , [1 − 4]T , [0 1]T , [1 − 2]T }.

Si c 6= 0, d = 0 et e 6= 0, en faisant le même raisonnementt, on obtient que x1 = [0 1]T and

x2 = [2a e]T sont des vecteurs propres de M. x3 et x4 sont calculé de la même manière.

Finalement, si d = e = 0 alors M est diagonal and correspond à un sous échantillonnage

régulier de Z
2.
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Applications Numériques

On étudie maintenant le comportement de l’approximation des transformées en ondelettes
que nous proposons. On considère l’ensemble de vecteur invariant associé à la matrice de
quincunx, Xn = {[1 0]T , [−1 1]T , [0 1]T , [1 1]T }.
En traitement d’images, il est d’usage de considèrer que la première composante d’un
vecteur est la coordonnnée sur l’axe vertical orienté vers le bas (x1 est orienté
verticalement).
Pour les conditions de bords, On considère une extension miroir de l’image. Pour une image
de taille M1 ×M2, la condition de bord est donnée par :

f [k] = f [l] ki + li + 1 (mod 2Mi) = 0 i = 1, 2.
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Convergence de l’approximation des tranformées en ondelettes

pour un échelon horizontal

L’ondelette Ψ que l’on considère ici permet l’analyse de singularités dans la direction définie
par x1 (i.e. bords horizontaux).
Le filtre α est défini par la convolution de (α̃i)1≤i≤4 c’est à dire:

α = α̃1 ∗ α̃2 ∗ α̃3 ∗ α̃4

avec α̃1[−x1] = −1, α̃1[0] = 2 et α̃1[x1] = −1 et, pour j > 1, α̃j [−xj ] = 1, α̃j [0] = 2 et
α̃j [xj ] = 1.
La formule d’approximation proposée permet une approximation sur une grille cartésienne
plus fine lorsque m2 augmente. Considérer m 6= 0 impair, n’a pas d’intérêt ici.
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Convergence de l’approximation de la transformée en ondelettes

sur un échelon diagonal

Si on veut analyser des singularités dans la direction définie par x2, on peut utiliser une
ondelette definie par une filtre α construit comme précédemment en prenant cette fois
α̃1[−x2] = −1, α̃1[0] = 2 et α̃1[x2] = −1 et, pour j 6= 2, α̃j [−xj ] = 1, α̃j [0] = 2 et
α̃j [xj ] = 1. Dans un tel cas, calculer l’approximation des coefficients d’ondelettes, pour
m 6= 0 impair, conduit à une représentation plus fine dans la direction orthogonale à la
singularité.
Comme M2 = 2I2, M−m est proportionnel à M−1, c’est pourquoi seul le cas m = 1 est
intéressant. Lorsque m = 1 , l’approximation dans la direction π

4
est calculée sur une grille

deux fois plus fine que la grille originelle (i.e. avec m = 0).
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Séminaire Paris-Nord 12 janvier 2006 – p. 34



Un Exemple sur une image naturelle

On regarde le comportement du schéma d’approximation pour l’image de Lenna à l’échelle
a = 1

2
avec m1 = 4 et m2 = 8. On utilise l’ondelette permettant la détection dans la

direction x1.
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Conclusion et Perspectives

L’approche proposée permet de calculer les coefficients d’ondelettes à des échelles
rationnelles sur des grilles non cartésiennes par filtrage discret.

Il s’agit d’une alternative au calcul classique des coefficients d’ondelettes.

En terme de perspective, on prévoit l’implémentation en dimension s.
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