Introduction a la formalisation
en mathématiques

Stage de rentrée 1°° année

S. Meignen

2016/2017






Table des matiéeres

1 Continuité et dérivabilité des fonctions
1.1 Continuité des fonctions définiessur R . . . . . . .. ... ... ... ... ......
1.2 Dérivabilité des fonctions définiessur R . . . . . . ... ... ... ... .......
1.3 Propriétés des fonctions dérivables . . . . . . . .. ... ... L L.
1.4 Interpolation polynomiale des fonctions numériques . . . . . . . .. ... .. ... ..
1.4.1 Interpolation de Lagrange . . . . . . . . . . . ... ... ..
1.4.2 Formule d’erreur associée a ’approximation polynomiale . . . . . . . ... ..

2 Espace vectoriel
2.1 Notion de groupe et de corps . . . . . . . . ..o
2.2 Notion d’espace vectoriel . . . . . . . . . . ...
2.3 Notion d’espace produit . . . . . . . . . . . . ..
2.4 Notion de sous-espace vectoriel . . . . . . . . . . . . ... ...
2.5 Intersection de SOUS-€SPACES . . . . . . . .. ..o e e e
2.6 Somme et somme directe de sous-espaces vectoriels . . . . . ... ... ... L.
2.7 Combinaisons linéaires et notion d’espace engendré . . . . . . . .. .. ... ... ..
2.8 Bases d’un espace vectoriel . . . . . ... ...
2.9 Dimension et somme . . . . . . ... Lo e
2.10 Matrice de changement de bases . . . . . . . . .. ... Lo oo L.

3 Espaces vectoriels normés et applications
3.1 Définition et premiers exemples . . . . . . . . ...
3.2 Normeinduite. . . . . . . . . . . e e

S ot ot W



TABLE DES MATIERES



Chapitre 1

Continuité et dérivabilité des
fonctions

1.1 Continuité des fonctions définies sur R

Définition 1 Soit X C R un ensemble, X # 0, f : X — R. Soit a € X, on dit que f est continue
en a s’il existe b € R tel que f(x) tende vers b lorsque x tend vers a.

En termes mathématiques on écrit :
Ve>0,3In>0x—a|<ne |f(z)—-b <e (1.1)
On peut aussi définir la continuité a ’aide des suites :

Définition 2 f est continue en a s’il existe b tel que quelquesoit la suite z,, tendant vers a, f(xzy) —

b.
Définition 3 On dit que f est continue en X si elle est continue en tout point de X

Exercices :
1. Montrer que f(z) = 22 est continue
2. Montrer que E[z], ou E désigne la partie entiere de z est discontinue (considérer la suite
_ 1

1.2 Dérivabilité des fonctions définies sur R

Définition 4 On dit que f : X — R est dérivable (X C R) si pour tout x € X :

@)~ @
h—0 h

existe. Dans ce cas, on pose }lg]% w = f'(z)

Remarque 1 Une fonction peut étre dérivable sans que la dérivée soit continue.

Exemple : Soit f(z) = 2?sin(2).
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1. Etudier la continuité de f en O.
2. Etudier la dérivabilité de f en 0.

3. Etudier la continuité de la dérivée de f en O.

Proposition 1
Soit xg € R. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe un réel [ tel que lim w =1
h—0

2. Il existe un réel [ et une application ¢ tel qeu pour tout h f(xo+h) = f(zo) + hl+ he(h)
avec p(h) — 0 quand h — 0.

Démonstration 1) = 2) On pose ¢(h) = w — 1, alors on obtient ¢(h) — 0 lorsque
h — 0 et

flx+h) = f(x) + bl +o(h),
ce qui prouve le résultat.
2) = 1), f(z +h) = f(z) + bl + p(h) implique LEF=LE@ 4 o(p) ol
Exercices :
1. Montrer que toute application dérivable est continue.
2. Démontrer que (u(x)v(z)) = o/ (z)v(z) + u(z)v'(z).

3. Calculer la dérivée de u(x) =

v(z) "

Définition 5 On dit que f est de classe C' en xo si f est dérivable en xq et que la dérivée est
continue en xg. On dit que [ est de classe C™ en xq si f est n fois dérivable et si sa dérivée nieme
est continue.

1.3 Propriétés des fonctions dérivables

Théoréeme 1  (inégalités des accroissements finis)

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I; On suppose qu’il existe m et M tel que
m < f'(x) < M sur I. Alors pour tout a et b dans I, avec a < b, on a :

m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a)

Démonstration f(b)— f(a) < M(b—a) < f(b)—Mb < f(a)—Ma. On pose g(x) = f(z)— Mz,
alors il s’agit de montrer que g(b) < g(a). Il suffit de montrer que g est décroissante sur [a, b], or
g (z) = f'(x) — M <0 est décroissante.
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Proposition 2

Soit f dérivable sur I. 8'il existe M tel que |f/(x)] < M, Va € I alors Va,b € I, |f(a) — f(b)| <
M|b— al.

Démonstration D’apres de théoreme précédent :

@) <M & -M<fl(x)<M=-M@b-a)<fb) - fla)<Mb-a)
& |f(0) = f(a)] < M|b—al

Application : Soit f(x
que g < ‘/%r_l < g

) = sin(x) en utilisant le théoreme des accroissements finis sur [§, 7], montrer

Proposition 3

Soirent f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle I et a < b. Si |f'(x)| < ¢'(z), Vx € I,

alors | f(b) — f(a)| < g(b) — g(a).

g(x), h'(z) <0, h décroissante.

Démonstration On a —¢'(z) < f'(z) < ¢'(x). Soit h(z)
) g(a). Méme raisonnement en

h(b) < h(a) = f(b) — g(b) < f(a) — g(a) < f(b) — f(a) < g(b)
considérant h(z) = f(z) + g(z).

Théoréme 2  (Théoréme de Rolle)

Soit f continue sur [a,b] et dérivable sur Ja,b[. Alors si f(a) = f(b), il existe ¢ €]a,b] tel que

f'(c)=0.

Démonstration Comme f est continue, I'image de 'intervalle [a,b] est un intervalle [y, z]. On
pose y = min f(x), z = max f(z) et soit ¢ et d tels que y = f(c) et z = f(d).
z€[a,b] z€|a,b]
— Premier cas : ¢ et d appartiennent a {a, b}, alors f est constante sur [a, b].
— Deuxieme cas : on a ¢ €]a, b] ou d €]a, b| (et éventuellement les deux).
On suppose que ¢ €]a, b alors f(c) = rénh%J f(z). Alors f(c) minimum implique (h > 0) :
x

)

R L R e EHCRL

done f'(¢) =0

Théoréeme 3  (Accroissements finis)

’ Soit f continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b[ alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = w
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Démonstration g(z) = f(z) — f(a) — W(x —a), on a donc g(a) = g(b) = 0. D’apres le
théoreme de Rolle :

Je €]a,b] tel que ¢'(c) =0
g0 =1 - 1O
o i - 1O =1

Théoréme 4  (Formule de Taylor-Young)

Soit I un intervalle de R, a € I, f : I — R n fois dérivables au point a, alors au voisinage de a,
on a :

k
+(t—a)" e(t—a)

avec lime(t) = 0.
t—0

Démonstration Soit f dérivable en a, on a : f(t) = f(a) + (t — a)f'(a) + (t — a)p(t — a), avec
limy_,, o(t — a) = 0.
Supposons que pour toute fonction W, n — 1 fois dérivables en a on ait :

" (t—a)kuF) (g
a)—i-z(t)k!ql()—i-(t—a)"_la(t—a)

avec limy_,oe(t —a) = 0.
Soit f une fonction n fois dérivable en a. On a f’, n — 1 fois dérivable. On a donc :

I +Z Ll

En intégrant entre 0 et a, on obtient :

/() +(t—a)" et —a)

n—1 x—ak+1 (k+1) a x
f@) = f@+e-ar@+y, T gt

— k!
z—a)kf®(a
= @+ T L oy - a)
k=1

Il reste & montrer que lim,_,, £(z — a) = 0, c’est-a-dire : lim Jitaeltza) _ 0.
T—a (z—a)"
Or,

Yv >0, dn, \t—a|§77:>\5(t—a)\§K
n
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Ainsi, si :
. Ht—a)" et — a) v [F(t—a)" !
o —a] < 1 = £z - a) = | Lo k20
(x —a) n (z—a)
Remarque : (t — a)"e(t — a) peut aussi se noter o((t — a)™).
Théoréme 5 (Formule de Taylor-Lagrange)
Soit f : [a,b] = R, f de classe C™ et n + 1 fois dérivables. sur |a, b[. Alors :
b —a) (b—a)"™ )
Jc €]a, b] tel que f(b) )+ Z (a) + Wf (¢)
Démonstration On pose ¢(t) = f(b) — f(t) — > f(k)(t,)ggb_t)k — /\((b;ﬁ;rl' On remarque que

k=1
©(b) = 0. Soit A tel que ¢(a) = 0. En dérivant ¢ on obtient :

n (k+1) _ 1k _ k=1 ¢(k) _4\n
PR e A Ol Gl ) S et D M Al OO A ()
P = 2 Rl = 1)! ol
f(n+1)t bh— )" Ab—1t)"
= gy - (DO gy 2O DT
b= (n+1)
= B0 s
On appliquant le théoreme de Rolle on peut écrire que :
Je €]a, b, tel que ¢'(¢) = 0= X = f+D(¢)
On obtient alors
@b )b — o
t) = — —
e (t) ; (n+1)!
Enfin comme ¢(a) = 0.
o+ 3 LP@0 -t 0y
— (n+1)!
Théoréme 6 (Formule de Taylor avec reste intégral)
Soit f de classe C™*! sur I, alors Va,b € I :
b n
(k) (b=1)" 1)
+Z R+ [0 ey
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Démonstration La démonstration se fait par récurrence, soit f de classe C', on a

+ /ab f'(t)dt

On suppose que la formule est vraie au rang n — 1 :

n—1 —a k b _ 4\n—1
10 = s+ X S @+ [

On integre par parties :

n—1 b b YY)
1) = f<a>+2(b C +[ (t)] [

n!

Exerci(c?s : Calulez les limites suivantes :
. In(z . 1\n 1 . —
lim o7, lm (14 5)" lim(Ve +1— Ve —1).

1.4 Interpolation polynomiale des fonctions numériques

L’utilisation des polynémes pour I'interpolation des fonctions numériques est trés répandue du fait
que ceux-ci sont faciles a évaluer numériquement.

1.4.1 Interpolation de Lagrange

La méthode la plus simple et la plus naturelle consiste en l'interpolation de Lagrange. Il s’agit de
trouver un polynome p,, de degré n qui interpole f € C([a,b]) & valeurs dans R aux points g, - -+ , zp,
appartenant a [a, b]. Nous allons démontrer 'existence et I'unicité d’un tel polynome.

Existence et unicité du polynome p,

Pour définir ce polyndéme, on procede de la maniere suivante :
— Soit I;(z) = [] ==L, 0 < i < n. Ecrire le polynéme qui interpole f aux points x; dans cette
J#

‘:L‘—x’
%

base.
— Montrer I'unicité du polynome

1.4.2 Formule d’erreur associée a I’approximation polynomiale

Théoréme 7

On suppose que f est n+ 1 fois dérivable sur [a, b]. Alors pour z € [a, b], il existe un point &, tel
que

(@) = pula) = - L () FHI ()

n+1)!

ol Ty y1(x) = ﬁ (z —z5)
7=0
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Corollaire 1 ||f — pplleo < ﬁllﬁnﬂllmllf(”ﬂ)lloo

ou || flleo = sup [f(z)]
z€[a,b]
Proposition 4

Dans le cas ot les points sont équidistants dans [a, b], en posant h = b_T“ et x =a+sh, s¢€l0,n],
on a la majoration suivante pour I'erreur d’approximation :

1
f(z) —pn(z) <h gL |f (z)]

Démonstration L’erreur d’approximation s’écrit

) = pula) = “E LR e o e

On considere alors la fonction ®(s) = [s(s—1) -+ (s—n)|, qui est telle que ®(n—s) = ®(s) donc son
n] P(s—1) (n+1)—s

maximum est atteint sur [0, 5]. De plus, 6 — s > 1 pour s € [0, 5], donc le maximum

est atteint sur [0, 1] et sur [0,1] on a ®(s) < n!, d’ou le résultat.
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Chapitre 2

Espace vectoriel

2.1 Notion de groupe et de corps

Pour définir la notion d’espace vectoriel, nous avons besoin de la notion de groupe.

Définition 1 Un ensemble muni d’une loi x est un groupe si :
— la loi est associative : ¥V x,y,z € G (x xy)*xz =x * (y * 2).
— possede un élément neutre eq tel que pour tout © dans G on ait : x xeq = eg *x = .

— si tout élément de G admet un inverse dans G :Vr € G, v~ € G, zxx ' =2 sz = eg.

Ex: (R,+), (Z,+) sont des groupes.

Proposition 1

H Dans un groupe l'inverse est unique.

Démonstration On procede par I’absurde : Soit « un élément du goupe. Supposons qu’il existe
x1 et 9 dans le groupe tel que x1 xx =z *x 1] = eg et Ta *x T = T * T9 = eg, alors xo = xo xeg =
xok (x*xw1) = (T2 * ) x 11 = eg * 1 = 7.

Définition 2 On dit que le groupe G est Abélien ou commutatif siVa,y € G, vy =yx*x.

Définition 3 Un corps est un triplet (A,+,.) tel que (A,+) est un groupe Abélien, la loi de mul-
tiplication est distributive par rapport a l'addition, posséde un élément neutre et si tout élément
admet un inverse pour la multiplication.

Dans ce qui suit, on considere que : (K, +, x) = (R, +, x) ou (C,+, x) (ce sont des corps).

2.2 Notion d’espace vectoriel

Définition 4 (E,+pg,.g) est un espace vectoriel sur le corps K si (E,+g) est un groupe Abélien,
st . est une loi de multiplication externe distributive par rapport a l'addition dans K et dans E,
c’est-a-dire :

— VYAeKVe,ye E, Mgl +py) = Az +g Ay

— V\,pB)e KVx € E (A B).px = A\px +g [.Ex

13
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De plus, doit aussi exister un élément 1x dans K tel que pour tout x dans F, 1x.px = x et enfin :

V(a,B8) € KVx € E (a X 8).px = a.p(B.pr)

Ex :

- (R, 4+, x) est un R-espace vectoriel.

- Soit E et F' deux ensembles, tel que (F,+p,.r) soit un K-espace vectoriel. On appelle
application de F dans F', une fonction qui a tout élément de E associe un unique élément
de F'. On note A(E, F') cet ensemble. On munit A(F, F'), d’une adddition +4 et d’une loi
de multiplication externe .4 en posant :

— Vz e E,Vf,ge A(E,F) : (f +ag)(z) = f(z) +F g(x)
— Ve e E,Vge A(E,F) : (Aag)(z) = \.pg(x).

Proposition 2
H (A(E,F),+4,.4) est un K-espace vectoriel

Démonstration (A(F,F),+4) est un groupe Abélien.
Ve e E, f,g,h € A(E,F), [(f+a9) +ahl(x)=[f+a(g+ah)|(z)
L’application nulle est I’élément neutre.
Sif e A(E,F), — f est Iapplication inverse. Enfin comme (F, +) est Abélien, Vz € E, Vf, g €
A(E,F), (h+a9)(x) = (9+ah)(z).
Vérifions maintenant les propriétés de la multiplication externe :
— V(A B) e K, Vf € A(E, F)(A+ B).af = af +ab.af
Ve eE, A+ 8).pf(x) = pf(x)+r B.rf(z)
— YAEK,Y(f,9) € A(E,F) Aa(f +49) = Xaf +a X ag
eVre E, Ap(f(z)+rg(x)) =Apf(x)+ Ag(x).

Enfin: 1g.4f=f
V(A B) € K, (A B).af =Aa(B-af).

Applications :

— La suite u,, est une application de N dans R, ’ensemble des suites forment donc un R-espace
vectoriel.

— De méme I’ensemble des applications de R dans R forme un espace vectoriel.

— L’ensemble M,, ,(R) des matrices & n lignes et p colonnes & coefficients dans R est muni d’une
structure de R-espace vectoriel. La loi interne est I’addition de deux matrices. La loi externe
est la multiplication d’une matrice par un scalaire. L’élément neutre pour la loi interne est
la matrice nulle (tous les coefficients sont nuls). Le symétrique de la matrice A = (a; ;) est
la matrice (—a; ;). De méme, I'ensemble M, ,(K) des matrices a coefficients dans K est un
K-espace vectoriel.

2.3 Notion d’espace produit
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Proposition 3

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels, on définit ’espace produit E x F par :
V(z,y), (z1,11) € E x F, (2,y) +ExF (¥1,91) = (T +5 21,y +F Y1)

Ve K)\.EXF(SU, y) = ()\.E.CU, )\.Fy)

Alors (E x F,4+gxF,.ExF) est un espace vectoriel.

Ex : (R% +pe,.g2) est un espace vectoriel. De facon plus générale, (R", +gn,.gn) est un espace
vectoriel.

2.4 Notion de sous-espace vectoriel

Définition 5 Soit E un K-espace vectoriel. Une partie F' de E est appelée sous-espace vectoriel
de E si :

-0geF

- u+gv € F pour tout u,v € F

- Agu € F pour tout A € K et tout u € F.

Proposition 4

Soit E un espace vectoriel et ' C E. F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si F' # ()
et V(a, B) € K, Yo,y € F, a.px +g B.gpy € F.

Théoréme 1

Soient F un K-espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors F' est lui-méme un
K-espace vectoriel pour les lois induites par E.

Démonstration Soit F' un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel (E,+,.). La stabilité de
F pour les deux lois permet de munir cet ensemble d'une loi de composition interne et d’une
loi de composition externe, en restreignant a F' les opérations définies dans E. Les propriétés de
commutativité et d’associativité de ’addition, ainsi que les quatre axiomes relatifs a la loi externe
sont vérifiés, car ils sont satisfaits dans E donc en particulier dans F', qui est inclus dans E .
L’existence d’un élément neutre découle de la définition de sous-espace vectoriel. Il reste seulement
a justifier que si u € F' , alors son symétrique —u appartient a F. Fixons u dans F' . Comme on a
aussi v dans F et que E est un espace vectoriel alors il existe un élément de F, noté —u, tel que
u+ (—u) =0g . Comme u est élément de F, —u = (—1).u appartient a F.

Ex :

1. L’ensemble F' des suites arithmétiques est un sous-espace de ’espace des suites.
(un,) = 0 suite arithmétique de raison 0 = F # ().
(un) et (vp) deux suites arithmétiques, la suite (au, + Pv,) est-elle arithmétique? Soit
Upt1 = Up+a et vy = vy +b. Alors a1+ Bop+1 = auy + Bo, +aa+ Bb done (auy, + Suy,)
est une suite arithmétiques de raison aa + b, donc F' est un sous-espace vectoriel de ’espace
des suites.
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2. Soit F, I'espace des polynomes sur R, est un sous-espace de l’espace des applications de
R dans R. En effet, I’ contient I'application nulle et si P et ) appartiennent a F', et sont
respectivement de degré p et ¢ alors aP + SQ est un polynome de degré max(p, q).

3. Soit E et F' deux espaces vectoriels. On appelle application linéaire, une application f de
E dans F telle que : V(a, ) € K V(z,y) € E, f(ax+ By) = af(z) + Bf(y). L’ensemble
des applications linéaires de E dans F noté L(E,F') est un sous-espace de l'espace des
applications de E dans F. En effet, ’application nulle est bien linéaire et

\V/(aaﬂ) EKv Vf,gEL(E,F), V(Vnu’) GK, V(I’7y) S

(a.f+B.g9)(va+py) = viaf+B.gl(x)+plof+B.gl(y)
=a.f+p.9g€ L(E,F)

Donc L(E, F') est un sous-espace vectoriel des applications de F dans F.

4. Tout plan F passant par I’origine dans R? est un sous-espace vectoriel de R3. Le plan admet
une équation de la forme :

ar +by+cz=0 (2.1)

ol a,b et ¢ sont des réels non tous nuls (a, b, c) est le vecteur normal au plan.

Un élement de F' est donc un triplet (z,y, z) tel que (2.1) est satisfait. Comme le plan passe
par l'origine il contient 1’élément neutre de R et Vo, 3 € R, VX,Y € F, aX + BY € F.

Exrcices : Parmi les ensembles suivant lesquels sont des espaces vectoriels 7
a) L’ensemble des fonctions réelles sur [0, 1], continues, positives ou nulles, pour I’addition et le
produit par un réel.

b) L’ensemble des fonctions réelles sur R vérifiant lir+n f(z) = 0 pour les mémes opérations.
T—r+00

)
c) L’ensemble des fonctions sur R telles que f(3) = 7.

d) L’ensemble R* pour les opérations @ y = zy et A.x = z (A €eR).

e) L’ensemble des points (z,y) de R? vérifiant sin(z 4 y) = 0.

f) L’ensemble des vecteurs (z,y, z) de R® orthogonaux au vecteur (—1, 3, —2).

2.5 Intersection de sous-espaces

Proposition 5

Soient F, G deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E. L’intersection F'(| G est un
sous-espace vectoriel de F.

Démonstration Soient I’ et G deux sous-espaces vectoriels de F : O € F et Og € G car F et
G sont des sous-espaces vectoriels de E, donc Og € F () G. Soient u et v deux vecteurs de F () G.
Comme F' est un sous-espace vectoriel, alors u,v € F implique u +v € F' . De méme u,v € G
implique u +v € G. Donc u+v € F()G. Soient u € F(|G et A € K. Comme F est un sous-
espace vectoriel, alors v € F' implique A.u € F. Comme G est un sous-espace vectoriel, alors u € G
implique A\.u € G, donc u € F()G. Ainsi, F[|G est un sous-espace vectoriel de E.

Ex: F={(z,y,2) €ER3, 2+3y+2=0} et G={(z,y,2) €R3, z—y+22=0}.
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Remarque 1 La réunion de deuxr sous-espaces vectoriels de E n’est pas en général un sous-
espace vectoriel de E. Prenons par exemple E = R? . Considérons les sous-espaces vectoriels
F = {(z,y), = =0} et G = {(z,y), y = 0}. Alors F|JG n'est pas un sous-espace vectoriel de
R2. Par exemple, (0,1)+(1,0) = (1,1) est la somme d’un élément de F et d’un élément de G, mais
n'est pas dans F'|JG.

2.6 Somme et somme directe de sous-espaces vectoriels

Définition 6 Soient I’ et G deux sous-espaces vectoriels d’un K -espace vectoriel E. L’ensemble de
tous les éléments u+v, ou u est un élément de F' et v un élément de G, est appelé somme des sous-
espaces vectoriels F' et G. Cette somme est notée F+G. On a donc F+G = {u+v,u € F,v € G}.

Proposition 6
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels du K-espace vectoriel E.
1. F'+ G est un sous-espace vectoriel de E.

2. F 4 G est le plus petit sous-espace vectoriel contenant a la fois F' et G.

Démonstration 1. Montrons que F' + G est un sous-espace vectoriel.
-0g€eF ,0peG,donc O =0 +0g € F+G.

- Soient w et w’ des éléments de F'+ G. Comme w est dans F'+ G, il existe v dans F' et v dans
G tels que w = u +v. Comme w’ est dans F + G, il existe v’ dans F et v’ dans G tels que
w=u4+v. Alorsw+w = (u+v)+ W +0)=(u+u)+(v+v) e F+G, carut+u € F
et v+ €G.

- Soit w un élément de F'4+ G et A € K. Il existe u dans F' et v dans G tels que w = u + v.
Alors Aw = A(u+v) =Au+Av e F+G, car Aue Fet v eG.

2.

- L’ensemble F' 4+ G contient F' et contient G : en effet tout élément u de F' s’écrit u =u + 0
avec u appartenant a F' et 0 appartenant a G (puisque G est un sous-espace vectoriel), donc
u appartient a ' 4+ G. De méme, pour un élément de G.

- Si H est un sous-espace vectoriel contenant F et G, alors montrons que F'4+ G C H. C’est
clair : si w € F alors en particulier u € H (car ' C H), de méme si v € G alors v € H.
Comme H est un sous-espace vectoriel, alors u +v € H.

Exemples :

1. F={(2,y,2) €ER} y=2=0} et G={(2,9,2) ER3, 2 =2=0}, F+G = {(n,y,2) €

R3, 2 =0}.

2. F = {(z,y,2) € R%z = 0} et G = {(2,9,2) € R,y = 0}. F+G =R et FNG =
{(z,y,2) € R®, x = y = 0}. Montrer qu'un élément de R? ne se décompose pas de maniere
unique sur F + G.

Définition 7 Soient I’ et G deuz sous-espaces vectoriels de E. F' et G sont en somme directe dans
FE si:
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- FNG=0g
-F+G=F
On note alors F & G = E et on dit que F' et G sont supplémentaires dans E

Proposition 7

F' et G sont supplémentaires dans E si et seulement si tout élément de E s’écrit d’une maniere
unique comme la somme d’un élément de F' et d’un élément de G.

Démonstration -Supposons E = F & G et montrons que tout élément v € E se décompose
de maniere unique. Soient donc u = v +w et u = v + w' avec v,v' € F et w,w’ € G. On
aalors v +w = v +w , donc v — v = w — w. Comme F est un sous-espace vectoriel alors
v — v € F, mais d’autre part G est aussi un sous-espace vectoriel donc w’ —w € G. Conclusion :
v—v' = w' —w € F()G. Mais par définition d’espaces supplémentaires F' (|G = 0g, donc v—v' = 0
et aussi w’ —w = 0g. On en déduit v = v’ et w = w’, ce qu’il fallait démontrer.

-Supposons que tout v € E se décompose de maniere unique et montrons £ = F & G.

— Montrons F(\G = 0g. Si u € F(G, il peut s’écrire de deux manieéres suivantes comme
somme d’un élément de F et d'un élément de G : u = Og + u et u = u + Og. Par unicité de
la décomposition, u = Og.

— Montrons F'+ G = E. Il n’y rien a prouver, car par hypothese tout élément u se décompose
enu=v+w,avecv € F et w € G.

Ex :
1. Soient F = {(z,0) € R%,z € R} et G = {(0,y) € R?,y € R}. Montrer F & G = R?
2. F ={(2,0) € R%L,z € R} et G = {(v,2) € R%,z € R}. idem

2.7 Combinaisons linéaires et notion d’espace engendré

Définition 8 Soit n > 1 un entier, soient vy, va, -+ ,vn, N vecteurs d’'un espace vectoriel E. Tout
vecteur de la forme u = A\v1 + Aava + -+ + Aup (00 A1, A2, -+, A\ ) sont des éléments de K est
appelé combinaison linéaire des vecteurs vi,vs, -+ ,v, . Les scalaires A1, Ao, , A, sont appelés

coefficients de la combinaison linéaire.

Théoréme 2

Soit {v1,- -+ ,v,} un ensemble fini de vecteurs d’un K-espace vectoriel E. Alors :
1. L’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs {v1, -+ ,v,} est un sous-espace vecto-
riel de F.
2. C’est le plus petit sous-espace vectoriel de E (au sens de I'inclusion) contenant les vecteurs
V1, ", Un.
Ce sous-espace vectoriel est appelé sous-espace engendré par wvi,---,v, et est noté
Vect(vy,--+ ,v,). On a donc
u € Vect(vy, - ,vp) < I, , Ay € K tels que u = Mo + -+ + Ao,
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Démonstration 1. On appelle F' I'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs {vq,- -, v, }.
Og € F car F contient la combinaison linéaire particuliere 0.v1 + --- + 0.v,. Si u,v € F alors il
existe A1, -, Ap, € K tels que u = \Mv1 ++A\up et gy, -+, un € K tels que v = pyv1+- -+ tnUn.
On en déduit que u +v = (A1 + p1).v1 + -+ + (A + pn).v, appartient bien & F. De méme,
A= (AA1).v1 + -+ + (AA,).v, € F. Conclusion : F' est un sous-espace vectoriel.

2. Si G est un sous-espace vectoriel contenant {vi,---,v,}, alors il est stable par combinaison
linéaire ; il contient donc toute combinaison linéaire des vecteurs {vy,--- ,v,}. Par conséquent F'
est inclus dans G : F est le plus petit sous-espace (au sens de 'inclusion) contenant {v1,--- ,v,}.

Exemples :
- Siu et v sont deux vecteurs de E, alors Vect(u,v) = {A\u+ pv, \,p € K} . Si u et v ne sont
pas colinéaires, alors Vect(u,v) est un plan vectoriel.
- Soient u = (1,1,1) et v = (1,2,3) deux vecteurs de R?. Déterminons P = Vect(u,v).

(x,y,2) € Vect(u,v) < (x,y,2) = Au+ pv pour certains A\, u € R

T = Au
& y = A+2u
z = A+3u

Nous obtenons bien une équation paramétrique du plan P passant par I'origine et contenant
les vecteurs u et v.

- Montrer que u; = (2,3, —1) et ug = (1, —1, —2) engendre le méme sous-espace vectoriel que
vy = (3,7,0) et va = (5,0, 7).

2.8 Bases d’un espace vectoriel

Définition 9 Soit E un espace vectoriel et X = (x;);er une famille d’éléments de E. On dit que
X est une base de E si :
— X est génératrice, c’est-a-dire Vect(X) = E.

— X est libre, Vo € K tel que > oz =0= Vi€ I,a; = 0.
el

Proposition 8

H La deuxieme condition entraine I'unicité de la décomposition

Démonstration Par ’absurde, on suppose que :

rT=)

iel oy — - _ 3
2= B = ieZI(& a))r; =0 =Viela =0
i€l

Définition 10 On dit qu’un espace vectoriel est de dimension finie s’il admet une base de cardinal
fini (JI| < 4+00). |I| signifie cardinal de I.

Exemples :
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- Dans R n’importe quel vecteur non nul est une base. Dans R?, une base est (1,0), (0,1)

(cette base est appelée base canonique). Un autre exemple de base : (1,0), (1,1).

Plus généralement, RY admet pour base : (1,0,---,0),---,(0,---,1). Ces espaces sont de

dimension finie.

- Soient les vecteurs vy = (1 —14,1) et vg = (2, —1+1i) dans C2. Montrer que la famille est libre

dans le R-espace C? et li'ee dans le C-espace C?.

Vérifier que le systeme S = {(1,0), (4,0), (0,7), (0,1)} est une base du R-espace vectoriel C>

et donner les composantes de v et vo dans cette base.

- Dans R3, on consideére la famille {eq, e, e3} avec e; = (1,—1,7),e2 = (—5,2,3) et e3 =
(0,0, 1). Montrons que cette famille est libre. Soit o, [ et v des réels tels que ae; +Lea+ves =
0. Alors

a—58=0
—a+28=0
Ta+38+v=0
Par utilisation du pivot de Gauss, ce systeme équivaut a
a—58=0
=0
=0
On a donc o = =~ =0 et la famille {e1, 2, e3} est libre. Montrons ensuite que la famille
{e1,e2,e3} engendre R? . Etant donné un vecteur (z,y,z) de R3, il s’agit de trouver trois
réels a, B et vy tels que ae; + Bea +ves = (x,y, z). Cette équation est équivalente au systeéme :
a—58=ux
—a+2f=y
Ta+38+v ==z

En appliquant de nouveau le pivot de Gauss, ce systeme équivaut a :

a—58=0
B=—3(x+y)
v = %(17x+38y+3z)

La solution est (a, 3,7) = %(—233 — by, —x — y, 17z + 38y + 3z). Le systéme a au moins une
solution. La famille {ey, ea, e3} est donc génératrice de R? . Puisqu’on a aussi montré qu’elle
est libre, c’est une base de R3.

Proposition 9

H Soit {eq, - ,ep} une base de E et {l1,--- ,l,} une famille libre de F, alors p < n

Proposition 10

H Toutes les bases d'un espace vectoriel de dimension finie ont méme nombre d’éléments.

Remarque 2 Cela justifie a posteriori pourquoi la dimension d’un espace vectoriel correspond au
cardinal de l'une de ses bases.
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Proposition 11

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension n > 1. Soit £ une famille de n vecteurs de E.
Alors :

- si £ est libre, c’est une base de E

- si £ engendre F, c’est une base de F.

2.9 Dimension et somme

Proposition 12

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F; et F» deux sous-espaces vectoriels de E. Soit
{e1,--- ,e,} une base de F et {epy1, -+ ,€p+q} une base de Fy. Les sous-espaces F et Fh sont
supplémentaires dans F si et seulement si {ej,- - ,epy4} est une base de E.

Proposition 13

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et Fj et Fy deux sous-espaces vectoriels de E. Si
E = F| @ F; alors dim(FE) = dim(Fy) + dim(F).

2.10 Matrice de changement de bases

Définition 11 Soit B une base d’un espace de dimension n et B’ une famille a n vecteurs de cet
espace. La matrice dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs de B’ dans la base B s’appelle
la matrice de passage de B vers B’ . On la note P(B,B’).

Remarque 3 : On peut montrer que la matrice de passage d’une base & une autre est inversible.
De plus une famille est une base si et seulement si la matrice de passage de cette famille a n’importe
quelle base est inversible.

Théoréme 3

Soit B et B’ deux bases d’'un espace vectoriel de dimension finie E. Soit x un vecteur de E. On
note X le vecteur colonne formé des coordonnées de x dans B et X’ le vecteur colonne formée
des coordonnées de = dans B'. Alors X = P(B,B')X’ ou encore X' = P(B,B)"1X.

Démonstration On note B = {by, - by}, B = {b},---,b,,} et P(B,B') = (pij)i<ij<n- On a

alors :
n n
x = E Tib; = E xLb]
1=1 i=1
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Or
Y = pubi +pabs+ -+ piby
b = piabi + pasba + - + pnaby
b% = plnbl +p2nb2 + - +pnnbn
On a donc,

x = 2} (p11b1+p21ba+- - +Dn1bn) +25(p12b1 +pazbat+- - -+ Ppabn) +- - -+ (P11 +D2nba++ - -+ Prnbn)

qu’on peut réécrire

T = (pr1&)+p12xh+- - +p1ntl ) b1+ (P21 2y +p2ath+ - Apan®h ) bot A (Pr1 T FPn2T+ A DinTh)bn.

On en déduit

Ty = pnxll +p123€/2 4+ +p1n$;~b
Ty = pax) +parh—+ -+ pa,
Tn = pn1$/1 +Pn2$/2 + -+ pmﬂ%

ce qui se réécrit matriciellement X = P(B,B')X’.

Exemples :

1. Dans R? la base (cos(#),sin(f)), (—sin(f),cos(f)), calculer la matrice de passage de la base

canonique dans cette base, calculer les coordonnées dans la base canonique du vecteur de
coordonnées (2,3) dans cette base.

. Dans M3(R) on consideére les matrices I = <1 0 >, J = ( 01 ), K = <0 1)

01 -1 0 10

et L = ( (1) _01 > Calculer la matrice de passage de la base canonique a cette famille de

matrices. Montrer que c’est une base.



Chapitre 3

Espaces vectoriels normés et
applications

3.1 Définition et premiers exemples

Définition 1 Soit E un espace vectoriel. On dit que Uapplication |.|| de E dans R est une norme
St

— [z = 0

— |z =0=2=0

— [[Az]| = [All|]

— Nz +yll < llzll + [yl

Exemples en dimension finie :
L (R,
n — .
2. (R, o) oo = mmax [z

3 (R™ M) Nzl = >0 il

1<i<n

4R [Ll2)s llellz = ) >0 el

Exercice : Montrer que ||z]/, ||z]|1 et ||z||2 sont des normes sur R™.

Exemples en dimension infinie :

Soit E = C°[0, 1], I'’ensemble des applications continues sur [0, 1]. Comme I’ensemble des applications
continues est stable par combinaison linéaire et que I’application nulle est continue, cet ensemble
forme un sous espace des vectoriels des application de [0, 1] dans R.

On peut définir sur cet espace plusieurs types de normes :

L[ fllee = max]\f(w)\

z€(0,1

2. ||fll = [y fF(t)]de

3. |Ifll2 =/ Jiy 1£(8)|dt

Exercice : Montrer que ces différentes applications définissent bien des normes sur F.

23
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Définition 2 Soit E un espace vectoriel réel. Deux normes Ny et No sur E sont dites équivalentes
ssi il existe ¢, C > 0 telles que pour tout x dans E,

c¢Ni(z) < No(z) < CNy(x)

Définition 3 Soit (uy) une suite dans E et ] € E. On dit que la suite (ug) converge vers l pour la
norme N si et seulement si lim N(ug —1) =0.
—+00

Théoréme 1

Soit E un espace vectoriel et N1 et No deux normes sur E. Alors si N7 et Ny sont équivalentes,
pour toute suite (ug) de E et pour tout | € E,

lim wup =1 pour Ny < lim wug = [ pour Ny
k—+o0 k——+o0

Démonstration Montrons que, si ug tend vers [ pour Nj alors uy tend vers 1 pour Ny (la preuve
dans l'autre sens est identique). Puisque Ny et Na sont équivalentes, en particulier : 3C' > 0, Va €
E, N2(x) < CN1(x).
Or la convergence, ug — [ pour Nj signifie que :

Ve >0, IN >0, Vk > N,= Ny(u, — 1) < €.
Nous en déduisons la convergence pour No : Ve > 0, soit & = ¢/C, alors

No(ug, — 1) < CNy(up —1) < Ce' =¢

Donc up — [ pour No.

Théoréme 2

’ Sur R"™ les trois normes ||.|[1 , ||-]|2 et ||.||occ SOnt équivalentes.

Démonstration On montre que pour tout « dans F,
[2lloo < [lzll2 < llzlly < nllzflo

Plus généralement, on a le résultat suivant (difficile & démontrer)

Théoréme 3

Soit E un espace vectoriel sur R ou C de dimension finie. Alors toutes les normes sur E sont
équivalentes.

Contre-exemple en dimension infinie :
R[X] désigne I’ensemble des polynémes a coefficients dans R. On introduit a présent les normes Ny,
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N et N sur lespace R[X] définies pour P = ag + a1 X + - -+ + a, X, appartenant a R[X] par :

Ni(P) = Y Jal

neN
No(P) = > lanf?
neN
Noo(P) = sup|ap|
neN

Montrer que ce sont des normes sur R[X].
Considerons a présent la famille de polynomes (P,)q,en+ définie par la relation :

P,=1+X+..+X77

On a : Ni(P)) = q, N2(P;) = /q et Noo(P;) = 1. Remarquons de plus que : Ni(Fg) V4 et

NZ(PLI)
ijvi((%,)) = /q. 1l suffit de faire tendre g vers +oo pour comprendre que les quotients ci-dessus ne

sont pas bornés, ce qui contredit ’équivalence des trois normes.

3.2 Norme induite

Dans ce qui suit, on considere E et F' deux espaces vectoriels normés et on note L(E, F') ’ensemble
des applications linéaires de E dans F'.

Définition 4 On appelle norme induite, l’application de L(E, F') dans R définie pour tout u dans
L(E,F) par :

fulll = sup  |lu(@)llr
2€ L |12 p=1

u(z)||
wee |zle
_ oy @l
T€E |z|| p<1 ]l e

Exercice : Montrer qu’il s’agit bien d’une norme et que les trois expressions la définissant sont bien
égales.

Exemple : Applications linéaires en dimension finie

Ecriture sous forme matricielle d’une application linéaire. Supposons E de dimension n, et (e;)1<i<n
une base E. Soit (ej)1<j<m une base de F' et f une application linéaire de £ dans F. Alors, si on
pose y = f(z), on peut écrire :

F@) = O wie)) =Y wif(es),
=1 =1

d’ott 'on déduit y = Az avec la matrice m x n égale a (f(e1), -, f(en)).

Trouver la norme d’un application linéaire revient a étudier la norme des matrices. Elle dépend a
la fois du choix des bases sur F et F' et du choix de la norme.

Si E=R" et F =R™, on définit les normes (induites) de matrice suivantes :
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— [Allloo = supjg)jo=1 [AT |00 = maxy) =1 [| A2l

— [1A[llr = supjz), =1 [[Az[[1 = max)y), =1 [[Az]lx

— [Alll2 = supjz,=1 [|Az[]2 = max,),—1 [|Az]2
Exercice :

m
1. Dé AlllL = 7
émontrer que |4l = max 3 joy|

1<j<n /=

n
2. Démontrer que |||Al||«c = max Y |ai;|
7=1



