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Chapitre 1

La restauration d’images

La restauration d’image est 'opération qui corrige des images dégradées et reconstruit un signal de
bonne qualité a partir d’une image de médiocre qualité.

1.1 Restauration d’images : Point de vue continu

1.1.1 Restauration d’images filtrées, déconvolution

On considére une image f € L'(R?) et une image dégradée f € L'(R?) reliées par la relation :

9="D(f)
ou D est un filtre c’est-a-dire un opérateur :
— linéaire
— spatialement invariant D(7, f) = 7,D(f)
— continue
qui peut s’écrire sous la forme d’un produit de convolution :
f=nxf,

ott h € L'(R?). Vu sous cet angle, la restauration apparait donc comme une opération de déconvolution.
On rappelle que la convolution s’écrit :

f@) = [ f(Ohx -ty
RQ

qui donne par transformée de Fourier :

flu) = f(u)h(u).

On peut donc obtenir la transformée de Fourier de f par :
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Le probleme est en théorie résolu. Cependant, cette approche ne prend pas en compte le fait que
h(u) peut étre nul. Au point o h(u) s’annule, on a aucune information fréquentielle. On peut
remplacer Wy (u) par le filtre défini par :

L i h(u) >
wmo:{awﬁmw—V
~ sinon.

Cependant ce filtre est inadapté en présence de bruit.

1.1.2 Traitement du bruit : approche par filtrage de Wiener

On suppose cette fois que 'image est perturbée de la maniere suivante :
f=Ff*h+b,

avec f et h appartenant & L?(R?) () L' (R?), et b est un bruit blanc, de densité spectrale de puissance
N02. On notera que par définition le bruit blanc est de moyenne nulle.

Définition 1 A un processus stochastique continu, correspond une autocorrélation statistique. Dans
le cas d’un processus continu z(t), la fonction d’auto-corrélation statistique se définit comme :

Ry (1) = Elz(t).2™(t — 7)]

Pour un signal déterministe, la fonction d’auto-corrélation se définit comme :
Rdﬂ-i/x@m%t—ﬂﬁ
R

Un bruit blanc est I’exemple le plus simple de processus stationnaire a ’ordre 2, correspondant a
la définition suivante :

Définition 2 On dit qu’un processus aléatoire est stationnaire au second ordre au sens large ("wide-
sense stationary”) s’il vérifie les deux propriétés suivantes :
1. La moyenne est indépendante de t.

2. La fonction d’auto-correlation ne dépend que de T.

Dans le cas d’un signal stationnaire au second ordre, on peut donc écrire :
Ry(7) = E[z(t).2™(t — 1)],

7 est le décalage temporel et ’espérance mathématique se définit a partir de la densité de probabilité.
Pour le bruit blanc b, on a
Ry(1) = 0%8.

ol o2 est la variance du bruit et §y un Dirac en 0

Définition 3 On appelle densité spectrale de puissance I'y du processus x la transformée de Fourier
de la fonction d’auto-corrélation.

— Pour un signal déterministe on a : T'p(u) = |2 (u)|?

— Pour un processus stochastique on a : Ty(u) = E [|Z(u)[?]
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Démonstration La démonstration constitue le théoreme de Wiener-Kintchine
Dans le cas déterministe :
/-l—

Fp(u) = - z(t)x*(t — 7)e 27T dt dr
®
ol
—o0

(
(

+o0 .
Z(u / ¥ (t)e? ™ dt = |&(u))?

—0o0

+oo
/ 0
+m . .
_ / l‘(t + T)e—Qzﬂu(t+T)d7_> x*(t)emﬂ'ut dt
__T_OOO
[
?(u)

v)e—2i7ruvdv) z* (t)€2i7rut dt

Dans le cas aléatoire, la démonstration est plus compliquée.

Remarque 1 Dans le cas d’un bruit blanc, la fonction d’auto-corrélation est un Dirac mais la

définition précédente sétend et la caractérisation avec les espérances aussi. Dans ce cas on a donc

I, = o2

Revenons maintenant au probléeme de retrouver f & partir de f. Le probléme de la déconvolution
au sens de Wiener consiste a rechercher une solution de la forme f,. = f * Wy, ol wyy est supposé
appartenir & L'(R?)( L?(R?), qui minimise ¢, 'espérance de I'erreur quadratique, intégrale entre
le signal et son estimée, espérance estimée sur toutes les réalisations du bruit b :

e | [ ()~ fie)Pas].

En appliquant le théoréeme de Parseval puis Fubini, on obtient :
ek | [ 17 - ] = [ B[l - fwP]
R2 R2

L’objectif est alors de minimiser I'espérance & u fixé. On remplace alors f, (u) par f(u)iwy (u), puis
on développe I'espérance. On obtient :

E[lf) - fP] = E[If@) - f)iww)?]
(

En utilisant ensuite les propriété de ’espérance, il vient :

E | f(wb()’] = fwE [bw)’] = f(u) / E[b(x)]*¢* ™ dz = 0

R

Comme E[|b(u)[?] = NZ, on obtient :

B [17() = fu()?] = 11~ dw(w)h(u) P + [iw (w)]2N3
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Différentions alors cette espérance par rapport a ww (u). On peut voir I'application wy (u) —
|1 — @y (u)h(u)|? = F(iw(u)) comme la composée des applications :

Wy (1) = 1 — by (w)h(u) = |1 — by (u)h(uw)]?.
Donc, on peut écrire F'(ww (u)) = G(H (ww (u))) Si bien que par composition on obtient :

DF(ow(u)).v = DG(H(dw(u))). DH(ww( ))-v

= —(1 = w (w)h(u)h(u)*v* = h(u)v(1 — dw (u)h(w))*
— oR ((1 — by (u)h(w))* ﬁ(u)u)

Donc finalement la différentielle s’écrit :
—2R [ (1= s (w)h(w)*h(w)| f ) — 2w ()" N§) o]

La differentielle est nulle en wyy(u) si (1 — oy (w)h(w))*h(w)|f(uw)]? — 20w (u)* NG = 0 ce qui
correspond & :

AP+ s ) (1+ i)
“ E[|f (u)|2] N3

L’estimateur de | f (u)|? étant calculé en utilisant 1'indépendance du bruit par rapport au signal. En
effet, nous avons :

E[|f(w)?] = |F(w) () 2 + NE.

On peut finalement réécrire le filtre de Wiener sous la forme suivante :
1 E 3 -

W) — L ELF@)P)
h(u) B[ f(u)]?]

En I'absence de bruit, on obtient le filtre inverse. Par ailleurs, on doit faire attention au valeur
singuliere du filtre inverse et on doit procéder comme précedemment.

1.2 Filtrage de Wiener Discret
On part cette fois d’un signal discret :
f=f*h+b

ot f*hy =) ez hnkfr, et ou b est un bruit blanc, de densité spectrale de puissance Ng.
Comme pour le modele continu, on recherche un filtre discret (w,) tel que f, = f % w soit le plus
proche de f au sens de ’espérance suivante :

ea=Eq D> (o= (fo)n)

n€z?

Comme dans le cas continu pour un signal discret nous avons les définitions suivantes :
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Définition 4 Dans le cas d’un processus discret x,, la fonction d’auto-corrélation statistique se
définit comme :
Ry(n, k) = Elzg.zr_,]

Pour un signal déterministe, la fonction d’auto-corrélation se définit comme :

n) = Z TTh_,,

keZ?

Définition 5 Soit (z,,) un signal discret, on appelle transformée de Fourier a temps discret (DTFT)
la fonction :

_ Z :L,ne—in(n,u} (11)

nez?

La transformée inverse a la DTFT de la fonction 1 périodique X (u) est donnée par :

Ty = X (u)e 2 wm gy, (1.2)
[0,1)2

Remarque 2 Cela correspond directement a la transformée de Fourier au sens des distributions
du peigne de Dirac

Un résultat fondamental est alors le suivant

Proposition 1

Si z appartient & [?(Z?) alors X (u) converge dans L2([0,1]?) et on a I'égalité (de Parseval)
suivante :

]2 = | X2 (1.3)
Démonstration
IXE= [ IX@Pde = [ X)X ()P (1.4)
[0,1]2 [0,1)2
_ / (Z :L,ne%ﬂ’un)( Z :Uke%”“k)*du (15)
012 ez2 kez?

= ZZ/ rpaie? kg, (1.6)
nez kez ’ 101

= sz”%/ 2=k gy, (1.7)
neZ kel [0,1]2

= > wazibng = |3 (1.8)
neZ kezZ

On peut alors définir :
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Définition 6 On appelle densité spectrale de puissance I'y du processus x la transformée de Fourier
de la fonction d’auto-corrélation.

— Pour un signal déterministe on a : Ty(u) = | X (u)|?

— Pour un processus stochastique on a : Ty(u) = E [| X (u)|?]

Démonstration Dans le cas déterministe, la démonstration est identique au cas continue, la
démonstration est plus difficile dans le cas aléatoire.

Définition 7 On dit qu’un processus stochastique discret est stationnaire au second ordre au sens
large ("wide-sense stationary”) s’il vérifie les deux propriétés suivantes :
1. E[z,] est indépendante de n.

2. La fonction d’auto-correlation R,(n,k) ne dépend que de k.

Remarque 3 Dans le cas d’un bruit blanc, on a R;(n,k) = 0250,k ot 9;; est le symbole de Kro-

necker. Dans ce cas, on obtient T'y(u) = o2.

Revenons alors a :

ea = E Z(fn_(fr)n)2 (1.9)

| n€Z?

= u) — u 2 u .
- E /[O’HQIFU Fy(w)d (1.10)

:/ E [|F(u) — Fy(u)|?] du (1.11)
0.1

Les relations liant TFTD et convolution sont les mémes que dans le cas continu, donc
Fy(u) = F(u)W(u) = (F(u)H (u) + B(u))W (u)

Donc en faisant, exactement le méme raisonnement que dans le cas continu on obtient que :

P (2] — N2
W) = - EIFOOFL- G,

T H(@w)  E[F(u)]]

1.3 Mise en place des filtres inverse et de Wiener

Les calculs précédents supposent que les images sont de taille infinies ce qui n’est évidemment pas
raisonnable. Dans le cas de I’analyse d’image, on fait communement ’hypothese que les signaux sont
périodiques de période la taille de I'image ce qui permet de remplacer le probleme de déconvolution
sur Z? en un probleme de déconvolution sur un probleme de taille fini.

Définition 8 La convolution circulaire entre les séquences h et x de taille (N, N) et périodisées
est définie par :

(h® f)n = Z fkhnmod (N,N)—k — Z f(nmod (N,N)—k)hk (112)

0<k1,ka<N-1 0<ki,ko<N-1
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Remarque 4 Cette séquence est elle-méme périodique de période (N, N).

Pour étudier les propriétés de la convolution circulaire, nous nous plagons dans le cas unidimensionel.
Proposition 2

soit f et h deux signaux unidimensionel de taille N et supposons que h a comme support

{0,---,N — 1} et qu’on le périodise en hny, = Y h,_gn alors on a la propriété suivante :
keZ

(h# fln = (AN f)n

Démonstration Exercice

Proposition 3

La convolution et la convolution circulaire entre une séquence de taille M et une sequence de taille
L sont equivalente lorsque la prériode N de la convolution circulaire satisfait : N > L+ M — 1

Exemple : considerer un signal de taille 4 et un filtre de taille 3 et montrer que l'on peut écrire la
convolution sous la forme d’une convolution circulaire.

Cependant, un des paradigmes de la restauration d’image est que 'image observée est de méme
taille que I'image que l'on cherche a reconstruire, donc si I'image n’est pas prériodique on ne peut
pas calculer exactement la convolution.

En résumé, on cherche donc a retrouver I'image f, supposée périodique, en supposant 1’écriture
suivante pour f :

f=f®hn+b (1.13)

Sous ces hypotheses, 'outil pour la restauration d’image est la transformée de Fourier discrete
(TFD) :

Définition 9 La transformée de Fourier dicréte de la séquence bidimensionnelle x,, de taille (N1, Na)
est définie par :

_ 2imniky  2imngkg

X, = > Tnympe M e M (1.14)
0<n <N; -1
0 S N9 S NQ -1
et sa transformée discrete inverse est égale a :
1 2imtniky 2imngky
Ty, = Z Xre M e M (1.15)

N1 Ns
0<k <N -1

0<ky<Ny—1
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Proposition 4

La TFD vérifie la propriété suivante :

(f@h), 5’ FLH,

Donc on calcule le filtre de Wiener dans ce cas en remplagant la transformée de Fourier a temps
discret par la TFD.

Dans ce contexte de périodisation des signaux, on peut écrire les filtres inverse et de Wiener en
utilisant la FFT. Typiquement, pour le filtre inverse on aura une écriture du type (en supposant
que le support initial de h est {—m,---,m}, on élimine les valeurs singuliéres dans le filtre H a
l’aide du parametre n) :

G = fft(g);

hper = zeros(1,N);
hper(1:m+1) = h(m+1:2*m+1);
hper (N-m+1:N) = h(1:m);

H = fft(hper);

Hind = find(abs(H) < n );
H(Hind) = n ;

HInv = ones(1,N)./H;

Le méme algorithme peut étre écrit en dimension 2. Pour ce qui est du filtre de Wiener, nous
pouvons écrire (SpG est la densité spectrale de puissance de G) :

SpG
W

abs(G) . 2/N;
Hinv.*(SpG -N_0"2)./SpG;

Notons pour terminer que le I’espérance est en pratique calculée comme une moyenne temporel (ou
spatiale en dimension 2), ce qui nécessite de supposer que les processus étudiés sont ergodiques.

1.3.1 Point de vue matriciel

La convolution unidimensionelle s’écrit sous forme matricielle :

f-m
fferl
i
hom ho how O 0 o
0 hm - ho hew 0 0 _ 90
N—
0 -+ 0 hpy - hy - hom le IgN-1

fNerfl
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En utilisant 'hypothese de périodicité sur f on est ramené a :

ho - hopm O -+ 0 Ry -+ M
0 o o hg o hlm 0 fo 90
0 e el el el -1 gN-1
hom h_m
hoy -+ hopy O -+ O  hy -+ ho

Donc la matrice de convolution est une matrice circulante. Les propriétés de la TFD relativement
a convolution circulaire proviennent directement du fait qu’une base de Fourier discrete diagonalise
les matrices circulantes.

Définition 10 Une matrice circulante est une matrice carrée dans laquelle on passe d’une ligne a
la suivante par permutation circulaire (décalage vers la droite) des coefficients

Une matrice circulante de taille N est donc de la forme

Co C1 c2 ... CN-1
CN—-1 €0 &1 CN-2
C = CN—-2 CN-1 O CN-3
c1 ca  Cc3 ... co
ou les coefficients ¢; sont des complexes.
Pour alléger les notations, on désigne par C(cg,- - ,cny—1) la matrice circulante précédente :
En notant
010 . 0
001 ... 0
J = : .. 1] =0C(0,1,0,..,0),
0 1
100 0

on peut constater que toute matrice circulante est un polynéome en J

N-1

C(Co,...,CN_l) = ZCij :Pc(J)
j=0

Réciproquement, comme JV est la matrice identité, tout polynéme en J est une matrice circulante.
Ainsi la somme, le produit de matrices circulantes sont circulantes, et un tel produit est commutatif.
L’ensemble des matrices circulantes n’est autre que I’algebre commutative des polynomes en J.
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La matrice J, vérifiant JV = I, est diagonalisable sur C avec pour valeurs propres des racines
n-iemes de 'unité.
2im

On appelle donc w = e N | racine primitive de 'unité. On vérifie alors sans peine que pour tout k :

est vecteur propre de J associé a la valeur propre wy.

On a donc exhibé, pour k£ allant de 0 & N — 1, une famille de N vecteurs propres associés a
des valeurs propres distinctes, soit une base propre pour J. Par conséquent, c’est aussi une base
propre aussi pour tout polynéme en J, c’est-a-dire toute matrice circulante. Les valeurs propres de
C(co,- -+ ,cn—1) sont donc les

1 1 1
1 1 w wh—1
U = — .
VN
1 N1 . -1

Cette matrice U est unitaire (U+U = I) et les formules de passage précédentes s’écrivent, en notant
A la matrice diagonale de coefficients les valeurs propres

C = UANU'=UAU* A=U"'CU =U*CU.

Repartons du systeme initial : HF' = G, Alors on obtient UAU*F = G < AU*F = U*G. Or comme
U*F est le vecteur de la TFD de f (& un facteur v/N pres) et que sur la diagonale de A se trouve
les coefficients de la TFD de h, on retrouve la propriété liant convolution circulaire et TFD.

La résolution du probleme de déconvolution est bien plus rapide en utilisant la TFD que I’élimination
de Gauss-Jordan, et I'est d’autant plus si 'on a recours & la transformée de Fourier rapide.

1.4 Deconvolution dans le cas non périodique

En guise d’introduction revenons sur le probleme de la déconvolution unidimensionnelle. Le probleme
de la déconvolution est de retrouver le vecteur f =7 (fo,---, fy_1) en connaissant le filtre h que
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I’on suppose symétrique. Le probléme est donc le suivant :

f-m
f—m+1
f-1

fO 90

. . c. . . fN— ’
0 -+ 0 hy -+ hy - hom le 9N

fN+m—1

Le probleme ainsi posé n’a pas de solution.

Considérons maintenant le cas de la déconvolution dans le cas bidimensionnel. On suppose mainte-
nant que f, I'image dégradée, est de taille N x M et Pon considére les images comme des signaux
monodimensionnels, en associant a f le vecteur fv selon :

fli,5) = foliM+j), 0<i<N—-1,0<j<M-—1.

On suppose que h est & support {—m, m} x {—m,m}. Le calcul de f nécessite la connaissance de
fsur {-m,--+  N+m—1} x{—m,--- ;M +m—1} et Pon peut associer & f le vecteur f, selon :

fl,D) = fo((k+m)(M +2m)+14+m) —m<k<N-—-14+4m —m<I<M-—1+m.

Alors le produit de convolution :

N+m—1 M+m—1

S hli—ki—Df(k1D)

k=—m I=—m

devient
—14+m M—1+m
foliM + §) = Z > (i =k, j =D fo((k+m)(M+2m) +1+m),
k=—m I=—m
ou encore

N+2m—1 M+2m—1
foliM + ) = Z Z h(i —k+m,j—14+m)f,(k(M +2m) +1)

L’équation de convolution devient alors :

JEU = S-fv

Nous allons montrer que S est une matrice Toeplitz-bloc-Toeplitz. En effet, nous pouvons par

ailleurs écrire :
(N+2m)(M+2m)—1

fv(p) = Z S(p,l/)fv(V).

v=0
En posant v = k(M + 2m) + [, on obtient

N+2m M+2m

=) Z k(M +2m) + 1) f,(k(M 4 2m) +1))
k=1 =1



16 CHAPITRE 1. LA RESTAURATION D’IMAGES

Par identification, on peut donc écrire :

S(M + j, k(M +2m)+1) =h(i—k+m,j—1+m)
V(i 0,5, k) € {0, \N =1} x {0, ,M +2m —1} x {0, ,M — 1} x {0,-+- ,N +2m — 1}

Démontrons que S est Toeplitz-bloc-Toeplitz. Prenons la notation suivante S'zk: est de taille M x
(M + 2m) et est appelé bloc dans la matrice S. Les blocs Slk lorsque k varie permettent de
reconstruire la ¢eme ligne de g. Montrer que S est Toeplitz-bloc-Toeplitz revient a montrer que,
partout ou c’est défini :

Sik(4, 1) = Six(j —1,1—1) (chaque bloc de S est Toeplitz)
Sik = Si—1,k—1 (S est Toeplitz par bloc)

Démontrons que chaque bloc est Toeplitz :

Sik(j—1,1-1) = SEM+j—1,k(M+2m)+1-1)
= h(i—k+m,j—14+m)
- SGM + 4, k(M +2m) + 1)
= Sz,k(]J)

Démontrons que S est Toeplitz par blocs :

Si—1,k—1 = Sijk
& S((i— DM+, (k—=1)(M +2m) +1) = S(iM + j, k(M + 2m) + 1)
Sh((i—1)—(k—=1)+m,j—l+m)=h(i —k+m,j—1+m).

On cherche & trouver une matrice K telle que f, = K f,, c’est & dire & modifier la matrice S de
sorte a la rendre inversible.

Premier type d’hypotheses sur f :

On peut supposer que f est nul en dehors du support de f . Cela permet de ramener la matrice S a
une matrice Toeplitz-bloc-Toeplitz de taille M N x M N. Dans ce cas, la diagonalisation de la matrice
S utilise le théoreme de décomposition en valeurs singulieres, que nous rappelons maintenant :

Théoréme 1 Toute matrice H de dimension N X M pour laquelle le nombre de lignes est supérieur
ou €gal au nombre de colonnes M peut s’ecrire sous la forme du produit d’une matrice orthonormée
V' de dimension N x N, une matrice diagonale de taille N x M dont les éléments sont positifs ou
nuls et de la transposée d’une matrice orthonormée U de dimension M x M :

H=VAzUT

Dans notre cas, la matrice S est carrée. Supposons que dans la formule précédente, les valeurs

propres sont classées par ordre décroissant, alors une facon d’obtenir une valeur approchée de H~!
1

. \ e 17 —1 _ ) T N T 9 . 3N
consiste a considérer H,,.,.. = UproncAironeVirones O Virone S'obtient en gardant les R premieres

lignes de VT, Uirone s’obtient en gardant les R premieres colonnes de U. Les petites valeurs sin-
gulieres sont plus sensibles au bruit, il apparait donc intéressante de tronquer la suite de valeurs
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singulieres : la difficulté étant de déterminer la valeur de troncature optimale.

deuxieme type d’hypotheses sur f :
L’image est considérée symétrique par rapport aux bords définis par le support de g. Cette symétrie
est aussi bien de haut en bas que de droite a gauche. Une valeur a 'extérieur est égale a sa valeur

symétrique.

L’hypothese de symétrie est une autre maniere de rendre la diagonalisation de la matrice H simple.
Car avec une telle hypothese H Toeplitz-plus-Hankel, qui est une matrice diagonalisable par utili-
sation de la matrice cosinus discrete C' ayant pour éléments C;; ou ¢ et j désignent respectivement
la ligne et la colonne,avec :

26 (-1~
i cos( Wi

Cij = Javec 1 <i,j <M

ou ;1 est le delta de Kronecker.
H peut-étre décomposée en la somme de deux matrices de Toeplitz et de Hankel :

Hy --- Hp 0 H, - H, 0
H = Hm HO Hm + Hm—l Hm—l
0 H, --- H 0 H, ., --- H

Ou chaque sous-matrice H; donnée par la formule suivante :
H; = (0|T})J +T; + (T7|0)J

ol J est une matrice carrée de dimension N ayant des 1 sur la diagonale secondaire et des zéros
ailleurs. Chaque matrice H; peut étre diagonalisée par la matrice C' :

H; =" CAC.
Le calcul des valeurs propres se fait de la méme maniere que pour une matrice circulante :

(C’Hiel)j
(Cer);

La matrice H est diagonalisable par la matrice résultante du produit de Kronecker entre deux
matrices C, et on peut procéder comme précedemment.

[Ailj; =

1.5 Développements récents

Bien que le filtre de Wiener assure un compromis optimal entre deconvolution et débruitage, quand
le filtre admet des valeurs singulieres, le filtre de Wiener amplifie le bruit. Ceci suggere d’ajouter
une étape de débruitage de facon a enlever le bruit amplifié. Pour ce faire on peut ajouter en sortie
du filtre de Wiener une étape de débruitage performante par exemple en utilisant les ondelettes.
De nombreux autres développements ont été proposés autour de ce theme.
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Chapitre 2

Détection de Contours

2.1 Détection de contours : Approches de Marr-Hildreth et de
Canny

Une définition simple d’un contour consiste a considérer celui-ci comme une courbe fermée de part
et d’autre de laquelle I'intensité de niveau de gris varie fortement. Une caractérisation simple des
contours consisterait en les lieux ou gradient de niveau de gris de I'image (notée u dans la suite)
est fort. Cette définition des contours pose deux problemes :

a) les zones de fort gradient de niveau de gris correspondent a des régions et non a des contours

fermés.
b) de forts gradients sont observés en des points ne correspondant pas a des structures intéressantes.
Ces forts gradients sont notamment dus adu bruit.
Pour éliminer les points de fort gradient correspondant & du bruit, on effectue classiquement un
lissage de I'image a une échelle caractéristique liée au niveau de bruit observé dans 'image. En
géneral, cette étape est effectuée par convolution avec des Gaussiennes.
Pour partiellement résoudre le point a) plusieurs approches sont possibles. La premiere approche
dite de Marr-Hildreth consiste a considérer les lieux ou la dérivée seconde s’annule. En 2D, on
définit alors les contours comme les points d’annulation du Laplacien. Une seconde approche, dite
approche de Canny, consiste a chercher les lieux des maxima locaux du module du gradient dans
la direction du gradient. En termes mathématiques, cela revient a considérer une fonction g définie
par :
9(t) = IVuz + tVu(@)|;

puis & calculer les points x tels que ¢’(0) = 0. Pour voir & quoi est égale cette dérivée, remarquons
que g = d(h(c(t))) avec avec ¢(t) = = + tVu(z) et h(z) = Vu(z) et d(x) = ||z||. En rappelant la
formule de différentiation d’une fonction composée, on obtient :

g(t) = d(h(c(t)).N (c(t).c(t)
(h(c(t)), b (c(t))-C (1))
[A(c(@))]
(Vu(z + tVu(z)), D*u(x + tVu(z)) Vu(z))
[Vula + V@)

On obtient que :
Vu(z)  Vu(x)
IVu(@)]” [Vu()|l

d'(0) =0 < D?u( ) =0

19
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Nous proposons alors deux implémentations pour les détecteurs de Marr-Hildreth et de Canny :
Algo 1 (Marr-Hildreth) :

— Convoluer ug ('image initiale) avec un noyau Gaussien de taille croissante

— A chaque échelle, repérer les points correspondant & ||Vu| # 0 et Au change de signe.
L’opérateur de Marr-Hildreth correspond a la recherche des zéros du Laplacien de I'image préalablement
convoluée avec une Gaussienne. On définit donc b(x,y) = A(u*g(z,y)). Cela revient a appliquer di-
rectement sur 'image I'opérateur laplacien d’une Gaussienne Ag qui peut étre valablement approché
par la différence de deux Gaussiennes (DoG). En effet, pour le cas unidimensionnel, 'opérateur DoG
s’écrit :

1 22 1 -2
DoG(z) = —e 27 — —¢

o g
En posant 0; = 0 + do on peut écrire :
z2 ]_ 2

DoG(z) = le_ﬁ — e 20+60)2
o o+ do

En différentiant par rapport a o, il vient que :

o (1. -2%
DoG(z) ~ Jog | ;e 202
2
1 2 _x
= —(F—%)e 202
_ 9%9(z)
= T 9z% -

Cet opérateur s’étend naturellement en dimension 2 suivant :

1 —% 1 2242
DOG(x,y):me 2(o+50) _ﬁe 202

un développement & ’ordre 1 en ¢ nous donne :

8 1 7362 2
DoG(z,y) = 50—60 (—026 27
1 1 1)2 + y2 2242
= (50' ( 3 0_2( 0_3 ) e 20%

De méme si on dérive deux fois la Gaussienne par rapport a x on obtient :

4 1 1 a?\ 2y
229 = mElEta)e ™

Le résultat étant analogue si I’on dérive deux fois par rapport a y, on obtient finalement :

1
——DoG(z,y) = Ag(z,y)
odo
L’intérét de cette formulation est de permettre un calcul tres rapide d’une approximation du Lapla-
cien de I'image lissée en considérant la différence de deux images lissées avec des noyaux Gaussiens
de variance voisine.

Algo 2 (Canny [2]) :
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— Convoluer ug avec un noyau Gaussien de taille croissante
— A chaque échelle trouver les points z ou |Vu(z)|| # 0 et D2u<ﬁ$75j‘), ngggn)(m) passe par
z€ro.
— Pour chaque échelle ¢, parmi les points précédemment sélectionnés, ne retenir que ceux
satisfaisant ||Vu(z)|| > 6(¢).
Remarques :

1. une implémentation simple consiste a utiliser les différences finies pour le calcul du gradient
(mais on peut avoir des approches plus sophistiquées).

2. les calculs des dérivées secondes de u sont toujours possible car u est C'™° si ug est bornée.

En pratique, 'implémentation la plus commune consiste néanmoins a revenir a la définiton des
bords, c’est a dire a chercher les lieux de maxima de la norme du gradient dans la direction du
gradient. Pour ce faire, on procéde comme suit : étant donné un noyau de lissage A : R> = R, on
définit le gradient de 'image lissée par :

-
Vux A = g =
< [ aéyA Wyu
On calcule alors M f = \/|[Wyu[? + [W,u|? et Porientation du gradient par :

B a(u)si Wyf >0
Af = {w—a(u)si W.f <0

Pour trouver les points de contours, on regarde en chaque pixel de I'image, si le module est maximal
dans la direction du gradient en considérant ’approximation suivante :

— Si Af € [-§, §| (modulo 7), on regarde les voisins en (z + 1,y) et (z —1,y).

— Si Af € [§, 5[ (modulo ), on regarde les voisins en (z + 1,y + 1) et (z — 1,y — 1).

— Si Af € [73, %[ (modulo ), on regarde les voisins en (z,y + 1) et (z,y — 1).
On chaine ensuite les points obtenus en consdiérant la direction orthogonale au gradient local, et

on élimine les chaines de taille trop petites.

2.2 Calcul des filtres optimaux pour l’estimation des gradients
dans ’approche de Canny

L’approche de détection des contours proposée par Canny se fonde sur les gradients de 'image. Le
calcul des gradients de I'image se fait grace a des filtres qui doivent avoir certaines propriétés pour
garantir un bon résultat numérique. Ces propriétés introduites par Canny [2] et souvent reprises
par la suite sont au nombre de 3 :

1. Garantir une bonne détection, i.e. une réponse forte méme a de faibles contours.
2. Garantir une bonne localisation.

3. Assurer que pour un contour, il y aura une seule détection (i.e. une faible multiplicité des
maxima liés au bruit).
2.2.1 Détermination du filtre optimal dans le cas monodimensionnel

Ces trois criteres permettent de définir le filtre optimal pour la détection d’une marche d’escalier
sous I’hypothese d’un bruit additif indépendant du signal. Si ’on suppose que le filtre a une réponse
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impulsionnelle h(x). Le signal considéré est un signal monodimensionnel représentant un saut d’am-
plitude Uy noyé dans un bruit blanc stationnaire N(z) de moyenne nulle et de densité spectrale de
puissance Ng :

A(x) = UpY (z) + N(x)
ou Y est la fonction de Heavyside. Le signal de sortie est donné par : C'(z) = A * h(x) tel que C(x)

soit maximum au point z = 0, en respectant les trois contraintes énoncées précédemment.
En supposant que le bruit est stationnaire a ’ordre 2, c’est a dire :

RyN(z1,22) = Ryn(T) = E[N(z + 7)N ()]

avec 1 — xg = 7 il sensuit que Ry (0) = E [|N(z)[?]. Si on considere le signal, I = N x h, celui-ci
est aussi stationnaire & 'ordre 2. On peut donc écrire E [|I(x)[*] = R;7(0). En utilisant les relations
liant transformée de Fourier et convolution, on obtient :

[ (w)* = [A(u)P|N ().

On rappelle que E []f (u)|2} est la densité spectrale de puissance de I, qui est aussi la transformée

de Fourier de la fonction d’auto-corrélation, i.e. :

A~ +w
E [|I(u)|2} :/ Ry (1) exp(—2imur)dr
Donc par transformée de Fourier inverse :
2 oo 2 oN2I K 2 o [T 1o
E[|1@)7] = Riu0) = | E[lh@PIN@P] =83 [ b

Le critére de bonne détection s’exprime alors a ’aide du rapport signal sur bruit (RSB) défini
comme le maximum du rapport de la réponse due au signal seul sur la racine carrée de la puissance
du bruit, soit :

“+oo “+o00
RSB — Uo fo = h(x —t)dt _ o Jo 7 h(x —t)dt

1 1 -
2 2 +oo 2
(2 [lrz om0 )" M (P2 w0a)
Afin d’obtenir une réponse nulle pour un signal d’entrée constant h est choisie impaire. On peut
donc écrire :
Uo
+o0 % N ﬁo Z
No ([ n2(tyat)

Le critere de bonne localisation est mesuré par l'inverse de la variance de la distance entre le
maximum de la réponse et la position réelle de la transition (il faudra donc le rendre maximum).
Pour le calculer, on cherche & exprimer E [wg], xo étant la position calculée de la transition. Cette
position xg correspond au maximum du signal de sortie, donc a un passage par 0 de sa dérivée
premiere puisque le filtre étudié est un dérivateur. Nous avons donc :

Uo [0 h(t)dt
RSB = 0 Jooc P()

gg(ﬂfo) = ;;(A + ) (w0) = A1 (x0)
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d’ou :
%—g(:no) = UpY * h'(x0) + N = h'(x0)
= Up [TV (o — )W (t)dt + N * B/ (x0)
= Uy ffgo B (t)dt + N * h'(z)
= U()h(a}o) + N * h/(a}o)
Ensuite, on exprime le développement limité de la fonction h impaire et continue au voisinage de
z=0:
h(zo) = h(0) + z0h'(0) ~ xoh’(0) comme h(0) = 0.
On en déduit donc :
oc
ox

Donc en considérant les espérances,

(xo) ~ Uol‘oh/(()) + N * h/(ﬂfo) =0.

E [|[Uozoh’ (0)*] = B [|N « b/ (x0)[*] ,

I’expression se réécrit :
+o0o

g o7 o) ~ N ( |

—00

h'? (t)dt>

ce qui donne :
NE (S 2 (tyar)

E [22] ~
[ 0] Ug hIZ(O)
Le critere de bonne localisation est la racine carrée de l'inverse de I’expression ci-dessus :
U Uo|h' (0
Uiy GO
No 2

No ( e h'2(t)dt)

Le produit > A est un critére qui combine une bonne détection et une bonne localisation. Il ne
dépend pas du facteur d’échelle K. Pour démontrer cette derniere propriété, on pose :hx(x) = h(%)
et on obtient :

Y =VK) et Ag = LA

K

5

dott S Ak = A,
K

Pour 'optimisation, Canny propose de maximiser le produit > A en utilisant une troisiéme contrainte
qui est la minimisation de la densité des maxima liés & au bruit (hypothese c)). En effet, le bruit
crée autour des maxima liés au contour toute une série de maxima locaux qu’il s’agit d’éliminer.
On connait une expression de la densité dy de passages par zéro de la réponse due au bruit. Pour
un processus Gaussien B(z) de moyenne nulle, on démontre que :

o3 ()

ou B(xz) = N x h(z), ou N(z) est un bruit blanc Gaussien, nous avons :

Rin(0) = N2 / 2w,

—00
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Compte tenu de la relation Rp/p/(7) = —R;5(7), nous pouvons écrire :
400
Bp(0) = N{f’/ W2 (t)dt.
—00

Nous nous intéressons aux transitions du signal d’entrée qui correspondent aux extrema du signal
de sortie du filtre dérivateur du signal étudié. Ces extrema sont aussi les passages par zéro de la
dérivée seconde du signal d’entrée, donc de la dérivée du signal de sortie. On exploite la formule
précédente en remplagant B(x) par B'(x), pour obtenir :

+00 711 %
do— (f_oo h 2(t)dt>

[ h2(t)at

et on pose Tyoy = %.

Canny choisit de prendre un filtre a réponse impulsionnelle finie de taille M. Ceci revient a remplacer
les bornes infinies par —M et M. Ensuite, il impose comme troisieme contrainte que la distance
Tmax entre deux maxima consécutifs de la réponse due au bruit seul soit égale a une fraction de M,
de fagon a contréler le nombre d’extréma sur un intervalle de longueur 2M centré sur la singularité.
Autrement dit, ce critére correspond & la limitation du nombre de maxima locaux détectés en
réponse a un seul contour. Tmy.x est alors donné par :

1

M 2
h2(t)dt \ 2
7“[ w7 ) = kM

Tmax = meoy =2 ( i

S R (t)dt
car le nombre moyen de maxima est égal 2 fois le nombre de passages par zéro. Le probleme a
résoudre est donc la maximisation de :

A SO hit)e 0]
( [t h2(t)dt)é ( [t h/2(1t)dt)é

Sous la contrainte du nombre d’extrema liés au bruit constant. Etant donné que le filtre h est anti-
symmétrique, on peut remplacer dans les expressions faisant intervenir h et ses dérivés, l'intégrale
de —oo a +oo par l'intégrale de —M a 0. Le principe de la maximisation de ) A est de minimiser
une des intégrales se trouvant au dénominateur sous la contrainte que les autres soient constantes.
On est alors ramenés au probleme d’optimisation suivant [?] :

10, h2(t)dt
[0 )t =y [0, B2(t)dt = e
PO R dt =5 B(0) = ey

ce qui correspond a la minimisation d’une fonctionnelle fB o F(t b, B h")dt sous des contraintes

f? M Gi(t,h,h', " )dt = ¢;. Ce probléme est équivalent & la minimisation du probléme sans contrainte :

0
min J(h) = min/
h h

F(t,h, 1 W)+ ) " NGi(t, b B b )dt
-M i
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Dans notre cas, cette expression se réécrit :

0
min J(h) = min / h? + A\ h'? + Aoh"? + \3hdt.
—-M

On cherche alors la fonction qui annule la différentielle de J qui s’écrit :

J(h+k) = SO (4 k)% + M (h 4+ E)2 4 Ao(h 4 k)" + Ag(h + k)dt
= ff’M h2 4+ A2 + Xoh"? 4+ Xsh + 2hk + 22X\ W'k + 2Xoh" K" + A3hk + ke(k)
= J(h) 4 [2,,(2h = 20 " + 200k + A3)k + ke(k).

La différentielle doit s’annuler pour tout k& donc I’équation vérifiée par h est ’équation d’Euler (car
I’espace des contraintes est un sous-espace) :

2h — 2)\1h// + 2)\2h”// + A3 =0.

La solution de cette équation est la somme d’une solution particuliere de I’équation avec second
membre et de I’équation homogene. Une solution particuliere de 1’équation avec second membre est
donnée par h = —>‘2—3 et la solution générale de ’équation sans second membre est donnée par une
fonction du type Ce™* avec v qui satisfait 2 — 2192 4+ 2X27* = 0. On a donc :

2 Ny VAL AN (2.1)
TN SV '

L’équation d’Euler fournit une condition nécessaire a ’existence d’un minimum mais cette condition
n’est pas forcément suffisante. En effet, 'annulation de la différentielle premiére ne nous indique
pas s’il s’agit d’'un minimum ou d’un maximum. Il faut pour cela étudier la différentielle seconde.
On utilise alors le théoreme de Taylor MacLaurin, sous la forme :

J(h + k) = J(h) + eDJ(h).k + %E2D2J(h + pk)(k, k).

Il suffit donc d’étudier la différentielle seconde. On calcule les variations de la différentielle premiere,

0

DJ(h+ q)(k) = DJ(h)(k) +2 / gk + Mgk + dog" k.
M

Pour que le point d’annulation de la différentielle corresponde bien a un minimum il faut que :
0
D2J(h)(k, k) = 2/ k2 + ME? 4+ Xk >0
-M
Comme k est une fonction admissible (i.e. support [—M, M]) cela se réécrit :

IO B2 = MER 4 Xok2da > [0, (k= ALE)? 4 (A — 2)E"dw > 0.

Donc si 4)\g > )\%, la condition est remplie pour toute fonction g. Par ailleurs, cela prouve que
nous n’avons que des racines complexes a 1’équation (2.1). Nous pouvons alors en déduire la forme
générale v = +a+iw avec « et w réels. Maintenant que nous avons v? = o —w? £ 2iaw, en écrivant
I’égalité des parties réelles et imaginaires non obtenons :

ANy — N2
a2—w2:—1et4a2w2:#

2o 403
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Dans ce cas la forme générale de la solution est la suivante :

o e

h(z) = a1e®* sin(wx) + aze®” cos(wx) + aze™ ** sin(wz) + age” " cos(wz).

Pour trouver l'opérateur h(x) sous la forme d’un filtre & réponse impulsionnelle finie et présentant
une pente S a lorigine, Canny a imposé les conditions aux limites suivantes :

h(0) = 0, h(M) = 0,/(0) = S, /(M) = 0.

Ces quatre conditions aux limites permettent de déterminer les coefficients de a; a a4. h étant
impaire, la solution est étendue aux x négatifs. La mise en oeuvre pratique du filtre étant complexe,
Canny propose d’approximer le filtre par la dérivée premiere d’'une Gaussienne :

.%'2
257

Les résultats de détection-localisation sont néanmoins moins bons avec la dérivée de la Gaussienne
(20 % de perte) de plus ce filtre n’est pas a réponse impulsionnelle finie.

h(z) ~ —zexp(—

2.3 Le filtre de Deriche

On préfere souvent le détecteur de Deriche au détecteur de Canny. Celui-ci répond aux mémes
exigences que le filtre de Canny sauf qu’il n’est pas a réponse impulsionnelle finie. Celui-ci a une
expression générale de la forme [3] :

h(z) = —cx exp(—alz])

avec h(0) = 0,h(c0) = 0,h'(0) = S et h'(c0) = 0. Le parametre ¢ est calculé de maniere & avoir
une réponse maximale égale & 1 en zéro lorsque le signal d’entrée est la fonction de Heavyside,

soit : ¢ fgwtexp(—at)dt =1 = ¢ = —a?. Un tel filtre présente de meilleures performances de
détection-localisation que le filtre de Canny. Le parametre a représente 'inverse de I’écart type o
(a=").

2.4 Extension au cas bidimensionnel

Le filtrage 2D est obtenu par 'action d’un filtre selon z et d’un filtre selon y. Pour détecter les
contours orientés selon Oy on choisit un filtre passe-bas dans la direction Oy et un filtre passe haut
dans la direction Ox, typiquement on choisira :

f(z,y) = —wexp(—a’z?) exp(—a’y?)

Ces filtres ne sont pas isotropes,i.e. ils ne répondent pas de maniere identiques a des contours
similaires mais d’orientation différentes.

2.5 Détection de contour par contours actifs

Une approche tres différente des méthodes antérieures de détection de contours a été proposée en
1987 par Kass [4], appelée contours actifs ou ”snakes”. Il s’agit d’'une méthode semi-interactive dans
laquelle 'opérateur place dans 'image, au voisinage de la forme a détecter, une ligne initiale de
contour. Cette ligne sera amenée a se déformer sous I'action de plusieurs forces :
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— Une énergie propre assimilée a 1’énergie mécanique de tension et de torsion d’une ligne
matérielle.

— Une énergie potentielle imposée par 'image qui vise a plaquer la courbe sur les contours

— Une énergie externe, introduite par 'utilisateur pour traduire les contraintes spécifiques du
probleme qu’il se pose.

2.6 Formulation mathématique

Sous ces énergies, le contour actif va évoluer pour rechercher la position d’énergie minimale qui sera
un compromis entre les diverses contraintes du probleme. L’écriture formelle du probleme passe
par la définition parametrique du contour, en fonction d’une variable s, généralement ’abscisse
curviligne, la variable temporelle ¢ :

v(s,t) = [z(s,t),y(s,t)]" s€[a,b], tec]0,T)].

L’expression de I’énergie que I’on cherche a minimiser comporte 3 composantes, ces énergies dépendent
de t ce que 'on écrit pas pour alléger les notations :

Eiotate = Pinterne (U) + Eimage (U) + Eexterne(v)

pour récupérer un contour C2 [4] :

b
Eunterne = / <>|r—|12+/3<>u Sl%ds.

La premiere dérivée prend en compte les variations de longueur de la courbe (c’est donc un terme
de tension (résistance a la rupture), qui est controlé par 1’élasticité que 'on attribue au contour),
tandis que la seconde exprime les variations de la courbure (c’est un terme de flexion contrdlé par
la raideur du contour). La courbe doit étre lisse et rigide sans induire de boucles. Ces deux termes
agiront donc pour produire une courbe réguliere de classe C2. Dans certain cas, une telle régularité
est insuffisante. Le second terme Ejp,q4e caractérise les lignes que 'on souhaite suivre. Dans le cas
de la détection de contours, ce sont les lignes de fort gradient, il vaut généralement :

zmage = / ||vu H ds

nfin rnier term nné par 'utili ur. u uven Tm rm
Enfin, le dernier terme Fepterne €st donné par l'utilisateur. Le plus souvent ce terme permet de
contraindre le contour a resembler a un gabarit donné. En I’absence du terme FE.,;, 'énergie totale
peut alors s’écrire :

b v
Bue = [ [FITu)I + a1 3P + B0 S

On utilise alors un important résultat de calcul variationnel pour calculer le minimum de 1’énergie :

Théoréme 1 Soit s une variable a valeurs dans [a, b] et soit v une fonction dépendant de la variable
s. Soit F(s,v,v' 0" -+ ,U(”)) une fonction de classe C? par rapport & tous ses arguments et soit
J(v) la fonctionnelle définie par :

b
:/ F(s,v,0",0", -+ ,v(”))ds
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Alors, trouver v extremum de J(v) sous la condition que les extrémités de v et de ses dérivées
jusqu’a lordre n — 1 soient fixées, est équivalent a résoudre l’équation d’FEuler donnée par :

mp
Z(_l)maasfri)(‘s?v?UIvvllv te 7?}(”)) =0
m=0

ot Fimy désigne la dérivée partielle de F' par rapport a o™

dém : une condition nécessaire et suffisante a 'existence d’un extremum est que la différentielle
s’annule. On peut calculer cette différentielle simplement :

Jo+k) = JPF(s, 0+ ko KL R o™ 4 k) ds

= f(f F(S’ val’v//7 e 7U(n))d5 + f; Eyk + erk‘/ +ot Fv<n>k(")d8 + |k‘€(k)

n oOmF
_ P F(s,0,0/,0", - o™)ds + Z_O P2y 2B ek,

La derniere égalité étant obtenue par intégration par parties et en utilisant le fait que les expressions
considérées sont égales en a et b .

Dans notre cas, la variable s joue le role de ’abscisse curviligne et la variable x celui de I'une des
deux variables z(s) et y(s) qui composent v(s). Par simplification d’écriture, on notera :

U

;_ dx(s) 7 dy(s)
T = "3gs Y ="gs
2 = d?z(s) iy d?y(s)

ol n_ o

/ __ Ouls " __ V(S

UV="3s U = 52

L’énergie a minimiser est de la forme :

b
Elotate = / a(s)(@? +y?) + B(s)(@" +y") — | Vu(u(s))|[*ds

En appliquant le théoreme précédent, la minimisation de 4. s’effectue en calculant les solutions
de I’équation d’Euler.

b
Eiotate(v+h) = / als)|[v" + B[1* + B(s) IV + B> = [[Vu(v(s) + h(s)) | ds
b
= FEitale(v) —|—/ 2a(s) (v, W) + 2B(s) (0", h") — 2(D*u(v)Vu(v), h)ds + || h||e(h)
b
= FEiotate(v) + 2/ (—(a(s)0") + (B(s)v")" — 2D*uNu, h)ds + || h||e(h).

La derniere égalité s’obtient en supposant que v(a) = v(b), v'(a) = v'(b), a(a) = «(b), B(a) = B(b),
B'(a) = B'(b), v"(a) = v"(b) et v (a) = v®)(b). Dans ce cas, 'équation d’Euler est la suivante :

—(a') + (BV")" = D*u(v)Vu(v).

Comme le second membre possede dépend aussi de v, une résolution directe n’est pas possible,
et le minimum d’énergie va correspondre a un état d’équilibre d’une certaine équation d’évolution
comme nous allons I'expliquer maintenant.
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2.7 Aspects numériques

2.7.1 Formulation en utilisant les différences finies

La recherche de la courbe réalisant le minimum d’énergie nécessite la résolution de I’équation aux
dérivées partielles et ceci passe par une phase de discrétisation du probleme a ’aide des différences
finies. On consideére la courbe discrétisée {v; = (x;,y;),i =0,--- , N — 1}. Au point v;, les dérivées
premiere et seconde par rapport a x de la premiere composante du vecteur v sont respectivement
approchées par zi_}fi‘l et xi“_th;Jrzi‘l ( de méme pour y). Les équations de x et y sont découplées.
Supposant «; = « et 3; = B pour toutes les valeurs de 4, ’équation —(az’) + (Bz")" = —ax” +

Bz®) = f devient :

—Oz% (l’i—&—l —2x; — Hfi_l) + ﬁ% ((xi+2 —2xi41 + xz) — 2(371‘4—1 —2x; + l’i—l) + (371 —2x;_1 + xi_g))
= fit1
& Bri—g+ (=48 — h2a)zi—1 + (68 + 2h%a)z; + (—48 — h*a)wiy1 + BTito
=h'fi1

On obtient alors un systeme linéaire de la forme générale BX = F ou :

X = (%i)i=0,-- ,N—2
F = (hfis1)iz0... N—2

et B une matrice définie ci-dessous. Dans le cas des snakes fermés, compte tenu du caractere
périodique des courbes, la matrice B est circulante et s’exprime sous la forme (on prend le pas
d’échantillonnage h égal a 1) :

20+ 68 —a—4p 15} 0 I53 —a—4p
—a—48 2a+68 —a—4p B 0 I5;

15} —a—48 2a+68 —a—40 15} 0

0 15} —a—48 2a+68 —a—403 154

B 0 B —a—48 2a+68 —a—4p
—a—4p I6] 0 —a—48 20460

Du fait que I'énergie a minimiser n’est pas convexe, on ne peut étre certain d’accéder a un minimum
global et ¢’est pour cette raison qu’il importe de se situer pres de ’'objet a segmenter afin de s’assurer
que le minimum local que 'on percevra correspondra au contour cherché.

La résolution du probleme se fait de maniere itérative en étudiant I’équation aux dérivées partielles
suivante :

ov
ot
On peut chercher a faire le calcul en utilisant les différences finies pour résoudre I’équation (2.2) :
les éléments de la courbe sont réduits a des points auxquels sont attachés les éléments mécaniques
(masse, raideur, etc) de la courbe concentrés en ces points.
Dans cette approche, on discrétise la courbe en un nombre n de points :

V(#) = [vo(t) - vn1(t)]

(') 4 (Bv")" = D*u(v)Vu(v) = F(v) (2.2)

Deux schemas sont alors possibles pour la résolution du probleme, un schéma dit implicite et un
schéma dit explicite. Le schéma explicite présente I'avantage de ne pas nécessiter d’inversion de
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matrice mais peut en revanche étre instable dans certain cas (cf cour premiére année sur la stabilité
des schémas numériques). Le schéma explicite est de la forme suivante :

AL _ ot

'U.
WA Bul_y — (4 + ha)uly + (68 + 2h%a)et — (46 + h2a)olyy + Butyy = HF(0))

on peut alors écrire sous forme matricielle :
V(t+ At) = (I + AtB)V(t) + AtF(V(1)).
Si on considere la résolution sous forme implicite du probleme, on obtient :

(I+ AtBYV (¢ + 6t) = (V () + AtF(V(1))).

2.7.2 Approche variationnelle

On repart de l'expression de la différentielle, et on considere un sous-espace V de L?[a,b] et une
fonction w appartenant a V. Ecrivons alors la formulation variationnelle associée. On note (.,.) le
produit scalaire sur R%. On écrit alors :

b
%(v,w> —I—/a (alv', W'y + B, w"))ds = (F(v),w) = Ly(w)

On note a(v,w) la forme bilinéaire définie par :

b
a(v,w) = / (v, u) + Bl w"))ds

On se ramene a la recherche d’un espace V satisfaisant aux conditions aux limites et dans lequel
on résout le probleme variationnel suivant :
déterminer v :
v:[0,T] >V
{ t — v(t)

tel que :

Yw € H, aat@(t), w) 4+ a(v(t),w) = (F(v),w) = L,(w) (2.3)
Dans le cas des snakes fermés ’espace V est Hg(]a, b[), espace des fonctions de L?(]a, b[) périodiques
sur |a, b] ainsi que leurs dérivées jusqu’a l'ordre 2. Cette approche permet une résolution par éléments
finis du probleme.
La resolution pratique se fait de la maniere suivante : on remarque tout d’abord que le probleme
a(v,w) = L(w) admet une unique solution dans H2([a, b]), 'espace des fonctions telles que f; | D™v||? <
400 pour m = 0,1,2 ou D™v est la différentielle d’ordre m de la fonction v, a condition que la
forme bilinéaire a soit coercive ( a(z,x) > ||z||> V x € H), ce qui est le cas dés que a(s) et B(s)
sont positifs.
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Ayant montré 'existence, d’une solution au probléme stationnaire on approche cette solution dans
un sous-espace Vj, de dimension finie de V' (méthode de Galerkin) :

a(vp, wp,) = Ly, (wp) Yup, € Vi,

ou (wp,) est une base de V3. En décomposant vy, sur la base des wy,, on peut écrire 1’égalité précédente
sous la forme d’un systeme linéaire : AV = L, ou V correspond aux coordonnées de vy, dans la base
d’éléments finis (wp). Néanmoins, du fait que le second membre dépend de v, on ne peut pas
s’assurer de la convergence de vy, vers v

On discrétise alors I’équation d’évolution (2.3) en utilisant des différences finis pour obtenir :

Vt o Vt—l

At AV = Ly
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Chapitre 3

Equations aux dérivées partielles et
traitement d’images

3.1 Introduction

L’origine du lien entre équations aux dérivées partielles et traitement d’images provient du fait
qu’une image ne peut étre représentée par ses échantillons que si la fonction sous-jacente est suffi-
samment lisse (en pratique il faut méme que la fonction soit C'* pour que sa transformée de Fourier
soit & support compact). Cela oblige a faire des convolutions avec des fonctions appelées noyaux
en guise de prétraitement. D’autre part, ces prétraitements ont aussi pour role de lisser les images
de facon a rendre I'analyse plus facile. Nous allons voir deux types de lissage différents fondés sur
I'utilisation d’équation aux dérivées partielles isotropes ou anisotropes.

Dans ce qui suit nous aurons besoin des notations suivantes : z = (z1,12), |z| = (22 + x%)%, x.y
dénote le produit scalaire sur R?, u(x) est le niveau de gris au point . En supposant que u est
assez réguliere nous notons : u, = %, Uy = % et Ugy = %. Nous notons aussi le gradient de u
sous la forme Du = (uz,uy) et le laplacien est noté Au = gy + tyy-

3.2 Noyau de Lissage et équation de la chaleur

3.2.1 Rappel sur le ’équation de la chaleur et le noyaux Gaussien

Commencons par définir la transformée de Fourier bidimensionnelle. Pour toute fonction u(t,.) de
L'(R?), la transformée de Fourier est définie par :

Flte) = / u(t, 2)e=2Ew) gy (3.1)
R2
Considérons alors I’équation de la chaleur bidimensionnelle :
t
a“(at’x) — Au(t,z) (3.2)

Supposons que aué't’x) est continue pour tout t et presque tout x, et que \%| < g(z) € L'(R?)

pour tout ¢, alors nous pouvons écrire que :

8F(t7£) _ / au(t’ J:) —2im(€,x)
ot Jee 0t d.

33
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Ensuite, si u(t,.) appartient & C2 | J L' (R?) et est tel que 59—3?1 et % sont dans L' (R?) ainsi que 6392251

et 224 alors nous berd :
5%y pouvons écrire que :
d%u 9%u 2
/]R? (32$1 + 82x2> € Z (& + &) F (€ t)

En effet, nous pouvons écrire :

92 , 92 . .
/ 5 4 e 2B dpy dyy = / < oI Y 6_2”51”’1d:1:1> e 2im&w2 g,
R2 0771 r \Jr 0721

En faisant une double intégration par parties on obtient le résultat escompté.
Dongc, si 'on considere la transformée de Fourier de ’équation de la chaleur on obtient que :

3F§;5) = 4+ Q)F(1,¢) (3:3)

Dot F(t,€) = C(&)e~4™ €+t En supposant que u(0, x) = ug(x) et en notant dg la transformée de
Fourier de ug on obtient que : F'(£,t) = a0(5)6_4”2(5f+f§)t. En utilisant alors des résultats classiques
sur les transformées de Fourier des Gaussiennes que :

—

F(LE) = iolt,€) e (g,

Ainsi, en prenant la transformée de Fourier inverse on obtient que :
u(t,x) = ug * Gy(x)

N _ 2 2
olt Gi(z) = fhye 4H@1+a2),

3.2.2 Propriété de 'opérateur de moyennisation

On définit 'opérateur de moyennisation sur le disque de centre x et de rayon h par :
1
mpuo(z) = / uo(y)dy
mh? D(z,h)

On montre que 'opérateur de moyennisation vérifie la propriété :
mpuo(z) — uo(x) 1
12 = gAuo(w) +¢(h)
Dém : Sans perte de généralité plagons nous en z = 0. Rappelons alors (Calcul de différentielles
dans les espaces de Banach) :

uo(y) = uo(0) + Dug(0).y + %((UO)M(O)y% + (u0)yy ()53 + 2(u0)ay (0)y192) + o(h?).

La valeur moyenne calculée alors sur le disque nous donne :
1
(mpuo)(0) = uo(0) + 5= ((10)22(0) / yidyrdys + (Uo)yy(o)/ ysdyrdys) + o(h?)
2mh D(0,h) D(0,h)
On obtient alors le résultat souhaité en remarquant que :
1 2 1 2 2 1 / " 3 h?
dridry = — dridre = —— 2nredr = —M
52 /D(o,h) zideidey = — o (x] + x5)dx1dzo i mridr = 2

Nous allons maintenant généraliser cette propriété qui nous permettra de faire le lien entre noyau
de convolution et équation de la chaleur.
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3.2.3 Convolution par des noyaux a symétrie radiale normalisés

Nous définissons les noyaux a symétrie radiale normalisés de la maniere suivante, g(x) = g(|z|) et :

/R? g(x)dz =1 /R2 Pg(z)ds — /RZ 2g(x)dr = 2.

Nous nous intéressons alors a la préservation de ces propriétés par changement d’échelle. Regardons

les propriétés satisfaites par ag(7). Pour que la premiere égalité soit satisfaite, il faut nécessairement

que ab® =1 c’est & dire b = ﬁ Avec cette relation liant a et b, les deux dernieéres relations sont

satisfaites (changement de variables). Il est facile de voir alors que :

/]R2 r1g(7)dr = /}R2 rag(z)dr = /R2 z129g(x)dr =0 (3.4)

En effet, la fonction g étant a symmeétrie radiale, on a :

/(xl — 29)%g(x)dr = /(wl + 29)%g(x)dx

Ce qui permet de déduire la derniere propriété. Pour 'une des deux premieres propriétés, il suffit
de remarquer que :

Jr2w1g(@)dz = 0+oo xy [ g(x)dxaday + f,ooo x1 7 g(x)dwaday

On considere alors le changement d’échelle g (z) = %g(h%), et 'on dénote par g™ = gxgx---*g la
2

convolution d’ordre n. On définit de méme g;*, dont on étudie le comportement lorsque n — +oo
et h — 0. On étudie tout d’abord les propriétés de la convolution par g;. Nous avons le théoreme
suivant :

Théoréme 1 Soit g(x) € L'(R?) une fonction radiale normalisée, supposons de plus que :

/ 19(2)||z]2dz = C < +0

R2

alors pour toute fonction u € L®°(K)(C3(K), avec K compact de R?, on a :
(90 ) () = u(x) = hdu(z) + O(h2)

Dém : on peut écrire :

(s 0@ —u@) = [ h o) e =) = @)y

= /]1@2 g(z)(—h%Du(az).z + —D*u(z)(z, 2))dz

_hg/ g(2)D3u(z — h%Hz)(z,z,z)dz
R2
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ou § = 0(x, z, h) appartient a [0, 1]. Ceci utilise une généralisation de la formule de Taylor Lagrange.
Commencons par Iécriture de la différentielle premiere. L’application u est une application de R?
dans R. Considérons alors I'application ¢(t) = u(z + th) — t(u(x + h) — u(x)). g(0) = g(1) = u(x).
En utilisant le théoreme de Rolle, il vient que :

36 €]0,1] tel que ¢'(f) = 0 < u(z + h) = u(x) + Du(z + Oh)h.

Pour montrer I’égalité avec la différentielle seconde, on pose cette fois g(t) = u(x + th) — u(x) —
Du(x)th. On peut alors écrire la formule de Taylor avec reste intégral entre 0 et 1 ce qui donne :

g(1) 9(0) + ¢'(0) + Jo (1 = 1)g"(t)dt
w(@ +h) —u(z) — Du(x)h = [}(1—t)D>u(z + th)(h, h).

En appliquant alors le théoreme de la moyenne a l'intégrale, on obtient :
1
u(z + h) = u(z) + Du(x)h + §D2u(a: + 6h)(h, h).
Pour le développement a 'ordre 3, on écrit :

9(t) = u(z + th) — u(z) — Du(z).th — %DQu(x).tzh.

On a alors :
/ 1 1" 1 1 2 (3)
9(1) = g(0) +g°(0) + 59 (0) + 5 ; (1—1)%g" (t)dt,
ce qui entraine
L o e 2 (3)
u(x + h) —u(zr) — Du(x).h — §D u(z).h = u(x) + B (1 —1t)7g"(t)dt.
0

En utilisant de nouveau le théoreme de la moyenne pour exprimer 'intégrale, on obtient :
1 1
u(x 4+ h) = u(x) + Du(x).h + §D2u(x)(h, h) + ng(z + 60h)(h,h,h)

Revenons alors a la démonstration. En utilisant 'information des moments (3.4) et la définition des
fonctions radiales normalisées, on obtient :

((gn * u)(&) — u(z) — hAu(z)| < Ch? max|| Du(a)].

Nous allons alors montrer que Tpug = gp, * ug permet de définir des itérés ((75,)"up)(x) qui tendent
vers u(t,x) ou u(t,z) est la solution de ’équation de la chaleur. Ce résultat est démontré dans le
théoreme suivant :

Théoréme 2 Soit g(z) € L'(R?) une fonction radiale normalisée, non négative satisfaisant en
plus la condition du théoréme 1 et posons gp(x) = %g(h%) et Thu = gp x u. Alors, ((Tp,)"uo)(z) —
2

u(t,r) € LN (K), quand n — +o0o et nh — t, ot u(t,z) = Gyxug € L¥(K) est solution de I’équation
de la chaleur avec comme solution initiale ug :

Ou = Au / lu(t,z) —uo(x)|de — 0  lorsque t — 0
ot K
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Ce théoreme montre que l'itération de filtres passe-bas, isotropes et correctement normalisés est
asymptotiquement équivalent a I’équation de la chaleur.
Dém : Nous étudions tout d’abord les propriétés de T} appliquée a la solution de I’équation de la
chaleur. En utilisant le résultat donné par le théoreme précédent, en supposant que t € [¢1, t2], nous
avons que :

Thu(t,z) — ult,z) = g * ult,z) — u(t,z) = hAu(t,z) + O(h3),

le dernier terme est indépendant de t car |D3u(t,z)|| est uniformément borné sur le compact
[t1,t2] X K. Par ailleurs, comme u est solution de 1’équation de la chaleur, nous avons :

u(t + h,x) — u(t, z) = hAu(t, ) + O(h?),
u étant C'*° peut-étre uniformément borné sur le compact [t1,t2] X K, ce qui permet d’écrire :
Thu(t,z) — u(t + h,z) = O(h?)

L’opérateur Ty vérifie le principe du maximum, c’est a dire que si v < C alors Thu < C. En
conséquence, T, (O(h%)) = O(h®). On en déduit donc :

Njw

(Th)2u(t, z) — Thu(t + h, z) = O(h2)

En utilisant alors ’équation précédente en remplagant ¢ par ¢ + h, il vient :

)

N

Thu(t + h,x) —u(t + 2h,x) = O(h
En additionnant les équations, on obtient :
T2u(t + h,x) — u(t + 2h, x) = 20(h2)
et en itérant le procédé, on obtient :
Tru(t, ) — u(t + nh, z) = nO(h?)
-

a condition que t; <t + nh < t3. En faisant tendre n — +o00 et en posant h = T, il vient :

Tru(t, ) — u(t + 7,2) = O(h?) (3.5)

a condition que t; < t + 7 < to. Si nous pouvions prendre ¢t = t; = 0, la démonstration serait
terminée. Cependant, nous pouvons seulement le fixer trés petit. On fixe € > 0 et on considere ¢y
suffisamment petit tel que ’on ait :

() — woll iy = /K fu(ts, ) — up(a)|dz < ¢

D’apres les propriétés de la convolution dans L'(R?), nous avons que pour tout u € L'(K),

llgn * ullLr(ry < llgnllor @y lull L)
Comme [ g, = 1, Nous pouvons déduire que

[T u(ts; ) = Thuoll Ly rey < €
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On intégre alors la relation (3.5) sur le compact K avec t = t; pour obtenir :
T u(ts, ) — ulty +7,) | 1) = O(h?) < e
pour n pris suffisamment grand. En combinant les équations précédentes on obtient :
| T o — ults + 1) L1y < 2€
et par suite en prenant ¢; suffisamment petit et hn = 7, on conclut que
175 uo — u(7)|| < 2€

ce qui termine la démonstration H.

3.3 Equations de diffusion non linéaire

En chaque point (z,y) ou Vu(z,y) # 0, on considere

Vu Vut
= et £ = T
IVl [Vut]]
Ces deux quantités définissent un nouveau systeme de coordonnées. Appelons maintenant ® I’angle
cos(P)
sin(®)

n

formé par le gradient et 'axe Ox. On a alors n = < ) Ecrivons alors

‘3—;}‘ = Vu.n
= % cos(P) + %Z sin(®).

Une seconde dérivation conduit & :

2 2 : 2 .
Upy = % cos?(®) + 8‘15; cos(®) sin(P) + —i—gz—;‘ sin?(®)
— 2
= D (s o)
De la méme maniere, on a D?u( HVVUJII’ ”Vv“:”) = Uge.

3.3.1 Le modeéle de Perona et Malik

Parmi les défauts multiples de I’équation de la chaleur, un défaut important est de détériorer
les bords des images donc il n’est pas forcément judicieux de 1'utiliser comme prétraitement. Une
approche proposée par Perona et Malik [8] consiste a lisser les régions homogenes tout en préservant
les bords. La forme générale de ’équation utilisée est la suivante :

0
= = div(g([Vul) V)
avec g(s) = m On montre facilement que si [|[Vul| < %, il y a diffusion tandis que si ||[Vul| > &

il y a anti-diffusion. Nous allons réécrire I’équation de Perona-Malik dans le repere local défini par
n et £ On a donc :

div(g(|[Vul)Vu) = F(o(IVullyuz) + F; (9([Vullyuy)
= Dy([Vul)Vu+g(|[Vul)) Au

= g (IVull)un|[Vull + g([|Vu]) (upy + uee)
e (1A(|Vul?)uny
TFVal? T IVl
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Le premier terme apparait donc comme un terme de diffusion dans la direction orthogonale au
gradient tandis que le second est un terme de lissage dans la direction du gradient. Ce modeéle
permet un analyse de I'image en terme de bords et en plus permet la restauration des images par
lissage des zones homogenes, tout en préservant les bords. Cependant, comme la diffusion dépend du
gradient de u, cet opérateur n’est pas tres performant en présence de bruit. Pour pouvoir s’affranchir
du probléme posé par le non traitement du bruit par I’équation de Perona et Malik, Catté, Lions
et Morel ont proposé le modele suivant :

ou

ot
ou G, est un noyau Gaussien. En faisant dépendre la diffusion du gradient de 'image régularisée,
cela permet d’avoir une diffsuion importante 1a ou il y a du bruit.

= div(g(|IV(u * G)|) V), (3.6)

3.3.2 Approche par Minimisation de Tikhonov

Les équations de diffusion non linéaires précédentes utilisées comme prétraitement ont la propriété
d’avoir des états d’équilibre peu intéressants par rapport au but recherché, i.e. lisser I'image tout
en préservant les bords, donc pour étre utiles ces équations nécessitent un temps d’arrét. Une autre
facon de voir les choses consiste a considérer la résolution d’un probléeme d’optimisation. Si on
appelle up I'image bruitée (que I'on cherche & lisser), on souhaite que 'image @ (I'image lissée)
soit proche de wug et que les gradients de @ soit les plus petits possibles. Ceci doit se faire sous la
contrainte que ug et u satisfont la propriété de consistance suivante : fQ uy = fQ @ (le bruit étant
de moyenne nulle).

On trouve 'image @ lissée comme la solution du probléme d’optimisation suivant :

a = argmin{)\/]u—u0]2+/ \VuH%} (3.7)
u Q Q

sous la contrainte que [, ug = [, u.
Cherchons maintenant ’équation d’Euler associé a ce probleme d’optimisation. Soit

J(u):)\/ ]u—uo]2+/ HVuH2
Q Q

Pour ce faire, on calcule la différentielle de J.
DJ(u).h = / 2XM(u — ug)h + 2(Vu, Vh)
Q

= / 2\ (u — up)h — 2div(Vu)h + /(Vu, n)h,
Q r

ol n un vecteur orienté extérieurement a I' (On obtient ce résultat en appliquant le théoréme
de Green-Ostrogradski). En supposant que u satisfait des conditions de Neumann aux bords (
(Vu,n) =0 sur I'), on obtient que :

DJ(u).h = 2/9()\(uu0) — Au)h,

qui s’annule pour tout h si u satisfait I’équation d’Euler suivante :

—Au —ug) + Au = 0.



40CHAPITRE 3. EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES ET TRAITEMENT D’IMAGES

Finalement, on peut relier le probleme d’optimisation a une EDP de la forme.

%—?:—)\(u—u[))—f—Au Vo € Q
(Vu,n) =0 sur I’ (condition de Neumann)

On voit qu’il s’agit d’une équation de la chaleur modifiée par le terme A(u — ug), celui-ci empéchant
la diffusion d’éloigner trop u de ug. Si on appelle us la solution u lorsque ¢ tend vers +o0, alors on
a les propriétés :

Si A est grand, us est proche de ug.

Si A est petit, les bords dans I'image peuvent étre tres abimés.

Le probleme de la régularisation de Tikhonov est que les résultats pratiques de débruitage ne sont
pas extraordinaires. Une autre approche consiste a considerer une minimisation L' du gradient :

0 = argmin{)\/]u—UOQ—i-/HVuH}
u Q Q

avec la condition supplémentaire fQu = fQ ug. Pour étudier I’équation d’Euler associée, on pose

cette fois :
J(u) = /)\(uuo)2+/ |V
Q Q

On obtient cette fois ’écriture suivante pour la différentielle :

B S (Vu,n), o Vu
= [ [ S [ dieGion

En supposant que u satisfait la condition de Neumann : (Vu,n) = 0 sur I', on obtient que :

Vu
DJ(u)h = /(2)\(u ~ ) — div(- YY),
Q [Vull
La différentielle s’annule si -
u
2M(u — up) — div(=—) = 0.
[Vull

Donc I'EDP associée est

[Vl

%7; = —2\(u — ug) + div(2%:) sur Q
(Vu,n) =0sur T

Ainsi, contrairement & la régularisation de Tikhonov, le terme de diffusion n’est pas isotrope et
dépend des gradients de I'image (1a ou le gradient est important, il y a peu de diffusion). En
poussant un peu plus loin on pourrait envisager 'EDP suivante :

Ou = —2\(u —up) + div(g(||Vu|)Vu) sur Q

ot
(Vu,n) =0 sur I.

Le probleme est alors de relier cette équation a un probleme d’optimisation simple ce qui n’est pas
possible.

Remarque 1 L’intérét de relier des équations de minimisation o des états asymptotiques EDPs
est que ces dernieres permettent une resolution numérique du probleme.
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3.3.3 Le modele de Mumford-Shah et variantes

Pour segmenter I'image ug : 2 — R, Mumford et Shah [6] ont proposé de minimiser la fonctionnelle
suivante :

Ey(u, K) = ﬁ/ﬂ(u—uo)Q%—/g\K | Vu|? + ames(K)

Ce modele possede de nombreuses variantes.
Une approche voisine consiste a écrire explicitement une fonction de bord dans la minimisation,
c’est le modele de Nordstrom [7] :

Eu(u,w) = / Bu — up)* 4+ w||Vul]? + N (w — In(w))dz
Q

ou w: Q — [0,1] avec w ~ 1 & l'intérieur d’une zone homogene et est nulle sur les bords, « et
étant deux constantes positives. L’équation d’Euler associée est :

Blu—wug) — div(wVu) = 0
NA=D+IVull* =0

La seconde équation nous permet d’écrire w sous la méme forme que la fonction g du modele de
Perona et Malik :
1

T4 I

La méthode du gradient correspondant a la minimisation précédente conduit a I’équation dit de
réaction diffusion suivante :

{ Ju div(g(||Vul*)Vu) + B(up — u)
u(z,0) = ()

Cette équation combine le terme de diffusion de Perona-Malik et un terme de rappel vers I'image
initiale.

3.3.4 Approches par courbure moyenne

La motivation principale des filtres fondés sur le déplacement de la courbure principale dit ”mean
curvature motion” (MCM), est la construction d’un opérateur de diffusion non linéaire capable de
diffuser ”plus” dans la direction parallele aux objets significatifs et moins” dans leurs directions
perpendiculaires. On rappelle que I’équation de la chaleur peut s’écrire :

ou

ot Uge + Up,p

Si on ne conserve que la diffusion dans la direction des contours on obtient

ou D*u(Vu, Vu) Vu
gu _ — Ay 2wV, VU
5 Uge u e = ||Vul|div(

T<al) (38)
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Cette derniere égalité s’obtient grace au calcul suivant :

Vu J
Yulldiv — + = y )
[Vl (IIVUH) IV H(@:L‘(HVUH) 31/(WUII)
= Au-'V
(a) ™
D2u(Vu, Vu)
S Ay 2V, VU
[ Vu||?

Le front de diffusion est une ligne de niveau définie a I'instant ¢ par :

FTt = {(xvy)a u(xayat) = Cste}.
Cette courbe peut étre paramétrée par :
FT't = {M(37 t)7 U(M(S, t), t) - cste} (39)

La vitesse 8t M de déplacement du point M et aM , la direction de la tanagente a F;., en M sont liées
par la relation suivante :

oM oM

<W’ §> = 0, (3.10)

car seule la composante orthogonale a %—J‘f fait évoluer u. Une différentiation de (3.9) par rapport a
t et a s nous permet d’écrire :

oM ou
e Vutg =0
oM

Alors les équations (3.10) et (3.11) nous donnent %—Af = AVu. En remplacant dans (3.11) et en
utilisant (3.8) on obtient :

oM [VU],(VU

— v
ot vl ] O

Vu ]

= |—7=—| courbure(u)
[ [Vl

ou courbure(u) est la courbure en chaque point d’une ligne de niveau. Pour obtenir une telle relation,

nous avons d’abord dérivé deux fois (3.9) par rapport & s. En effet en écrivant M (s,t) = (z(s), y(s)),
il vient :

u 2u u u 2U 2U
)0+ (0161?69 0+ 6y () +y<>’<>§may = 0

('(5), 5/ () H(w)"(2/(3), 5/ (5) + 2" (s)ua + 4" (s)uy = 0

ou H(u) est la matrice Hessienne de u et u, = % et idem pour y. on remarque ensuite que :

92M
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ou K est la courbure et n est un vecteur normal a la courbe orienté intérieurement. Comme n =

——”ng , on obtient que K = —x(s)u%w, et en remarquant que t(z'(s),y'(s)) = ”VVUJ‘ , on obtient

Vut Vut
D? =
WG] o) = e

Vu

— || Vuldio(
IVl

)
= K|Vul|,

ce qui prouve le résultat. Les fronts de diffusion se déplacent ainsi avec une vitesse proportionnelle
a la courbure. Les courbes C, correspondant aux lignes de niveaux de u, évoluent selon 1’équation
suivante :
aC
7('7 t)
ot
ou K(z,y,t) est la courbure de C' au point (z,y) et au temps ¢ et N le vecteur normale a cette
courbe. L’équation diffuse peut donc étre interprété comme un filtre fondé sur la courbure principale

et correspond a une diffusion anisotrope dans la direction des lignes de niveau de I'image.
Partant de cette équation a été proposé par Alvarez, Lions et Morel [1] :

{ o = G(IVGDIVulldiv (2)., (3.13)
u(z,y,0) = uo(,y).

= K(,t)N

Ce modele se fonde donc sur le principe de la diffusion dans la direction des lignes de niveaux sauf
aux endroits ou le gradient régularisé est fort.
3.3.5 MCM et contours actifs

On peut voir le modele de diffusion précédent comme un modele de contours actifs de la maniere
suivante :

{ Ct = Css
C(.,0) = Co(.)

On peut alors voir le modele (3.13) comme un exemple plus sophistiqué de contours actifs ou les
contours (correspondant aux lignes de niveau) se déplacent en fonction de la courbure et de la valeur
du gradient local.

3.3.6 Formulation dans une base d’ondelette du probléme de minimisation

Soit ug € L*(Q2) et soit {¥;} une base orthonormée d’ondelettes de L?(2). Soit

ug(z) = Z cikVjr(x),

j7k

la décomposition de ug sur cette base. Comme u appartient aussi a L?(£2), il admet la décomposistion
suivante dans la base d’ondelettes : u(z) = >, ¢ x¥;x(x). Le fait que la base soit orthonormée

entraine :
lu— ol = lejn — &l

Jk
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On veut approcher fQ |IVul|| & laide des coefficients d’ondelettes, cela veut dire que 'on suppose

que u appartient a :
BV = {ue LQ(Q),/ [Vul| < +o0}
Q

ou BV signifie Bounded Variations (en francais, a variations bornées), et que ’on cherche a trouver
1 qui minimise la semi-norme associée. Malheureusement, ’espace BV ne s’écrit pas exactement a
I’aide des coefficients d’ondelettes mais on a une quasi-caractérisation de BV avec les coefficients
d’ondelettes :
ue BV = Z \Ej7k|2j/2 < 0.
j,k

Ecrit a I'aide des coefficients d’ondelettes, le probleme de débruitage s’écrit :

argmin § A 185 — cjul* + ) 164[277
¢ 4.k Jik

Le probleme de recherche de solution ne nécessite plus d’EDP.

Remarque 2 Il est a noter qu’un tel algorithme de minimisation peut servir a séparer géométrie
et texture dans une image. Soit f une image de départ (non bruitée), on peut chercher a minimiser
(modéle proposé par Yves Meyer) :

argmin < A | + llvllv
(u,’u),f:u-{—'u M~ —~

norme géométrie  norme partie oscillante
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