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Chapitre 1

Intégration

Ry = [0, +oc[U{+0} ={x €R ; = >0} U {+oo}.

Convention : o
Ve e Ry, x4+ (+00) = 400

400 siz >0
zx (o) = { 0 siz=0

1.1 Eléments de théorie de la mesure

1.1.1 Ensembles mesurables

Définition 1 Une tribu sur RN (N > 1) est une famille de parties de R contenant (), stable par
passage au complémentaire et par réunion dénombrable (et donc par intersection dénombrable).

Si B désigne une tribu sur RN, les éléments de B s’appellent les ensembles mesurables. On dit que
(RN, B) est un espace mesurable.

Exemples :

(i) (0, RY) est la tribu grossiere de RV,

(ii) P(RY) ensemble des parties de RY est la tribu discrete.

(iii) La tribu des boréliens sur R est la tribu engendrée par les ouverts (et donc par les fermés)
de RY. On peut montrer que cette tribu notée Bgn est engendrée par les pavés :

N
H[aj,bj] avec — 00 < a; < b; < 400
j=1

1.1.2 Mesures

Définition 2 Soit B une tribu de RN . Une mesure positive u sur B est une application de B dans

R, vérifiant :

(1) p(®) =0

(ii) Pour toute famille dénombrable (B;) d’éléments de B deur a deux disjoints on a :

plJBi) =D u(Bi)
1 1

5



6 CHAPITRE 1. INTEGRATION

(u est dénombrablement additive)
(RN, B, 1) est un espace mesuré.

Exercice : Montrer que 'on peut remplacer dans la définition : p(0)) = 0 par "la mesure n’est pas
partout égale a +00”.

Définition 3 Soit (RN, B, 1) un espace mesuré. On dit que cet espace est complet, ou que ji est
compléte ou que p est compléte pour B si :

(BeB,u(B)=0,ACB)=A€chB

Si (RY LB , i) est un espace mesuré, on peut montrer qu’ il existe une tribu B et une mesure (positive)
it sur B telles que :

(i) Bc B
(ii) VB € B, u(B) = u(B)
(iit) (RY,B, fi) est complet

Exemple fondamental : On peut montrer qu’il existe une unique mesure p sur la tribu des Boréliens

Bpn vérifiant :

N N
0 Ha], Hbfa]
i=1 i=1

w est la mesure de Borel de RV,
La complétée de cette mesure s’appelle la mesure de Lebesgue de RY.

Autres exemples de mesure :

1) mesure de comptage sur un ensemble X, A = P(X), u(A) = card(A)
2) mesure de Dirac, u(A) =1sia€ A, u(A) =0sia ¢ A (A ensemble mesurable).

Propriétés des mesures positives
1) u(A) < u(B)si AcC B.

2) Si A,, est une suite d’ensembles mesurables, on a :

UAn | <D A

n>0 n>0

3) Si A, B C RY sont mesurables, on a :
p(AUB) + p(AN B) = u(A) + p(B)

4) Si (Ay) est une suite croissante d’ensembles mesurables alors :

p(l An) = lim p(Ay)

n—-+0o00
neN

5) Si (A,) est une suite décroissante d’ensembles mesurables tels que p(A;) < +oo, alors on a :

a(() A = lim p(A,)

n—-400
neN

Exercice : Q € B(R) et u(Q) =0 ou p est la mesure de Lebesgue.
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Ensembles négligeables - Propriétés vraies presque partout

Définition 4 Soit A C RY un ensemble mesurable. Si u(A) = 0 on dit que A est négligeable (pour
la mesure considérée).

Remarque 1 Comme une réunion dénombrable d’ensembles négligeables est négligeable, dans R
(N =1), Q est dénombrable donc négligeable car les points sont de mesure nulle pour la mesure de
Lebesgue.

(0,11 1Q) = 0,12 ([0,1] N (R\Q)) = 1

o py, désigne la mesure de Lebesgue.

1.1.3 Fonctions mesurables
On considere I'espace mesurable (RY, B)

Définition 5 Une fonction f : RN — [0,00[ est étagée si elle prend un nombre fini de valeurs
distinctes a1, -+ ,a < +oo et si B; = f~1(a;) € B

Ecriture d’une fonction étagée : f = Zle a; 1p, avec a; € R, B; mesurable et B;NB; = si i # j.
La fonction 1p, qui vaut 1 sur B; et 0 en dehors est la fonction indicatrice de B;.

Définition 6 Une fonction F : RV — R est mesurable si image réciproque de tout intervalle
ouvert de R est un ensemble mesurable.

Remarque : on en déduit que 'image réciproque de tout intervalle par une fonction mesurable est
mesurable.
Exemple : une fonction continue est mesurable.

Théoreme 1

Soit f : RY — R,y une fonction mesurable positive. Alors f est limite simple croissante d’une
suite de fonctions étagées.

Démonstration Pour i entier € [1,n2"], on note E,; = f ([, ox]) et F,, = f~1([n, 00]). Cha-
cune de ces parties appartient & la tribu B car f est mesurable. A I’aide des fonctions caractéristiques
des ces parties on définit :

i —1
Sp = E o 1g, ;, + nlpg,
1<i<n2n

qui est une fonction étagée. Quand on passe de n a n + 1, les intervalles de la nouvelle subdivision
de [0, 00] sont contenus dans les intervalles de la n-ieme. Donc la suite s,, est croissante. On vérifie
facilement que s, (x) tend vers f(x) pour n — oo;si f(z) < 400 et n > f(x), s, est 'approximation
inférieure a 2% pres par un nombre dyadique.

Proposition 1

H Le produit et la somme de deux fonctions mesurables a valeurs réelles sont mesurables
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Démonstration Si f et g sont deux fonctions mesurables sur X a valeurs réelles, et si ® est une
fonction continue sur R? & valeurs rélles, alors la fonction h définie par :

h(z) = ®(f(z), g(z))
est mesurable. En effet, pour tout nombre réel «, ’ensemble
Qo = {(u,v) € R%, ®(u,v) > a}

est un ouvert, et est donc une rénuion dénombrable de rectangles ouverts

Qo= J Rn  Rn =lan, bu[x]cn, dn|.

n=1

Les ensembles

{2, (f(2), 9(x)) € Ru} = {w,an < f(a) < b))} {z,en < f(2) < dn)}

sont mesurables, et de méme ’ensemble

{w, h(z) > a} = {z, (f(2).9(x)) € X} = J {=, (f(2),9(2)) € Ra}

est mesurable. On en déduit que la somme et le produit de deux fonctions mesurables sont mesu-
rables.

Pour une suite (ay) € [0, 00|, sup(a,) désigne la borne supérieure dans [0, cc].
Pour une suite de fonctions f,, : X — [0, 00], n € N, la fonction sup f,, est la fonction z — sup f,,(x).
n n

Proposition 2

H Soit fy, : X — [0,00], une suite de fonctions mesurables. Alors sup f, et inf f,, sont mesurables.
n n

Démonstration
{:BGX,a<supfn<b} = {xGX,supfn<b}ﬂ{x€X,a<supfn}
c Yz e X, fulz) > a}(J{z € X, fulz) < b}

qui est mesurable en tant que réunion dénombrable d’ensembles mesurables. On a une égalité
identique pour l'inf d’ou la conclusion.

Remarque : il est tres compliqué de construire des ensembles non mesurables pour la mesure de
Lebesgue. Dans la pratique, on considérera que toutes les fonctions étudiées sont mesurables (sans
le démontrer).

1.2 Intégration des fonctions positives

Dans la suite p désigne une mesure sur RY.
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1.2.1 Définition de l’intégrale

Définition 7 1) Si f: RN = R, est une fonction étagée de valeurs distinctes ay,az, -, an,
on note A; = f~1(a;) et on pose

fdp=">>" aip(A;)
i=1

2) Si f:RN — Ry est mesurable, on définit I’intégrale de f par rapport a p comme 'élément
de [0, 00| donné par la formule suivante :

RN

/ fdu = sup{/ sdu, s est étagée et s < f}
RN RN

On dira que f est intégrable sur RN si cette quantité est finie.

3) Si E C RN est mesurable et si 1 est sa fonction indicatrice, on pose :

/E fp = /1R Fldp

Remarque : au 2), on peut définir de fagon équivalente fRN fdp = limy,_, fRN Spdp ot (sp,) est une
suite croissante de fonctions étagées convergeant simplement vers f (dans ce cas il faut montrer
que l'intégrale ne dépend pas du choix de la suite (sy)).

1.2.2 Propriétés élémentaires

1) Si f,g:RY — Ry sont mesurables et si Vz € RV, f(x) < g(x) alors
fdu < / gdp (croissance de I'intégrale)
RN RN
2) Si s et t sont deux fonctions étagées, on a

/ (s+t)du:/ sd,u,—i-/ tdu
RN RN RN

3) Soit £ un ensemble mesurable de RY tel que u(E) = 0. Alors :

/EfdMZ/RNfIIEdMZO

Démonstration

1) Si s est étagée < f,on a s < g et donc fJRN sdp < fRN gdp. En prenant la borne supérieure du
membre de gauche lorsque s varie parmi les fonctions étagées < f, on obtient ’égalité voulue.

[ s+t = ICERIEIALS
avec s = ZszllA ett = Zt 1. On remarque alors queZZ(s,—i—t (AN By) = Z%ZM(A N Bj)+

s S a1 B) = 5 a4 )+ (B = Jon $dp -+ fyn tdp, cor B\ By = 0 if 1 £
(1dem pour A;) et UBj—RN.

2) On peut écrire
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3) En exercice!

1.2.3 Théoréme de convergence monotone

On admet le théoreme suivant dit de Beppo-Levi :

Théoreme 2  Théoreme de convergence monotone ou de Beppo-Levi

Si (fu)nen est une suite croissante de fonctions mesurables de R dans R, on a :

/ lim f,,(z)dp = lim fa(z)dp < 400
RN RN

Corollaire 1
Linéarité

1) Si f et g sont deux fonctions mesurables RN — Ry et a, 3 deux réels > 0, on a :

/RN(aerﬂg)du—a/RNfdquﬂ/RNgdu

2) Soit (f,) : RY — Ry mesurables pour tout n, on a :

/RN (ih) du=:§;/wfndu

Démonstration

1) On sait qu'il existe des suites croissantes de fonctions positives et étagées telles que f, — f et
gn — g. Alors af,+8¢g, est une suite croissante de fonctions étagées et lim a.f,, +3g, = af+0g.
n

Comme on a :

[ ot Badu=a [ pau+s [ g

Le résultat s’obtient alors en appliquant le théoreme de convergence monotone a chacun des
membres de 1’égalité.

J
2) Posons V z, g;(z) = an(m) On a alors V2, g;(z) < gj11(z) et Vi, gj : RV — Ry est
n=0

K
mesurable. Vj € N, a; > 0 donc Z a; converge toujours dans R,. Sk = Z aj.
>0 =0
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1.2.4 Propriétés des fonctions intégrables positives
Propriétés : Soit f: RV — R, une fonction mesurable. On a, :
1)
/RN fdu=0<+<= f=0p.p. (f(z)=0p.p.)
2)
/]RN fdu < 400 = f < 400 p.p. (f(z) < o0 p.p.)

Démonstration
1) Posons A= {z € RY ; f(z) # 0}

- ()
Ve e RN, f(z) < 71151;071]1,4(1")

du < lim nllad th2 lim n 1 4dp car nly est croissante.
M iz 2
RN RN n—00 n—oo RN

——
1(A)=0
- (=)
Ia(z) < lim nf(x)
wu(A) :/ 14 du</ lim nfdu = hm n f(z)dp =0
RN RN 1700 RN

=0
2) Posons A = {z € RY ; f(z) = 4o}, Onaalors [, fdu = +o0 si u(A) # 0 et 0 sinon. Donc,
comme [, fdp < [ fdp, p(A) = 0.

1.3 Fonctions intégrables

1.3.1 L’espace des fonctions intégrables

Définition 8 Soit f une fonction mesurable. Si fi(x) = max(f(x),0) et f_(z) = max(—f(x),0),
on dit que f est intégrable (pour la mesure u) sur R si

frdp < oo et fodp < +o0
RN RN

On appelle intégrale de f le nombre noté / fdu tel que :

/fdu /f+du /fdﬂ

Remarque : si f est mesurable f, et f_ le sont. Par contre si f et g sont mesurables a valeurs
dans R la somme f + g n’est pas forcément définie par exemple si f(x) = +oco et g(x) = —co. En
revanche si f et g sont mesurables et intégrables f et g sont finies presque partout donc f + g est
définie presque partout. En posant f = 0 14 ol f est infini, § = 0 1a ol ¢ est infini, f + § a méme
intégrale que f + g et est mesurable.



12 CHAPITRE 1. INTEGRATION

Proposition 3

La définition de l'intégrale ne dépend pas du choix de g et h tel que f = g — h avec g > 0 et
h>0

Démonstration Ona f = f,—f_.Sionpose f = g—h,avecg,h >0 et/

gdp < +oo,/ hdp <
RN RN

400, on a fd,u:/ gdu—/ hds.
RN RN RN

Soitr:g—f+:h—f,rZOetrﬁg:Oﬁ/
R

On a/ gdp :/ rdu—i—/ f+dp et/ rdu :/ f_d,u—i—/ hdp, d’apres la linéarité des
RN RN RN RN RN RN

fonctions positives. D’ou fdu = gdu — hd.
RN RN RN

rdp < / gdp < +o0
N RN

Proposition 4

1) L’ensemble des applications intégrables de RV sur R pour la mesure de Lebesgue est un
espace vectoriel, noté £!(RY), et 'application (f € LY(RY) Jrn fdp) est une forme
linéaire.

2) Soient f,g € L'(RY) telles que f < g. Alors / fdu < / gdp.

RN RN
3) Soient f,g:RY — R mesurables avec g € L}(RY) et |f| < g. Alors f € LL(RY).
4) Soit f: RY — R mesurable, f € L}RY) < |f| € L' (RY)

/RNfdu‘ g/RN fldp.

Remarque : L’ensemble de ces propriétés est vrai pour d’autres mesures que la mesure de Lebesgue.

5) Si f € LYRY), on a

Démonstration

— Point 1
f=g—hyavecg>0h>0f =g —havec f'>0and ¢ >0. f+f =(g+4)—(h+h),
Jen (f + )dp = [gn(g+9")dp — [en(h+1)dp = [pn gdp+ [pn g'dp — [pn hdp — fon Bdp =
J fdp+ [ fdp

— Point 4
f=Ffr—f-et fon frdp < +00, [on f-dp < 400
|fl=f++f-
fRN |fldp = f]RN Jrdp + fRN J-dp < +00
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1.3.2 Intégration sur un sous-ensemble, intégrale p.p.

Définition 9 Soit A C RN un ensemble mesurable et soit f : A — R mesurable. On note :

f(z) sizeA

0 sinon

/Afdu £l /RN fadu

(f est intégrable sur A <= fa est intégrable sur RY).
On note LY(A) I’ensemble des applications intégrables sur A.

fA:fom):{

et on pose

Remarque 2 Si f est mesurable et définie sur un ensemble de mesure nulle, alors f est intégrable
et IRN fdu=0.

Définition 10 Soit P(x) une propriété faisant intervenir les points x de RY. On dit que P est
vraie presque partout si {x € RY; P(x) est fausse} est négligeable.

Définition 11 Soit f mesurable définie p.p. sur RN. Soit A C RY mesurable tel que ¥V x €
RM\ A, f(x) est défini et u(A) = 0. Posons :

: { f(x) siz € RV\A

fla) = “autre chose” six € A

St f est intégrable, alors tout autre prolongement ’est aussi et 'intégrale est la méme (démonstration
en exercice). On dit que f est intégrable et on pose

fdu= | fdu
RN RN

1.3.3 Théoreme de convergence dominée de Lebesgue

On démontre maintenant le théoreme fondamental :

Théoreme 3  Théoreme de convergence dominée de Lebesgue

Soit (fy) une suite de fonctions mesurables telle que :

(i) fulz) — f(x) Db

(ii) il existe g € LY(RY) telle que Vn € N, |f,(z)| < g(z) p.p.
Alors f € LY(RN) et on a :

/]RN!fn—f!du—>0 et /Randu—>/RNfdu

n—-4oo
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Démonstration
Posons
A, ={x € RN . |,

N =BU UAn

n>0

, N est alors négligeable.

= r) six N
e = { Bl dzemn

sinon

< _ f(z) siz e RV\N

fle) = { 0 sinon

_ B g(z) sizecRV\N

g(z) = { 0 sinon
gu(@) = |fala) = F(@)] et hn(a) = sup gi(a)
vn; hnzhn—l-l;vn? hnZU -
hn(z) — 0

n(z)| > g(2)}, B={x €RY ;

CHAPITRE 1. INTEGRATION

fn(x) ne tend pas vers f(x)}

0 < hy, <2g donc 2§ — hy, > 0 et (2g — hy,) est croissante.
Alors, le théoreme 2 (page 10) (Beppo-Levi) donne :

lim
n—oo JpN

<2§ - hn>dlu' -

lim
n—oo JpN

(29 — hyp)dp = lim

(hn)dp =0

Donc lim
n—oo JpN

1.4 Calcul pratique d’intégrales

hm (29 h )d,u—2/ gdpu

(25 )2,

gdp — lim (hpn)dp

n—oo [pN

Dans cette partie u désigne la mesure de Lebesgue (également notée dz)

1.4.1 Lien avec l’'intégrale de Riemann

Le théoreme de convergence dominée permet de retrouver le résultat suivant pour l'intégrale de
Lebesgue, et qui est classique pour l'intégrale de Riemann :

Proposition 5

Soit (fn) € C([a,b]) telle que (f,) converge uniformément vers f € C([a,b]). Alors :

lim
n—oo [a,b

mwz/ fdy
] [a,b]

Démonstration 3 C tq ||f|lcc < C. Montrons qu'il existe M >0V n, |f,| < M. En effet,
Vne{0,...,n0—1}, 3C, tq || fnlloo < Cr. On pose alors M = pax 1(1 +C,Cy)
<n<ng—

Maintenant, pour une fonction continue, on a le lien suivant entre les deux intégrales :
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Proposition 6

Si f est intégrable au sens de Riemann sur [a, b], alors f est intégrable au sens de Lebesgue sur
[a, b] et I'intégrale au sens de Lebesgue sur [a, b] est égale a 'intégrale de Riemann sur [a, b].

Démonstration On démontre la proposition uniquement dans le cas ou f est continue. Soit
F(z) = [T f(z)dx Vintégrale de Riemann. F' est une primitive de f. Considérons alors G(z) =
f[a 2] f(z)du ot p est la mesure de Lebesgue, montrons que G'(x) = f(z). On a :

G(z+ h) — G(z) _ 1/[ +h]f(t)dM

h h

= f(x 4+ th)du (formule de changement de variables a la fin du chapitre)
[0,1]

en appliquant le théoréme de convergence dominée a ¢t — f(x + th), on obtient }Lir% w =

f(x). Donc F et G sont deux primitives de f qui s’annulent en a donc elle sont égales.

Proposition 7

si f:R — RT est intégrable au sens de Riemann sur tout intervalle compact de R, alors f est

mesurable et on a : "
/ fdp = Tlim / f(t)dt = / f(t)dt
R R—+o0 J_R —o0

On parle dans ce cas d’intégrale de Riemann semi-convergente

Démonstration f, = f1_, . Comme f >0, (fn) est une suite croissante positive de fonctions
Lebesque intégrable sur R. et f,,(x) — f pour tout x € R. Par le théoréme de convergence monotone,

_ Q=
/R fdu Jm /R Jndp S Jdu

n
= lim / f(t)dt d’apres la proposition précédente
-n

n—-+o0o

+oo
= / f(t)dt intégrale de Riemann semi-convergente

—0oQ
Remarques :

1. Si [p f(t)dt = +o0 le résultat reste vrai
2. Si f n’est pas positive, la proposition est fausse (cf Smmﬂ)
Exemples :

1. Montrer que f(t) = = € L'(RY).

2. Montrer que f(t) = % ¢ LL(RN).
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3. falz) = ﬂ[n,n+1](m)' In € El(R+)‘ V>0, fa(xr) — 0. /RN fn=1c¢et /R lim f, =0 : ne

N n—00

marche pas! La fonction g du théoreme est g(x) = 1 sur R*, qui n’est pas intégrable.

1.4.2 Primitive et intégrale de Lebesgue

Proposition 8

Soit f : [a,b] — R une fonction Lebesgue intégrable alors F'(x) = f[a o (t)du est dérivable p.p
sur Ja,b[ et F'(x) = f(x).

1.4.3 Intégrales complexes

Définition 12 Soit f : RN — C,f = fi +ifs, fi, fo : RN = R Soit f = f1 +ifs f est mesurable
< f1 et fo sont mesurables.
f est intégrable <= f1 et fo sont intégrables, et alors :

/RNfz RNf1+z'/RNf2

‘/ fdu‘ﬁ/ fldp et /!f+g\du§/ If!du+/ 9l du
RN RN RN RN RN

1.5 L’espace L'(RY)
1.5.1 Motivation pour une norme

Soit f € LY(RY). Posons Ny(f) = / |f| dp, ot p est la mesure de Lebesgue.
On a: ®

1. N1(0) =0

2. Vfe LY (RY), YAeER ouC, Ni(Af) = |\ Ni(f)

3.V f,9 € LYRY), Ni(f +9) < Ni(f) + Ni(g)-

Donc on a presque une norme.
Si N1(f) =0 pour f € LY(RY), alors f = 0 p.p., donc N7 n’est pas une norme.

1.5.2 L’espace L!

Définition 13 Soient f,g € LY(RY). On dit que f ~ g (f équivalente a g) si et seulement si f = g
p.p.. C’est une relation d’équivalence. .
Posons LY(RY) = EI(RN)/N ={f; feEL'®Y)}. Onaalorsge f < f~g.

Proposition 9

LY(RN) est un espace vectoriel si on pose f+§ = f+get \f = \f
|.]l; est une norme sur L*(R¥) si on pose Hf”l = Ni(f).
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Proposition 10

H LY(RY) est un espace vectoriel normé complet

Théoréme 4

Soient (f,), f € LY(RY). On suppose que / |fo — f| —— 0.

RN n—-+oo
Alors, il existe une suite extraite (f,,) telle que f,, (¥r) — f(z) p.p. et il existe g € LY(RY)
telle que |fy, (z)| < g(x) p.p..

1.5.3 Les espaces L”

Définition 14 On peut de méme définir ¥V p € N*, LP(RV) = E”(RN)/N. On munit LP(RY) de la

orme s ], =0 = [ |f|f’>’1’

Définition 15 L2(RYN) = {f:RY =R ou C ; f mesurable et 3¢ >0 tq |f(x)| <c p.p.}.
L®(RN) est un espace vectoriel normé.
Soit f € L2RN), on pose alors Noo(f) = inf{c > 0/ |f(x)| < ¢ pp}.

On a:
1. Noo(0) =0
2. Noo(Af) = |A| Noo(f)
3. Neo(f + 9) < Noo(f) + Nuo(9)

4. Noo(f) =0= f =0 p.p.

Définition 16 On pose L¥(RY) = L®(RN)/ ~ et Hf”oo = Noo(f).

1.6 Intégrales définies par un parametre
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Théoréme 5

Soit I un intervalle de R et A C R un ensemble mesurable. Soit f une fonction mesurable
définie sur I x A (en fait définie Vt € I et p.p. sur A).
On suppose que Vt € I, (z — f(t,z)) € L1(A) et on pose :

- /A f(t,x)dn

1. Continuité : Sous les hypotheses suivantes :

(a) x p.p. sur A, (t — f(t,x)) est continue sur I
(b) 3ge LYA) tqVtel, |f(t,z) <g(z), z p.p. sur A
Alors F' est continue sur [.
2. Dérivabilité : Sous les hypotheses suivantes :

(a) z p.p. (t — f(t,z)) est dérivable sur I

(b) Ihe LY(A) tqVtel, ' f )| < h(z), x p.p. sur A
Alors F est dérivable sur [ et :
of
!
F'(t) = ot —(t,x)dp

Démonstration
1. Soit (t,) tel que ¢, — t dans I. F(t,) = / f(tn,x)dp. Soit fr(x) = f(tn,x), fu(zx) —
n—-roo A

f(t,x) p.p. sur A et Vn, |fn] < g p.p- Le théoréme de convergence dominée assure que
F(t,) — F(t).

2. On considere

(t+h /ft+h:c ft,z)
n

On a w — %(t,x) et w = at L(0y,,2) avec Oy €]t,t + h[ donc avec les
hypotheses du théoreme, on peut appliquer le théoreme de convergence dominée et il vient :

of

F'(t) = Bt

— (&, z) dp

1.7 Intégrales multiples

1.7.1 Intervertion des intégrales

Soit Q1 € RM et Q5 € R™2 des ouverts et uu(z),u(y) les mesures de Lebesgue resp. sur RV et RV2,
Dans le cas des fonctions positives on a :
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Théoréme 6 Théoréme de Tonelli ou Fubini> 0

Soit f mesurable positive sur €1 x Qo. Alors pour presque tout = € Q1 y — f(z,y) est mesurable
et pour presque tout y € Q9 © — f(z,y) est mesurable et on a :

(i)

/91< 0 fz,y) dM(ZJ)) dp(z) = /92< o f(z,y) du(m)) du(y) = /QIXQ2 flz,y) du(z) du(y)

(ii) Si ces intégrales sont finies, alors f € L'(£21 x Q).

Pour les fonctions de signe quelconque intégrables, on a le théoréeme de Fubini :

Théoréme 7 Théoréme de Fubini
Soit f S L1<Ql X QQ)
Alors pour presque tout x €

flw,y) € Ly($2) et ) fla,y) duly) € Ly ()

De méme pour presque tout y € {29

f(x,y) € L;(Ql) et 0 f(l',y) d,u(:n) € L;(QZ)

De plus, on a :

/91< o, f(z,y) dM(?J)) du(z) = /§22< o flz,y) d,u(x)) du(y) = /91XQ2 fla,y) du(z) du(y)

Application pratique Pour une fonction f de signe quelconque on procede de la fagon suivante :

(i) On applique le théoreme de Tonelli & |f| pour savoir si |f| € L' (€21 x Q2) (ce qui est équivalent
a f € Ll(Ql X Qg))

(ii) Si oui, alors on peut alors appliquer le théoreme de Fubini & f pour intervertir 'ordre d’intégration
et utiliser le calcul le plus facile.

1.7.2 Changement de variable
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Théoreme 8 Théoréme de changement de variable

Soient U et € des ouverts de RN et soit ¢ : U — Q un C'-difféomorphisme (¢ est une bijection
de U sur 2, ¢ € CL(U) et =1 € C1(2)). On note pour z € U :

Jy(z) = det (gfz( )) ¢ = (¢1,...,0nN)
1<i,j<N

Soit f une fonction mesurable définie p.p. sur €.

1) Si f est & valeurs dans R, on a :

/f ) dpu(y /f ) [ o(@)] dia(a)

2) Si f est a valeurs dans C,
f e LY Q) = (x— f((x))y(2)) € L1(U)

et on a la méme égalité.




Chapitre 2

Transformée de Fourier dans L!'(R)

2.1 Introduction

2.1.1 Historique

L’analyse en fréquences apparait en 1822 dans un traité de Joseph Fourier, la “Théorie analytique
de la chaleur”. L’équation de la chaleur est définie par :

u(@,0) = o(7)

Ici, u est une fonction de l'espace et du temps : u(Z, t). Dans le cas ou l'espace est un disque, u est
définie par : t > 0, Z € D = {Z € R, ||Z]| < 1}. u est cherchée sous la forme d’une série de Fourier :
u(r,0,t) =3,z cnlr,t)em.

L’intégrale de Fourier apparait en 1906 dans la théorie de 'intégration de Lebesgue. Elle permet
une analyse en fréquence de certains phénomenes (acoustiques, vibratoires, géophysiques, optiques).
Nous détaillons dans ce qui suit quelques propriétés intéressantes de la transformée de Fourier que
nous montrerons par la suite.

2.1.2 Intérét de l’intégrale de Fourier pour la resolution d’équations linéraires

L’intégrale de Fourier, notée F' pour l'instant, diagonalise les opérateurs de dérivation, c’est-a-dire :
F:u— F(u)

k .
F: (;i—ku) — (2imv)F F (u)

avec J opérateur et u fonction. L’intégrale de Fourier sert alors a la résolution d’équations différentielles
et ’EDP linéaires (Equations aux Dérivées Partielles).

2.1.3 Motivation pour le traitement du signal

Si l’on considere un signal (une fonction) périodique, la série de Fourier donne la décomposition en
harmoniques de celui-ci, plus facile a interpréter que le signal lui-méme :

u(z) =Y en(u)e™? w = 2%, e™? est une harmonique (correspond & la fréquence ”pure” v = 5= ).
L’intérét de I'intégrale de Fourier pour le traitement de signal est 1ié a I’étude des filtre linéaire.

21
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Un systéme regoit en entrée un signal f et émet en sortie un signal g. f et ¢ = L(f) fonctions du
temps t.

2 types de problemes que ’on peut traiter :

1. f et g connus : probleme d’identification du systeme L.

2. f connu et systeme connu : probleme du calcul de g.

en faisant une série d’hypotheses sur L :
— L est linéaire :

9=L(f), L(fi + Af2) = L(f1) + AL(f2).
— L est stationnaire (invariant dans le temps).
— L est invariant par translation : g(¢t —T) = L(f(t —T)).

On peut montrer alors que L est alors nécessairement un opérateur de convolution, c’est-a-dire :
Jh: R Rtqg(t) = (fxh)(t) = [TZ° f(x)h(t — x)dx

Pour résoudre les probléemes 1 et 2, sous certaines hypotheses sur h et f nous aurons : F(g) =
F(h=* f)= F(h)F(f), ce qui permet le calcul de la transformée de Fourier de g connaissant h et f
(reste alors a pouvoir inverser F' pour trouver g) ou connaissant g et f on peut trouver F'(h) (qu'il
reste encore une fois & inverser pour trouver h).

2.2 Transformation de Fourier dans L!(R)

2.2.1 Théorémes de densité

Définition 1 Soit f une fonction continue sur un ouvert Q de RN. On appelle support de f et on
note Supp(f) le complémentaire dans 0 du plus grand ouvert sur lequel f est nulle.

Supp (f) ={z € Q ; f(x) =0}

Définition 2 On désigne par Cy(Q2) lespace vectoriel des fonctions continues sur Q a support
compact (ensemble fermé borné en dimension finie), c’est-a-dire :

Co() ={feC) ; IKcompact, K CQ tqg¥Vz € Q\K, f(x) =0}

Théoreme 1  Théoréme de densité
Soit Q € RY un ouvert. Cy(Q2) est dense dans LP(Q) pour p € {1,2} ie :

Vpe{l,2},Ve>0,VfeLP(Q),IgeCo()tq [[f —gll,<e

Remarque : Le théoréme reste vrai pour les fonctions C§(Q), k < oo.
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2.2.2 Définition de la transformée de Fourier dans L'(R)

Définition 3 (Transformée de Fourier) Soit f € LY(R), on lui associe f telle que :

Vv eR, f(v) e /+OO f(z)e 2™ dy

—0o0

w = 27v : pulsation (rad.s~' ), v : fréquence (Hz) L application : F : f f est appelée transformée
de Fourier.

2.2.3 Propriété (Théoreme de Riemann-Lebesgue)

Théoréme 2 de Riemann-Lebesgue

1. F: f — f est une application linéaire, continue de L!(R) dans L*(R).
2. si f € L'(R), alors f est continue sur R et lirin fv)=o.
V— 00

Démonstration
1. — F linéaire (linéarité de [).

— Montrons la continuité de F en 0, autrement dit :

Vfe L'R), |[F(N)llem < Clfllniw

“+o00
v, < / F@)de = |l

oo

fol = | e

donc f € L=®(R) et |||l o) < I1fll 11 (w)-
2. soit g € C}(R), ensemble des fonctions C'! & support compact, alors

I
R
672i7wx +00 , 6721'71'1/1
= — d
[g(a:) — 29TV } oo /Rg (@) — 29TV v

. 1 /

P 0 car HngLl(R) < +o00.

or C}(R) est dense dans L'(R).
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dott: Vf € L'(R), Ve > 0, 3g € D(R), [|f — gll 1w < &
Alors, comme

O <IIF =gl @ +19W)),
on obtient lir:il flwv)=o0.
2.2.4 Exemple

Fonction “porte” : II = ]1} 1.1

272

. 1 . -
M) = |2 e~ 2imvz gy — () s cardinal.
,% TV

En pratique : la représentation graphique de f est la représentation en fréquence du signal f, appelé
spectre (module et phase).

2.2.5 Propriétés

Proposition 1  du retard
fellR), 7eR
Posons Vz € R, g(z) = f(x — 7). g € L'(R).
Alors Vv € R, F(g)(v) = §(v) = e 27 f(1)

— 2T

Remarque 1 e est un facteur de retard ou déphasage. On a ainsi :

v € R, |g0)] = [f(v)]

et Arg(g(v)) = Arg(f(v)) — 2mvT

Démonstration Un changement de variable dans I'intégrale de Fourier donne immédiatement le
résultat.

Proposition 2

f €LY (R), a>0.
Posons Vz € R, g(x) = f(az) : g € L'(R).

w e R, Flg(v) = - 1(%)

Remarque 2 Si f est a support compact : augmenter la taille du support de f (en dilatant f)
revient o contracter la fonction f et inversement.
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Théoréme 3

1. si & — 2 f(x) est dans L'(R) pour k € {0,--- ,n} alors f est n fois dérivable et on a :
fPw) =giv) weR

ot gu() = (—2ima) f(a)
2. Si fe LY(R)NC™(R) et si f*) € L1(R) alors pour tout k € {1,--- ,n} ona:

FRw) = @imv) fv) W eR

3. Si f € LY(R) et si supp(f) est borné, alors f € C.

Démonstration
k —2imva
1. Pour tout £ < n, % est continue pour tout v et presque tout z. Par ailleurs,
k —2iTva A~
\%| = |(=2imx)* f(x)| qui appartient & L'(R) donc f est de classe C* dans le

théoreme de dérivation d’une intégrale dépendant d’un parametre.

2. Calculons f’ . En faisant une intégration par parties il vient que :
f’(y) = [f(x)e—%ﬂux]iooo +/ f($)(2’i7‘(’1/)€_2i7w$d:l:
R

Remarquons alors que si f est intégrable et C et telle que f soit intégrable alors

@)= 0+ | "yt

comme f’ est intégrable, 'intégrale a une limite lorsque x tend vers +oo, donc f(x) admet
une limite quand x tend vers l'infini. D’autre part, cette limite est nécessairement nulle car
f est intégrable. On a donc f’ (v) = (2imv) f(v). On conclut en faisant un raisonnement par
récurrence.

Exemples de Transformée de Fourier a calculer

— Solent —oo < a <b < +oo et f=X[qy-

— On note u(t) la fonction égale a 1 si ¢t > 0 et 0 sinon (fonction de Heavyside). On note par ailleurs,
sign(t) la fonction égale a 1 si ¢ > 0 et —1 sinon. On pose par ailleurs un complexe a de partie
réelle strictement positive. Calculez alors les transformées de Fourier suivantes :

Df(t) =eu(t)  ii)f(t) = e u(—t)

iii) f(t) = el iv) f(t) = Leotu(t)
f(t) = sign(t)e=el

0)f(t) = fretu(—t) i)
~ Caleul de F(f) avec f : 2z e ™ (cf. TD) :
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Proposition 3

Soient f,g € L'(R). Alors f§ et fg appartient a L'(R) et on a :

Amzéﬁ

Démonstration Remarquez que le théoréme de Fubini s’applique & la fonction (z,v) — f(z)g(v)e= =,

2.3 Inversion de la transformée de Fourier dans L'(R)
Définition 4 Pour toute fonction f appartenant ¢ L'(R) on note :
F0) = [ )

On a alors le théoréme d’inversion suivant :

Théoréme 4

1. Soit f € L'(R). On suppose que f est continue au point = € R fixé et que fe L'(R). Alors
on a,

Démonstration 1) Nous démontrons d’abord le point 1

1_n
T 14+n202°

Pour n € N*, on pose g () = el ona gn(v) = Comme g,, est dans L'(R), on peut
écrire :

[ i@ = [ j)g = v

Le membre de gauche tend vers F f (z) d’apres le théoreme de convergence dominée. Montrons que
le membre de droite tend vers f(z). comme [, gn(v)dv = 1, on peut écrire

/ fW)gn(v — z)dv — f(z) = /(f(l/ +2) = f(2))gn(v)dv
R R

Soit € > 0, il existe n = n(e, z) tel que |y —z| < n = |f(y) — f(x)| < € (f continue en z). On peut
alors écrire :

A”@+V%Jhw@@myz/

lv[<n

(f(@+v) = f(2)gn(v) + / (f(@+v) = f(2)gn(v)

lv[>n
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Pour tout n € N*, on a :

z+v)— f@)|gw)dr <e | ¢,(v)dv =e.
/V|Sn|f(+) F @)\ (v)dv < /g<>

R

De plus,

| y f(x)éz(vﬂdvréIf(w)Kl-—;garcuw10w1ﬁ
v|zn

qui tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini. En outre, comme g, est paire et décroissante sur R™
| f@+v)gn@)| < gn()llf]1,
[v|>n

cette expression tendant vers 0 lorsque n tend vers I'infini. Le théoréme est donc démontré.

2) Nous démontrons ensuite le point 2. On multiplie I'intégrante par }Alg(l/) =T,

I = /(/ f(u)efﬂGQVQeQimJ(zfu)du)dV
R JR

on a (u,v) — ¢(u,v) = f(u)e_“GQ”Qez”V(x_“) € L'(R?). On va pouvoir appliquer Fubini pour
donner deux expressions de I :
i) On integre par rapport a u :

I = / f(y)e—we2u2€2i7wxdy
R

Or |f(v)e ™" e2imve| < | f(v)| qui appartient & L*(R) et liH(l) e~™¥” = 1. Donc par le théoreme
€E—

de convergence dominée, on obtient que lir% I = [ f(v)e* ™ dx.
€E—

ii) on integre par rapport a v :

I, ZL/ﬂm</e”&%%@“MQdu
R R

1 T—U
- / flu)=e ™ du,
R

€

en utilisant les propriétés des transformées de Fourier des Gaussiennes et la formule de dilatation.

Par ailleurs on sait que la fonction h.(z) = %e_”(%ﬁ est d’intégrale égale & 1. On peut donc en

déduire :
/R Lz) - f(2)] = /R /R (F( — ) — £(2) (o) du
- / / (@ — eu) — (@) he(u)du
R JR
/ 1@ — ew) — F(@)|uh(u)du
R

IN

Dans L'(R), nous avons la propriété suivante :

Proposition 4
H Soit f € L'(R), h € R. On pose 71, f(z) = f(x — h). Alors 7,h € L'(R) et }lLir% \mnf — fll1 = 0.
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Démonstration La démontration utilise la densité des fonctions continues & support compact
dans L'(R). En effet, soit g, une suite de fonctions continues & support compact tendant vers f
dans LY(R), on a :

Ve>03IN V>N |f—gnl1 <€

On a:
/R Fatn) - f@)] < /R @t n) —gule £ )] + /R (gn(z + 1) — gu(2)] + /R () — ()|

€

Considérons N tel que [f — gny| < § puis 7 tel que [[gy(z +n) — gn(2)[[1 £ § (Théoréme de
convergence dominée), d’ou le résultat.

Comme || f(xz — eu) — f(z)|1|h(u)| < 2||f||1|h(u)| qui appartient & L'(R), on en déduit en appli-
quant le théoreme de convergence dominée que :

lim 17— flli =0

Donc I tend vers f dans L'(R) donc il existe une sous suite Iy(e) convergeant vers f presque
partout, d’ou le résultat.

2.4 Produit de convolution et principe du filtrage

On va d’abord présenter des propriétés de la convolution dans L!(R), puis on s’intéressera aux
propriétés de la transformée de Fourier relativement aux probléemes de filtrage linéaire.

2.4.1 Produit de convolution dans L'(R)

Théoréme 5 et définition

feL'(R), ge L'(R). On pose : Vo € R, (f *g)(z) = [ f(y)g(z — y)dy.
Alors (f x g) est défini presque partout , 1ntegrable et ||f *gHL1 < HfHU(R) HgHLl(R)

Démonstration Appliquons le théoréme de Fubini :

/(/ [f(W)g(z —y |dy>daz—/|f (/Rg(a:—y)\da:>dy (2.1)

Et par changement de variable v = x — y. Nous obtenons :

@) = [1wl( [ lotlac) ay

= HfHLl(]R ||g||L1(R) < +0o0o

car [ |g(u)|du = 9l 1 (m)- Donc & — Jz [f(®)g(x — y)| dy est intégrable donc finie presque partout.
Donc (f % g) est définie presque partout, intégrable et :

/R 1(F % 9)(@) dz < 1111y gl e
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Proposition 5

Soient f,g,h € L(R).
~frg=gxf

— (fxg)xh=fx(g*h)

- (ftg)xh=Ffxh+gxh

Remarque 3 Pas d’élément neutre pour « dans L*(R) (cf TD).

2.4.2 Exemple de filtrage : les moyennes glissantes

Soit f une fonction de x € R. En chaque point x, on remplace f(z) par sa moyenne f(z) sur un
intervalle de longueur 7 :

_ ot3
fo =g [ 10a=1 [ xe g0 = [ 1= nsoa

ou h:u— 21i_z .7y est appelée fenétre carrée et f(x) = (h* f)(x).

En pratique :
— Choix d’une fenétre plus réguliere.
— Choix de 7 : probleme d’échelle sur les phénomenes dans f que ’on souhaite conserver ou lisser.

2.4.3 Convolution et transformée de Fourier

On étudie maintenant comment la transformée de Fourier peut nous aider & résoudre les problemes
d’identication de systemes linéaires.

Théoréme 6 : Convolution et transformée de Fourier

i) Soient f € L'(R), h € L*(R). Alors Vv € R, F(f » h)(v) = f(v)h(v).
ii) Soient f € LA1 (R), h € LY(R) tels que f et h soient aussi dans L!(R) Alors pour presque tout
vi,ona: fxh=F(fh)

Exemple 1 F(f)(v) = h(v)f(v) = 2200 f(v).

VT

h est appelée fonction de transfert. On peut alors adapter % a la bande de fréquences “utile” du
signal f.
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Démonstration i) Appliquons le théoréme de Tonelli : [, ([¢ |f(¥)g(z — y)|dy) |[e 2™ | dz =

1 gl ey < +oo
car ‘6*2“”’ ‘”‘ = 1. Nous pouvons alors appliquer le théoréeme de Fubini :

Fraw) = [ ( / f(y)g(:v—y)dy> o2 gy

= [ ([ 1ste =ty ) -2t

= [t ([ ot - e ac) ay
= [ s < / g<u>e—2mdu> dy = f)iv)

ii) Comme f et g sont dans L'(R) nous avons d’aprés ce qui précede, en remarquant que F a les
mémes propriétés que F :

F(fxg) = FHF@)
= fgp-p

N

comme f = F(f), f est bornée donc on peut considérer la transformée de Fourier de fg pour
finalement obtenir : fx g = F(fg).



Chapitre 3

Transformée de Fourier dans L*(R)

Nous avons vu au chapitre précédant que 1’étude de la transformée de Fourier dans L'(R) présente
des inconvénients notant en terme d’inversion. Dans ce qui suit, nous allons voir comment ’on peut
définir la transformée de Fourier sur L?(R) comme une application bijective de L?(R) dans L?(R).

3.1 L’espace L*(R)

Soient f,g € L*(R), on rappelle que L?*(R) est muni du produit scalaire < flg >= [, f(z)g(x)dx

et que la norme sur L*(R) est définie par : || f|l, = /< f|f >
Remarque : L?(R) est un espace de Hilbert dans lequel on a le théoréeme de Cauchy-Schwarz :

Théoréme 1  (Cauchy-Schwarz)

Soit f et g appartenant & L?(R), on a la propriété suivante :

| /R F(Hat)] < \/ /R |f|2<t>dt\/ /R lg[2(t)dt

3.2 Convolution dans L*(R)
On appelle convolution dans L?(R) I’application définie pour toute fonction f et g de L?(R) par :
Fla) = [ 1= oty

On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 2

i) F e CO'R)NL>®R)
ii) F est continue

31
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Démonstration i) ce point est une application directe du théoreme de Cauchy-Schwarz
ii) Pour le point 2)

Fatn)— F@)| = | /R (Fatn—y) - Flo—) g(v)ldy

< \// F@+n—y) - flz—)Pdy |gll2
R

Le terme dépendant de 1 tend vers 0 avec 1 (on utilise pour le démontrer la densité des applications
continues & support compact dans L?(R), voir la démonstration analogue du chapitre 2). Donc f
est continue en .

Exemple : la corrélation dans L?(R) est définie par :

/fx+t dt = f+ f(~a),

donc est continue.

3.3 Transformée de Fourier dans L*(R)

3.3.1 L’espace L'(R)(L?*(R)

Théoreme 3  (Plancherel-Parseval)

Soit f et h appartenant a L?(R) () L!(R), alors on a :

fromma- [

Si f = h, on a la propriété suivante : [, |f]* = [z Fik

Démonstration On commence par démontrer que la transformée de Fourier d’une fonction
LY(R) N L%(R) est dans L?(R) en montrant que || f||3 = || f]3-

2 2
Considérons maintenant g, (x) = e —az? qont la transformée de Fourier est Ja(x \/> e o . Par

application du théoreme de convergence monotone on a :

/ga / P < +o0
a—>0

car go(2)|f(2)|? est positive, appartient & L*(R) et est croissante lorsque o décroit.
2rx(u—y)

Par ailleurs, comme la fonction (x,u,y) — f(y)f(u)e go(x) est dans LY(R3) (en appliquant
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le théoreme de Tonnelli).

/ ol / e / Tlu / e~i2m (=0 g, () dudydu
/f /f Ddaly —udydu—//fy+u Fw)du galy)dy
—AG(y)Qa(y)dy—AG(ﬁy)e’”’2dy

=, G(O) = 1113,

la limite s’obtenant en appliquant le théoreme de convergence dominée.
Nous savons donc que la transformée de Fourier d'une fonction de L!(R) () L?(R) est dans LQ(R)

Nous allons maintenant démontrer la formule de Plancherel. Soit f et h dans L'(R )ﬂLQ(
appartient a LI(R) en tant que produit de fonctions de L?(R). Par ailleurs, si ’on pose h(t) = h(—t)

ona F(fxh)= fh qui appartient & L'(R), donc d’apres le théoreme d’inversion de la transformée
de Fourier et comme fh est continue en tant que convolution de fonctions de L?(R), on a f*h(z) =

F(f h)( ), pour tout z. En considérant la valeur en = = 0, on obtient 1’égalité de Plancherel.
3.3.2 Définition de la transformée de Fourier dans L?(R)

Proposition 1

H L’espace L'(R) [ L%(R) est dense dans L%(R).

Démonstration Soit la suite fy(z) = x[_n nj(z)f(2) qui appartient & L!'(R) () L*(R), on vérifie
que fy tend vers f dans L?(R).

Considérons une suite fy de fonctions de L*(R )N L?(R) convergeant vers f dans L?(R). Nous avons
vu que fy appartient & L?(R), d’autre part fn est de Cauchy dans L2 (R) puisque

I fx — frl? = / |fv — fp|? — 0 quand P tend vers I'infini.
N>xz>P

On définit foo la limite dans L2(R) de fy.

Il faut montrer que cette limite est indépendante du choix de la suite f tendant vers f. Il est facile
de voir que cela provient de 'égalité de Parseval. En effet, soit fy et fy de L'(R) () L?*(R) tendant
vers f dans L2(R) alors :

If5v = Fnllz = I fx = fulla = 0,
donc les transformées de Fourier ont la méme limite dans L?(R).

On a alors la définition suivante :

Définition 1 La transformée de Fourier d’une fonction f de L*(R) est définie comme la limite
dans L*(R) de la transformée de Fourier de toute suite fn de L'(R) (N L*(R) tendant vers f dans
L?(R).

On notera par la suite F(f) la transformée de Fourier de f quand f est dans L?(R).
Remarque : comme on a le choix de la suite, on prend fy = x[—n ][
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3.4 Propriété de la transformée de Fourier dans L*(R)

Théoréme 4

La transformation de Fourier (resp JF) se prolonge en une isométrie de L?(R) dans L*(R).
Désignons toujours par F et F, ces prolongements, on a alors :

- Vf e L*(R) FF(f) = FF(f) = [ presque partout.

- Vg€ LAR) [i f(2)g(x)ds = [ F(f)F(g)d¢

- Vf € LR) [ fll2 = |F(£)ll2

Démonstration La démonstration découle de la densité de L' (R) () L?(R) dans L?(R) (les égalités
étant vraies dans L!(R) () L?(R), elles le sont aussi dans L?(R)).



Chapitre 4

Théorie élémentaire des distributions

La théorie des distributions a été définie par L. Schwartz en 1947. Elle permet de donner un
cadre théorique et rigoureux a des calculs formels effectués par Heaviside des 1896 et par Dirac en
1926 : pour étudier des phénomenes de propagation, les physiciens ont manié des objets, comme
la ”fonction 67 de Dirac, avec les mémes regles opératoires que celles qui régissent les fonctions.
Or ces objets ne peuvent étre des fonctions. La théorie des distributions, extension de la notion de
fonction, a permis de fonder ces calculs et d’en préciser le maniement (une application est donnée
dans le chapitre sur I’échantillonnage des fonctions en traitement du signal).

La théorie des distributions va permettre en outre de dériver des fonctions qui n’ont pas de dérivée
au sens classique. C’est 'outil de base pour ’étude des équations aux dérivées partielles.

4.1 L’espace des fonctions test

4.1.1 Notations

Q désigne un ouvert de RV.
Un point de RY est noté = = (x1,...,zN).
Pour tout N-uplet d’entiers a = (a1, ...,an) on note || sa longueur :

ol =1+ +an

et o! sa factorielle :
al =ay!---ay!

Pour tout h € RV et aw € NV on note :
h® = h{* - WY
Toute dérivée partielle sera notée :

9°  0M 9e 9o ol

Oz 9z{' 0xy? T 0xyyY  Oat...0xQY

Ces conventions permettent décrire les formules de Taylor et de Leibniz sous la méme forme que
dans R :

9 =

35



36 CHAPITRE 4. THEORIE ELEMENTAIRE DES DISTRIBUTIONS

Formule de Taylor dans RY : Soit ¢ une fonction de classe C"*! dans RY :

o+ h) = 3 o) ol
<N

Formule de Leibniz dans RY

> (fg) = ( p ) 9°f 927y

BLa
|
avec f,g € C®(Q); a € NV et ( g ) :m;a!:allag!...am.

L’inégalité B < « signifie : Vi=1,... N, 3; < a.

4.1.2 Support d’une fonction

Définition 1 Soit ¢ une fonction continue définie sur 2. On appelle support de ¢ et on note
Supp (¢) la fermeture (dans ) de l’ensemble des points o ¢ est non nulle.

Une définition équivalente : le complémentaire (dans Q) du support d’une fonction ¢ est le plus
grand ouvert (dans Q) sur lequel ¢ est nulle.

4.1.3 Définition des fonctions test D(f2)

Définition 2 On note D(2) (ou encore C§°(K2)) l'ensemble des fonctions définies sur Q et a valeurs
dans C, indéfiniment dérivables et a support compact.

D(2) est un espace vectoriel.

Remarque 1 Soit ¢ € D(2). Supp (¢) est compact et Supp (p) C Q.

{ 0 si x € RV \ Supp ()

Posons : p(z) = o(z) siz € Supp(¢)

alors p € D(RY).

expﬁ silz]) <1

Exemple 1 ¢(x) = { 0 si |l > 1

¢ € D(RY), Supp (¢) = B'(0,1)

Théoréme 1

Pour tout & > 0, il existe ¢ € D(RY) tel que :
o(z) =1pour ||z|| <1,0< p <1et p(x) =0 pour ||z|] >1+0.
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4.1.4 Convergence dans D((Q2)

Définition 3 Soient ¢, et ¢ € D(Q).

On dit que @, converge vers ¢ dans D(Q) si :

— 3K compact, K C §Q tel que ¥V n, Supp (¢n) C K
-~ Vae NN, 9%, — 0% uniformément.

4.2 Définition des distributions

4.2.1 Définition

Définition 4 Une distribution T sur Q est une forme linéaire continue sur D(Y), c¢’est-a-dire :
(i) V1,02 € D(Q), VA € C, T(p1 + Apa) = T(p1) + AT (¢2)
(ii) Si pn, — ¢ dans D(Q), alors T(¢n) — T(p) dans C

On note D'(2) ensemble des distributions sur ; ¢’est un espace vectoriel.
On note (T, ) ou T'(p).
Exemples

1. On note L} () Pensemble des fonctions mesurables sur €2, intégrables sur tout compact de
Q.

Par exemple, —— € L} (R).

|z| loc
Soit f € L} .(Q). Pour ¢ € D(2) on pose :

Ty, ) = /Q f(@)p() da

TfeD(Q):
— T’ est bien définie puisque
F@)0(@)] < 9]l Dsupnie) (@) ()] € L)
— Ty est linéaire (linéarité de l'intégrale).
— Ty est continue sur D() :
Soit ¢, € D(N) telle que ¢, — 0 dans D(2).

(TS, pu)| = \ i f(:v)son(fﬁ)d:v‘ < [ 1@l len@lds < ol [ 1) s

2. Soit a € RY. Pour ¢ € D(RY) on pose :

(6a, 0) = p(a)
5a € D'(RV) :
— Linéarité :
(00, 01+ Ap2) = (01 + Ap2)(a) = @1(a) + Ap2(a) = (dq, ©1) + A(0a, p2)
— Continuité :

Si ¢, — 0 dans D(RY) :
Quand a = 0, on note § = dg.

(0a; on)| = len(a)] < llpnlloe — 0O
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3. Soit f € L} (Q). Pour ¢ € D(Q) et j € {1,..., N}, posons :

loc
T0) = [ S5 s
Si ¢, — 0 dans D(Q) : soit K compact tel que ¥V n, Supp (p,) C K.

den
8mj

(T, en)| <

n—oo

| r@de =0

Proposition 1

H L’application de L}, .(£2) dans D'(Q) qui & f associe Ty est linéaire et injective.

Démonstration
~ YV f1,f2 € L} (Q), VA € C, Ty 1ap, = Ty, + ATy,

En effet, soit ¢ € D(12),
Thane ) = [ G4 Mo= [ fio4n [ fop = (T3 0) + M7
Q Q

Q
- SiVe e D(Q), (T}, ) = / f(z)p(x)dx =0, alors f =0
Q

Remarque 2 L’application définie dans la proposition 1 n’est pas surjective. Elle permet d’identi-

fier L} (Q) a un sous espace vectoriel de D'(Q) qu’on appelle les distributions réguliéres.

4.2.2 Convergence des distributions

Définition 5 On dit que la suite de distributions T,, € D'(?) converge vers la distribution T €
D'(Q) si pour toute p € D(Q), (T, ) — (T, ).

p
On dit qu’une série E T, converge et a pour somme T si la suite S, = g T, converge vers T.
n>0 n=0

Exemples 2
1. Soit fn(z) = cos(nz), fn € L}, .(R). T}, € D'(R).

loc

lim Tj, =0 (car Vo € DR), (Ty,,p) = [ cos(nz)p(x)de —— 0).

n—-+oo n—00
2. Soitn € N, §, — 0 dans D'(R).
Soit ¢ € D(R), (0, p) = ¢(n) =0 pour n grand (car ¢ a support compact).
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4.2.3 Support d’une distribution
Définition 6 Soit T € D'(Q). Soit w C Q un ouvert. On dit que T est nulle sur w si pour toute
¢ € D(w), (T,p) =0.

Exemple 3 Soit a € RN. §, est nulle sur Cgn{a} = RV \ {a}. Siw C RY ouvert et a ¢ w, &, est
nulle sur w.

Définition 7 Soit T € D'(Q). Le support de T, noté Supp (T), est le complémentaire (dans Q) du
plus grand ouvert w sur lequel T est nulle.

On peut montrer que w existe.
Exemple 4 Supp (d,) = {a}

Définition 8 On note £'(Q) 'espace vectoriel des distributions & support compact (dans Q).

Si f e C(2) et Supp (f) est compact, T € ().
') 2 D).

Théoréme 2

Soit T;, € D'(Q?), n € N.
Si pour toute ¢ € D'(Q2), (T}, ) a une limite dans C, alors 7T}, a une limite dans D'(Q).

Démonstration
- D) 3 p+— lim (T, ¢) est linéaire.
n—-+0o00
Y1, P2 € D(Q) et A e C.
lim (<Tn7 Y1+ >‘902>) = lim <Tﬂv 801> + >‘<Tnv 902> = lim <Tna ‘Pl> + A lim <Tna ‘P2>
n—-+00 n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o

— La continuité de lim T, est une conséquence du théoreme de Banach Steinhaus (admis)

Exemple 5 Vn, T, = Z(Sp € D'(R).
p=0
Soit o € D(R). 3n, € N tq Supp (¢) C [—no, nol-
no no
(Tny ) =Y _00) —— > (p)
p=0 p=0

done, il existe T € D(R) tel que T,, — T dans D'(R) : T = Z Sp-
p=>0

4.3 Opérations sur les distributions

Le but : étendre aux distributions certaines opérations définies sur les fonctions.
Les conditions :

1. La nouvelle définition doit coincider avec ’ancienne pour les fonctions.

2. Continuité au sens des distributions des opérations définies.
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4.3.1 Dérivation des distributions

Soit f € C1(Q) et soit 1 < j < N. Pour ¢ € D() :

of (9g0
52 /f ool
_ ¢
<T§TJ;7§0> - _<Tfa 87%>

Pour les distributions on a :

Proposition 2 (et définition)
Soit T € D'(R2),1 < j < N et p € D(Q), on définit aT par :

J

Dy
_<T7 87>

J

<8£ >d2f
8.’Ej’(p -

Démonstration La linéarité est évidente, Si ¢, — ¢ dans D(2) alors %"’" — (%Dj dans D(Q),

d’otl la continuité de 2 8— et donc appartlent aD(N)

Proposition 3
Soit T € D'(R2).

1. Pour 1 <j <N, or € D'(Q).
8:15]-

0*T 0T
8xj8wk - 8xk6x]
2. T est indéfiniment dérivable et on a :

Y € D(Q), (0°T, ¢) = (—1)l°NT, 9%p)

Pour1<j3, k< Nona:

Démonstration (du 1))
— Soit p et ¢ € D(Q), X € C.

T 0
_ 0@ oY
= T )
_ 9 9y
oT oT
= (g M)
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— Soit ¢, — 0 dans D(2). D’apres la remarque 7?7 (page 77), gin — 0 dans D'(Q).
J
oT don
On a: <67xj790n> - _<T7 8.’E] > —0

— Soit ¢ € D(Q).

0T oT Oy

Bwsom? = \oay Ba)
79Tk Ly 0%;
0% 0%
= (T, ) = (T, )
O0x0x; " w0y,

- (9L ey 0T
N 837 Oz, N 837;{837]-’@

Proposition 4

La dérivation est continue sur D'(2).
Si T,,, T € D'(Q) et T, — T dans D'(Q), alors ¥V o € NV, 99T}, — 9°T dans D'(1Q).

Démonstration
Soit ¢ € D(Q).
(0°Tn, ) = (—1)°NT,, 0%) — (~1)1° T, 8%¢) = (0T, )

Remarque 3 Toute fonction continue et méme localement intégrable a des dérivées de tous les

ordres (en tant que distribution) : ces dérivées ne sont pas en général des fonctions'.

0

Exemple 6 Si f € C1(Q) 'a (Ty) = Taf
Dans ce cas la dérivée est encore une demvatzon réguliére.
Exemples 7
. , . P ) 1 siz>0
1. On prend pour T la fonction d’Heaviside définie par : Y (z) = { 0 siz<0

Y € L} (R), donc Y définit une distribution Ty € D'(R) (elle est dérivable).
Soit ¢ € D'(R)

—+oo
o) =~ == [
DoncY' =3.

2. Posons f(z) = In|z| pour x # 0.
fe Ll (R) donc f définit une distribution de D'(R).
Soit ¢ € D(R)

o) = —(f. ) = - /R f@)e @) = — m [ f(a)e (@)de

e—0t |z|>e

Il
©
—~

(a)
=

Il
—~
=
S
~

Il existe M > e tel que Supp (¢) C [—-M, M].

Yi.e : des distributions de la forme T}
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[ e - / F(2)e! (2)de + _Ef(:v)w’(x)d:v
|x|>e

M
_ <>so<x>1é”—/ ol )d+f o5 [ s

— e +p(-ehnte) - [ |¢( dz

x

—0
En effet : (p(e) — p(—¢))In(e) = 2e¢'(0) In(e) ou 6 €] —¢,¢],
d’oii : [(¢(e) — (=€) In(e)]| < 2|[¢[l leIn(e)] — O
On a donc : (f',0) = (vp (L), ) c’est-a-dire (In|z|)’ = vp (2).

T

Définition 9 Soient a = ag < a1 < ... < ap < apy1 = b des points de R. Soit f une application
définie sur |a,b[\{a1,...,ap}.

On dit que f est de classe C* par morceaur si¥ j € {1,...,p}, f a des dérivées jusqu’a 'ordre k
sur laj,aj41] et si ces dérivées se prolongent continiment sur |a,a1], [aj, aj41] pour 1 <j<p-—1
(sip>2) et sur[ap,b.

On note f(a; £0) les limites a droite et a gauche en a;,i=1,...,p.

Théoréme 3 Formule des sauts

Soit f de classe C'! par morceaux sur Ja,b[. On a :

! —{f}+Z (ai +0) — f(ai = 0))dq,

o f' désigne la dérivée de f au sens des distributions (c’est-a-dire (T%)") et {f’} désigne la
distribution définie par la dérivée de f en dehors des points a;, 1 <17 < p.

Exemple 8 Y/ ={0} +0 =0

Démonstration

Pour p =1 : Soit ¢ € D(]a, b[).
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(fle) = —=(fe
= / fe' — alfso
O A I S L
n—+oo J, n—+00 Jo 11/n

a1—1/n
S [ CEE I R B R
. 1 1 o
_nll}-}-loo [—f <CL1 + n) ® (al + n) - /a1+1/nf ‘P]

— p(an)(f (a1 +0)— / f@+/ 1o

L2 e

4.3.2 Multiplication par les fonctions C*

— La multiplication de deux distributions quelconques n’est pas possible en général.
Contre-exemple : f(x) = g(x) = \F,f,g € L} .(R). Donc Tf, T, € D'(R) mais (fg)(z) = % ¢
[’loc(R)

— Soit T' € D'(Q) et soit f € C®(Q).

Cas particulier :

SiT =Ty g€ L, (2):VoeD®), (fg.0) = [ fge = (9. f¢)
Cas général :

On pose : (fT, ) < (T, f¢), ¢ € D(9),
La formule a un sens, car fy € D(Q).

Proposition 5

H Avec les notations ci-dessus : fT € D'(2).

Démonstration
— Linéarité :
<fTa ¥1 +>‘(702> = <Taf(<p1 +>‘(102)> = <T> fsol +)\f‘ﬂ2>
= (T, fe1) + MT, fo2) = (fT.p1) + M[fT, 02)
— Continuité :

D’apres la formule de Leibniz :

>(fg) = ( p )aﬂfaaﬂg

BLa
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- a ol
avec f,g € C®(Q); a € NV et < 3 ) :m; al = aglag!. .. apn!.
Soit ¢, € D(), ¢, — 0. On a : fy, — 0 dans D(N).
JK compact, K C 2 tel que V n, Supp (¢,) C K. Alors Supp (fe,) C K.
Soit a € N¥,

el = |3 ( y )aﬁfaa—%n

BLa
« &) a—p3
< S(5 )l foal o
Exemples 9
1. Soita €, feC>®(Q), on a fé, = f(a)dg :
Soit ¢ € D(Q), (fda ) E (60, F0) = F(a)p(a) = F(a) {0, )
2. xvp (%) =1:

Soit ¢ € D(R),
(zvp <i) o) = (vp <1> ,xp) = lim 20A2) g

x e—0t |z|>e x

= lim o(z)dz

=0t Jiz|>e

= /go(av)dx
(par le th. de convergence dominée)
= (L)

Exercice Trouver toutes les distributions T' € D'(R) telles que : 2T = 0.

Proposition 6

1. Soient T,,, T € D'(Q) et f € C°(N).
Si T,, — T dans D'(Q), alors fT,, — fT dans D'(Q).
2. Soient f,, f € C*°(Q) et T € D'(Q).

SiVaeNN 9%f, — 0%f uniformément sur tout compact de €, alors f,T — fT dans
D'(Q).

Démonstration
1. Soit ¢ € D(Q),
(T, ) = (Tn, o) ——— (T fo) = ([T )
2. Soit ¢ € D(Q),
(faT = [T, ) = (T, (fn = f)p) — 0 car (fn — f)p — 0 dans D(Q2)
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Remarque 4 SiT,, — T dans D'(Q) et si Vo € NN9 f,, — 9% f uniformément sur tout compact
(avec les notations de la proposition 5) alors f,T, — fT.

Proposition 7

Soit T € D'(2) et f € C*°(R). On a :

(fT) = f'T+ T’

(Ceci est vrai, a tous les ordres, et en dimension > 2 : formule de Leibniz)

Démonstration

Soit ¢ € D(R).

((fT) ) = =(fT,¢") = —(T,f¢)

T+ [T ¢ = é (fT¢) = (T,
T

Fo) +(T', fo)
= (T,(fe)) = (T,f

T, ) +
T, f'¢) - o) = (T, f'o+ 1)

—(T, f¢')

4.4 Convolution d’une fonction et d’une distribution : D(R)«D'(R)

Définition 10 Soit T € D'(R) et ¢ € D(R). Alors

Vo € R, (T # o)) & (T, p(x ) otp(a—.):y— plz—y)

La définition est consistante, car a x fixé, y — @(x —y) est C°°, a support compact, ¢’est donc une
fonction de D(R).

Théoreme 4
oit T € D'(R) et ¢ € D(R).

Alors

— (T'xyp)(x) estune fonction, continue, C>
s

x
R C

Et ona: Vp e N, (T *p)?(z) = (T * ¢)(x) = (T * p?)(2)

dxP

Démonstration
Continuité :
(Tx@)(x+h) = (T*xp)(x)=(T,p(x+h—")—px—"))

©z,n(y)ED(R)

(p)

Ona:ppn 7 0 dans D(R) (¢a,n et ¢, [ 0) uniformément sur tout compact.

T est continue sur D(R), donc hmhﬁo[(T xp)(x+h)— (T *p)(x)] =0.
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Dérivabilité : On procéde au méme raisonnement pour :

LT )+ 1) — (T xg)(a)) = (0 EEFRZD Ty i ()
= T+ ¢/)(a)
Donc T * ¢ est dérivable et (T x o) (x) = (T x ') (x).
De plus,
O o= (% e ) = (T lple = ) = (T, — ) =T

Exemples 10

(0% @)(x) = (6, 0(x —.)) = p(z)
d’o : 0% = . est I’élément neutre pour *.
(00 * 0)(2) = (ba, p(z —.)) = p(x — a)

Remarque 5
— % est une opération régularisante.

= 8i T = {f} avec f € L} (R), alors f = p est C™ si ¢ est C™ (cette propriété sert dans la

démonstration de D(R) est dense dans L'(R)).



Chapitre 5

Transformée de Fourier des
Distributions

La transformée de Fourier des distributions va étre définie pour un sous-ensemble de D’'(R), appelées
distributions tempérées qui seront définies comme ’ensemble des formes linéaires continues sur
I’espace de Schwartz que nous introduisons dans un premier temps.

5.1 L’espace de Schwartz

Définition 1 On note S(R) l’ensemble des fonctions ¢ : R — C telles que :
~peC™(R)
~ Vp,n € N,3C tel que |pP) ()| < W (décroissance rapide)

Autrement dit, les fonctions de S(R) sont les fonctions C*° dont les dérivées de tout ordre sont a
décroissance rapide.
Exemple : ¢(z) = e~

22
Théoréeme 1 S(R) a les propriétés suivantes :
1. Vp € S(R), VP eC[X] P¢ecSR)

2. Vo € S(R), ¢ € S(R)
3. Vp>1 S(R)cC LP(R)

Théoréme 2 De plus, F est une bijection (linéaire) de S(R) sur lui-méme et d’inverse F.

PREUVE : Soit f appartenant & S(R), comme pour tout k, =¥ f(x) est dans L'(R), f appartient a
C*®(R). Soit ne Nand p € N, on a :

1

&' 1) = € F(~2ima) f(2) = e F(((-2ima) F@) ™),

En utilisant les propriétés de stabilité de S(R) par produit par un polynéme et par dérivation, on
obtient que la fonction dont on prend la transformée de Fourier est dans S(R), donc sa transformée
de Fourier est bornée, ce qui prouve le résultat.

47
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Par ailleurs, comme f et f sont dans L'(R) et que f est continu, on a f(z) = F(f)(x). Comme
Ff = (Ff), pour tout f € L'(R) o f,(z) = f(—x), on obtient FF(f) = F((F(f))s)

/. m

En remarquant que I’ensemble des fonctions C* a support compact sont dans S(R) et en utilisant
le lemme 1 du chapitre précédent sur la densité de telles fonctions dans L'(R) et L?(R), on obtient
le résultat suivant :

Théoréme 3 L'espace S(R) est dense dans L*(R) et dans L*(R).

Remarque : On peut munir I'espace S(R) d’une norme que nous introduirons en temps utile.

5.2 Distributions Tempérées

Nous avons besoin de définir la transformée de Fourier dans un cadre plus général pour donner
un sens a la transformée de Fourier de signaux échantillonnés qui sont les signaux rencontrés en
pratique.

5.3 Les distributions tempérées
définition 2 On appelle distributions tempérées l’ensemble des formes linéaires continues sur S(R)
Théoréme 4 S'(R) C D'(R)

PREUVE : Comme D(R) C S(R), si T est linéaire sur S(R) elle est aussi linéaire sur D(R). Pour
définir la continuité de T sur S(R), nous avons besoin de la notion de convergence vers 0 dans cet
espace qui est définie de la maniere suivante :

®,, — 0 dans S(R) < V(p, k) € N?sup [F®P) (z)| — 0
zeR
Si on considere ®,, dans D(R), on voit que si @, tend vers 0 dans D(R) alors ®,, tend vers 0 dans
S(R), donc si est T' est continue sur S(R), elle I'est aussi sur D(R) W
Pour montrer qu’une distribution est tempérée, on doit a priori utiliser pour la continuité des
fonctions de S(R) qui ne sont pas support compact. En pratique, nous utiliserons le rsultat suivant :

Théoréme 5 Une distribution T appartient S'(R), si et seulement si T est continue sur D(R) pour
la convergence induite par S(R).

PREUVE : L’implication est immédiate, la réciproque provient du fait que D(R) est dense dans S(R)
(pour la norme sur S(R)). T est linéaire continue sur D(R) qui est dense dans S(R), donc d’apres
le théoreme de Hahn-Banach (pour des espaces topologiques...), il existe un unique prolongement
linéaire continu de S(R) dans R W

Nous énongons maintenant quelques propriétés essentielles des distributions tempérées :

Proposition 1 Soit T une distribution tempérée.

i) Pour tout k € N, 2*T est dans S'(R).

i) Pour tout k € N, la dérivée T®) est dans S'(R)

iii) Les applications T — 2*T et T — T®) sont continues de S'(R) dans S'(R).

Exemples classiques de distributions tempérées :
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1. Soit f: R — C. On dit que f est a croissance lente si :
3 ¢>0 NeN VzeR |f(z)] <c(l+22)N.

Toute fonction & croissance lente est une distribution tempérée.
2. Les fonctions de LP sont des distributions tempérées.

3. Si la suite (y,,) est & croissance lente alors la distribution

n=+oo

T = Z yn(sna

n=—oo

est tempérée. En particulier, A, est tempérée.

5.4 Transformée de Fourier de distributions

Définition 3 On définit la transformée de Fourier des distributions de la maniére suivante :
VI e S'(R),p e SR) <T,¢ >=<T,¢ >

Remarque : Si f est dans L'(R) ou L?(R) alors T; = T}
Nous énongons tout d’abord le théoreme fondamental :

Théoréme 6 La transformée de Fourier est un application linéaire bijective et bicontinue de S'(R)
sur lui-méme, d’inverse F défini par :

Vo € S(R) < FT,® >=<T,F® >

PREUVE : Il est immédiat que I'application 7' — T est linéaire de &’ (R) dans lui méme. Soit 7;, — 0
dans §’(R) alors : A )
Voe SR) <T,,®>=<T,®>-0

car ® appartient & S (R). Donc I'application est continue.
On montre ensuite que 'inverse est F

VO € S(R) < FI,® >=<T,F(®) >=<T,d >

La démonstration de la continuité de 'application T — FT est la méme que celle de T — il |
Nous avons alors les propriétés souhaitées suivantes :

Proposition 2 Soit T une distribution tempérée :

1. pour tout k € N T*) = (—?r?)kT
2. T®) = (2ime)*T

3. Pour tout a, 7,1 = e2imazT
4. 1L = e~ 2imal
Transformées de Fourier des distributions usuelles :

76,\:]‘
_Aa:éAl
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— Soit f un signal dont les échantillons correspondent a un pas d’échantillonnage a et forment une
suite a croissance lente. On définit I’échantillonnage de la fonction f a la fréquence d’échantillonnage
a par la distribution fA, = )" ., f(na)dn.. D’apres les résultats énoncés plus haut, cette distri-
bution est tempérée et par continuité de la transformée de Fourier sur S'(R), la transformée de

Fourier de la fonction échantillonnée est Y. f(na)e=2mnmeA,
nez
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