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Ìîòèâàöèÿ

ñàìûìè óñïåøíûìè êëàññàìè êîíè÷åñêèõ ïðîãðàìì ÿâëÿþòñÿ
ïðîãðàììû íàä ñèììåòðè÷åñêèìè êîíóñàìè

áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ áàðüåðîâ ñ äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè:
àâòî-øêàëèðîâêà

ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòî ñâîéñòâî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ ∇̂C = 0,
ãäå ∇̂ � ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà ìåòðèêè, C � öåíòðî-àôôèííàÿ
êóáè÷åñêàÿ ôîðìà

C ∼ F ′′′:

C ≡ 0 � F ∼ "ïîëèíîì âòîðîé ñòåïåíè"

∇̂C ≡ 0 � F ∼ "ïîëèíîì òðåòüåé ñòåïåíè"

íàèáîëåå ïðîñòîé êëàññ áàðüåðîâ ïîñëå ãèïåðáîëè÷åñêîãî
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Ñèììåòðè÷åñêèå êîíóñà

Îïðåäåëåíèå

Ñàìîäâîéñòâåííûé îäíîðîäíûé êîíóñ íàçûâàåòñÿ

ñèììåòðè÷åñêèì.

îäíîðîäíûé: ãðóïïà ëèíåéíûõ àâòîìîðôèçìîâ êîíóñà
äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà âíóòðåííîñòè

ñàìîäâîéñòâåííûé: ëèíåéíî èçîìîðôåí äâîéñòâåííîìó
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Êëàññèôèêàöèÿ

[Âèíáåðã, 1960; Koecher, 1962] ëþáîé ñèììåòðè÷åñêèé êîíóñ
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëåäóþùèõ
íåïðèâîäèìûõ ñèììåòðè÷åñêèõ êîíóñîâ:

êîíóñ Ëîðåíöà

Ln =
{

(x0, . . . , xn−1) | x0 ≥
√
x21 + · · ·+ x2n−1

}
, n 6= 2

ìàòðè÷íûé êîíóñ S+(n), H+(n), Q+(n) âåùåñòâåííûõ,
êîìïëåêñíûõ èëè êâàòåðíèîííûõ ýðìèòîâûõ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííûõ ìàòðèö, n ≥ 3

êîíóñ Àëüáåðòà O+(3) îêòîíèîííûõ ýðìèòîâûõ
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö ðàçìåðà 3× 3
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Æîðäàíîâû àëãåáðû

ñèììåòðè÷åñêèå êîíóñà èìåþò è àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó

Îïðåäåëåíèå

Êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà J, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

(x • x) • (x • y) = x • ((x • x) • y)

äëÿ âñåõ x , y ∈ J íàçûâàåòñÿ æîðäàíîâîé àëãåáðîé.

Æîðäàíîâàÿ àëãåáðà íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâîé åñëè èç∑n
k=1 xk • xk = 0 ñëåäóåò xk = 0 äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n.

îïðåäåëåíû ñòåïåíè xk = x • · · · • x
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Ñâÿçü êîíóñîâ ñ àëãåáðàìè

Òåîðåìà

Ïóñòü K ⊂ Rn � ñèììåòðè÷åñêèé êîíóñ. Òîãäà íà Rn ñóùåñòâóåò

ñòðóêòóðà åâêëèäîâîé æîðäàíîâîé àëãåáðû J òàêîé, ÷òî

K = {x • x | x ∈ J}.

Äëÿ ëþáîé åâêëèäîâîé æîðäàíîâîé àëãåáðû J çàäàííûé âûøå

êîíóñ êâàäðàòîâ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì êîíóñîì.

äëÿ âíóòðåííîñòè êîíóñà òàêæå åñòü ïðåäñòàâëåíèå

K o = exp J =

{
exp x =

+∞∑
k=0

xk

k!
| x ∈ J

}
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Ïðèìåðû

êîíóñó Ëîðåíöà Ln ñîîòâåòñòâóåò æîðäàíîâà àëãåáðà ñ
ïðîèçâåäåíèåì (

x0
x̃

)
•
(
y0
ỹ

)
=

(
x0y0 + 〈x̃ , ỹ〉
x0ỹ + y0x̃

)
îíà îáëàäàåò åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì (1, 0, . . . , 0)T

ìàòðè÷íûì êîíóñàì íàä R,C,H,O ñîîòâåòñòâóþò àëãåáðû ñ
ïðîèçâåäåíèåì

A • B =
AB + BA

2

îíè îáëàäàþò åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì I
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Äåòåðìèíàíò

êàæäàÿ æîðäàíîâà àëãåáðà èìååò äåòåðìèíàíò, ïîëèíîì
d : J → R

íà âíóòðåííîñòè ñèììåòðè÷åñêèõ êîíóñîâ äåòåðìèíàíò
ïîëîæèòåëåí, è ðàâåí íóëþ íà ãðàíèöå

äëÿ íåïðèâîäèìûõ êîíóñîâ:

Ln: d(x) = x20 − x21 − · · · − x2n−1
Sn+: d(A) = detA

äëÿ ïðîèçâåäåíèé:

d(x1, . . . , xm) =
m∏
i=1

di (xi )
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Àâòî-øêàëèðîâàííûå áàðüåðû

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü K ⊂ Rn � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ, K ∗ äâîéñòâåííûé
ê íåìó, F � ñàìîñîãëàñîâàííûé áàðüåð íà K ñ ïàðàìåòðîì ν,
F∗ � äâîéñòâåííûé ê íåìó áàðüåð íà K ∗. Òîãäà F íàçûâàåòñÿ

àâòî-øêàëèðîâàííûì åñëè äëÿ âñåõ x ,w ∈ K o ñïðàâåäëèâî

s = F ′′(w)x ∈ intK ∗, F∗(s) = F (x)− 2F (w)− ν.

Êîíóñ K , äîïóñêàþùèé àâòî-øêàëèðîâàííûé áàðüåð,

íàçûâàåòñÿ àâòî-øêàëèðîâàííûì.

Nesterov, Todd: äëÿ ëþáîé ïàðû (x , s) ∈ (K × K ∗)o ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ òî÷êà øêàëèðîâêè w ∈ K o òàêàÿ, ÷òî

F ′′(w)x = s
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Êëàññèôèêàöèÿ

Hauser, G�uler, Lim, Schmieta 1998 � 2002:

àâòî-øêàëèðîâàííûé êîíóñ ⇔ ñèììåòðè÷åñêèé êîíóñ

àâòî-øêàëèðîâàííûå áàðüåðû íà ïðîèçâåäåíèÿõ êîíóñîâ
ÿâëÿþòñÿ âçâåøåííûìè ñóììàìè àâòî-øêàëèðîâàííûõ
áàðüåðîâ íà íåïðèâîäèìûõ ôàêòîðàõ

àâòî-øêàëèðîâàííûå áàðüåðû íà íåïðèâîäèìûõ êîíóñàõ
ÿâëÿþòñÿ ëîãàðèôìàìè äåòåðìèíàíòîâ
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Îáîçíà÷åíèÿ

∂F
∂xα = F,α,

∂2F
∂xα∂xβ

= F,αβ è ò.ä.

F ,αβ = îáðàòíàÿ ãåññèàíà F,αβ

ïðàâèëî Ýéíøòåéíà ñóììèðîâàíèÿ ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ
èíäåêñàì

F ,αβF,βγ :=
n∑

β=1

F ,αβF,βγ = δαγ
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Ñâÿçü ñ æîðäàíîâûìè àëãåáðàìè

Òåîðåìà (G�uler, Schmieta, Koecher)

Ïóñòü F � àâòî-øêàëèðîâàííûé áàðüåð. Òîãäà âåëè÷èíû

K a
bc = F ,adF,bcd ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè æîðäàíîâîé

àëãåáðû,

(u • v)a = K a
bcu

bv c .

èç êîýôôèöèåíòîâ K a
bc = F ,adF,bcd âîññòàíîâèòü F ′′,F ′′′

îäíîçíà÷íî íåâîçìîæíî

ðàçíûå àâòî-øêàëèðîâàííûå áàðüåðû ìîãóò ïðèâîäèòü ê îäíîé
è òîé æå àëãåáðå
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Ìåòðèçîâàííûå æîðäàíîâû àëãåáðû

ê àëãåáðå íóæíî äîáàâèòü ìåòðèêó, ÷òîáû ìîæíî áûëî
âîññòàíîâèòü áàðüåð

gabK
b
cd = F,abF

,beF,cde = F,acd ñèììåòðè÷íî

Îïðåäåëåíèå

Ìåòðèçîâàííîé æîðäàíîâîé àëãåáðîé íàçûâàåòñÿ ïàðà (τ, J),
ãäå J � æîðäàíîâà àëãåáðà, τ � áèëèíåéíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ

ôîðìà íà J, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

τ(a • b, c) = τ(a, b • c)

äëÿ âñåõ a, b, c ∈ J.
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Áàðüåðû è ìåòðèçîâàííûå àëãåáðû

Òåîðåìà

Ïóñòü K � ñèììåòðè÷åñêèé êîíóñ è J ñîîòâåòñòâóþùàÿ

åâêëèäîâà æîðäàíîâà àëãåáðà. Òîãäà ëþáîé

àâòî-øêàëèðîâàííûé áàðüåð íà K ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

F (x) = τ(e, log x),

ãäå τ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ôîðìà, ìåòðèçóþùàÿ J.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî òàêîãî τ ôóíêöèÿ F (x)
ïðîïîðöèîíàëüíà àâòî-øêàëèðîâàííîìó áàðüåðó íà K .

çäåñü e � åäèíè÷íûé ýëåìåíò àëãåáðû, à log � îáðàòíàÿ îò
ýêñïîíåíòû
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Ïàðàëëåëèçì F ′′′

Êîãäà K a
bc = F ,adF,bcd ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè æîðäàíîâîé

àëãåáðû?

Îòâåò: òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∇̂F ′′′ = 0, ãäå ∇̂ �
ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà ìåòðèêè F ′′
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Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ

óðàâíåíèå ∇̂F ′′′ = 0 çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

F,αβγδ − ΓραδF,ρβγ − ΓρβδF,αργ − ΓργδF,αβρ = 0

ýòî ýêâèâàëåíòíî êâàçèëèíåéíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ 4-ãî ïîðÿäêà

F,αβγδ =
1

2
F ,ρσ (F,αβρF,γδσ + F,αγρF,βδσ + F,αδρF,βγσ)

Γa
bc = 1

2F
,adF,bcd � ñèìâîëû Õðèñòîôôåëÿ ñâÿçíîñòè ∇̂

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Ïàðàëëåëèçì êóáè÷åñêîé ôîðìû
Òî÷êè øêàëèðîâêè êàê îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè

Ñèììåòðè÷åñêèå êîíóñà
Àâòî-øêàëèðîâàííûå áàðüåðû
Óñëîâèÿ ïàðàëëåëèçìà

Óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè

ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå ïî xη è çàìåíèì âîçíèêàþùèå
ïðîèçâîäíûå 4-ãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèè îò 3-õ, èñïîëüçóÿ ñàìî
óðàâíåíèå

F,αβγδη =
1

4
F ,ρσF ,µν (F,βηνF,αρµF,γδσ + F,αηµF,ρβνF,γδσ

+ F,γηνF,αρµF,βδσ + F,αηµF,ργνF,βδσ + F,βηνF,γρµF,αδσ

+ F,γηµF,ρβνF,αδσ + F,βηνF,δρµF,αγσ + F,δηµF,ρβνF,αγσ

+ F,δηνF,αρµF,βγσ + F,αηµF,ρδνF,βγσ + F,δηνF,γρµF,αβσ

+ F,γηµF,ρδνF,αβσ)

àíòèêîììóòèðóÿ δ, η, ïîëó÷àåì óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè
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Ñèììåòðè÷åñêèå êîíóñà
Àâòî-øêàëèðîâàííûå áàðüåðû
Óñëîâèÿ ïàðàëëåëèçìà

Óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè

F ,ρσF ,µν (F,βηνF,δρµF,αγσ + F,αηµF,ρδνF,βγσ + F,γηµF,ρδνF,αβσ

−F,βδνF,ηρµF,αγσ − F,αδµF,ρηνF,βγσ − F,γδµF,ρηνF,αβσ) = 0.

óìíîæàåì íà (F ′′)−1 è ïîëó÷àåì

ΓηαµΓµδρΓρβγ + ΓηβµΓµδρΓραγ + ΓηγµΓµδρΓραβ

− ΓµαδΓ
η
ρµΓρβγ − ΓµβδΓ

η
ρµΓραγ − ΓµγδΓ

η
ρµΓραβ = 0

òîæäåñòâî ñïðàâåäëèâî åñëè

ΓηαµΓµδρΓρβγu
αuβuγv δ = ΓµαδΓ

η
ρµΓρβγu

αuβuγv δ

äëÿ âñåõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ u, v
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Ïàðàëëåëèçì êóáè÷åñêîé ôîðìû
Òî÷êè øêàëèðîâêè êàê îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè

Ñèììåòðè÷åñêèå êîíóñà
Àâòî-øêàëèðîâàííûå áàðüåðû
Óñëîâèÿ ïàðàëëåëèçìà

Ïåðåõîä ê àëãåáðå

â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x îïðåäåëèì ñëåäóþùåå óìíîæåíèå íà
êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå:

Γ(u, v)α = (u • v)α =
1

2
F ,αδF,δβγu

βvγ = Γαβγu
βvγ

óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Γ(Γ(Γ(u, u), v), u) = Γ(Γ(u, v), Γ(u, u))

óìíîæåíèå îïðåäåëÿåò êîììóòàòèâíóþ àëãåáðó,
óäîâëåòâîðÿþùóþ òîæäåñòâó Æîðäàíà

(u2 • v) • u = (u • v) • u2

ò.å. æîðäàíîâó àëãåáðó
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Òî÷êè øêàëèðîâêè êàê îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè

Ñèììåòðè÷åñêèå êîíóñà
Àâòî-øêàëèðîâàííûå áàðüåðû
Óñëîâèÿ ïàðàëëåëèçìà

Ãåññèàí ìåòðèçóåò àëãåáðó

ãåññèàí F ′′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

F ′′(u • v ,w) = F,βγΓβδρu
δvρwγ =

1

2
F,βγF,δρσF

,σβuδvρwγ

=
1

2
F,δργu

δvρwγ =
1

2
F,βδu

δF,ργσF
,σβvρwγ

= F,δβu
δΓβργv

ρwγ = F ′′(u, v • w).

ïîýòîìó F ′′ ìåòðèçóåò àëãåáðó

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Ïàðàëëåëèçì êóáè÷åñêîé ôîðìû
Òî÷êè øêàëèðîâêè êàê îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè

Ñèììåòðè÷åñêèå êîíóñà
Àâòî-øêàëèðîâàííûå áàðüåðû
Óñëîâèÿ ïàðàëëåëèçìà

Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ

Òåîðåìà

Ïóñòü (τ, J) � ìåòðèçîâàííàÿ æîðäàíîâà àëãåáðà. Òîãäà

ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ⊂ J íóëÿ òàêàÿ, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ

F (x) =
∞∑
k=2

(−1)k

k
τ(x , xk−1)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ∇̂F ′′′ = 0 íà U.
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Ñèììåòðè÷åñêèå êîíóñà
Àâòî-øêàëèðîâàííûå áàðüåðû
Óñëîâèÿ ïàðàëëåëèçìà

Ïàðàëëåëèçì ãðàäèåíòà

ïðîèçâîäíàÿ F ′ ÿâëÿåòñÿ ∇̂-ïàðàëëåëüíîé åñëè

F,αβ − ΓγαβF,γ = F,αβ −
1

2
F ,γδF,αβδF,γ = 0

ýòî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

2F ′′(·, ·) = F ′′′(·, ·, (F ′′)−1F ′)

îáîçíà÷èì êðàñíûé âåêòîð ÷åðåç −e
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Ñèììåòðè÷åñêèå êîíóñà
Àâòî-øêàëèðîâàííûå áàðüåðû
Óñëîâèÿ ïàðàëëåëèçìà

Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ

ïîëîæèì eγ = −F,δF ,γδ

òîãäà ïîëó÷èì
2F,αβ = −F,αβδeδ

äèôôåðåíöèðóåì eγ

eγ,α = −F,αδF ,γδ + F ,γρF,ρσαF
,σδF,δ

= −F,αδF ,γδ − F ,γρF,ρσαe
σ = −δγα + 2F ,γρF,ρα = δγα

òàêèì îáðàçîì, e(x) = x + const
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Ïàðàëëåëèçì êóáè÷åñêîé ôîðìû
Òî÷êè øêàëèðîâêè êàê îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè

Ñèììåòðè÷åñêèå êîíóñà
Àâòî-øêàëèðîâàííûå áàðüåðû
Óñëîâèÿ ïàðàëëåëèçìà

Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ

âûáåðåì íà÷àëî êîîðäèíàò òàê, ÷òî e(x) = x

F,δ + F,γδx
γ = (F,γx

γ),δ = 0

⇒ F,γx
γ = const = ν

⇒ F (αx) = ν logα + F (x), α > 0

çíà÷èò F ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíî

ðàññóæäåíèå îáðàòèìî åñëè detF ′′ 6= 0

è ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè ν, è ïîëîæåíèå íà÷àëà êîîðäèíàò
âîçíèêàþò êàê êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ
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Ïàðàëëåëèçì êóáè÷åñêîé ôîðìû
Òî÷êè øêàëèðîâêè êàê îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè

Ñèììåòðè÷åñêèå êîíóñà
Àâòî-øêàëèðîâàííûå áàðüåðû
Óñëîâèÿ ïàðàëëåëèçìà

Ïàðàëëåëèçì êóáè÷åñêîé ôîðìû

Òåîðåìà

Ïóñòü M ⊂ Rn � öåíòðî-àôôèííàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ñ

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìåòðèêîé. Ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) M ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ

àâòî-øêàëèðîâàííîãî áàðüåðà

á) öåíòðî-àôôèííàÿ êóáè÷åñêàÿ ôîðìà ïàðàëëåëüíà ïî

îòíîøåíèþ ê ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà öåíòðî-àôôèííîé

ìåòðèêè íà M.
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Ïàðàëëåëèçì êóáè÷åñêîé ôîðìû
Òî÷êè øêàëèðîâêè êàê îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè

Ñèììåòðè÷åñêèå êîíóñà
Àâòî-øêàëèðîâàííûå áàðüåðû
Óñëîâèÿ ïàðàëëåëèçìà

Èòîãè

íàéäåíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ àâòî-øêàëèðîâàííîñòè
áàðüåðà

ëîêàëüíîå óñëîâèå â ôîðìå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ 4-ãî ïîðÿäêà

∇̂F ′′′ = 0: "êóáè÷åñêèé ïîëèíîì"

íàèáîëåå ïðîñòîé êëàññ ïîñëå ãèïåðáîëè÷åñêèõ áàðüåðîâ

àëãîðèòìû?
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Ïàðàëëåëèçì êóáè÷åñêîé ôîðìû
Òî÷êè øêàëèðîâêè êàê îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè

Áëèæàéøèå òî÷êè
Reach
Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå îáúåêòîâ

Ìîòèâàöèÿ

â ïðÿìî-äâîéñòâåííûõ ìåòîäàõ èòåðàöèÿ ãåíåðèðóåò ïàðó (x , s)

s 6= −F ′(x) è (x , s) 6∈ M

â êàêîé òî÷êå ñòðîèòü àïïðîêñèìèðóþùóþ êâàäðàòè÷íóþ
ôóíêöèþ / àïïðîêñèìèðóþùèé êîíóñ?

Íåñòåðîâ, Òîää: â òî÷êå øêàëèðîâêè

ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòóèöèÿ: â áëèæàéøåé òî÷êå
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Ïàðàëëåëèçì êóáè÷åñêîé ôîðìû
Òî÷êè øêàëèðîâêè êàê îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè

Áëèæàéøèå òî÷êè
Reach
Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå îáúåêòîâ

Òî÷êà øêàëèðîâêè êàê áëèæàéøàÿ òî÷êà

òî÷êà øêàëèðîâêè, çàäàííàÿ óñëîâèåì

F ′′(w)x = s

ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøåé ê (x , s) òî÷êîé íà M â ïñåâäî-ðèìàíîâîé
ìåòðèêå ïðîèçâåäåíèÿ:

max
w∈Ko

〈x − w , s + F ′(w)〉

ïðîèçâîäíàÿ ïî w ïðèâîäèò ê óñëîâèþ

−(s + F ′(w)) + F ′′(w)(x − w) = 0

êðàñíûå ÷ëåíû ñîêðàùàþòñÿ, ïîñêîëüêó F ′′(w)w = −F ′(w)

ïîõîæàÿ ïðîáëåìà ðàññìîòðåíà â [Nesterov, Todd 1997]
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Òî÷êè øêàëèðîâêè êàê îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè

Áëèæàéøèå òî÷êè
Reach
Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå îáúåêòîâ

Áëèæàéøèå òî÷êè

ïðåïÿòñòâèÿ äëÿ åäèíñòâåííîñòè áëèæàéøåé òî÷êè:

ãëîáàëüíûå: òî÷êè, äàëåêèå íà ïîäìíîãîîáðàçèè, áëèçêè â
îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå

ëîêàëüíûå: êðèâèçíà ìíîãîîáðàçèÿ
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Ïàðàëëåëèçì êóáè÷åñêîé ôîðìû
Òî÷êè øêàëèðîâêè êàê îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè

Áëèæàéøèå òî÷êè
Reach
Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå îáúåêòîâ

Reach

Îïðåäåëåíèå (Federer 1959)

Ïóñòü A ⊂ E � ïîäìíîæåñòâî Åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

Áëèçêîé ê A òî÷êîé íàçîâåì òî÷êó x ∈ E òàêóþ, ÷òî ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííàÿ òî÷êà a ∈ A, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ||x − a|| = d(x ,A).
Reach òî÷êè a ∈ A � ýòî ìàêñèìóì ïî r ≥ 0 òàêèõ, ÷òî

îòêðûòûé øàð Bo
r (a) âîêðóã a ñîñòîèò èç áëèçêèõ òî÷åê.

The Reach ïîäìíîæåñòâà A åñòü èíôèìóì ïî a ∈ A îò reach(a).
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Òî÷êè øêàëèðîâêè êàê îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè

Áëèæàéøèå òî÷êè
Reach
Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå îáúåêòîâ

Ñâîéñòâà reach

A èìååò áåñêîíå÷íûé reach òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A
çàìêíóòî è âûïóêëî

ãëàäêèå êîìïàêòíûå ñâÿçíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ èìåþò
ïîëîæèòåëüíûé reach

reach(a) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà A

äëÿ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé A îáðàòíàÿ îò reach îãðàíè÷åíà
ñíèçó êðèâèçíîé A

ïîíÿòèÿ ìîæíî îáîáùèòü íà ïîäìíîæåñòâà ðèìàíîâûõ
ìíîãîîáðàçèé
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Ïàðàëëåëèçì êóáè÷åñêîé ôîðìû
Òî÷êè øêàëèðîâêè êàê îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè

Áëèæàéøèå òî÷êè
Reach
Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå îáúåêòîâ

Reach â ïñåâäî-ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâåM

ðàññòîÿíèå äî ìíîæåñòâà äîëæíî áûòü ïîëîæèòåëüíûì

â áëèæàéøåé òî÷êå äîëæåí äîñòèãàòüñÿ ýêñòðåìóì

íîðìàëüíîå è êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâà äîëæíû áûòü
çíàêî-îïðåäåëåííûìè

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ
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Áëèæàéøèå òî÷êè
Reach
Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå îáúåêòîâ

Reach â ïñåâäî-ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâåM

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü M ⊂M � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå

ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè â ïñåâäî-ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå

M.

Áëèçêîé ê M òî÷êîé íàçîâåì òî÷êó x ∈M òàêóþ, ÷òî

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà z ∈ M, ìàêñèìèçèðóþùàÿ

d(x , z ′) ïî z ′ ∈ M.

Reach òî÷êè a ∈ M � ýòî ìàêñèìóì ïî r ≥ 0 òàêèõ, ÷òî

îòêðûòûé øàð Bo
r (a) âîêðóã a â íîðìàëüíîì ïîäìíîãîîáðàçèè

ê M â òî÷êå z ñîñòîèò èç áëèçêèõ òî÷åê.

The Reach ïîäìíîãîîáðàçèÿ M åñòü èíôèìóì ïî a ∈ M îò

reach(a).
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Ïàðàëëåëèçì êóáè÷åñêîé ôîðìû
Òî÷êè øêàëèðîâêè êàê îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè

Áëèæàéøèå òî÷êè
Reach
Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå îáúåêòîâ

Ïîëîæèòåëüíîñòü reach

Òåîðåìà

Ïóñòü K ⊂ Rn � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ, à F �

ñàìîñîãëàñîâàííûé áàðüåð íà K ñ ïàðàìåòðîì ν.
Ñîîòâåòñòâóþùåå ëàãðàíæåâîå ïîäìíîãîîáðàçèå â Rn × Rn

èìååò reach ν−1/2.
Ñîîòâåòñòâóþùåå ëàãðàíæåâîå ïîäìíîãîîáðàçèå â

RPn−1 × RPn−1 èìååò reach arccos
√

ν−1
ν .

â ÷àñòíîñòè, â îêðåñòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé òîëùèíû âîêðóã
ïîäìíîãîîáðàçèÿ M áëèæàéøèå òî÷êè ñóùåñòâóþò è
åäèíñòâåííû
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Îáúåêòû

ðàññìîòðèì ïðÿìóþ è äâîéñòâåííóþ êîíè÷åñêóþ ïðîãðàììû
íàä K ⊂ Rn+1, K ∗ ⊂ Rn+1, ñîîòâåòñòâåííî

ïóñòü PA ⊂ Rn+1, DA ⊂ Rn+1 � àôôèííûå ïîäïðîñòðàíñòâà,
çàäàâàåìûå ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè,
PL, DL � èõ ëèíåéíûå îáîëî÷êè

èìååì dimPA + dimDA = n + 1, dimPL + dimDL = n + 3

ïóñòü (x , s) � òåêóùàÿ ïðÿìî-äâîéñòâåííàÿ èòåðàöèÿ, à w ∈ M
� ñîîòâåòñòâóþùàÿ áëèæàéøàÿ òî÷êà

ïóñòü ML ⊂M � âïîëíå ãåîäåçè÷åñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ M
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Íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû

ïåðåéäåì â ñèñòåìó êîîðäèíàò, ãäå ML ñîîòâåòñòâóåò êîíóñó
Ëîðåíöà

Ln = {x | x0 ≥
√

x21 = . . . x2n−1}

à òî÷êå øêàëèðîâêè ñîîòâåòñòâóåò öåíòð êîíóñà
e0 = (1, 0, . . . , 0)

ìû âñå åùå ìîæåì ïðîèçâîäèòü âðàùåíèÿ âîêðóã öåíòðàëüíîé
îñè êîíóñà
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Ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ

ïðîñòðàíñòâà PL,DL ãåíåðèðóþòñÿ ñòîëáöàìè ìàòðèö

cosϕ 0 sinϕ cos ξ 0

0 1 0 0

sinϕ 0 − cosϕ cos ξ 0

0 0 − sin ξ 0

0 0 0 I
0 0 0 0

 ,



cosϕ 0 sinϕ sin ξ 0

0 1 0 0

sinϕ 0 − cosϕ sin ξ 0

0 0 cos ξ 0

0 0 0 0

0 0 0 I


ϕ < π

4

âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå çàäàåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè
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Òåêóùàÿ èòåðàöèÿ

òåêóùàÿ ïðÿìî-äâîéñòâåííàÿ ïàðà çàäàåòñÿ
cosϕ
β

sinϕ
0

 ,


cosϕ
β

sinϕ
0


ýòî äàåò òðåòèé ïàðàìåòð β ∈ (−

√
cos 2ϕ,

√
cos 2ϕ)

ðàññòîÿíèå äî òî÷êè øêàëèðîâêè ðàâíî cos2 ϕ
1+β2
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå
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