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Ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Àôôèííûé ñëó÷àé

Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

1 Ïîäìíîãîîáðàçèÿ

2 Àôôèííûé ñëó÷àé
Ïàðà-êýëåðîâû ïðîñòðàíñòâà
Ïðîñòðàíñòâî E2n
Ñëó÷àé áàðüåðîâ

3 Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé
Ñòðóêòóðà RPn × RPn

Áàðüåðû è ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáàçèÿ
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Ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Àôôèííûé ñëó÷àé

Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Ôèëîñîôèÿ ïîäõîäà

ïîñòðîåíèå ôîðìàëèçìà, â êîòîðîì óäîáíî ðàññìàòðèâàòü
îäíîâðåìåííî ïðÿìóþ è äâîéñòâåííóþ ïðîãðàììó

îáúåäèíÿåì èòåðàöèþ x â ïðÿìîì ïðîñòðàíñòâå ñ èòåðàöèåé s
â äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå â òî÷êó (x , s) ∈ Rn × Rn

áàðüåð F ïðåäñòàâëåí ãðàôîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà
x 7→ F ′(x), ò.å. ïîäìíîãîîáðàçèåì ïðîèçâåäåíèÿ Rn × Rn

ê óñëîâèÿì íà áàðüåð (ñàìîñîãëàñîâàííîñòü è ò.ä.) íàäî íàéòè
ýêâèâàëåíòû â òåðìèíàõ ýòîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ
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Àôôèííûé ñëó÷àé

Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ

íà (ïñåâäî-)ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèèM ãåîäåçè÷åñêèå σ(t)
îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì

σ̈k + Γk
ij σ̇

i σ̇j = 0

Îïðåäåëåíèå

Ïîäìíîãîîáðàçèå M ⊂M (ïñåâäî-)ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ

íàçûâàåòñÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè

x ∈ M è êàæäîãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðà u ∈ TxM ãåîäåçè÷åñêàÿ

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè σ(0) = x , σ̇(0) = u öåëèêîì ëåæèò â M.
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Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Âíåøíÿÿ êðèâèçíà

íà ïîäìíîãîîáðàçèè M òàêæå èìååì ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê

ïóñòü γM ⊂ M, γM ⊂M � ãåîäåçè÷åñêèå èç x ñî ñêîðîñòüþ u

ðàçíèöà ìåæäó íèìè âòîðîãî ïîðÿäêà

γM(t)− γM(t) =

(
d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

(γM(t)− γM(t))

)
· t

2

2
+ O(t3)

ãëàâíûé ÷ëåí çàâèñèò êâàäðàòè÷åñêè îò u

ýòî óñêîðåíèå íàçûâàåòñÿ âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé II
ïîäìíîãîîáðàçèÿ M

IIx : TxM × TxM → (TxM)⊥

çäåñü (TxM)⊥ � íîðìàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
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Ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Àôôèííûé ñëó÷àé

Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà èçìåðÿåò îòêëîíåíèå M îò
âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ

åå òàêæå íàçûâàþò âíåøíåé êðèâèçíîé
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Àôôèííûé ñëó÷àé

Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Ìèíèìàëüíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ

IIx : TxM × TxM → (TxM)⊥ � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà TxM

Îïðåäåëåíèå

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå çíà÷åíèÿ IIx íà ñëó÷àéíîì

åäèíè÷íîì âåêòîðå íàçûâàåòñÿ ñðåäíåé êðèâèçíîé.

Ïîäìíîãîîáðàçèå ñ íóëåâîé ñðåäíåé êðèâèçíîé íàçûâàåòñÿ

ìèíèìàëüíûì.

óðàâíåíèå ìèíèìàëüíîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ

II kij h
ij = 0

hij � îáðàòíàÿ îò ìåòðèêè íà ïîäìíîãîîáðàçèè

ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ôóíêöèîíàëà îáúåìà
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Àôôèííûé ñëó÷àé

Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Èíâîëþòèâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

ðàñïðåäåëåíèåì ðàíãà k íà ìíîãîîáðàçèèM ðàçìåðíîñòè
n ≥ k íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé òî÷êå
x ∈M íåêîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Lx ⊂ TxM
ðàçìåðíîñòè k

Îïðåäåëåíèå

Ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàåòñÿ èíâîëþòèâíûì åñëè ÷åðåç êàæäóþ

òî÷êó x̂ ∈M ìîæíî ïðîâåñòè ïîäìíîãîîáðàçèå M ðàçìåðíîñòè

k òàêîå, ÷òî TxM = Lx äëÿ âñåõ x ∈ M èç íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè x̂ .

ïðèìåð: ðàñïðåäåëåíèå ðàíãà n − 1, çàäàþùååñÿ ãðàäèåíòíûì
ïîëåì
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Àôôèííûé ñëó÷àé

Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ

ïóñòü íà ìíîãîîáðàçèèM ðàçìåðíîñòè 2n çàäàíà
ñèïëåêòè÷åñêàÿ (íåâûðîæäåííàÿ êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ) ôîðìà ω

Îïðåäåëåíèå

Ïîäìíîãîîáðàçèå M ⊂M ðàçìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ

ëàãðàíæåâûì åñëè ω|M = 0.
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Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Ëåæàíäðîâû ïîäìíîîáðàçèÿ

ïóñòü íà ìíîãîîáðàçèèM ðàçìåðíîñòè 2n − 1 çàäàíî âïîëíå
íåèíòåãðèðóåìîå ðàñïðåäåëåíèå L (ÿäðî 1-ôîðìû ξ òàêîé, ÷òî
ξ ∧ (dξ)n−1 6= 0)

Îïðåäåëåíèå

Ïîäìíîãîîáðàçèå M ⊂M ðàçìåðíîñòè n − 1 íàçûâàåòñÿ

ëåæàíäðîâûì åñëè TxM ⊂ Lx äëÿ âñåõ x ∈ M.

ïîäìíîãîîáðàçèå ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè, êàñàòåëüíîå ê L
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Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Ïàðà-êýëåðîâû ïðîñòðàíñòâà
Ïðîñòðàíñòâî E2n
Ñëó÷àé áàðüåðîâ

Ñòðóêòóðû íà Rn × Rn

ïóñòü Rn � äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî ê Rn

íà ïðîèçâåäåíèè E2n = Rn × Rn = {u = (x , p) | x ∈ Rn, p ∈ Rn}
èìååì íåñêîëüêî êàíîíè÷åñêèõ ñòðóêòóð

||u||2 = 〈x , p〉 îïðåäåëÿåò ïñåâäî-ðèìàíîâó ìåòðèêó g ñ
íåéòðàëüíîé ñèãíàòóðîé

dist((x , p); (y , q)) = 〈x − y , p − q〉
ω = dx ∧ dp � ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà ,
ω(u1, u2) = 1

2(〈x1, p2〉 − 〈x2, p1〉)
J : (x , p) 7→ (x ,−p) � èíâîëþöèÿ ñ âïîëíå èíòåãðèðóåìûìè
ñîáñòâåííûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè
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Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Ïàðà-êýëåðîâû ïðîñòðàíñòâà
Ïðîñòðàíñòâî E2n
Ñëó÷àé áàðüåðîâ

Ïàðà-Êýëåðîâî ïðîñòðàíñòâî

ýòè ñòðóêòóðû ñîâìåñòèìû:

∇̂ω = 0 (∇̂ � ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà íà g)

Jg = ω

E2n � ïëîñêîå îäíîðîäíîå ïàðà-Êýëåðîâî ïðîñòðàíñòâî

g =
1

2

(
0 I
I 0

)
, ω =

1

2

(
0 I
−I 0

)
, J =

(
I 0
0 −I

)
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Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Ïàðà-êýëåðîâû ïðîñòðàíñòâà
Ïðîñòðàíñòâî E2n
Ñëó÷àé áàðüåðîâ

Ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ

ïóñòü M ⊂M � ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå ïàðà-Êýëåðîâà
ïðîñòðàíñòâà

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X ,Y íà M
èìååì

g [JX ,Y ] = ω[X ,Y ] = 0

ïîëå JX îðòîãîíàëüíî ê êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó ê M, ò.å.
íîðìàëüíî

Ëåììà

Èíâîëþöèÿ J îòîáðàæàåò êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê

ëàãðàíæåâîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ â íîðìàëüíîå è íàîáîðîò.
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Êðèâèçíà ëàãðàíæåâûõ ïîäìíîãîîáðàçèé

Òåîðåìà (Chen '10)

Ïóñòü M ⊂M � ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå ïàðà-Êýëåðîâà

ïðîñòðàíñòâà. Òðèëèíåéíàÿ ôîðìà σ íà M, ñîïîñòàâëÿþùàÿ

êàñàòåëüíûì âåêòîðíûì ïîëÿì X ,Y ,Z íà M çíà÷åíèå

σ[X ,Y ,Z ] = g [II [X ,Y ], JZ ] = −ω[II [X ,Y ],Z ]

ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ïî âñåì àðãóìåíòàì.

ïîçâîëÿåò èçìåðÿòü êðèâèçíó M ñòðóêòóðîé, îïðåäåëåííîé
òîëüêî íà M
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Ïðîñòðàíñòâî E2n
Ñëó÷àé áàðüåðîâ

Ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ E2n

ïðåäñòàâèì n-ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå M â âèäå

M = {(x , p(x)) | x ∈ U ⊂ Rn}

è ââåäåì íà M êîîðäèíàòû x

M ëàãðàíæåâî åñëè

ω(u1, u2) =
1

2
(〈u1,

∂p

∂x
u2〉−〈u2,

∂p

∂x
u1〉) =

1

2
〈u1, (

∂p

∂x
−∂p
∂x

T

)u2〉 = 0

äëÿ âñåõ u1, u2 ∈ Rn, ò.å. ∂p
∂x ñèììåòðè÷íî

ýòî óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè p, p(x) = F ′(x) äëÿ íåêîòîðîé
ôóíêöèè F : U → R

ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ åñòü ãðàôû ãðàäèåíòîâ
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Ñëó÷àé áàðüåðîâ

Ìåòðèêà

ìåòðèêà íà ëàãðàíæåâîì ìíîãîîáðàçèè M çàäàåòñÿ

||u||2 = 〈u, ∂p
∂x

u〉 = 〈u,F ′′u〉

ò.å. M èçîìåòðè÷íî U, îñíàùåííûì ìåòðèêîé h = F ′′

Îïðåäåëåíèå

Ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå M áóäåì íàçûâàòü

íåâûðîæäåííûì åñëè ìåòðèêà íà íåì íåâûðîæäåííàÿ.

íåâûðîæäåííûå ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ áèåêòèâíî
ïðîåêòèðóþòñÿ íà Rn,Rn

âûïóêëîñòü F ýêâèâàëåíòíà îïðåäåëåííîñòè ìåòðèêè
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Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Ïàðà-êýëåðîâû ïðîñòðàíñòâà
Ïðîñòðàíñòâî E2n
Ñëó÷àé áàðüåðîâ

Âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ

ñèìâîëû Õðèñòîôôåëÿ ìåòðèêè íà E2n ðàâíû íóëþ

ãåîäåçè÷åñêèå åñòü ïðÿìûå

âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ åñòü àôôèííûå
ïîäïðîñòðàíñòâà

Ëåììà

Âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå íåâûðîæäåííûå ëàãðàíæåâû

ïîäìíîãîîáðàçèÿ â E2n åñòü ãðàôû ãðàäèåíòîâ êâàäðàòè÷åñêèõ

ôóíêöèé ñ íåâûðîæäåííûì ãåññèàíîì.
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Àôôèííûé ñëó÷àé

Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Ïàðà-êýëåðîâû ïðîñòðàíñòâà
Ïðîñòðàíñòâî E2n
Ñëó÷àé áàðüåðîâ

Ñàìîñîãëàñîâàííîñòü

Ëåììà

Ïóñòü ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå M ⊂ E2n � ãðàô ãðàäèåíòà

ôóíêöèè F : Rn ⊃ U → R êëàññà C 3. Òîãäà ñèììåòðè÷íàÿ

òðèëèíåéíàÿ ôîðìà σ[X ,Y ,Z ] = g [II [X ,Y ], JZ ] íà M çàäàåòñÿ

ôîðìóëîé 2σ = F ′′′.

óñëîâèå ñàìîìîãëàñîâàííîñòè áàðüåðà F îêàçûâàåòñÿ
ýêâèâàëåíòíûì îãðàíè÷åíèþ êðèâèçíû ïîäìíîãîîáðàçèÿ M

îíî ïîçâîëÿåò êîíòðîëèðîâàòü îøèáêó ïðè àïïðîêñèìàöèè M
âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì
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Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Ïàðà-êýëåðîâû ïðîñòðàíñòâà
Ïðîñòðàíñòâî E2n
Ñëó÷àé áàðüåðîâ

â ìåòîäå Íüþòîíà ïîäìíîãîîáðàçèå M ïðèáëèæàåòñÿ âïîëíå
ãåîäåçè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ
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Àôôèííûé ñëó÷àé

Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Ïàðà-êýëåðîâû ïðîñòðàíñòâà
Ïðîñòðàíñòâî E2n
Ñëó÷àé áàðüåðîâ

Ïîâåäåíèå íà ãðàíèöå

ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñàìîñîãëàñîâàííîãî áàðüåðà F íà êîíóñå K

ïðè x → ∂K èìååì F ′(x)→∞, è ïîäìíîãîîáðàçèå M íå èìååò
êîíå÷íûõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê

ãðàíèöà êîíóñà çàêîäèðîâàíà â ðåöåññèâíûõ íàïðàâëåíèÿõ
ìíîãîîáðàçèÿ M

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Àôôèííûé ñëó÷àé

Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Ïàðà-êýëåðîâû ïðîñòðàíñòâà
Ïðîñòðàíñòâî E2n
Ñëó÷àé áàðüåðîâ

Ðàññòîÿíèÿ

ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè x , y ∈ M èìååì ãåîäåçè÷åñêèå
ðàññòîÿíèÿ dM(x , y), dE2n(x , y)

dM(x , y) ïîñ÷èòàòü òðóäíî

d2E2n(x , y) = 〈F ′(x)− F ′(y), x − y〉

=

∫ 1

0
〈F ′′(x + t(y − x))(y − x), y − x〉 dt

≥ (

∫ 1

0

√
〈F ′′(x + t(y − x))(y − x), y − x〉 dt)2 ≥ d2M(x , y)

çíàê íåðàâåíñòâà â îáðàòíóþ ñòîðîíó!

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Àôôèííûé ñëó÷àé

Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Ïàðà-êýëåðîâû ïðîñòðàíñòâà
Ïðîñòðàíñòâî E2n
Ñëó÷àé áàðüåðîâ

îðòîãîíàëüíûå ê M íàïðàâëåíèÿ èìåþò îòðèöàòåëüíûé
êâàäðàò

||AC || ≥ ||AB||+ ||BC || â E2n

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Àôôèííûé ñëó÷àé

Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Ïàðà-êýëåðîâû ïðîñòðàíñòâà
Ïðîñòðàíñòâî E2n
Ñëó÷àé áàðüåðîâ

Öåíòðàëüíûé ïóòü

ïðÿìîå àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî

PA = {x |Ax = b} ⊂ Rn

dimPA = k , n − k êîë-âî ñòðîê A

äâîéñòâåííîå àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî

DA = {s | ∃ z : s = −(AT z − c)} ⊂ Rn

dimDA = n − k

dimPA + dimDA = n, V (DA) = V (PA)⊥

ââåäåì àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî A = PA × DA, dimA = n

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Àôôèííûé ñëó÷àé

Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Ïàðà-êýëåðîâû ïðîñòðàíñòâà
Ïðîñòðàíñòâî E2n
Ñëó÷àé áàðüåðîâ

Öåíòðàëüíûé ïóòü

ââåäåì ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L = R · A, dimL = n + 1

öåíòðàëüíûé ïóòü ïðåäñòàâèòñÿ â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ M ∩ L

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Àôôèííûé ñëó÷àé

Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Ïàðà-êýëåðîâû ïðîñòðàíñòâà
Ïðîñòðàíñòâî E2n
Ñëó÷àé áàðüåðîâ

Èòîãè

+

äâîéñòâåííîñòü ó÷òåíà åñòåñòâåííûì îáðàçîì

ãåññèàíîâà ìåòðèêà F ′′ ñòàíîâèòñÿ èíäóöèðîâàííîé
ìåòðèêîé â ïðîñòîì îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå

ñàìîñîãëàñîâàííîñòü ýêâèâàëåíòíà îãðàíè÷åíèþ íà
êðèâèçíó

èìååòñÿ ïðîñòàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà íà ðàññòîÿíèÿ

−
íå ó÷èòûâàåòñÿ êîíè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà

ñëîæíûì îáðàçîì ïðåäñòàâëåíà ãðàíèöà êîíóñà

âïîëíå ãåîäåçè÷åñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ / êâàäðàòè÷åñêèå
ôóíêöèè íåñîâìåñòèìû ñ êîíóñàìè

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Àôôèííûé ñëó÷àé

Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Ñòðóêòóðà RPn × RPn
Áàðüåðû è ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáàçèÿ

Ôèëîñîôèÿ ïîäõîäà

âìåñòî ïðÿìûõ è äâîéñòâåííûõ òî÷åê x , s áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ëó÷è

[x ] = {µx |µ > 0}, [s] = {µs |µ > 0}

èìååì F ′(µx) = µ−1F ′(x) äëÿ âñåõ µ > 0

ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà îïðåäåëåíî òàêæå è íà ëó÷àõ

óäîáíî èäåíòèôèöèðîâàòü ëó÷è ñ òî÷êàìè â ïðîåêòèâíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ RPn−1, RPn−1 è ðàññìàòðèâàòü ãðàô
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà â RPn−1 × RPn−1

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Àôôèííûé ñëó÷àé

Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Ñòðóêòóðà RPn × RPn
Áàðüåðû è ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáàçèÿ

Ñòðóêòóðà RPn × RPn

íåò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, íî åñòü îòíîøåíèå
îðòîãîíàëüíîñòè

M = {(x , p) ∈ RPn × RPn | x 6⊥ p}

ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì ïîäìíîæåñòâîì RPn × RPn

íàM ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ ñòðóêòóðà ïàðà-Êýëåðîâà
ïðîñòðàíñòâà

∂M = {(x , p) ∈ RPn × RPn | x ⊥ p}

ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì RPn × RPn êîðàçìåðíîñòè 1

íà ∂M ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ êîíòàêòíàÿ ñòðóêòóðà

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Àôôèííûé ñëó÷àé

Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Ñòðóêòóðà RPn × RPn
Áàðüåðû è ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáàçèÿ

Ñòðóêòóðà RPn × RPn

íåò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, íî åñòü îòíîøåíèå
îðòîãîíàëüíîñòè

M = {(x , p) ∈ RPn × RPn | x 6⊥ p}

ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì ïîäìíîæåñòâîì RPn × RPn

íàM ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ ñòðóêòóðà ïàðà-Êýëåðîâà
ïðîñòðàíñòâà

∂M = {(x , p) ∈ RPn × RPn | x ⊥ p}

ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì RPn × RPn êîðàçìåðíîñòè 1

íà ∂M ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ êîíòàêòíàÿ ñòðóêòóðà

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Àôôèííûé ñëó÷àé

Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Ñòðóêòóðà RPn × RPn
Áàðüåðû è ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáàçèÿ

Ãåîäåçè÷åñêèå

ýëëèïòè÷åñêèå: çàìêíóòûå êðèâûå äëèíû π

ïàðàáîëè÷åñêèå: ñâåòî-ïîäîáíûå íóëåâîé äëèíû, ñòðåìÿòñÿ íà
äâóõ êîíöàõ ê îäíîé è òîé æå òî÷êå â ∂M

ãèïåðáîëè÷åñêèå: êðèâûå áåñêîíå÷íîé äëèíû, ñîåäèíÿþò äâå
òî÷êè èç ∂M

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Àôôèííûé ñëó÷àé

Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Ñòðóêòóðà RPn × RPn
Áàðüåðû è ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáàçèÿ

Äâîéíîå îòíîøåíèå

x1, x2, x3, x4 � òî÷êè íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé RP1

(x1, x2; x3, x4) =
(x1 − x3)(x2 − x4)

(x2 − x3)(x1 − x4)

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Àôôèííûé ñëó÷àé

Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Ñòðóêòóðà RPn × RPn
Áàðüåðû è ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáàçèÿ

Îáîáùåíèå íà ðàçìåðíîñòü n

[Ariyawansa, Davidon, McKennon 1999]: âìåñòî 4 ïðÿìûõ â
îäíîé ïëîñêîñòè áåðåì 2 ïðÿìûå ïðîåêòèâíûå òî÷êè è 2
äâîéñòâåííûå

(u, x ′; u′, x) � ÷åòâåðíàÿ ñêîáêà (quadra-bracket) òî÷åê x , p, x ′, p′

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Àôôèííûé ñëó÷àé

Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Ñòðóêòóðà RPn × RPn
Áàðüåðû è ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáàçèÿ

Äâóõòî÷å÷íàÿ ôóíêöèÿ íàM

ïóñòü z = (x , p), z ′ = (x ′, p′) ∈M ⊂ RPn × RPn

(z ; z ′) = (z ′; z) := (u, x ′; u′, x)

îïðåäåëÿåò ñèììåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ (·; ·) :M×M→ R

ïî÷òè âñþäó
lim

z→∂M
(z ; z ′) = ±∞

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Àôôèííûé ñëó÷àé

Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Ñòðóêòóðà RPn × RPn
Áàðüåðû è ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáàçèÿ

Ãåîäåçè÷åñêîå ðàññòîÿíèå

Òåîðåìà

Ïóñòü z , z ′ ∈M � ðàçëè÷íûå òî÷êè è d(z , z ′) � èõ ðàññòîÿíèå â

ìåòðèêå íàM.

Åñëè ñîåäèíÿþùàÿ z , z ′ ãåîäåçè÷åñêàÿ ýëëèïòè÷åñêîãî

òèïà, òî 0 < (z ; z ′) ≤ 1 è d(z , z ′) = arcsin
√

(z ; z ′).

Åñëè ñîåäèíÿþùàÿ z , z ′ ñâåòî-ïîäîáíàÿ, òî (z ; z ′) = 0.

Åñëè ñîåäèíÿþùàÿ z , z ′ ãåîäåçè÷åñêàÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî

òèïà, òî (z ; z ′) < 0 è d(z , z ′) = arc sinh
√
−(z ; z ′).

(z ; z ′) � åäèíñòâåííûé ïðîåêòèâíûé èíâàðèàíò ïàðû òî÷åê íà

M.

(z ; z ′) áîëåå èíôîðìàòèâíî, ÷åì d(z , z ′)

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Àôôèííûé ñëó÷àé

Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Ñòðóêòóðà RPn × RPn
Áàðüåðû è ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáàçèÿ

Ñëó÷àé RP1 × RP1

ãåîäåçè÷åñêèå ÷åðåç îäíó òî÷êó

íåïîêðûòûå òî÷êè íå ñîåäèíÿþòñÿ ñ öåíòðîì ãåîäåçè÷åñêîé

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Àôôèííûé ñëó÷àé

Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Ñòðóêòóðà RPn × RPn
Áàðüåðû è ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáàçèÿ

Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà

ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà ïîëó÷àåòñÿ èç ìåòðèêè èçìåíåíèåì
çíàêà â îäíîì èç âíåäèàãîíàëüíûõ áëîêîâ

â àôôèííîé êàðòå (x1, . . . , xn, p1, . . . , pn) èìååì

g =
1

2

(
0 ∂2q

∂x∂p
∂2q
∂p∂x 0

)
, ω =

1

2

(
0 ∂2q

∂x∂p

− ∂2q
∂p∂x 0

)

ãäå q(x , p) = log(1 + 〈p, x〉) � ïàðà-êýëåðîâûé ïîòåíöèàë

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Àôôèííûé ñëó÷àé

Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Ñòðóêòóðà RPn × RPn
Áàðüåðû è ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáàçèÿ

Êîíòàêòíàÿ ñòðóêòóðà íà ∂M

ïðîåêöèè π, π∗ ïðîèçâåäåíèÿ RPn × RPn íà ôàêòîðû
îïðåäåëÿþò n-ìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ J± íà RPn × RPn

îãðàíè÷åíèÿ J̃± íà ∂M ðàçìåðíîñòè n − 1

Lemma

Ìíîãîîáðàçèå ∂M, îñíàùåííîå ðàñïðåäåëåíèåì J̃+ + J̃−,
ÿâëÿåòñÿ êîíòàêòíûì ìíîãîîáðàçèåì.

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Àôôèííûé ñëó÷àé

Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Ñòðóêòóðà RPn × RPn
Áàðüåðû è ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáàçèÿ

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà

n M ∂M
1 Z Z
2 Z2 Q8

≥ 3 Z2 Z2
2

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Àôôèííûé ñëó÷àé

Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Ñòðóêòóðà RPn × RPn
Áàðüåðû è ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáàçèÿ

Ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ

ïîäìíîãîîáðàçèå M ⊂M, çàäàþùååñÿ ôóíêöèåé [p]([x ]),
êàæäîé òî÷êå x ñîïîñòàâëÿåò ïîäïðîñòðàíñòâî Lx ⊂ TxRn+1

êîðàçìåðíîñòè 1, ò.å. (öåíòðî-àôôèííîå) ðàñïðåäåëåíèå,
êîòîðîå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ðàñòÿæåíèé

Ëåììà

Ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñîîòâåòñòâóþò èíâîëþòèâíûì

ðàñïðåäåëåíèÿì, ò.å. çàäàþò ãîìîòåòè÷åñêîå ñåìåéñòâî

öåíòðî-àôôèííûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé.

êàæäàÿ èç ýòèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé êàíîíè÷åñêè ëîêàëüíî
ãîìåîìîðôíà ïîäìíîãîîáðàçèþ

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Àôôèííûé ñëó÷àé

Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Ñòðóêòóðà RPn × RPn
Áàðüåðû è ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáàçèÿ

Âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ

Ëåììà

Âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ

ñîîòâåòñòâóþò ïîâåðõíîñòÿì óðîâíÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì.

Çíàêîîïðåäåëåííûå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå ëàãðàíæåâû

ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñîîòâåòñòâóþò âûïóêëûì ïîâåðõíîñòÿì

óðîâíÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, ò.å. ýëëèïñîèäàì è

ãèïåðáîëîèäàì.

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Àôôèííûé ñëó÷àé

Ïðîåêòèâíûé ñëó÷àé

Ñòðóêòóðà RPn × RPn
Áàðüåðû è ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáàçèÿ

Ìåòðèêà è êðèâèçíà

Òåîðåìà

Ïóñòü M ⊂M � íåâûðîæäåííîå ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå,

ïðîåêòèðóþùååñÿ áèåêòèâíî íà îáëàñòü U ⊂ RPn. Ïóñòü

K ⊂ Rn+1 � êîíóñ íàä U, à H ⊂ K � öåíòðîàôôèííàÿ

ãèïåðïîâåðõíîñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäìíîãîîáðàçèþ M.

Òîãäà M, îñíàùåííîå èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé, è H,
îñíàùåííàÿ öåíòðî-àôôèííàÿ ìåòðèêîé, êàíîíè÷åñêè

èçîìåòðè÷íû.

Ñèììåòðè÷íàÿ òðèëèíåéíàÿ ôîðìà σ[X ,Y ,Z ] = g [II [X ,Y ], JZ ]
íà M è êóáè÷åñêàÿ ôîðìà C íà H ñâÿçàíû ôîðìóëîé 2σ = C .
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Ìèíèìàëüíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ

Ëåììà

Ïóñòü M ⊂M � íåâûðîæäåííîå ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå,

ïðîåêòèðóþùååñÿ áèåêòèâíî íà îáëàñòü U ⊂ RPn. Ïóñòü

K ⊂ Rn+1 � êîíóñ íàä U, à H ⊂ K � öåíòðîàôôèííàÿ

ãèïåðïîâåðõíîñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäìíîãîîáðàçèþ M.

Òîãäà M ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,

êîãäà H ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé àôôèííîé ñôåðîé.
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Áàðüåðû è ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáàçèÿ

ïóñòü K ⊂ Rn+1 � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ, à F : K o → R �
ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíûé áàðüåð íà K

ïóñòü M ⊂M � ñîîòâåòñòâóþùåå ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå
(ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà)

ñàìîñîãëàñîâàííîñòü ⇔ îãðàíè÷åíèå íà êðèâèçíó

êàíîíè÷åñêèé áàðüåð ⇔ ìèíèìàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå

àïïðîêñèìèðóþùèé êîíóñ Ëîðåíöà ⇔ êàñàòåëüíîå âïîëíå
ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå
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Ãðàíèöà êîíóñà

ïóñòü K ⊂ Rn+1 � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ, M ⊂M �
ñîîòâåòñòâóþùåå ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå

îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

δK = {([x ], [s]) | x ∈ ∂K , s ∈ ∂K ∗, 〈x , s〉 = 0}

òîãäà

δK ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé M

δK ' Sn

δK ëåæàíäðîâî ïî îòíîøåíèþ ê êîíòàêòíîé ñòðóêòóðå íà
∂M
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Áàðüåð êàê âïèñàííîå ïîäìíîãîîáðàçèå

δK ' Sn çàâèñèò òîëüêî îò K

M ' Dn âïèñàíî â δK
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Öåíòðàëüíûé ïóòü

PA = {x |Ax = b}, DA = {s | ∃ z : s = −(AT z − c)} �
àôôèííûå ïîäïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè k , n + 1− k

PP = π[PA] = π[PL \ {0}], DP = π[DA] = π[DL \ {0}] �
ïðîåêòèâíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè k , n + 1− k

L = PP × DP � ðàçìåðíîñòü n + 1

M � ðàçìåðíîñòü n

M � ðàçìåðíîñòü 2n

öåíòðàëüíûé ïóòü åñòü ïåðåñå÷åíèå ëàãðàíæåâà
ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì, çàäàííûì ëèíåéíûìè
îãðàíè÷åíèÿìè
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Èòîãè

+

äâîéñòâåííîñòü ó÷òåíà åñòåñòâåííûì îáðàçîì

ãåññèàíîâà ìåòðèêà F ′′ ñòàíîâèòñÿ èíäóöèðîâàííîé
ìåòðèêîé â ïðîñòîì îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå

ñàìîñîãëàñîâàííîñòü ýêâèâàëåíòíà îãðàíè÷åíèþ íà
êðèâèçíó

èìååòñÿ ïðîñòàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà íà ðàññòîÿíèÿ

ó÷èòûâàåòñÿ êîíè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà

ïðåäñòàâëåíèå ãðàíèöû êîíóñà

âïîëíå ãåîäåçè÷åñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñîâìåñòèìà ñ
êîíè÷åñêîé ñòðóêòóðîé

− òåðÿåòñÿ àôôèííàÿ ñòðóêòóðà çàäà÷è
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íè äîïóñòèìîå
ìíîæåñòâî, íè ôóíêöèÿ
öåíû íå ÿâëÿþòñÿ
àôôèííî
ýêâèâàëåíòíûìè

íî ðåøåíèå îäíîé çàäà÷è
òðàíñôîðìèðóåòñÿ â
ðåøåíèå äðóãîé
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå
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