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2 Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ôàêòîðèçàöèÿ ìåòðèêè

Êóáè÷åñêàÿ ôîðìà è ñàìîñîãëàñîâàííîñòü

ßâíûå ôîðìóëû

3 Ïðèëîæåíèÿ

Àïïðîêñèìèðóþùèå êîíóñà Ëîðåíöà

Àôôèííûå ñôåðû è êàíîíè÷åñêèé áàðüåð
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Ìîòèâàöèÿ

àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ èçó÷àåò ñâîéñòâà

ãèïåðïîâåðõíîñòåé â An, èíâàðèàíòíûõ ïî îòíîøåíèþ ê

àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèÿì

àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî An = Rn ñ "çàáûòûì" ïîëîæåíèåì

íóëÿ

ðàçíèöà ìåæäó òî÷êàìè = âåêòîð

öåíòðî-àôôèííàÿ ãåîìåòðèÿ èçó÷àåò ñâîéñòâà

ãèïåðïîâåðõíîñòåé â Rn, èíâàðèàíòíûõ ïî îòíîøåíèþ ê

ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì
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Âåêòîðû è êîâåêòîðû

ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n, x ∈ M � òî÷êà

TxM � êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîèò èç âåêòîðîâ

T ∗xM � êîêàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîèò èç êîâåêòîðîâ

(êî)âåêòîðíîå ïîëå îïðåäåëÿåò (êî)âåêòîð â êàæäîé òî÷êå x
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Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå

ïóñòü íà U ⊂ M çàäàíû êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè x = (x1, . . . , xn)

âåêòîðíîå ïîëå çàäàåòñÿ êîìïîíåíòàìè X i c âåðõíèìè

èíäåêñàìè

êîâåêòîðíîå ïîëå çàäàåòñÿ êîìïîíåíòàìè ωi c íèæíèìè

èíäåêñàìè

ïðè çàìåíå êîîðäèíàò x 7→ y êîìïîíåíòû ïðåîáðàçóþòñÿ ïî

ïðàâèëó

X i 7→ X j ∂y
i

∂x j
, ωi 7→ ωj

∂x j

∂y i
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òåíçîð T ïîðÿäêà (k , l) â òî÷êå x îïðåäåëåí êàê

ìóëüòèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà ïðîèçâåäåíèè (T ∗xM)k × (TxM)l

íàáîðó (ω, . . . , ξ,X , . . . ,Z ) èç l êîâåêòîðîâ è k âåêòîðîâ îí

ñîïîñòàâëÿåò ÷èñëî

T (ω, . . . , ξ,X , . . . ,Z ) = T a...c
b...dωa . . . ξcX

b . . .Zd

ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììàöèÿ ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ âåðõíèì è

íèæíèì èíäåêñàì

âåðõíèå èíäåêñû êîíòðàâàðèàíòíûå

íèæíèå èíäåêñû êîâàðèàíòíûå

òåíçîðíîå ïîëå îïðåäåëÿåò òåíçîð â êàæäîé òî÷êå x
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Òåíçîðû

îáúåêò èíäåêñû ïîðÿäîê

ôóíêöèè f (0,0)

âåêòîðû X i (1,0)

ãðàäèåíòû ∇i f (0,1)

ìåòðèêà gij (0,2)

îáðàòíàÿ ìåòðèêè g ij (2,0)

ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà ωij (0,2)

(êîâàðèàíòíûå) ïðîèçâîäíûå f;ijk (0,m)

ýíäîìîðôèçìû êàñàò. ïðîñòðàíñòâà Ai
j (1,1)

ñèìâîë Êðîíåêåðà δji (1,1)
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Ñâåðòêà

ñâîðà÷èâàÿ íèæíèå èíäåêñû îäíîãî òåíçîðà ñ âåðõíèìè

èíäåêñàìè äðóãîãî, ìîæíî ñòðîèòü íîâûå òåíçîðû

ïðèìåð: ñâîðà÷èâàÿ òåíçîð T ïîðÿäêà (2, 0) ñ òåíçîðîì S
ïîðÿäêà (1, 2), ïîëó÷àåì êîìïîíåíòû Rbc

d = T abSc
ad òåíçîðà R

ïîðÿäêà (2, 1)

ñâåðòêîé ñ ìåòðèêîé èëè åå îáðàòíîé ìîæíî ïðåâðàùàòü

âåðõíèå èíäåêñû â íèæíèå è íàîáîðîò

X i = g ij∇fj � ãðàäèåíòíîå ïîëå
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Àôôèííûå ñâÿçíîñòè

àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé íà

äèôôåðåíöèðóåìîì ìíîãîîáðàçèè

àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü îïðåäåëÿåò

ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âåêòîðîâ è òåíçîðîâ âäîëü êðèâûõ

óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ

êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ

êðèâèçíó

â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè çàäàåòñÿ ñèìâîëàìè

Õðèñòîôôåëÿ

Γc
ab = Γc

ba
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Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò

ïðè çàìåíå êîîðäèíàò x 7→ y ñèìâîëû Õðèñòîôôåëÿ

ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ïðàâèëó

Γγαβ 7→
∂xp

∂yα
∂xq

∂yβ
Γr
pq

∂yγ

∂x r
+
∂yγ

∂xm
∂2xm

∂yα∂yβ
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Ðàçíèöû è àôôèííûå êîìáèíàöèè

ðàçíèöà äâóõ ñâÿçíîñòåé ∇, ∇̃ ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì ïîðÿäêà (1,2)

Γc
ab − Γ̃c

ab = T c
ab

ïîýòîìó ìíîæåñòâî âñåõ ñâÿçíîñòåé îáðàçóåò àôôèííîå

ïðîñòðàíñòâî

â ÷àñòíîñòè, àôôèííûå êîìáèíàöèè ñâÿçíîñòåé ñíîâà

ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíîñòÿìè
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Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

ïóñòü X ,Y � âåêòîðíûå ïîëÿ íà ìíîãîîáðàçèè M, f � ôóíêöèÿ

ñâÿçíîñòü ∇ îïðåäåëÿåò îïåðàòîð êîâàðèàíòíîãî

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ∇X ïî íàïðàâëåíèþ X

ïî îïðåäåëåíèþ

∇X f = f,iX
i =

∂f

∂x i
X i

(∇XY )i =
(
Y i
,k + Γi

jkY
j
)
X k

äèôôåðåíöèðîâàíèå äðóãèõ òèïîâ òåíçîðíûõ ïîëåé

îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì Ëåéáíèöà, íàïðèìåð

∇X (〈ω,Y 〉) = 〈∇Xω,Y 〉+ 〈ω,∇XY 〉

(∇Xω)i =
(
ωi ,k − Γj

ikωj

)
X k
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Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

äëÿ òåíçîðà T ïîðÿäêà (k , l)

(∇XT )b...da...c = (T b...d
a...c,k − Γl

akT
b...d
l ...c − · · · − Γl

ckT
b...d
a...l +

+ Γb
lkT

l ...d
a...l + · · ·+ Γd

lkT
b...l
a...l )X k

=T b...d
a...c;kX

k .

âåëè÷èíû T b...d
a...c;k � êîìïîíåíòû êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ∇T

òåíçîðà T

∇T èìååò ïîðÿäîê (k, l + 1)

åñëè òåíçîð ∇T = 0, òî T íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëüíûì
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Ïàðàëëåëüíûé òðàíñïîðò

ïîëå Y ïåðåíîñèòñÿ ïàðàëëåëüíî âäîëü êðèâîé σ(t) åñëè

∇XY = 0 ⇔ dY a

dt
+ Γa

bcX
bY c = 0

äëÿ Y = X ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ
dX a

dt + Γa
bcX

bX c = d2σa

dt2
+ Γa

bc
dσb

dt
dσc

dt = 0
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Ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà

ïóñòü íà ìíîãîîáðàçèè M çàäàíà ìåòðèêà gab

òîãäà íà M ñóùåñòâóåò ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà ∇̂ ñ ñèìâîëàìè

Õðèñòîôôåëÿ

Γk
ij =

1

2
gkl(gil ,j + gjl ,i − gij ,l)

ìåòðèêà ïàðàëëåëüíà ïî îòíîøåíèþ ê ∇̂, ∇̂g = 0

êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå êîììóòèðóåò ñ ïîíèæåíèåì

è ïîäíÿòèåì èíäåêñîâ
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Ïëîñêèå ñâÿçíîñòè

Îïðåäåëåíèå

Àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü ∇ íàçûâàåòñÿ ïëîñêîé åñëè

ñîîòâåòñòâóþùèå êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå êîììóòèðóþò.

∇ ïëîñêàÿ ⇔ ëîêàëüíî ñóùåñòâóåò ñèñòåìà êîîðäèíàò, â

êîòîðîé Γi
jk ≡ 0

íà An (Rn) ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêàÿ ïëîñêàÿ ñâÿçíîñòü D

åå ñèìâîëû Õðèñòîôôåëÿ ðàâíû íóëþ â ëþáîé àôôèííîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò
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Òðàíñâåðñàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ

ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n, à f : M → An+1 �

ïîãðóæåíèå M â àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî

Îïðåäåëåíèå

Âåêòîðíîå ïîëå ξ : M → Rn+1 íàçûâàåòñÿ òðàíñâåðñàëüíûì ê

f , åñëè â êàæäîé òî÷êå x ∈ M âåêòîð ξ(x) òðàíñâåðñàëåí ê

df [TxM].

â êàæäîé òî÷êå x èìååì ðàçëîæåíèå Rn+1 = df [TxM]⊕ Rξ(x)

Îïðåäåëåíèå

Ïîãðóæåíèå f : M → Rn+1 íàçûâàåòñÿ öåíòðî-àôôèííûì, åñëè

ïîëå ξ = −f ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüíûì ê f . Â ýòîì ñëó÷àå ξ
íàçûâàåòñÿ öåíòðî-àôôèííûì ïîëåì.

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Òåíçîðû
Àôôèííûå ñâÿçíîñòè
Àôôèííàÿ ìåòðèêà è êóáè÷åñêàÿ ôîðìà

òðàíñâåðñàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Òåíçîðû
Àôôèííûå ñâÿçíîñòè
Àôôèííàÿ ìåòðèêà è êóáè÷åñêàÿ ôîðìà

Öåíòðî-àôôèííîå ïîëå

ìû çàèíòåðåñîâàíû â öåíòðî-àôôèííûõ âëîæåíèÿõ

èäåíòèôèöèðóåì M ñ f [M]

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Òåíçîðû
Àôôèííûå ñâÿçíîñòè
Àôôèííàÿ ìåòðèêà è êóáè÷åñêàÿ ôîðìà

Ðàçëîæåíèå ñâÿçíîñòè D

ïóñòü M ⊂ An+1 � ãèïåðïîâåðõíîñòü, D � êàíîíè÷åñêàÿ

ñâÿçíîñòü íà An+1, ξ � òðàíñâåðñàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà M

ðàçëîæèì

DXY = ∇XY + h(X ,Y )ξ, X ,Y ,∇XY ∈ TM

àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü ∇: ïðîåêöèÿ D íà TM ïàðàëëåëüíî ξ

àôôèííàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà h: êîýôôèöèåíò ïðè ξ
â òðàíñâåðñàëüíîé êîìïîíåíòå D

êóáè÷åñêàÿ ôîðìà C = ∇h: òåíçîð ïîðÿäêà (0,3)

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Òåíçîðû
Àôôèííûå ñâÿçíîñòè
Àôôèííàÿ ìåòðèêà è êóáè÷åñêàÿ ôîðìà

Ðàçëîæåíèå ñâÿçíîñòè D

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Òåíçîðû
Àôôèííûå ñâÿçíîñòè
Àôôèííàÿ ìåòðèêà è êóáè÷åñêàÿ ôîðìà

ßâíûå ôîðìóëû

ïóñòü y0, . . . , yn � àôôèííûå êîîðäèíàòû íà Rn+1, à x1, . . . , xn

� ïðîèçâîëüíûå êîîðäèíàòû íà M

ðàñøèðèì x1, . . . , xn íà îêðåñòíîñòü M è äîïîëíèì

êîîðäèíàòîé x0 òàêîé, ÷òî

M � ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ x0

ξ = ∂
∂x0

íà M

òîãäà ñèìâîëû Õðèñòîôôåëÿ è àôôèííàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ

ôîðìà â êîîðäèíàòàõ x1, . . . , xn çàäàþòñÿ ïî ôîðìóëàì

Γr
ij =

∂x r

∂y s
∂2y s

∂x i∂x j
, hij =

∂x0

∂y s
∂2y s

∂x i∂x j

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Òåíçîðû
Àôôèííûå ñâÿçíîñòè
Àôôèííàÿ ìåòðèêà è êóáè÷åñêàÿ ôîðìà

Íåâûðîæäåííûå âëîæåíèÿ

àôôèííàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà h � ñèììåòðè÷íûé òåíçîð

ïîðÿäêà (0,2)

Îïðåäåëåíèå

Åñëè àôôèííàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà íåâûðîæäåíà, òî îíà

íàçûâàåòñÿ àôôèííîé ìåòðèêîé, à ïîâåðõíîñòü M íàçûâàåòñÿ

íåâûðîæäåííîé.

åñëè ãèïåðïîâåðõíîñòü âûïóêëà, òî àôôèííàÿ ìåòðèêà

çíàêî-îïðåäåëåííàÿ

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Òåíçîðû
Àôôèííûå ñâÿçíîñòè
Àôôèííàÿ ìåòðèêà è êóáè÷åñêàÿ ôîðìà

Îïðåäåëåíèå çíàêà ìåòðèêè

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Òåíçîðû
Àôôèííûå ñâÿçíîñòè
Àôôèííàÿ ìåòðèêà è êóáè÷åñêàÿ ôîðìà

Öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Òåîðåìà

Ïóñòü M ⊂ Rn+1 � íåâûðîæäåííàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü,

îñíàùåííàÿ öåíòðî-àôôèííûì òðàíñâåðñàëüíûì ïîëåì.

Òîãäà åå êóáè÷åñêàÿ ôîðìà C ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ïî âñåì

òðåì èíäåêñàì.

Ëþáàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòè ∇ öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â

äâóìåðíîì ëèíåéíîì ïîäïðîñòðàíñòâå Rn+1, ãåíåðèðîâàííûì

âåêòîðîì ξ è êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê ãåîäåçè÷åñêîé.

Îáúåêòû ∇, h,C èíâàðèàíòíû ïî îòíîøåíèþ ê ðàñòÿæåíèÿì

M 7→ αM, α > 0.

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Òåíçîðû
Àôôèííûå ñâÿçíîñòè
Àôôèííàÿ ìåòðèêà è êóáè÷åñêàÿ ôîðìà

Ãåññèàíîâûå ñòðóêòóðû è ñòðóêòóðû Êîäàööè

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ∇ � àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü, à g � ìåòðèêà. Åñëè ∇g
ñèììåòðè÷íà ïî âñåì èíäåêñàì, òî ïàðà (∇, g) íàçûâàåòñÿ
ñòðóêòóðîé Êîäàööè. Ñâÿçíîñòü ∇̄ = 2∇̂ − ∇ íàçûâàåòñÿ

äâîéñòâåííîé ñâÿçíîñòüþ, à ïàðà (∇̄, g) � äâîéñòâåííîé

ñòðóêòóðîé Êîäàööè.

çäåñü ∇̂ � ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà ìåòðèêè g

Îïðåäåëåíèå

Ñòðóêòóðà Êîäàööè (∇, g) ñ ïëîñêîé ñâÿçíîñòüþ ∇ íàçûâàåòñÿ

ãåññèàíîâîé ñòðóêòóðîé (Hessian structure).

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Òåíçîðû
Àôôèííûå ñâÿçíîñòè
Àôôèííàÿ ìåòðèêà è êóáè÷åñêàÿ ôîðìà

Êîíîðìàëüíîå îòîáðàæåíèå

ïóñòü M ⊂ Rn+1 � ãèïåðïîâåðõíîñòü, îñíàùåííàÿ

òðàíñâåðñàëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì ξ

êàæäîé òî÷êå x ∈ M ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó p ∈ Rn+1

òàêóþ, ÷òî

p îðòîãîíàëüíî TxM

〈p, ξ(x)〉 = 1

îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå M → Rn+1

íàçûâàåòñÿ êîíîðìàëüíûì

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Òåíçîðû
Àôôèííûå ñâÿçíîñòè
Àôôèííàÿ ìåòðèêà è êóáè÷åñêàÿ ôîðìà

Êîíîðìàëüíîå îòîáðàæåíèå

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Òåíçîðû
Àôôèííûå ñâÿçíîñòè
Àôôèííàÿ ìåòðèêà è êóáè÷åñêàÿ ôîðìà

Öåíòðî-àôôèííûé ñëó÷àé

êîíîðìàëüíîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííîñòüþ íà

êëàññå öåíòðî-àôôèííûõ ïîãðóæåíèé

â ýòîì ñëó÷àå

èíäóöèðîâàííàÿ êîíîðìàëüíûì îòîáðàæåíèåì àôôèííàÿ

ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà íà M ñîâïàäàåò ñ

èíäóöèðîâàííîé èñõîäíûì âëîæåíèåì ôîðìîé

èíäóöèðîâàííàÿ êîíîðìàëüíûì îòîáðàæåíèåì ñâÿçíîñòü

ñîâïàäàåò ñ äâîéñòâåííîé ñâÿçíîñòüþ ∇̄

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Òåíçîðû
Àôôèííûå ñâÿçíîñòè
Àôôèííàÿ ìåòðèêà è êóáè÷åñêàÿ ôîðìà

Èíôîðìàòèâíîñòü öåíòðî-àôôèííûõ îáúåêòîâ

Òåîðåìà

Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n, íà êîòîðîì
îïðåäåëåíà àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü ∇ è ñèììåòðè÷åñêèå òåíçîðû

h,C ïîðÿäêîâ (0,2) è (0,3), ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè ýòè îáúåêòû ãåíåðèðîâàíû öåíòðî-àôôèííûì âëîæåíèåì

f : M → Rn+1, òî ïîñëåäíåå âîññòàíàâëèâàåòñÿ ëèáî èç ∇, ëèáî
èç ïàðû (h,C ) ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîãî àâòîìîðôèçìà

ïðîñòðàíñòâà Rn+1.

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Ôàêòîðèçàöèÿ ìåòðèêè
Êóáè÷åñêàÿ ôîðìà è ñàìîñîãëàñîâàííîñòü
ßâíûå ôîðìóëû

Óðîâíè áàðüåðà êàê âëîæåíèÿ

ïóñòü K � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ, F � ëîãàðèôìè÷íî

îäíîðîäíûé ñàìîñîãëàñîâàííûé áàðüåð ñ ïàðàìåòðîì ν

óðîâíè F ÿâëÿþòñÿ öåíòðî-àôôèííûìè âëîæåíèÿìè

öåíòðî-àôôèííûå ñòðóêòóðû íà íèõ èçîìîðôíû

F âîññòàíàâëèâàåòñÿ èç óðîâíÿ M è ν ñ òî÷íîñòüþ äî

àääèòèâíîé êîíñòàíòû

îáúåêòû h,C , ν ñîäåðæàò âñþ íåîáõîäèìóþ ìåòîäàì

âíóòðåííåé òî÷êè èíôîðìàöèþ

ìåòðèêà h ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâîé

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Ôàêòîðèçàöèÿ ìåòðèêè
Êóáè÷åñêàÿ ôîðìà è ñàìîñîãëàñîâàííîñòü
ßâíûå ôîðìóëû

Ôàêòîðèçàöèÿ ìåòðèêè

Òåîðåìà (Tsuji 1982; Loftin 2002)

Ïóñòü K ⊂ Rn+1 � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ, à F : K o → R �

ëîêàëüíî ñòðîãî âûïóêëàÿ ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ

ñòåïåíè −1.
Òîãäà ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, îáðàçîâàííîå âíóòðåííîñòüþ

êîíóñà K , îñíàùåííîé ìåòðèêîé F ′′, ðàñïàäàåòñÿ íà ïðÿìîå

ïðîèçâåäåíèå îäíîìåðíîãî ðàäèàëüíîãî ôàêòîðà è n-ìåðíîãî
òðàíñâåðñàëüíîãî ôàêòîðà. Ïîäìíîãîîáðàçèÿ,

ñîîòâåòñòâóþùèå ðàäèàëüíîìó ôàêòîðó � âíóòðåííèå ëó÷è

êîíóñà K , à ïîäìíîãîîáðàçèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå

òðàíñâåðñàëüíîìó ôàêòîðó � ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ôóíêöèè F .
Ìåòðèêà íà ïîâåðõíîñòÿõ óðîâíÿ ñîâïàäàåò ñ öåíòðî-àôôèííîé

ìåòðèêîé.

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Ôàêòîðèçàöèÿ ìåòðèêè
Êóáè÷åñêàÿ ôîðìà è ñàìîñîãëàñîâàííîñòü
ßâíûå ôîðìóëû

Ôàêòîðèçàöèÿ ìåòðèêè

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Ôàêòîðèçàöèÿ ìåòðèêè
Êóáè÷åñêàÿ ôîðìà è ñàìîñîãëàñîâàííîñòü
ßâíûå ôîðìóëû

Ôàêòîðèçàöèÿ áàðüåðíîé ìåòðèêè

ïóñòü K ⊂ Rn � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ, à F : K o → R �

ñàìîñîãëàñîâàííûé áàðüåð ñ ïàðàìåòðîì ν

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü M � ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ F , ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê

öåíòðî-àôôèííîå âëîæåíèå â Rn. Òîãäà àôôèííàÿ ìåòðèêà h
íà M çàäàåòñÿ îãðàíè÷åíèåì ν−1F ′′ íà M. Ðèìàíîâî

ìíîãîîáðàçèå, îáðàçîâàííîå âíóòðåííîñòüþ êîíóñà K ,

îñíàùåííîé ìåòðèêîé F ′′, ðàñïàäàåòñÿ íà ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

îäíîìåðíîãî ðàäèàëüíîãî ôàêòîðà è n-ìåðíîãî
òðàíñâåðñàëüíîãî ôàêòîðà.

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Ôàêòîðèçàöèÿ ìåòðèêè
Êóáè÷åñêàÿ ôîðìà è ñàìîñîãëàñîâàííîñòü
ßâíûå ôîðìóëû

Êóáè÷åñêàÿ ôîðìà

Òåîðåìà

Ïóñòü M � ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ F , ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê

öåíòðî-àôôèííîå âëîæåíèå â Rn. Òîãäà çíà÷åíèå

öåíòðî-àôôèííîé ìåòðèêè h è êóáè÷åñêîé ôîðìû C íà

êàñàòåëüíîì ê M âåêòîðå u çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

h[u, u] = ν−1F ′′[u, u],

C [u, u, u] = ν−1F ′′′[u, u, u].

Îáðàç êîíîðìàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ

óðîâíÿ äâîéñòâåííîãî áàðüåðà F∗.

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Ôàêòîðèçàöèÿ ìåòðèêè
Êóáè÷åñêàÿ ôîðìà è ñàìîñîãëàñîâàííîñòü
ßâíûå ôîðìóëû

Óñëîâèå ñàìîñîãëàñîâàííîñòè

Òåîðåìà

Ïóñòü K ⊂ Rn � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ, n ≥ 2, à

F : K o → R � ëîêàëüíî ñòðîãî âûïóêëàÿ ëîãàðèôìè÷íî

îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíè −ν. Ïóñòü M � ïîâåðõíîñòü

óðîâíÿ ôóíêöèè F , à h,C � àôôèííàÿ ìåòðèêà è êóáè÷åñêàÿ

ôîðìà íà M, ñîîòâåòñòâåííî.

Ôóíêöèÿ F ñàìîñîãëàñîâàííàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

|C [u, u, u]| ≤ 2γ (h[u, u])3/2

äëÿ âñåõ âåêòîðîâ u, êàñàòåëüíûõ ê M, ãäå γ = ν−2√
ν−1 .

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Ôàêòîðèçàöèÿ ìåòðèêè
Êóáè÷åñêàÿ ôîðìà è ñàìîñîãëàñîâàííîñòü
ßâíûå ôîðìóëû

Çàâèñèìîñòü γ îò ν

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Ôàêòîðèçàöèÿ ìåòðèêè
Êóáè÷åñêàÿ ôîðìà è ñàìîñîãëàñîâàííîñòü
ßâíûå ôîðìóëû

Çàâèñèìîñòü γ îò ν

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Ôàêòîðèçàöèÿ ìåòðèêè
Êóáè÷åñêàÿ ôîðìà è ñàìîñîãëàñîâàííîñòü
ßâíûå ôîðìóëû

Îñíîâíàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà

Ëîêàëüíî ñèëüíî âûïóêëàÿ öåíòðî-àôôèííàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü

M ⊂ Rn ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ óðîâíÿ ñàìîñîãëàñîâàííîãî

áàðüåðà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

M àñèìïòîòè÷íî ê ãðàíèöå ñâîåé êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè

åå êóáè÷åñêàÿ ôîðìà C ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà åå

àôôèííîé ìåòðèêîé h

Ïàðàìåòð áàðüåðà ðàâåí ν = 4+γ2

2 + γ
2

√
4 + γ2, ãäå 2γ �

âåðõíÿÿ ãðàíèöà C .

÷åì ìåíüøå C , òåì ìåíüøå ν

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Ôàêòîðèçàöèÿ ìåòðèêè
Êóáè÷åñêàÿ ôîðìà è ñàìîñîãëàñîâàííîñòü
ßâíûå ôîðìóëû

Àñèïòîòè÷íîñòü ãðàíèöå

çíà÷åíèÿ F íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê ðàñòóò

ïðîïîðöèîíàëüíî ëîãàðèôìó äëèíû îòðåçêîâ

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Ôàêòîðèçàöèÿ ìåòðèêè
Êóáè÷åñêàÿ ôîðìà è ñàìîñîãëàñîâàííîñòü
ßâíûå ôîðìóëû

Ñëó÷àé C ≡ 0

ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå γ äîñòèãàåòñÿ ïðè C ≡ 0 è ν = 2

Ñëåäñòâèå

Íà êîíóñàõ K ⊂ Rn, n ≥ 2, íå ñóùåñòâóåò áàðüåðîâ ñ

ïàðàìåòðîì ν < 2.

Òåîðåìà (Pick, Berwald)

Ïóñòü M � âëîæåííàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ñ íóëåâîé êóáè÷åñêîé

ôîðìîé. Òîãäà M ÿâëÿåòñÿ êâàäðèêîé.

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Ôàêòîðèçàöèÿ ìåòðèêè
Êóáè÷åñêàÿ ôîðìà è ñàìîñîãëàñîâàííîñòü
ßâíûå ôîðìóëû

Ñëó÷àé C ≡ 0

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü K ⊂ Rn � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ, n ≥ 2, à

F : K o → R � áàðüåð íà F ñ ïàðàìåòðîì ν. Òîãäà ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1) ν = 2.

2) K èçîìîðôåí êîíóñó Ëîðåíöà Ln, à F (x) = − logQ(x), ãäå Q
� êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îïðåäåëÿþùàÿ K .

êîíóñ Ëîðåíöà � ñàìûé ïðîñòîé êîíóñ â êîíè÷åñêîé

îïòèìèçàöèè

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Ôàêòîðèçàöèÿ ìåòðèêè
Êóáè÷åñêàÿ ôîðìà è ñàìîñîãëàñîâàííîñòü
ßâíûå ôîðìóëû

Àôôèííûå êîîðäèíàòû

ââåäåì íà M àôôèííûå êîîðäèíàòû ñå÷åíèÿ

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Ôàêòîðèçàöèÿ ìåòðèêè
Êóáè÷åñêàÿ ôîðìà è ñàìîñîãëàñîâàííîñòü
ßâíûå ôîðìóëû

ßâíûå ôîðìóëû äëÿ h,C

ïóñòü K ⊂ Rn � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ, F : K o → R �

áàðüåð íà F ñ ïàðàìåòðîì ν, M � ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ F

ââåäåì f = ν−1F ñî ñòåïåíüþ îäíîðîäíîñòè −1

òîãäà â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ ñå÷åíèÿ K èìååì

h(x)[u, u] = f ′′(x)[u, u]− (f ′(x)[u])2

C (x)[u, u, u] = f ′′′(x)[u, u, u]− 6f ′′(x)[u, u]f ′(x)[u] + 4(f ′(x)[u])3

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Ôàêòîðèçàöèÿ ìåòðèêè
Êóáè÷åñêàÿ ôîðìà è ñàìîñîãëàñîâàííîñòü
ßâíûå ôîðìóëû

Ðåçþìå

ðàññìàòðèâàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ ñàìîñîãëàñîâàííîãî áàðüåðà

êàê öåíòðî-àôôèííîå âëîæåíèå, èìååì ñëåäóþùèå

ñîîòâåòñòâèÿ

ñàìîñîãëàñîâàííûå áàðüåðû öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

äâîéñòâåííîñòü Ëåæàíäðà êîíîðìàëüíîå îòîáðàæåíèå

ãåññèàí F ′′ öåíòðî-àôôèííàÿ ìåòðèêà h
òðåòüÿ ïðîèçâîäíàÿ F ′′′ êóáè÷åñêàÿ ôîðìà C
óñëîâèå ñàìîñîãëàñîâàííîñòè îãðàíè÷åíèå íà C
ïàðàìåòð áàðüåðà ∞-íîðìà êóáè÷åñêîé ôîðìû

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Àïïðîêñèìèðóþùèå êîíóñà Ëîðåíöà
Àôôèííûå ñôåðû è êàíîíè÷åñêèé áàðüåð

Àïïðîêñèìèðóþùèé êîíóñ Ëîðåíöà

ïóñòü K ⊂ Rn � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ F : K o → R �

áàðüåð íà F ñ ïàðàìåòðîì ν x ∈ K o � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà

Ëåììà

Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êîíóñ Ëîðåíöà L ñ ñîîòâåòñòâóþùèì

ãèïåðáîëè÷åñêèì áàðüåðîì FL òàêîé, ÷òî

νF ′L(x) = 2F ′(x), νF ′′L (x) = 2F ′′(x)

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Àïïðîêñèìèðóþùèå êîíóñà Ëîðåíöà
Àôôèííûå ñôåðû è êàíîíè÷åñêèé áàðüåð

Íîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò

ïåðåéäåì â ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé

x̂ = (x̂0, . . . , x̂n−1) = (1, 0, . . . , 0),

FL(x) = − log(x20 − x21 − · · · − x2n−1)

òîãäà F ′(x̂) = (−ν, 0, . . . , 0), F ′′(x̂) = νIn

òðåòüÿ ïðîèçâîäíàÿ F ′′′[u, u, u] îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿìè îò

F ′′[u, u] è F ′[u]

ýòî ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åíèÿì íà F òàêæå äëÿ x 6= x̂

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Àïïðîêñèìèðóþùèå êîíóñà Ëîðåíöà
Àôôèííûå ñôåðû è êàíîíè÷åñêèé áàðüåð

Îöåíêè íà çíà÷åíèÿ áàðüåðà

íà àôôèííîì ñå÷åíèè x = (1, x̃T )T èìååì îöåíêè

F (x) ∈ [−(ν − 1) log(
√
ν − 1± ||x̃ ||)− log(1∓

√
ν − 1||x̃ ||)]

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Àïïðîêñèìèðóþùèå êîíóñà Ëîðåíöà
Àôôèííûå ñôåðû è êàíîíè÷åñêèé áàðüåð

Âíåøíÿÿ è âíóòðåííÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ

íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ îöåíêà ñòðåìèòñÿ ê +∞ íà ãðàíèöå

íåêîòîðûõ êîíóñîâ Ëîðåíöà

âíåøíÿÿ è âíóòðåííÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ K çàäàåòñÿ

àïïðîêñèìèðóþùèì êîíóñîì Ëîðåíöà, ðàñòÿíóòûì èëè ñæàòûì

íà êîíñòàíòó
√
ν − 1

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Àïïðîêñèìèðóþùèå êîíóñà Ëîðåíöà
Àôôèííûå ñôåðû è êàíîíè÷åñêèé áàðüåð

Àôôèííàÿ íîðìàëü

ðàññìîòðèì íåâûðîæäåííóþ âûïóêëóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü â Rn

àôôèííàÿ íîðìàëü êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé, ñîñòîÿùåé èç

öåíòðîâ òÿæåñòè ñå÷åíèé

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Àïïðîêñèìèðóþùèå êîíóñà Ëîðåíöà
Àôôèííûå ñôåðû è êàíîíè÷åñêèé áàðüåð

Àôôèííûå ñôåðû

Îïðåäåëåíèå

Ãèïåðïîâåðõíîñòü M ⊂ An íàçûâàåòñÿ (ñîáñòâåííîé) àôôèííîé

ñôåðîé åñëè âñå åå àôôèííûå íîðìàëè ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé

òî÷êå. Ýòà òî÷êà íàçûâàåòñÿ öåíòðîì àôôèííîé ñôåðû.

âûïóêëàÿ ñîáñòâåííàÿ àôôèííàÿ ñôåðà íàçûâàåòñÿ

ýëëèïòè÷åñêîé åñëè îíà èñêðèâëÿåòñÿ â ñòîðîíó öåíòðà, èíà÷å

ãèïåðáîëè÷åñêîé

öåíòðî-àôôèííàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé

ñôåðîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Cαβγh
βγ = 0, ò.å. ñëåä

êóáè÷åñêîé ôîðìû ðàâåí íóëþ

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Àïïðîêñèìèðóþùèå êîíóñà Ëîðåíöà
Àôôèííûå ñôåðû è êàíîíè÷åñêèé áàðüåð

Ýëëèïòè÷åñêèå è ãèïåðáîëè÷åñêèå ñôåðû

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

Ïðèëîæåíèÿ

Àïïðîêñèìèðóþùèå êîíóñà Ëîðåíöà
Àôôèííûå ñôåðû è êàíîíè÷åñêèé áàðüåð

Òåîðåìà Êàëàáè

Òåîðåìà (Fe�erman 76, Cheng-Yau 86, Li 90, è äð.)

Ïóñòü K ⊂ Rn � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ. Òîãäà ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå ðàññëîåíèå âíóòðåííîñòè K o ãîìîòåòè÷åñêèì

ñåìåéñòâîì ïîëíûõ àôôèííûõ ñôåð ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà,

êîòîðûå àñèìïòîòè÷åñêèå ê ãðàíèöå ∂K .

Ëþáàÿ ïîëíàÿ àôôèííàÿ ñôåðà ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà

àñèìïòîòè÷åñêàÿ ê ãðàíèöå ∂K íåêîòîðîãî ðåãóëÿðíîãî

âûïóêëîãî êîíóñà K .

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
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àôôèííûå ñôåðû ðàññëîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ê ∂K
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Óðàâíåíèå Ìîíæà-Àìïåðà

ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ F ñòåïåíè n, ïîâåðõíîñòè
óðîâíÿ êîòîðîé çàäàþòñÿ ýòèì ðàññëîåíèåì, ìîæíî

îõàðàêòåðèçîâàòü êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ìîíæà-Àìïåðà

ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé F ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì

ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

log detF ′′ = 2F

ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

lim
x→∂K

F (x) = +∞
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Êàíîíè÷åñêèé áàðüåð

Òåîðåìà

Ïóñòü K ⊂ Rn � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ. Òîãäà âûïóêëîå

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ìîíæà-Àìïåðà log detF ′′ = 2F ñ

ãðàíè÷íûì óñëîâèåì F |∂K = +∞ ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷íî

îäíîðîäíûì ñàìîñîãëàñîâàííûì áàðüåðîì íà K ñ ïàðàìåòðîì

ν = n. Ýòîò áàðüåð íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå
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