
Çàäà÷è êîíè÷åñêîé îïòèìèçàöèè
Ñàìîñîãëàñîâàííûå áàðüåðû

Èñòîðèÿ êîíè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ãåîìåòðèÿ ñàìîñîãëàñîâàííûõ áàðüåðîâ

I. Ìåòîäû âíóòðåííåé òî÷êè

Roland Hildebrand

LJK, Universit�e Grenoble Alpes / CNRS

Ëåòíÿÿ øêîëà "Óïðàâëåíèå, Èíôîðìàöèÿ, Îïòèìèçàöèÿ"
Âîðîíîâî, 18 èþíÿ 2019 ã.

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Çàäà÷è êîíè÷åñêîé îïòèìèçàöèè
Ñàìîñîãëàñîâàííûå áàðüåðû

Èñòîðèÿ êîíè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

1 Çàäà÷è êîíè÷åñêîé îïòèìèçàöèè
Ïðèâåäåíèå ê êîíè÷åñêîé ôîðìå
Êëàññû êîíè÷åñêèõ ïðîãðàìì

2 Ñàìîñîãëàñîâàííûå áàðüåðû
Ñàìîñîãëàñîâàííûå ôóíêöèè
Ïðÿìîé ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè
Äâîéñòâåííîñòü
Ïðèìåðû áàðüåðîâ

3 Èñòîðèÿ êîíè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Çàäà÷è êîíè÷åñêîé îïòèìèçàöèè
Ñàìîñîãëàñîâàííûå áàðüåðû

Èñòîðèÿ êîíè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ïðèâåäåíèå ê êîíè÷åñêîé ôîðìå
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Âûïóêëîñòü

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî X ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè äëÿ ëþáûõ

òî÷åê x , y ∈ X è ÷èñëà λ ∈ [0, 1] èìååì

λx + (1− λ)y ∈ X .

Ôóíêöèÿ f : X → R, îïðåäåëåííàÿ íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå X ,
íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê x , y ∈ X è ÷èñëà

λ ∈ [0, 1] èìååì

f (λx + (1− λ)y) ≤ λf (x) + (1− λ)f (y).
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Ïðèâåäåíèå ê êîíè÷åñêîé ôîðìå
Êëàññû êîíè÷åñêèõ ïðîãðàìì

Âûïóêëûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè

ðàññìîòðèì çàäà÷ó âèäà

min
x∈X

f (x)

X ⊂ Rn � íåïóñòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî

f : X → R � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ öåíû, ïîëóíåïðåðûâíàÿ
ñíèçó

ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñíèçó ⇔ çàìêíóòûé íàäãðàôèê
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Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ öåíû

f (x) ìîæíî
ïðåäïîëîæèòü ëèíåéíîé

X ìîæíî ïðåäïîëîæèòü
çàìêíóòûì

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ìèíèìèçèðóåì t ïî
íàäãðàôèêó
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Ïðåäñòàâëåíèå äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà

çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî X ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ïåðåñå÷åíèÿ çàìêíóòîãî âûïóêëîãî êîíóñà K ñ àôôèííûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì
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Íåâûðîæäåííîñòü êîíóñà

ñîîòíîøåíèÿ K è X

K = cl{(t, tx) | t ≥ 0, x ∈ X}

X = {x | (t, x) ∈ K , t = 1} = K ∩ {(t, x) | t = 1}

åñëè X íå ñîäåðæèò ïðÿìûõ, òî è K íå ñîäåðæèò ïðÿìûõ

ïåðåéäÿ ê ëèíåéíîé îáîëî÷êå, ìîæíî ïîëîæèòü K o 6= ∅
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Îïðåäåëåíèå

Âûñòóïàþùèé çàìêíóòûé âûïóêëûé êîíóñ K ⊂ Rn ñ íåïóñòîé

âíóòðåííîñòüþ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì.

Îïðåäåëåíèå

Êîíè÷åñêàÿ ïðîãðàììà íàä ðåãóëÿðíûì êîíóñîì K ⊂ Rn � ýòî

çàäà÷à îïòèìèçàöèè âèäà

min
x∈K
〈c , x〉 : Ax = b.

ëþáàÿ çàäà÷à âûïóêëîé îïòèìèçàöèè ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê
êîíè÷åñêîé ïðîãðàììå
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Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ïåðåñå÷åíèÿ êîíóñà K ñ
àôôèííûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì

àëüòåðíàòèâíàÿ
ôîðìóëèðîâêà

min
z
〈c ′, z〉 : A′z + b′ ∈ K
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Êëàññû ðåãóëÿðíûõ êîíóñîâ

â îïòèìèçàöèè âñòðå÷àþòñÿ

ñèììåòðè÷åñêèå êîíóñà (êëàññè÷åñêèå êîíè÷åñêèå çàäà÷è)

êîíóñà ïîëîæèòåëüíûõ îòîáðàæåíèé (ðîáàñòíàÿ
îïòèìèçàöèÿ)

êîíóñà ìîìåíòîâ (ïîëèíîìèàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ)

êîíóñà ïîëîæèòåëüíûõ ïîëèíîìîâ (ïîëèíîìèàëüíàÿ
îïòèìèçàöèÿ)

êîíóñà ñóìì êâàäðàòîâ (âûïóêëûå ðåëàêñàöèè)

êîïîëîæèòåëüíûå êîíóñà (íåâûïóêëûå çàäà÷è)

ýêñïîíåíöèàëüíûé êîíóñ (ãåîìåòðè÷åñêèå ïðîãðàììû)
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Ïðèâåäåíèå ê êîíè÷åñêîé ôîðìå
Êëàññû êîíè÷åñêèõ ïðîãðàìì

Ïðèìåðû êîíóñîâ

ñèììåòðè÷åñêèå êîíóñà

îðòàíò Rn
+ = {(x1, . . . , xn)T | xi ≥ 0}

êîíóñ Ëîðåíöà

Ln =
{
(x0, . . . , xn−1) | x0 ≥

√
x21 + · · ·+ x2n−1

}
ìàòðè÷íûé êîíóñ Sn+ âåùåñòâåííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ
íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö

ýêñïîíåíöèàëüíûé êîíóñ

Kexp = cl {(t, tx , ty) | t ≥ 0, y ≥ ex}
= {(t, tx , ty) | t > 0, y ≥ ex} ∩ {(0, tx , ty) | x ≤ 0, y ≥ 0}

îãðàíè÷åíèå y ≥ ex çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (1, x , y) ∈ Kexp
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Ïðèâåäåíèå ê êîíè÷åñêîé ôîðìå
Êëàññû êîíè÷åñêèõ ïðîãðàìì

Ïðèìåðû êîíè÷åñêèõ ïðîãðàìì

ëèíåéíûå ïðîãðàììû (LP) íàä Rn
+: ∼ 107 ïåðåìåííûõ

êâàäðàòè÷íî-êîíè÷åñêèå ïðîãðàììû (SOCP) íàä
∏

j Lnj :

∼ 105 ïåðåìåííûõ

ïîëó-îïðåäåëåííûå ïðîãðàììû (SDP) íàä Sn+: ∼ 103

ïåðåìåííûõ

íàëè÷èå ñòðóêòóðû ïîçâîëÿåò ðåøàòü á�îëüøèå çàäà÷è

LP ⊂ SOCP ⊂ SDP

ðàçðàáîòàíû ñîëüâåðû (CLP, LiPS, SDPT3, SeDuMi, CPLEX,
MOSEK, ...)
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Ìåòîä Íüþòîíà

ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ëîêàëüíî ñòðîãî âûïóêëîé C 3

ôóíêöèè f (x) íà îòêðûòîì âûïóêëîì ìíîæåñòâå D

íà k-îì øàãå: àïïðîêñèìèðóåì

f (x) ≈ qk(x) = f (xk)+ 〈f ′(xk), x − xk〉+
1

2
〈f ′′(xk)(x − xk), x − xk〉

ìèíèìèçèðóåì êâàäðàòè÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ

xk+1 = xk − γk(f ′′(xk))−1f ′(xk)

òî÷íûé ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè γk = 1

ìåòîä àôôèííî èíâàðèàíòåí
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êàê èçìåðèòü ïðîãðåññ, ñäåëàííûé íà äàííîì øàãå?

ëîêàëüíàÿ ìåòðèêà f ′′(xk)

äëèíà øàãà ρk =
√

(xk+1 − xk)T f ′′(xk)(xk+1 − xk)

íîðìà ãðàäèåíòà ρk =
√

f ′(xk)T (f ′′(xk))−1f ′(xk)

ïðîãíîçèðóåìûé ïðîãðåññ f (xk)− qk(xk+1) =
ρ2k
2

ρk íàçûâàåòñÿ Íüþòîíîâñêèì äåêðåìåíòîì

èñòèííûé ïðîãðåññ êîíòðîëèðóåòñÿ ðàçíèöåé qk+1 − qk ìåæäó
ñòàðîé è íîâîé àïïðîêñèìàöèåé

èòåðàöèÿ ìîæåò âûâåñòè èç ìíîæåñòâà D
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Ñàìîñîãëàñîâàííûå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå (Íåñòåðîâ, Íåìèðîâñêèé)

Ëîêàëüíî ñòðîãî âûïóêëàÿ C 3 ôóíêöèÿ f : D → R íàçûâàåòñÿ

ñàìîñîãëàñîâàííîé åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ D è ëþáîãî

êàñàòåëüíîãî âåêòîðà h ∈ TxD èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|f ′′′(x)[h, h, h]| ≤ 2(f ′′(x)[h, h])3/2.

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñàìîñîãëàñîâàííîé åñëè

âäîáàâîê èìååò ìåñòî

lim
x∈∂D

f (x) = +∞.
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Ýëëèïñîèä Äèêèíà

äëÿ ñèëüíî ñàìîñîãëàñîâàííîé ôóíêöèè íà îáëàñòè D
åäèíè÷íûé øàð â ëîêàëüíîé ìåòðèêå (ýëëèïñîèä Äèêèíà)

Ex = {y | 〈f ′′(x)(y − x), y − x〉 ≤ 1}

ñîäåðæèòñÿ â D

åñëè ρk < 1, òî ïîëíûé øàã Íüþòîíà íå âûâåäåò èç îáëàñòè D

èíà÷å íåîáõîäèìî óêîðîòèòü øàã, γk . ρ−1k
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Ìåòîä Íüþòîíà ñ óêîðî÷åííûì øàãîì

äëÿ ãëîáàëüíîé ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà ñëåäóåò ïîëîæèòü

γk =


1

1+ρk
, ρk ≥ 1

3
1−ρk

ρk (3−ρk ) , ρk ∈ (2−
√
3, 13)

1, ρk ≤ 2−
√
3
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Ñâîéñòâà ìåòîäà

[Íåñòåðîâ, Íåìèðîâñêèé 1994]

åñëè ρk ≥ 1
3 , òî f (xk+1) ≤ f (xk)− (ρk − log(1+ ρk))

çíà÷åíèå ρk â ïðîìåæóòî÷íîì èíòåðâàëå (2−
√
3, 13)

ïðèíèìàåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà

åñëè ρk ≤ 2−
√
3, òî ρk+1 ≤

(
ρk

1−ρk

)2
åñëè âñþäó ρ > 1, òî ôóíêöèÿ íåîãðàíè÷åíà ñíèçó

âäàëåêå îò ìèíèìóìà ãàðàíòèðîâàíî ïîíèæåíèå çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè íà ≈ 1

â îêðåñòíîñòè ìèíèìóìà íàõîäèìñÿ â áûñòðîì (êâàäðàòè÷íîì)
ðåæèìå ñõîäèìîñòè
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Ðàäèóñ çîíû áûñòðîé ñõîäèìîñòè

äëÿ ëþáîé òî÷êè x â ýëëèïñîèäå Äèêèíà ñ öåíòðîì â x∗

ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

(
√
1+ rx − 1)(3−

√
1+ rx) ≤ ρ ≤ (1−

√
1− rx)(3−

√
1− rx)

ãäå rx = ||x − x∗||x∗

øàð ñ ðàäèóñîì 1− (2−
√
3−
√
3)2 ≈ 0.2362 íàõîäèòñÿ â çîíå

êâàäðàòè÷åñêîé ñõîäèìîñòè
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îöåíêè íà äåêðåìåíò êàê ôóíêöèÿ îò ðàññòîÿíèÿ äî ìèíèìóìà
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Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

M � ãðàô ãðàäèåíòà f , Mk � ãðàô ãðàäèåíòà qk
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Ïðèíöèï ìåòîäà âíóòðåííåé òî÷êè

ñëîæíîñòü êîíè÷åñêîé ïðîãðàììû â îãðàíè÷åíèè x ∈ K

óñòðàíÿåì ýòî óñëîâèå ïîñðåäñòâîì äîáàâëåíèÿ áàðüåðíîé
ôóíêöèè F : K o → R ê ôóíêöèè öåíû

âìåñòî èñõîäíîé çàäà÷è

min
x∈K
〈c , x〉 : Ax = b

ïîëó÷àåì 1-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî çàäà÷

min
x
τ〈c , x〉+ F (x) : Ax = b

τ > 0 � ïàðàìåòð ñåìåéñòâà
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ðàçóìíî ïðåäúÿâèòü ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ ê F

F (x) âûïóêëà (ïðîáëåìà ìèíèìèçàöèè ñóììû äîëæíà
îñòàâàòüñÿ âûïóêëîé)

limx→∂K F (x) = +∞ (áàðüåðíîå ñâîéñòâî)

F (x) ñàìîñîãëàñîâàííàÿ (÷òîáû èñïîëüçîâàòü ìåòîä
Íüþòîíà ñ âûñîêîé ëîêàëüíîé ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè)

ñâîéñòâà îñòàþòñÿ â ñèëå

äëÿ ôóíêöèé τ〈c , x〉+ F (x)

ïðè îãðàíè÷åíèè x íà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî X
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Öåíòðàëüíûé ïóòü

ïóñòü ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò, òîãäà

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ τ òî÷êè ìèíèìóìà x∗(τ)
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû

ïðè τ → +∞ ðåøåíèå x∗(τ) ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîìó x∗ â
îòíîñèòåëüíîé âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé

äèôôåðåíöèðóåìóþ êðèâóþ x∗(τ) íàçûâàþò öåíòðàëüíûì
ïóòåì
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Àëãîðèòì

ñòàðòóåì ñ ïàðû (x0, τ0) ∈ X × R++, ãäå x0 íàõîäèòñÿ â
çîíå êâàäðàòè÷íîé ñõîäèìîñòè âîêðóã x∗(τ0)

äåëàåì ïîëíûé øàã Íüþòîíà ïî íàïðàâëåíèþ ê ðåøåíèþ
x∗(τ0), ïîëó÷àåì x1

îáíîâëÿåì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà íà τ1 > τ0, òàê ÷òî x1 âñå
åùå â çîíå êâàäðàòè÷íîé ñõîäèìîñòè âîêðóã x∗(τ1)

ïåðåõîä ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè

íà êàæäîì øàãå âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

ρkk ≤ λ, ρkk+1 ≤ λ

ρlk � äåêðåìåíò â xk ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèè τl〈c, x〉+ F (x)

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Çàäà÷è êîíè÷åñêîé îïòèìèçàöèè
Ñàìîñîãëàñîâàííûå áàðüåðû

Èñòîðèÿ êîíè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ñàìîñîãëàñîâàííûå ôóíêöèè
Ïðÿìîé ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè
Äâîéñòâåííîñòü
Ïðèìåðû áàðüåðîâ

ìåòîä ïîïåðåìåííî äåëàåò øàã Íüþòîíà è ïîâûøàåò τ , âñå
âðåìÿ íàõîäÿñü â çîíå êâàäðàòè÷åñêîé ñõîäèìîñòè âîêðóã x∗τ

èòåðàöèè íå âûõîäÿò èç îêðåñòíîñòè öåíòðàëüíîãî ïóòè
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êîíñòàíòû 0 < λ < λ < 2−
√
3 âûáðàíû òàê, ÷òî

ρkk ≤ λ ⇒ ρkk+1 ≤ λ

äëÿ íåêîòîðûõ 0 < d < d èìååì

ρkk+1 ≤ λ ⇒ ||xk+1 − x∗(τk)||x∗(τk ) ≤ d

||xk+1 − x∗(τk+1)||x∗(τk+1) ≤ d ⇒ ρk+1
k+1 ≤ λ

åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x∗(τk) è x∗(τk+1) íå
ïðåâûøàåò íåêîòîðóþ êîíñòàíòó ïîðÿäêà d − d (íàäî ó÷åñòü
ïîïðàâêó íà òî, ÷òî ýòè ðàññòîÿíèÿ èçìåðÿþòñÿ â ðàçíûõ, íî
âñëåäñòâèå ñàìîñîãëàñîâàííîñòè íå ñèëüíî îòëè÷àþùèõñÿ äðóã
îò äðóãà ìåòðèêàõ), òî âñå íåðàâåíñòâà áóäóò âûïîëíÿòüñÿ íà
êàæäîì øàãå
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Ðàññòîÿíèÿ íà öåíòðàëüíîì ïóòè

íàñêîëüêî ìîæíî óâåëè÷èâàòü ïàðàìåòð τ íà êàæäîì øàãå?

íà öåíòðàëüíîì ïóòè íåîáõîäèìî ñîïîñòàâèòü ïàðàìåòð τ ñ
ïàðàìåòðîì äëèíû â ëîêàëüíîé ìåòðèêå

Ëåììà

Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé τ > 0, îòâå÷àþùèõ òî÷êå íà öåíòðàëüíîì
ïóòè, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå ||dx

∗(τ)
d log τ ||x∗(τ) =√

F ′(x∗(τ))T (F ′′(x∗(τ)))−1F ′(x∗(τ)) = ||F ′(x∗(τ))||x∗(τ).

ìîæíî óâåëè÷èâàòü log τ íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà d−d
||F ′(x∗(τ))||x∗(τ)

äëÿ ëèíåéíîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè íåîáõîäèìî óñëîâèå
||F ′(x∗(τ))||x∗(τ) < const
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Ñàìîñîãëàñîâàííûå áàðüåðû

Îïðåäåëåíèå

Ñàìîñîãëàñîâàííûì áàðüåðîì ñ ïàðàìåòðîì ν íà âûïóêëîì

ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ C 3 ôóíêöèÿ F : X o → R,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

F ′′ � 0 (ëîêàëüíî ñòðîãàÿ âûïóêëîñòü)

F |∂X = +∞ (ñâîéñòâî áàðüåðà)

F ′′′(x)[h, h, h] ≤ 2(F ′′(x)[h, h])3/2 äëÿ âñåõ x ∈ X o , h ∈ TxX

F ′(x)[h] ≤
√
νF ′′(x)[h, h] äëÿ âñåõ x ∈ X o , h ∈ TxX
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Ïàðàìåòð è ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè

åñëè F � ñàìîñîãëàñîâàííûé áàðüåð ñ ïàðàìåòðîì ν, òî íà
êàæäîì øàãå ìîæíî óâåëè÷èâàòü log τ íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà
ν−1/2

÷åì áîëüøå ν, òåì ìåäëåííåå ìåòîä áóäåò ñõîäèòüñÿ

ïîýòîìó æåëàòåëüíî èìåòü â íàëè÷èè áàðüåðû ñ êàê ìîæíî
ìåíüøèì ïàðàìåòðîì

ñëîæíîñòü çàäà÷è çàâèñèò îò íàëè÷èÿ ýôôåêòèâíî
âû÷èñëèìîãî ñàìîñîãëàñîâàííîãî áàðüåðà ñ íåáîëüøèì
çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà
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Ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíûå áàðüåðû

Îïðåäåëåíèå (Þ.Å. Íåñòåðîâ, À.Ñ. Íåìèðîâñêèé 1994)

Ïóñòü K ⊂ Rn � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ. Ëîãàðèôìè÷íî

îäíîðîäíûì ñàìîñîãëàñîâàííûì áàðüåðîì íà K íàçûâàåòñÿ C 3

ôóíêöèÿ F : K o → R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

F (αx) = −ν logα+ F (x) (ëîãàðèôìè÷íàÿ îäíîðîäíîñòü)

F ′′(x) � 0 (âûïóêëîñòü)

limx→∂K F (x) = +∞ (áàðüåðíîå ñâîéñòâî)

|F ′′′(x)[h, h, h]| ≤ 2(F ′′(x)[h, h])3/2 (ñàìîñîãëàñîâàííîñòü)

äëÿ âñåõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ h â êàæäîé òî÷êå x ∈ K o .

Ïàðàìåòð îäíîðîäíîñòè ν íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì áàðüåðà.

ðàñòÿæåíèÿ äåéñòâóþò ïðèáàâëåíèåì êîíñòàíò ê F
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Îãðàíè÷åííîñòü äåêðåìåíòà

îáà îïðåäåëåíèÿ ñîâìåñòèìû, ïîñêîëüêó ëîãàðèôìè÷íàÿ
îäíîðîäíîñòü îãðàíè÷èâàåò Íüþòîíîâñêèé äåêðåìåíò

äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå F (αx) = −ν logα+ F (x) ïî x
ïîëó÷èì αF ′(αx) = F ′(x)
äèôôåðåíöèðóÿ ýòî è èñõîäíîå ñîîòíîøåíèå ïî α ïðè α = 1
ïîëó÷èì

F ′(x) + F ′′(x) · x = 0, 〈F ′(x), x〉 = −ν

(F ′′(x))−1F ′(x) = −x , (F ′(x))T (F ′′(x))−1F ′(x) = −〈F ′(x), x〉 = ν
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Äâîéñòâåííûé êîíóñ

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü K ⊂ Rn � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ. Äâîéñòâåííûì ê

K íàçûâàåòñÿ êîíóñ

K ∗ = {p ∈ Rn = (Rn)∗ | 〈p, x〉 ≥ 0 ∀ x ∈ K}.

êîíóñ K ∗ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì

(K ∗)∗ = K
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Ñèììåòðè÷åñêèå êîíóñà

Îïðåäåëåíèå

Ñàìîäâîéñòâåííûé îäíîðîäíûé êîíóñ íàçûâàåòñÿ

ñèììåòðè÷åñêèì.

îäíîðîäíûé: ãðóïïà ëèíåéíûõ àâòîìîðôèçìîâ êîíóñà
äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà âíóòðåííîñòè

ñàìîäâîéñòâåííûé: ëèíåéíî èçîìîðôåí äâîéñòâåííîìó

ïðèìåðû

îðòàíò Rn
+

êîíóñ Ëîðåíöà Ln

ìàòðè÷íûé êîíóñ Sn+
ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ

∏m
i=1 Ki

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ
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Äâîéñòâåííûé áàðüåð

ïóñòü f : D → R � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ

ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

f ∗(p) = sup
x∈D
〈p, x〉 − f (x)

Ëåììà (Þ.Å. Íåñòåðîâ, À.Ñ. Íåìèðîâñêèé 1994)

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíîãî áàðüåðà

ñ ïàðàìåòðîì ν íà êîíóñå K ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷íî

îäíîðîäíûì áàðüåðîì ñ òåì æå ïàðàìåòðîì ν íà −K ∗.

F∗(p) = F ∗(−p) = supx∈K −〈p, x〉 − F (x)

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ
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Ðèìàíîâû ìåòðèêè

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé ãåññèàí áàðüåðà F íà êîíóñå K
ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðèìàíîâó ìåòðèêó

òîãäà âíóòðåííîñòü êîíóñà K ïðèíèìàåò ñòðóêòóðó ïîëíîãî
ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ

Ëåììà (Þ.Å. Íåñòåðîâ, À.Ñ. Íåìèðîâñêèé 1994)

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà D : x 7→ p = −F ′(x) ÿâëÿåòñÿ
èçîìåòðèåé ìåæäó âíóòðåííîñòüþ ïðÿìîãî è äâîéñòâåííîãî

êîíóñîâ.
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Äâîéñòâåííàÿ ïðîãðàììà

ïðÿìàÿ êîíè÷åñêàÿ ïðîãðàììà

min
x∈K
〈c , x〉 : Ax = b

ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò s ∈ K ∗ âèäà s = c − AT y

äëÿ ëþáîãî x èç äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâ èìååì

〈s, x〉 = 〈c , x〉 − 〈AT y , x〉 = 〈c , x〉 − 〈y ,Ax〉 = 〈c , x〉 − 〈y , b〉 ≥ 0.

ìû ïîëó÷èëè íèæíþþ îöåíêó 〈b, y〉 íà îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå
èñõîäíîé (ïðÿìîé) ïðîãðàììû

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ
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äâîéñòâåííàÿ êîíè÷åñêàÿ ïðîãðàììà íàä äâîéñòâåííûì
êîíóñîì K ∗ ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ýòîé
îöåíêè

max
y
〈b, y〉 : c − AT y ∈ K ∗

äëÿ êàæäîé äîïóñòèìîé òî÷êè x âåëè÷èíà 〈c , x〉 ÿâëÿåòñÿ
âåðõíåé îöåíêîé îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ äâîéñòâåííîé
ïðîãðàììû

ðàçíèöà ìåæäó îïòèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè � ðàçðûâ
äâîéñòâåííîñòè
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Ñèììåòðè÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà

àôôèííóþ îáîëî÷êó äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà èñõîäíîé
ïðîãðàììû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû b + L
L ⊂ Rn � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
âåêòîð b ∈ Rn âûáðàí òàê, ÷òî 〈c , b〉 = 0

ïðÿìàÿ ïðîãðàììà

min
x∈K
〈c , x〉 : x ∈ b + L

äâîéñòâåííàÿ ïðîãðàììà

max
s∈K∗

−〈b, s〉 : s ∈ c + L⊥

äëÿ äîïóñòèìûõ (x , s) èìååì 〈x , s〉 = 〈c , x〉+ 〈b, s〉 ≥ 0
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Ïðÿìî-äâîéñòâåííûå ìåòîäû

ïðÿìî-äâîéñòâåííûå ìåòîäû ðåøàþò ïðÿìóþ è äâîéñòâåííóþ
ïðîãðàììû îäíîâðåìåííî è ãåíåðèðóþò ïàðû
(xk , sk) ∈ intK × intK ∗

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàçîðîâ 〈c , xk〉+ 〈b, sk〉 ìîíîòîííî óáûâàåò

íåêîòîðûå ìåòîäû ìèíèìèçèðóþò ïîòåíöèàë, íàïðèìåð

V (x , s) = F (x) + F∗(s) + const · log〈x , s〉

êîíñòàíòà çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ν áàðüåðà F

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ
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Ñèììåòðè÷åñêèå êîíóñà

äëÿ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå áàðüåðû

êëàññ K F ν

LP Rn
+ −

∑n
i=1 log xi n

SOCP
∏J

j=1 Lnj −1
2

∑
j log((x

j
0)

2 − (x j1)
2 − · · · − (x jnj−1)

2) 2J

SDP Sn+ − log detA n

íà
∏m

i=1 Ki èñïîëüçóåòñÿ F (x1, . . . , xm) =
∑m

i=1 Fi (xi ) ñ
ïàðàìåòðîì ν =

∑m
i=1 νi

ïàðàìåòð ýòèõ áàðüåðîâ îïòèìàëüíûé

áàðüåðû àâòî-øêàëèðîâàííûå ⇒ ìåòîäû ñ äëèííûì øàãîì

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ
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Ýêñïîíåíöèàëüíûé êîíóñ

Kexp = {(x , y , 0) | x ≤ 0, y ≥ 0} ∪ {(x , y , z) | z > 0, y ≥ zex/z}

íà ýêñïîíåíöèàëüíîì êîíóñå èìååòñÿ áàðüåð

F (x , y , z) = − log(z log
y

z
− x)− log y − log z ,

çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ν = 3 òàêæå îïòèìàëüíî

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ
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Óíèâåðñàëüíûé áàðüåð

ïóñòü K � ïðîèçâîëüíûé ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ

ôóíêöèÿ îáúåìà V : K o 3 x 7→ Vol{p ∈ K ∗ | 〈x , p〉 < 1}
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Óíèâåðñàëüíûé áàðüåð

Òåîðåìà (Íåñòåðîâ, Íåìèðîâñêèé 1994)

Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

ðåãóëÿðíîãî âûïóêëîãî êîíóñà K ⊂ Rn

F (x) = c logV (x)

ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîãëàñîâàííûì áàðüåðîì íà K ñ ïàðàìåòðîì

(c · n). Ýòîò áàðüåð íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì.

ïîçæå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ìîæíî âûáðàòü c = 1 [Bubeck,
Eldan '15, Lee '18]

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ
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Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

Ëåììà (G�uler 1996)

Óíèâåðñàëüíûé áàðüåð ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé êîíñòàíòû

ðàâåí c logϕ(x), ãäå

ϕ(x) =

∫
K∗

e−〈x ,p〉dp

õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ K .
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Ñâîéñòâà

A ∈ Aut K , F (Ax) = F (x) + log det A

èíâàðèàíòåí ïî îòíîøåíèþ ê äåéñòâèþ SL(n,R)
F∏

i Ki
=
∑

i FKi

íå èíâàðèàíòåí ïî îòíîøåíèþ ê äâîéñòâåííîñòè

äëÿ íåîäíîðîäíûõ êîíóñîâ òðóäíî âû÷èñëèì
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Ýíòðîïè÷åñêèé áàðüåð

[Bubeck, Eldan '15]

äâîéñòâåííûé ê óíèâåðñàëüíîìó

îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè
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Êàíîíè÷åñêèé áàðüåð

Òåîðåìà

Ïóñòü D ⊂ Rn � âûïóêëàÿ îáëàñòü, íå ñîäåðæàùàÿ ïðÿìîé.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå âûïóêëîå ðåøåíèå F : D → R
óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ log detF ′′ = 2F ñ ãðàíè÷íûì

óñëîâèåì limx→∂D F (x) = +∞.

Òåîðåìà

Åñëè D � âíóòðåííîñòü âûïóêëîãî ðåãóëÿðíîãî êîíóñà K , ýòî
ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíûì

ñàìîñîãëàñîâàííûì áàðüåðîì íà K ñî çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà

ν = n. Ýòîò áàðüåð íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì. Äâîéñòâåííûé

áàðüåð ê êàíîíè÷åñêîìó áàðüåðó íà êîíóñå K ñîâïàäàåò ñ

êàíîíè÷åñêèì áàðüåðîì íà äâîéñòâåííîì êîíóñå K ∗.

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ



Çàäà÷è êîíè÷åñêîé îïòèìèçàöèè
Ñàìîñîãëàñîâàííûå áàðüåðû

Èñòîðèÿ êîíè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ñàìîñîãëàñîâàííûå ôóíêöèè
Ïðÿìîé ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè
Äâîéñòâåííîñòü
Ïðèìåðû áàðüåðîâ

Ñâîéñòâà

îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè èíâàðèàíòíîñòè ÷òî è
óíèâåðñàëüíûé

ñîâïàäàåò ñ íèì íà îäíîðîäíûõ êîíóñàõ

âû÷èñëèì íà íåêîòîðûõ íåîäíîðîäíûõ êîíóñàõ ñ áîëüøîé
ãðóïïîé ñèììåòðèé

Roland Hildebrand Ãåîìåòðèÿ áàðüåðîâ
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Ïðèìåð

íà ýêñïîíåíöèàëüíîì êîíóñå Kexp

Fcan(x , y , z) = − log y − 2 log z + φ(log
y

z
− x

z
)

φ : R++ → R çàäàíà íåÿâíî êðèâîé{(
t
φ

)
=

1

2

(
log(1+ κ) + 2κ

log(1+ κ)− 3 log κ

) ∣∣∣∣ κ ∈ R++

}
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