
Ãåîìåòðèÿ ñàìîñîãëàñîâàííûõ áàðüåðîâ "Óïðàâëåíèå, Èíôîðìàöèÿ, Îïòèìèçàöèÿ", èþíü 2019

4 Àâòî-øêàëèðîâàííûå áàðüåðû è òî÷êè øêàëèðîâêè

Ñàìûìè óñïåøíûìè íà ïðàêòèêå ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìû ðåøåíèÿ êîíè÷åñêèõ çàäà÷ íàä ñèììåòðè÷åñêèìè
êîíóñàìè, ò.å. ëèíåéíûõ, êâàäðàòè÷íî-êîíè÷íûõ, è ïîëó-îïðåäåëåííûõ ïðîãðàìì. Ïðè÷èíîé òîìó ÿâëÿ-
åòñÿ áîãàòàÿ ñòðóêòóðà ñèììåòðè÷åñêèõ êîíóñîâ, êîòîðàÿ äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå áàðüåðîâ ñ îñîáûìè
ñâîéñòâàìè, òàê íàçûâàåìûõ àâòî-øêàëèðîâàííûõ áàðüåðîâ. Â ýòîé ãëàâå ìû íàéäåì ýêâèâàëåíòíîå ýòîìó
ñâîéñòâó ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå, à èìåííî, ïàðàëëåëèçì öåíòðî-àôôèííîé êóáè÷åñêîé ôîðìû ïîâåðõíî-
ñòè óðîâíÿ áàðüåðà ïî îòíîøåíèþ ê ñâÿçíîñòè ìåòðèêè. Òàê êàê êóáè÷åñêàÿ ôîðìà ïðîïîðöèîíàëüíà
òðåòüåé ïðîèçâîäíîé áàðüåðà, ìîæíî òðàêòîâàòü àâòî-øêàëèðîâàííûå áàðüåðû êàê ñâîåãî ðîäà êóáè÷å-
ñêèå ôóíêöèè. Òàêèì îáðàçîì, àâòî-øêàëèðîâàííûå áàðüåðû åñòü íàèáîëåå ïðîñòîé êëàññ áàðüåðîâ ïîñëå
ãèïåðáîëè÷åñêîãî áàðüåðà íà êîíóñå Ëîðåíöà.

4.1 Ñèììåòðè÷åñêèå êîíóñà è æîðäàíîâû àëãåáðû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì êëàññ ñèììåòðè÷åñêèõ êîíóñîâ è ñâÿçàííûõ ñ íèìè æîðäàíîâûõ àëãåáð.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñàìîäâîéñòâåííûé îäíîðîäíûé êîíóñ íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì.

Çäåñü îäíîðîäíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ãðóïïà ëèíåéíûõ àâòîìîðôèçìîâ êîíóñà äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà
âíóòðåííîñòè, ò.å. äëÿ êàæäîé ïàðû âíóòðåííèõ òî÷åê êîíóñà íàéäåòñÿ àâòîìîðôèçì êîíóñà, ïåðåâîäÿùèé
îäíó òî÷êó ïàðû â äðóãóþ.

Ñàìîäâîéñòâåííîñòü îçíà÷àåò, ÷òî èñõîäíûé êîíóñ ëèíåéíî èçîìîðôåí ñâîåìó äâîéñòâåííîìó.

Ñèììåòðè÷åñêèå êîíóñà ïîëíîñòüþ êëàññèôèöèðîâàíû. Èìååì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.1 (Âèíáåðã, 1960; Koecher, 1962). Ëþáîé ñèììåòðè÷åñêèé êîíóñ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâå-
äåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà èç ñëåäóþùèõ íåïðèâîäèìûõ ñèììåòðè÷åñêèõ êîíóñîâ:

• êîíóñ Ëîðåíöà Ln =
{

(x0, . . . , xn−1) |x0 ≥
√
x21 + · · ·+ x2n−1

}
, n 6= 2,

• ìàòðè÷íûé êîíóñ S+(n), H+(n), Q+(n) âåùåñòâåííûõ, êîìïëåêñíûõ èëè êâàòåðíèîííûõ ýðìèòî-
âûõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö, n ≥ 3,

• êîíóñ Àëüáåðòà O+(3) îêòîíèîííûõ ýðìèòîâûõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö ðàçìåðà 3×3.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî êîíóñ Ëîðåíöà L2 èçîìîðôåí ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ L1 ×L1 è ïîýòîìó
ïðèâîäèì, à ìàòðè÷íûå êîíóñà ïîðÿäêà 1 è 2 èçîìîðôíû êîíóñàì Ëîðåíöà.

Ñèììåòðè÷åñêèå êîíóñà èìåþò è àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, çàäàþùóþñÿ òàê íàçûâàåìîé æîðäàíîâîé
àëãåáðîé.

Îïðåäåëåíèå 2. Êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà J , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

(x • x) • (x • y) = x • ((x • x) • y)

äëÿ âñåõ x, y ∈ J íàçûâàåòñÿ æîðäàíîâîé àëãåáðîé.
Æîðäàíîâàÿ àëãåáðà íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâîé åñëè èç

∑n
k=1 xk • xk = 0 ñëåäóåò xk = 0 äëÿ âñåõ k =

1, . . . , n.

Æîðäàíîâû àëãåáðû íå ÿâëÿþòñÿ àññîöèàòèâíûìè, è ïîýòîìó íóæíî ñëåäèòü çà òåì, êàê ðàññòàâëÿòü
ñêîáêè â ïðîèçâåäåíèè òðåõ èëè áîëåå ýëåìåíòîâ. Îäíàêî, åñëè ïåðåìíîæàòü òîëüêî ñòåïåíè îäíîãî è òîãî
æå ýëåìåíòà, òî ãåíåðèðóåìàÿ ïîäàëãåáðà àññîöèàòèâíà. Ïîýòîìó îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû ñòåïåííûå ðÿäû
îò ýëåìåíòîâ, íàïðèìåð ñõîäÿùèéñÿ âñþäó ðÿä ýêñïîíåíòû

expx =

+∞∑
k=0

xk

k!
.

Ñèììåòðè÷åñêèå êîíóñà ñëåäóþùèì îáðàçîì ñâÿçàíû ñ æîðäàíîâûìè àëãåáðàìè.
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Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü K ⊂ Rn � ñèììåòðè÷åñêèé êîíóñ. Òîãäà íà Rn ñóùåñòâóåò ñòðóêòóðà åâêëèäîâîé
æîðäàíîâîé àëãåáðû J òàêîé, ÷òî

K = {x • x |x ∈ J}.

Äëÿ ëþáîé åâêëèäîâîé æîðäàíîâîé àëãåáðû J çàäàííûé âûøå êîíóñ êâàäðàòîâ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè-
÷åñêèì êîíóñîì.

Äëÿ âíóòðåííîñòè êîíóñà òàêæå åñòü ïðåäñòàâëåíèå

Ko = exp J = {expx |x ∈ J}

÷åðåç ýêñïîíåíòó. Îòîáðàæåíèå àëãåáðû íà âíóòðåííîñòü êîíóñà áèåêòèâíî, ÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü
îáðàòíóþ ôóíêöèþ

log : Ko → J.

Ïðèâåäåì ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ àëãåáð, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåïðèâîäèìûì ñèììåòðè÷åñêèì êîíóñàì.
Êîíóñó Ëîðåíöà Ln ñîîòâåòñòâóåò æîðäàíîâà àëãåáðà ñ ïðîèçâåäåíèåì(

x0
x̃

)
•
(
y0
ỹ

)
=

(
x0y0 + 〈x̃, ỹ〉
x0ỹ + y0x̃

)
.

Îíà îáëàäàåò åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì (1, 0, . . . , 0)T

Ìàòðè÷íûì êîíóñàì íàä R,C,H,O ñîîòâåòñòâóþò àëãåáðû ñ ïðîèçâåäåíèåì

A •B =
AB +BA

2
.

Çäåñü â êà÷åñòâå åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà âûñòóïàåò åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Àëãåáðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèâîäèìûì êîíóñàì, ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ïðîèçâåäåíèÿìè àëãåáð, ñîîò-

âåòñòâóþùèõ íåïðèâîäèìûì ôàêòîðàì.

Êàæäàÿ æîðäàíîâà àëãåáðà èìååò äåòåðìèíàíò. Ýòî íåêîòîðûé ïîëèíîì d : J → R, êîòîðûé ïî-
ëîæèòåëåí íà âíóòðåííîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèììåòðè÷åñêîãî êîíóñà, è ðàâåí íóëþ íà åãî ãðàíèöå.
Äëÿ íåïðèâîäèìûõ êîíóñîâ äåòåðìèíàíò èìååò ñëåäóþùèé âèä. Äëÿ êîíóñà Ëîðåíöà Ln îí ðàâåí d(x) =
x20 − x21 − · · · − x2n−1, à äëÿ ìàòðè÷íûõ êîíóñîâ ýòî îáû÷íûé äåòåðìèíàíò d(A) = detA. Äëÿ ïðÿìûõ ïðî-
èçâåäåíèé íåïðèâîäèìûõ êîíóñîâ äåòåðìèíàíò îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äåòåðìèíàíòîâ íà ôàêòîðàõ,
d(x1, . . . , xm) =

∏m
i=1 di(xi).

4.2 Àâòî-øêàëèðîâàííûå áàðüåðû

Îïðåäåëåíèå àâòî-øêàëèðîâàííîãî áàðüåðà äîâîëüíî òåõíè÷åñêîå.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü K ⊂ Rn � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ, K∗ äâîéñòâåííûé ê íåìó, F � ñàìîñî-
ãëàñîâàííûé áàðüåð íà K ñ ïàðàìåòðîì ν, F∗ � äâîéñòâåííûé ê íåìó áàðüåð íà K∗. Òîãäà F íàçûâàåòñÿ
àâòî-øêàëèðîâàííûì åñëè äëÿ âñåõ x,w ∈ Ko ñïðàâåäëèâî

s = F ′′(w)x ∈ intK∗, F∗(s) = F (x)− 2F (w)− ν.

Êîíóñ K, äîïóñêàþùèé àâòî-øêàëèðîâàííûé áàðüåð, íàçûâàåòñÿ àâòî-øêàëèðîâàííûì.

Òî÷êà w íàçûâàåòñÿ òî÷êîé øêàëèðîâêè äëÿ ïðÿìî-äâîéñòâåííîé ïàðû (x, s).
Íåñòåðîâ è Òîää äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû (x, s) ∈ (K × K∗)o ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà

w ∈ Ko òàêàÿ, ÷òî F ′′(w)x = s, íåçàâèñèìî îò òîãî, àâòî-øêàëèðîâàííûé áàðüåð èëè íåò.

Êëàññèôèêàöèÿ àâòî-øêàëèðîâàííûõ áàðüåðîâ áûëà îñóùåñòâëåíà â ðàáîòàõ [1, 2, 4, 3, 6]. Óñòàíîâ-
ëåíî, ÷òî àâòî-øêàëèðîâàííûå áàðüåðû ñóùåñòâóþò òîëüêî íà ñèììåòðè÷åñêèõ êîíóñàõ, ò.å. êëàññ àâòî-
øêàëèðîâàííûõ êîíóñîâ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ñèììåòðè÷åñêèõ êîíóñîâ. Íà íåïðèâîäèìûõ ñèììåòðè÷åñêèõ
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êîíóñàõ àâòî-øêàëèðîâàííûå áàðüåðû çàäàþòñÿ ëîãàðèôìàìè äåòåðìèíàíòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ æîðäàíî-
âûõ àëãåáð, F (x) = − log det x. Íà ïðîèçâåäåíèÿõ íåïðèâîäèìûõ êîíóñîâ àâòî-øêàëèðîâàííûå áàðüåðû
çàäàþòñÿ âçâåøåííûìè ñóììàìè àâòî-øêàëèðîâàííûõ áàðüåðîâ íà íåïðèâîäèìûõ ôàêòîðàõ.

Íàïîìíèì, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè îáîçíà÷àþòñÿ èíäåêñàìè ïîñëå çàïÿòîé, íàïðèìåð

∂F

∂xα
= F,α,

∂2F

∂xα∂xβ
= F,αβ .

Îáðàòíàÿ îò ãåññèàíà F,αβ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç âåðõíèå èíäåêñû ïîñëå çàïÿòîé, F ,αβ .
Ïðèìåíÿåì òàêæå ïðàâèëî Ýéíøòåéíà ñóììèðîâàíèÿ ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì, íàïðèìåð

F ,αβF,βγ :=

n∑
β=1

F ,αβF,βγ = δαγ .

Ó àâòî-øêàëèðîâàííûõ áàðüåðîâ èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ ñâÿçü ñ æîðäàíîâûìè àëãåáðàìè.

Òåîðåìà 4.3 (G�uler, Schmieta, Koecher). Ïóñòü F � àâòî-øêàëèðîâàííûé áàðüåð. Òîãäà âåëè÷èíû Ka
bc =

F ,adF,bcd ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè åâêëèäîâîé æîðäàíîâîé àëãåáðû,

(u • v)a = Ka
bcu

bvc.

Îäíàêî, èç êîýôôèöèåíòîâ Ka
bc = F ,adF,bcd âîññòàíîâèòü ïðîèçâîäíûå F

′′, F ′′′ îäíîçíà÷íî íåâîçìîæíî.
Ò.å. ðàçíûå àâòî-øêàëèðîâàííûå áàðüåðû ìîãóò ïðèâîäèòü ê îäíîé è òîé æå àëãåáðå, è çíàíèÿ îäíîé
àëãåáðû íåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû âîññòàíîâèòü áàðüåð.

Äëÿ ýòîãî äîïîëíèòåëüíî ê êîýôôèöèåíòàì àëãåáðû íóæíî çàäàòü ìåòðèêó, ò.å. ñèììåòðè÷íóþ áèëè-
íåéíóþ ôîðìó τ , èãðàþùóþ ðîëü ãåññèàíà F ′′. Àëãåáðà è ìåòðèêà äîëæíû áûòü ñâÿçàíû îïðåäåëåííûìè
óñëîâèÿìè. À èìåííî, ïðîèçâåäåíèå τadK

d
bc = F,adF

,deF,bce = F,abc äîëæíî áûòü ñèììåòðè÷íî ïî âñåì
èíäåêñàì. Óìíîæàÿ íà òðè ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòà aa, bb, cc, ïîëó÷àåì ÷òî τ(a, b • c) ñèììåòðè÷íî ïî âñåì
òðåì ýëåìåíòàì. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 4. Ìåòðèçîâàííîé æîðäàíîâîé àëãåáðîé íàçûâàåòñÿ ïàðà (τ, J), ãäå J � æîðäàíîâà àë-
ãåáðà, τ � áèëèíåéíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ôîðìà íà J , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

τ(a • b, c) = τ(a, b • c)

äëÿ âñåõ a, b, c ∈ J .

Çíàÿ ìåòðèêó τ è ñòðóêòóðíûé òåíçîð K àëãåáðû, ìîæíî âîññòàíîâèòü âòîðóþ è òðåòüþ ïðîèçâîä-
íûå àâòî-øêàëèðîâàííîãî áàðüåðà F . Îäíàêî, åñòü áîëåå ïðÿìîé ñïîñîá, èñïîëüçóþùèé îïðåäåëåííûé íà
âíóòðåííîñòè êîíóñà ëîãàðèôì.

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü K � ñèììåòðè÷åñêèé êîíóñ è J ñîîòâåòñòâóþùàÿ åâêëèäîâà æîðäàíîâà àëãåáðà.
Òîãäà ëþáîé àâòî-øêàëèðîâàííûé áàðüåð íà K ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

F (x) = τ(e, log x),

ãäå τ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ôîðìà, ìåòðèçóþùàÿ J .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî òàêîãî τ ôóíêöèÿ F (x) ïðîïîðöèîíàëüíà àâòî-øêàëèðîâàííîìó áàðüåðó

íà K.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èññëåäîâàëè ñâÿçü ìåæäó àâòî-øêàëèðîâàííûìè áàðüåðàìè è ìåòðèçîâàííûìè åâ-
êëèäîâûìè æîðäàíîâûìè àëãåáðàìè. Îäíàêî, ýòî åùå íå äàåò èíòóèòèâíîé èíòåðïðåòàöèè ýòèõ îáúåêòîâ.
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4.3 Óñëîâèÿ ïàðàëëåëèçìà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðåäñòàâèì äðóãîé ïîäõîä ê àâòî-øêàëèðîâàííûì áàðüåðàì, êîòîðûé äàñò íåêîòîðîå
ãåîìåòðè÷åñêîå ïîíèìàíèå. À èìåííî, ìû îõàðàêòåðèçóåì ýòè áàðüåðû ÷åðåç ñâîéñòâî ïàðàëëåëèçìà.

Èññëåäóåì ñëåäóþùèé âîïðîñ: äëÿ êàêèõ ôóíêöèé F âûðàæåíèÿ Ka
bc = F ,adF,bcd ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöè-

åíòàìè æîðäàíîâîé àëãåáðû?
Îòâåò îêàçûâàåòñÿ íåîæèäàííî ïðîñòûì. Ýòî ïðîèñõîäèò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∇̂F ′′′ = 0, ãäå

∇̂ � ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà ìåòðèêè F ′′, ò.å. êîãäà òðåòüÿ ïðîèçâîäíàÿ F ïàðàëëåëüíà ïî îòíîøåíèþ ê
ìåòðèêå, çàäàâàåìîé âòîðîé ïðîèçâîäíîé.

Ïîêàäåì íåîáõîäèìîñòü ýòîãî óñëîâèÿ. Óðàâíåíèå ∇̂F ′′′ = 0 çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

F,αβγδ − ΓραδF,ρβγ − ΓρβδF,αργ − ΓργδF,αβρ = 0,

ãäå Γabc = 1
2F

,adF,bcd � ñèìâîëû Õðèñòîôôåëÿ ñâÿçíîñòè ∇̂. Ýòî ýêâèâàëåíòíî êâàçèëèíåéíîìó óðàâíåíèþ
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 4-ãî ïîðÿäêà

F,αβγδ =
1

2
F ,ρσ (F,αβρF,γδσ + F,αγρF,βδσ + F,αδρF,βγσ) .

Ýòî óðàâíåíèå çàäàåò ñòàðøóþ ïðîèçâîäíóþ èñêîìîé ôóíêöèè êàê ÿâíîå âûðàæåíèå îò ïðîèçâîäíûõ áîëåå
íèçêîãî ïîðÿäêà. Çàäàâ çíà÷åíèÿ íèçøèõ ïðîèçâîäíûõ â êàêîé-ëèáî òî÷êå â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ,
ìîæíî â ïðèíöèïå âîññòàíîâèòü âñå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, è ýòî ðåøåíèå áóäåò åäèíñòâåííûì. Îäíàêî, íå
äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ äàííûõ ðåøåíèå îáÿçàíî ñóùåñòâîâàòü. Ýòî îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì èíòåãðèðóåìîñòè.

Óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå ïî xη è
çàìåíèì âîçíèêàþùèå ïðîèçâîäíûå 4-ãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèè îò 3-õ, èñïîëüçóÿ ñàìî óðàâíåíèå. Òîãäà
ïîëó÷èì óðàâíåíèå ïÿòîãî ïîðÿäêà

F,αβγδη =
1

4
F ,ρσF ,µν (F,βηνF,αρµF,γδσ + F,αηµF,ρβνF,γδσ + F,γηνF,αρµF,βδσ + F,αηµF,ργνF,βδσ

+ F,βηνF,γρµF,αδσ + F,γηµF,ρβνF,αδσ + F,βηνF,δρµF,αγσ + F,δηµF,ρβνF,αγσ + F,δηνF,αρµF,βγσ

+ F,αηµF,ρδνF,βγσ + F,δηνF,γρµF,αβσ + F,γηµF,ρδνF,αβσ) .

Ïÿòàÿ ïðîèçâîäíàÿ äîëæíà áûòü ñèììåòðè÷åñêîé ïî èíäåêñàì δ, η. Àíòèêîììóòèðóÿ ýòè èíäåêñû, ïîëó-
÷àåì óñëîâèå íà íà÷àëüíûå äàííûå, ò.å. âòîðûå è òðåòüè ïðîèçâîäíûå,

F ,ρσF ,µν (F,βηνF,δρµF,αγσ + F,αηµF,ρδνF,βγσ + F,γηµF,ρδνF,αβσ

−F,βδνF,ηρµF,αγσ − F,αδµF,ρηνF,βγσ − F,γδµF,ρηνF,αβσ) = 0.

Óìíîæàÿ íà îáðàòíóþ ìåòðèêó F ,ηκ è çàìåíÿÿ ïðîèçâåäåíèÿ îáðàòíîé âòîðîé è òðåòüåé ïðîèçâîäíîé íà
ñòðóêòóðíûé òåíçîð Ka

bc = F ,adF,bcd, ïîëó÷àåì

Kκ
βνK

ν
δρK

ρ
αγ +Kκ

αµK
µ
ρδK

ρ
βγ +Kκ

γµK
µ
ρδK

ρ
αβ −K

µ
βδK

κ
ρµK

ρ
αγ −Kν

αδK
κ
ρνK

ρ
βγ −K

ν
γδK

κ
ρνK

ρ
αβ = 0

Ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå ñèììåòðè÷íî ïî èíäåêñàì α, β, γ. Óìíîæèì ýãî íà uαuβuγvδ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
âåêòîðîâ u, v. Òîãäà ïîëó÷èì

Kκ
βνK

ν
δρK

ρ
αγu

αuβuγvδ = Kµ
βδK

κ
ρµK

ρ
αγu

αuβuγvδ.

Óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ýòî òîæäåñòâî äëÿ âñåõ
êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ u, v.

Â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x îïðåäåëèì ñëåäóþùåå êîììóòàòèâíîå óìíîæåíèå íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàí-
ñòâå:

K(u, v)α = (u • v)α = F ,αδF,δβγu
βvγ = Kα

βγu
βvγ .

Óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè çàïèøåòñÿ â âèäå

K(K(K(u, u), v), u) = K(K(u, v),K(u, u)).
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Óìíîæåíèå îïðåäåëÿåò êîììóòàòèâíóþ àëãåáðó, óäîâëåòâîðÿþùóþ òîæäåñòâó Æîðäàíà

(u2 • v) • u = (u • v) • u2,

ò.å. æîðäàíîâó àëãåáðó. Áîëåå òîãî, ïî îïðåäåëåíèþ òåíçîðà K è âñëåäñòâèå ñèììåòðè÷íîñòè òðåòüåé
ïðîèçâîäíîé F ′′′ ãåññèàí τ = F ′′ ìåòðèçóåò ýòó àëãåáðó.

Ìû ïîëó÷àåì, ÷òî íà÷àëüíûå äàííûå F ′′(x), F ′′′(x) îïðåäåëÿþò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ∇̂F ′′′ = 0 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè îïðåäåëÿþò ìåòðèçîâàííóþ æîðäàíîâó àëãåáðó (τ, J) ñ ìåòðèêîé τab = F,ab è
ñòðóêòóðíûì òåíçîðîì Ka

bc = F ,adF,bcd.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ìîæíî âîññòàíîâèòü è íåïîñðåäñòâåííî èç àëãåáðû.

Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü (τ, J) � ìåòðèçîâàííàÿ æîðäàíîâà àëãåáðà. Òîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ⊂ J
íóëÿ òàêàÿ, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

F (x) =

∞∑
k=2

(−1)k

k
τ(x, xk−1)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ∇̂F ′′′ = 0 íà U .

Îòìåòèì, ÷òî äàííàÿ ôîðìóëà ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîãî ÷ëåíà ñîâïàäàåò ñî âñòðåòèâøåéñÿ ðàíåå ôîð-
ìóëîé F (x) = τ(e, log x) äëÿ åâêëèäîâûõ æîðäàíîâûõ àëãåáð, íî íå òðåáóåò íàëè÷èÿ åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà.

Óñëîâèå ∇̂F ′′′ = 0, ÷òî ìåòðèçîâàííûå æîðäàíîâû àëãåáðû, ïîñòðîåííûå â ðàçíûõ òî÷êàõ x, âñå èçî-
ìîðôíû, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðóêòóðíûå òåíçîðû îòîáðàæàþòñÿ äðóã â äðóãà ïàðàëëåëüíûì ïå-
ðåíîñîì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü, êàêîìó óñëîâèþ ñîîòâåòñòâóåò ïàðàëëåëèçì ãðàäèåíòà F ′ ïî îòíîøåíèþ ê ñâÿçíî-
ñòè Ëåâè-×èâèòà F ′′. Ïðîèçâîäíàÿ F ′ ÿâëÿåòñÿ ∇̂-ïàðàëëåëüíîé, åñëè

F,αβ − ΓγαβF,γ = F,αβ −
1

2
F ,γδF,αβδF,γ = 0.

Ýòî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
2F ′′(·, ·) = F ′′′(·, ·, (F ′′)−1F ′).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå eγ = −F,δF ,γδ, òîãäà óñëîâèå ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

2F,αβ = −F,αβδeδ. (1)

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì eγ ïî íàïðàâëåíèþ xα:

eγ,α = −F,αδF ,γδ + F ,γρF,ρσαF
,σδF,δ = −F,αδF ,γδ − F ,γρF,ρσαeσ = −δγα + 2F ,γρF,ρα = δγα.

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè óðàâíåíèå (1).
Òàêèì îáðàçîì, e(x) = x+ const. Âûáåðåì íà÷àëî êîîðäèíàò òàê, ÷òî e(x) = x. Òîãäà ïîëó÷èì äàëåå

F,δ + F,γδx
γ = (F,γx

γ),δ = 0

⇒ F,γx
γ = const = ν

⇒ F (αx) = ν logα+ F (x), α > 0.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî ëîãàðèôìè÷íîé îäíîðîäíîñòè ôóíêöèè F . Îáðàòèì âíèìàíèå íà
òî, ÷òî è ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè ν, è ïîëîæåíèå íà÷àëà êîîðäèíàò âîçíèêàþò êàê êîíñòàíòû èíòåãðèðîâà-
íèÿ.

Ðàññóæäåíèå îáðàòèìî åñëè detF ′′ 6= 0, ò.å. ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ ñ íåâûðîæäåííûì
ãåññèàíîì óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ∇̂F ′ = 0.

Âûøåîïèñàííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 4.6. Ïóñòü M ⊂ Rn � öåíòðî-àôôèííàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé
ìåòðèêîé. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) M ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ àâòî-øêàëèðîâàííîãî áàðüåðà
á) öåíòðî-àôôèííàÿ êóáè÷åñêàÿ ôîðìà ïàðàëëåëüíà ïî îòíîøåíèþ ê ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà öåíòðî-

àôôèííîé ìåòðèêè íà M .

Ýòîò ðåçóëüòàò äàåò ëîêàëüíîå îïèñàíèå àâòî-øêàëèðîâàííûõ áàðüåðîâ, ò.å. óñëîâèå àâòî-øêàëèðîâàííîñòè
ìîæíî ïðîâåðèòü, çíàÿ ïîâåäåíèå áàðüåðà âñåãî ëèøü â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè.
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Ðèñ. 1: Ïðåïÿòñòâèÿ åäèíñòâåííîñòè áëèæàéøåé òî÷êè.

4.4 Áëèæàéøèå òî÷êè

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ òî÷åê øêàëèðîâêè. Â ïðÿìî-äâîéñòâåííûõ ìåòîäàõ êàæäàÿ èòåðàöèÿ
ãåíåðèðóåò ïàðó (x, s). Ýòà ïàðà íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ s 6= −F ′(x) è ïîýòîìó òî÷êà (x, s) íå ëåæèò
íà ëàãðàíæåâîì ìíîãîîáðàçèè M ⊂ Rn × Rn. Âîçíèêàåò âîïðîñ, â êàêîé òî÷êå ñòðîèòü àïïðîêñèìàöèþ
ìíîãîîáðàçèÿ M âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, â êàêîé òî÷êå ñòðîèòü
êâàäðàòè÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ áàðüåðà.

Â ðàáîòàõ Íåñòåðîâà è Òîääà íà ýòîò âîïðîñ åñòü îòâåò. Àïïðîêñèìàöèþ íóæíî ñòðîèòü â òî÷êå
øêàëèðîâêè, ò.å. òî÷êå w ∈ Ko, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ F ′′(w)x = s.

Ïîêàæåì, ÷òî òî÷êà øêàëèðîâêè èìååò ïðîñòóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Îíà ÿâëÿåòñÿ áëè-
æàéøåé òî÷êîé íà M ê òåêóùåé èòåðàöèè (x, s) â ïñåâäî-ðèìàíîâîé ìåòðèêå ïðîèçâåäåíèÿ Rn × Rn. Â
ïðÿìî-äâîéñòâåííîì ïðîèçâåäåíèè òî÷êà øêàëèðîâêè èìååò âèä (w,−F ′(w)). Íàì íóæíî ðåøèòü çàäà÷ó

max
w∈Ko

〈x− w, s+ F ′(w)〉.

Óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî w ïðèâîäèò ê óñëîâèþ

−(s+ F ′(w)) + F ′′(w)(x− w) = 0.

Äâà ñëàãàåìûõ ñîêðàùàþòñÿ â ñèëó òîæäåñòâà F ′′(w)w = −F ′(w), è îñòàåòñÿ â òî÷íîñòè óñëîâèå òî÷êè
øêàëèðîâêè. Ïîõîæàÿ ïðîáëåìà ðàññìîòðåíà â [5].

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå òî÷êè øêàëèðîâêè ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ýòî ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ïî îòíîøå-
íèþ ê ðàññòîÿíèþ îò òåêóùåé ïàðû (x, s). Îäíàêî, ýòî åùå íå îçíà÷àåò, ÷òî òàêàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò, è
åñëè îíà ñóùåñòâóåò, ÷òî îíà åäèíñòâåííà.

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü áëèæàéøèõ òî÷åê íà ïîäìíîãîîáðàçèÿõ è ïîäìíîæåñòâàõ åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà õîðîøî èçó÷åíà. Ïðåïÿòñòâèÿ åäèíñòâåííîñòè ìîæíî ïîäåëèòü íà äâå êàòåãîðèè, ãëîáàëü-
íûå è ëîêàëüíûå (ñì. Ðèñ.4.4). Â ïåðâîì ñëó÷àå òî÷êè, äàëåêèå íà ïîäìíîãîîáðàçèè, ìîãóò áûòü áëèçêè
â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå. Âî âòîðîì áëèæàéøàÿ òî÷êà ìîæåò ðàçìíîæèòüñÿ ïî ïðè÷èíå êðèâèçíû
ïîäìíîãîîáðàçèÿ.

Â ñâÿçè ñ åäèíñòâåííîñòüþ áëèæàéøåé òî÷êè áûëî ââåäåíî è èññëåäîâàíî ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå 5 (Federer 1959). Ïóñòü A ⊂ E � ïîäìíîæåñòâî Åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.
Áëèçêîé (unique nearest point) ê A òî÷êîé íàçîâåì òî÷êó x ∈ E òàêóþ, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íàÿ òî÷êà a ∈ A, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ||x− a|| = d(x,A).
Reach òî÷êè a ∈ A � ýòî ìàêñèìóì ïî r ≥ 0 òàêèõ, ÷òî îòêðûòûé øàð Bor (a) âîêðóã a ñîñòîèò èç

áëèçêèõ òî÷åê.
The Reach ïîäìíîæåñòâà A åñòü èíôèìóì ïî a ∈ A îò reach(a).

Âåëè÷èíà reach èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

• Ïîäìíîæåñòâî A èìååò áåñêîíå÷íûé reach òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî çàìêíóòî è âûïóêëî.
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• Ãëàäêèå êîìïàêòíûå ñâÿçíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ èìåþò ïîëîæèòåëüíûé reach.

• Reach(a) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà A.

• Äëÿ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé A îáðàòíàÿ îò reach îãðàíè÷åíà ñíèçó êðèâèçíîé A.

• Ïîíÿòèå reach ìîæíî îáîáùèòü íà ïîäìíîæåñòâà ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Îïðåäåëåíèå reach íà ïîäìíîãîîáðàçèÿõ â ïñåâäî-ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå íàòàëêèâàåòñÿ ñðàçó íà
íåñêîëüêî ïðåïÿòñòâèé. Åñëè ìåòðèêà íà ïîäìíîãîîáðàçèè íå çíàêî-îïðåäåëåíà, òî ðàññòîÿíèå îò äàííîé
òî÷êè ïðîñòðàíñòâà äî òî÷åê íà ìíîãîîáðàçèè ìîæåò èìåòü òîëüêî ñòàöèîíàðíûå òî÷êè òèïà ñåäëà. Äà-
ëåå, øàð ñ öåíòðîì â äàííîé òî÷êå â ïñåâäî-ðèìàíîâîé ìåòðèêå íå ñòðåìèòñÿ ê ýòîé òî÷êå, åñëè ðàäèóñ
øàðà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïîýòîìó îïðåäåëèòü reach íåêîòîðîé òî÷êè íà ïîäìíîãîîáðàçèè ìîæíî òîëüêî
ñ ïîìîùüþ øàðîâ â íîðìàëüíîì âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè â äàííîé òî÷êå, è ìåòðèêà íà ýòîì
ìíîãîîáðàçèè òàêæå äîëæíà áûòü çíàêî-îïðåäåëåííîé. Ñàìî ïî ñåáå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ âïîëíå ãåî-
äåçè÷åñêîãî íîðìàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ â êàæäîé òî÷êå î÷åíü ñèëüíîå. Â íàøåì ñëó÷àå îíî âûïîëíÿåòñÿ,
ïîòîìó ÷òî ïàðà-êýëåðîâû ïðîñòðàíñòâà Rn × Rn èM îäíîðîäíû ñ ïîñòîÿííîé êðèâèçíîé.

Ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå, â êîòîðîìM ìîæíî òàêæå çàìåíèòü íà ïðîèçâåäåíèå Rn×Rn,
à ïîëîæèòåëüíî è îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííóþ ìåòðèêó ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü M ⊂M � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå ìàêñèìàëüíîé ðàçìåð-
íîñòè â ïñåâäî-ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâåM.

Áëèçêîé ê M òî÷êîé íàçîâåì òî÷êó x ∈ M òàêóþ, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà z ∈ M ,
ìàêñèìèçèðóþùàÿ d(x, z′) ïî z′ ∈M .

Reach òî÷êè a ∈M � ýòî ìàêñèìóì ïî r ≥ 0 òàêèõ, ÷òî îòêðûòûé øàð Bor (a) âîêðóã a â íîðìàëüíîì
ïîäìíîãîîáðàçèè ê M â òî÷êå z ñîñòîèò èç áëèçêèõ òî÷åê.

The Reach ïîäìíîãîîáðàçèÿ M åñòü èíôèìóì ïî a ∈M îò reach(a).

Ïðèìåíèòåëüíî ê ëàãðàíæåâûì ïîäìíîãîîáðàçèÿì, ñîîòâåòñòâóþùèì ñàìîñîãëàñîâàííûì áàðüåðàì,
ìîæíî ïîêàçàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.7. Ïóñòü K ⊂ Rn � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ, à F � ñàìîñîãëàñîâàííûé áàðüåð íà K ñ
ïàðàìåòðîì ν.

Ñîîòâåòñòâóþùåå ëàãðàíæåâîå ïîäìíîãîîáðàçèå â Rn × Rn èìååò reach ν−1/2.

Ñîîòâåòñòâóþùåå ëàãðàíæåâîå ïîäìíîãîîáðàçèå â RPn−1 × RPn−1 èìååò reach arccos
√

ν−1
ν .

Â ÷àñòíîñòè, â îêðåñòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé òîëùèíû âîêðóã ïîäìíîãîîáðàçèÿ M áëèæàéøèå òî÷êè
ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû.
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