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3 Ïðîèçâåäåíèå ïðÿìîãî è äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâ

3.1 Ìîòèâàöèÿ

Âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Rn è äâîéñòâåííîå ê íåìó, êîòîðîå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
Rn, íå îáëàäàþò íè êàíîíè÷åñêîé ìåòðèêîé, íè êàíîíè÷åñêîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Ïîëîæåíèå
äåë, îäíàêî, ðåçêî ìåíÿåòñÿ, åñëè ðàññìîòðåòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå E2n = Rn × Rn. Ýòî ïðîñòðàíñòâî
èìååò è ìåòðè÷åñêóþ, è ñèïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, êîòîðûå îïðåäåëåííûì îáðàçîì âçàèìîäåéñòâóþò. Â
äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè òàêîé îáúåêò èçâåñòåí ïîä íàçâàíèåì ïàðà-êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå.

Ðàíåå ïðè àíàëèçå ìåòîäà Íüþòîíà ìû âèäåëè, ÷òî ïðîáëåìó ìèíèìèçàöèè âûïóêëîé ôóíêöèè f ìîæ-
íî ïåðåôîðìóëèðîâàòü êàê ïîèñê òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ â ïðîèçâåäåíèè ïðÿìîãî è äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâ
íåêîòîðîãî íåëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M , à èìåííî, ãðàôà ãðàäèåíòà ∇f , ñ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.
Íà êàæäîì øàãå ìåòîäà ïðè ýòîì ñòðîèëàñü àïïðîêñèìàöèÿ íåëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ êàñàòåëüíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì â òåêóùåé òî÷êå.

Íà ýòîé ëåêöèè ìû ïîäðîáíåå ðàññìîòðèì ýòîò ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä â ïðèìåíåíèè ê ëîãàðèôìè÷íî
îäíîðîäíûì ñàìîñîãëàñîâàííûì áàðüåðàì íà ðåãóëÿðíûõ âûïóêëûõ êîíóñàõ. Ïðè ýòîì ìû çàäåéñòâóåì
âûøåóïîìÿíóòûå êàíîíè÷åñêèå ñòðóêòóðû, ñóùåñòâóþùèå â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå E2n. Ìû ïðåäñòà-
âèì áàðüåð â âèäå ãðàôàM åãî ãðàäèåíòà. Ïðè ýòîì óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè ãðàäèåíòíîãî ïîëÿ îêàæåòñÿ
ýêâèâàëåíòíûì ëàãðàíæåâîñòè ïîäìíîãîîáðàçèÿ M . Îäíèì èç îñíîâíûõ ïðåèìóùåñòâ ýòîãî ïîäõîäà ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàâíîïðàâíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðÿìûõ è äâîéñòâåííûõ îáúåêòîâ. Ôîðìàëèçì ïðèìåíÿåì íå òîëüêî
ê ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíûì áàðüåðàì íà êîíóñàõ, íî â ðàâíîé ñòåïåíè è ê âûïóêëûì ôóíêöèÿì íà
ïðîèçâîëüíûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâàõ.

×òîáû â ïîëíîé ìåðå èñïîëüçîâàòü êîíè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, íåîáõîäèìî ìîäèôèöèðîâàòü îáúåìëþùåå
ïðîñòðàíñòâî E2n. Âìåñòî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ìû ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå ïðîåêòèâ-
íûõ ïðîñòðàíñòâ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî ïðîèçâåäåíèå, ñ íåêîòîðîé îãîâîðêîé, òàêæå íîñèò êàíîíè÷åñêóþ
ïàðà-êýëåðîâó ñòðóêòóðó. Îäíàêî, åñòü åùå äîïîëíèòåëüíàÿ ñòðóêòóðà, êîòîðàÿ ïîçâîëèò ïðåäñòàâèòü ñàì
êîíóñ âíå çàâèñèìîñòè îò ðàññìàòðèâàåìîãî íà íåì áàðüåðà. Öåíîé ýòîãî ïðåèìóùåñòâà ÿâëÿåòñÿ ïîòåðÿ
ñòðóêòóðû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýòà ñòðóêòóðà ïîçâîëÿëà íàì èäåíòèôèöèðîâàòü êàñàòåëüíîå ïðî-
ñòðàíñòâî ê íåëèíåéíîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ M â äàííîé òî÷êå ñ íåêîòîðûì ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì
â E2n. Â ïðîåêòèâíîì ñëó÷àå ïðèõîäèòñÿ çàìåíÿòü ýòî ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî íà âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå
ïîäìíîãîîáðàçèå.

Â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå áàðüåðà â ïðîèçâåäåíèè âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ, à ïîòîì â ïðîèçâåäåíèè ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ýòè äâà ñëó÷àÿ ìû áóäåì íàçûâàòü àô-
ôèííûì è ïðîåêòèâíûì, ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ñëó÷àåâ ìû ñíà÷àëà îïèøåì ñòðóêòóðû,
ñóùåñòâóþùèå íà äàííîì ïðîñòðàíñòâå è ñâîéñòâà èõ ëàãðàíæåâûõ ïîäìíîãîîáðàçèé. Äàëåå ìû ïðèìåíèì
ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ê áàðüåðàì. Ñïåðâà ìû ââåäåì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ, îáùèå äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ.

3.2 Ïîäìíîãîîáðàçèÿ

Ïóñòü äàíî íåêîòîðîå (ïñåâäî-)ðèìàíîâîå ìíîãîîáðàçèå M, ò.å. ìíîãîîáðàçèå, îñíàùåííîå ìåòðèêîé,
íåâûðîæäåííûì ñèììåòðè÷íûì òåíçîðíûì ïîëåì g ïîðÿäêà (0,2), íå îáÿçàòåëüíî çíàêî-îïðåäåëåííûì.
Â êàæäîé òî÷êå x ìíîãîîáðàçèÿ îíî çàäàåò êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TxM,
îïðåäåëÿþùóþ äëèíû êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ è óãëû ìåæäó íèìè.

Íà ïîäìíîãîîáðàçèè M ⊂ M îïðåäåëåí ñëåä ìåòðèêè g, êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç h. Ýòî
òîæå ñèììåòðè÷íîå òåíçîðíîå ïîëå ïîðÿäêà (0,2). Ïîäìíîãîîáðàçèå M íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì, åñëè
h íåâûðîæäåííî. Â ýòîì ñëó÷àå íà M èíäóöèðóåòñÿ ñòðóêòóðà (ïñåâäî-)ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ, à h
íàçûâàåòñÿ èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé. Ïðè ýòîì h ìîæåò îêàçàòüñÿ ðèìàíîâîé, äàæå åñëè g íå ÿâëÿåòñÿ
çíàêî-îïðåäåëåííîé.

Íà (ïñåâäî-)ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèèM ãåîäåçè÷åñêèå σ(t) îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì

σ̈k + Γk
ij σ̇

iσ̇j = 0,

ãäå Γk
ij � ñèìâîëû Õðèñòîôôåëÿ ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà ìåòðèêè g.
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Îïðåäåëåíèå 1. Ïîäìíîãîîáðàçèå M (ïñåâäî-)ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿM íàçûâàåòñÿ âïîëíå ãåîäåçè÷å-
ñêèì åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ M è êàæäîãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðà u ∈ TxM ãåîäåçè÷åñêàÿ ñ íà÷àëü-
íûìè äàííûìè σ(0) = x, σ̇(0) = u öåëèêîì ëåæèò â M .

Ëþáàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ÿâëÿåòñÿ 1-ìåðíûì âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì, íî ñóùåñòâîâàíèå
(ñîáñòâåííûõ) âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé áîëüøåé ðàçìåðíîñòè íàêëàäûâàåò, âîîáùå ãîâîðÿ,
îïðåäåëåííûå óñëîâèÿ íàM.

Îòêëîíåíèå äàííîãî íåâûðîæäåííîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ M îò âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîãî ìîæíî èçìåðèòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà ïîäìíîãîîáðàçèèM èìååòñÿ èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêà h è ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâ-
íåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ. Ïóñòü x ∈ M � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, u ∈ TxM � ïðîèçâîëüíûé êàñàòåëüíûé âåêòîð.
Îáîçíà÷èì ãåîäåçè÷åñêèå íà M èM, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç x ñî ñêîðîñòüþ u, ÷åðåç γM è γM ñîîòâåòñòâåííî.
Ïàðàìåòðèçóåì ýòè êðèâûå ïåðåìåííîé t ∈ R, òàê ÷òîáû γM (0) = γM(0) = x, γ̇M (0) = γ̇M(0) = u. Òîãäà
ðàçíèöà ìåæäó ýòèìè êðèâûìè â îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 0 áóäåò âòîðîãî ïîðÿäêà ïî t,

γM (t)− γM(t) =

(
d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

(γM (t)− γM(t))

)
· t

2

2
+O(t3).

Ïðè ýòîì ãëàâíûé ÷ëåí d2

dt2

∣∣∣
t=0

(γM (t)− γM(t)) çàâèñèò êâàäðàòè÷åñêè îò u è îðòîãîíàëåí ê M â òî÷êå x.

Ýòî óñêîðåíèå íàçûâàåòñÿ âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé ïîäìíîãîîáðàçèÿ M è îáîçíà÷àåòñÿ ÷å-
ðåç II. Â êàæäîé òî÷êå x ∈ M âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà çàäàåò êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó IIx íà
êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TxM ñî çíà÷åíèÿìè â íîðìàëüíîì ïðîñòðàíñòâå NxM = (TxM)⊥,

IIx : TxM × TxM → (TxM)⊥.

Âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà èçìåðÿåò îòêëîíåíèå M îò âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Åå
òàêæå íàçûâàþò âíåøíåé êðèâèçíîé.

Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà èìååò äâà íèæíèõ è îäèí âåðõíèé
èíäåêñ. Ïðè ýòîì íèæíèé èíäåêñ ïðîáåãàåò êîîðäèíàòû íà ïîäìíîãîîáðàçèè M , à âåðõíèé � êîîðäèíàòû
íà îáúåìëþùåì ìíîãîîáðàçèè M. Çíà÷åíèå ôîðìû íà êàñàòåëüíîì ê M âåêòîðå u çàäàåòñÿ ñâåðòêîé
IIkiju

iuj è ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì âM.

Åñëè ñâåðíóòü âòîðóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó ñ îáðàòíîé ìåòðèêîé íàM , òî ïîëó÷àåòñÿ íîðìàëüíîå
âåêòîðíîå ïîëå mk = IIkijh

ij . Ýòî ïîëå íàçûâàåòñÿ ñðåäíåé êðèâèçíîé. Ïîäìíîãîîáðàçèå ñ íóëåâîé ñðåäíåé
êðèâèçíîé íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì.

Ìèíèìàëüíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ îòëè÷àþòñÿ òåì, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè ôóíêöèî-
íàëà îáúåìà ïî îòíîøåíèþ ê âàðèàöèÿì ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. Â ÷àñòíîñòè, ïîâåðõíîñòè ìèíèìàëüíîé
ïëîùàäè ñ çàäàííîé ãðàíèöåé ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ðàñïðåäåëåíèåì ðàíãà k íà ìíîãîîáðàçèè M ðàçìåðíîñòè n ≥ k íàçûâàåòñÿ îòîáðà-
æåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé òî÷êå x ∈M íåêîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Lx ⊂ TxM ðàçìåðíîñòè
k.

Ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàåòñÿ èíâîëþòèâíûì åñëè ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó x̂ ∈ M ìîæíî ïðîâåñòè ïîä-
ìíîãîîáðàçèå M ðàçìåðíîñòè k òàêîå, ÷òî TxM = Lx äëÿ âñåõ x ∈M èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
x̂.

Ðàñïðåäåëåíèå ðàíãà n − 1 ìîæíî çàäàòü êîâåêòîðíûì ïîëåì ω, íå ðàâíûì íóëþ íèãäå. Ïðè ýòîì
ïîäïðîñòðàíñòâà Lx îïðåäåëÿþòñÿ ÿäðîì ôîðìû ω, à ñàìà ôîðìà îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ñêàëÿðíîãî
ìíîæèòåëÿ, íå ðàâíîãî íóëþ íèãäå. Åñëè ω ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòíûì ïîëåì, ω = ∇f , òî ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå ðàñïðåäåëåíèå èíâîëþòèâíî è êàñàòåëüíûå ê íåìó ãèïåðïîâåðõíîñòè çàäàþòñÿ ïîâåðõíîñòÿìè óðîâíÿ
ôóíêöèè f .

Ïóñòü òåïåðü íà ìíîãîîáðàçèè M ðàçìåðíîñòè 2n çàäàíà ñèïëåêòè÷åñêàÿ (íåâûðîæäåííàÿ êîñîñèì-
ìåòðè÷åñêàÿ) ôîðìà ω.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîäìíîãîîáðàçèå M ⊂M ðàçìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ ëàãðàíæåâûì åñëè ω|M = 0.
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Àíàëîãîì ëàãðàíæåâûõ ïîäìíîãîîáðàçèé â îáúåìëþùèõ ìíîãîîáðàçèÿõ íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè ÿâëÿ-
þòñÿ ëåæàíäðîâû ìíîãîîáðàçèÿ, à àíàëîãîì ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû � êîíòàêòíàÿ ñòðóêòóðà.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 2n − 1. Âïîëíå íåèíòåãðèðóåìûì ðàñïðåäåëå-
íèåì íà M íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå L ðàíãà 2n − 2, ïðåäñòàâëÿåìîå êàê ÿäðî 1-ôîðìû ξ òàêîé, ÷òî
ξ ∧ (dξ)n−1 6= 0. Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå òàêæå íàçûâàþò êîíòàêòíîé ñòðóêòóðîé.

Ïîäìíîãîîáðàçèå M ⊂ M ðàçìåðíîñòè n− 1 íàçûâàåòñÿ ëåæàíäðîâûì åñëè TxM ÿâëÿåòñÿ ïîäìíî-
æåñòâîì ðàñïðåäåëåíèÿ L äëÿ âñåõ x ∈M .

Ëåæàíäðîâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿìè ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè, êàñàòåëüíû-
ìè ê êîíòàêòíîé ñòðóêòóðå L.

Âêîíåö ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, â êîòîðîé îäíîâðåìåííî ïðèñóòñòâóåò è ìåòðèêà, è ñèìïëåêòè÷åñêàÿ
ôîðìà, ñâÿçàííûå äðóã ñ äðóãîì îïðåäåëåííûì îáðàçîì. Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 2n, íà
êîòîðîì îïðåäåëåíû êîîðäèíàòû (x, p) = (x1, . . . , xn, p1, . . . , pn), è ïóñòü íà M çàäàíà ôóíêöèÿ q(x, p)

òàêàÿ, ÷òî ñìåøàííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂2q
∂x∂p íåâûðîæäåíà âñþäó. Çàäàäèì íàM ïñåâäî-ðèìàíîâó ìåòðèêó ñ

íåéòðàëüíîé ñèãíàòóðîé è ñèìïëåêòè÷åñêóþ ôîðìó

g =
1

2

(
0 ∂2q

∂x∂p
∂2q
∂p∂x 0

)
, ω =

1

2

(
0 ∂2q

∂x∂p

− ∂2q
∂p∂x 0

)
.

Îïðåäåëèì òàêæå ëèíåéíóþ èíâîëþöèþ (îòîáðàæåíèå, ðàâíîå ñâîåìó îáðàòíîìó) êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ
J : (x, p) 7→ (x,−p). Òîãäà J, g, ω ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

g(X,Y ) = ω(JX, Y ), ω(X,Y ) = g(JX, Y )

äëÿ âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà M. Òàêàÿ ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ ïàðà-êýëåðîâîé, à ôóíêöèÿ q íàçûâàåòñÿ
åå ïàðà-êýëåðîâûì ïîòåíöèàëîì.

Ðàññìîòðèì ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå M ïàðà-êýëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ M. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êà-
ñàòåëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X,Y íà M èìååì

g[JX, Y ] = ω[X,Y ] = 0

Ïîýòîìó ïîëå JX îðòîãîíàëüíî ê êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó ê M , ïðèíàäëåæèò íîðìàëüíîìó ðàññëîå-
íèþ NM . Ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 1. Èíâîëþöèÿ J îòîáðàæàåò êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ëàãðàíæåâîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ â
íîðìàëüíîå è íàîáîðîò.

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò íàì èçó÷àòü âòîðóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó ìíîãîîáðàçèÿ M â îò-
ðûâå îò îáúåìëþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ M. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïîäåéñòâîâàòü íà çíà÷åíèå ýòîé ôîðìû,
ÿâëÿþùååñÿ íîðìàëüíûì ê M âåêòîðîì, èíâîëþöèåé J , òåì ñàìûì ïåðåâîäÿ åãî â êàñàòåëüíûé ê M âåê-
òîð. Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷èì òåíçîð ïîðÿäêà (1,2) íàM , êîòîðûé äàëåå ìîæíî ïåðåâåñòè â òåíçîð ïîðÿäêà
(0,3) ïîíèæåíèåì âåðõíåãî èíäåêñà ñ ïîìîùüþ èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêè h íà M .

Òåîðåìà 3.1 (Chen '10). Ïóñòü M ⊂ M � ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå ïàðà-Êýëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ.
Òðèëèíåéíàÿ ôîðìà σ íà M , ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàñàòåëüíûì âåêòîðíûì ïîëÿì X,Y, Z íà M çíà÷åíèå

σ[X,Y, Z] = g[II[X,Y ], JZ] = −ω[II[X,Y ], Z]

ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ïî âñåì àðãóìåíòàì.

Â èòîãå äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò èçìåðÿòü âíåøíþþ êðèâèçíó ëàãðàíæåâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ M
ïàðà-Êýëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ íåêîé êóáè÷åñêîé ôîðìîé σ, îïðåäåëåííîé òîëüêî íà M .

Îïðåäåëåíèå 5. Ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå M áóäåì íàçûâàòü íåâûðîæäåííûì åñëè ìåòðèêà íà
íåì íåâûðîæäåííàÿ.
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Íåâûðîæäåííûå ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ ëîêàëüíî áèåêòèâíî ïðîåêòèðóþòñÿ è íà ïðîñòðàíñòâî
êîîðäèíàò x, è íà ïðîñòðàíñòâî êîîðäèíàò p.

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå. Â êà÷åñòâå ïðîìåæóòî÷íîãî ýòàïà äîêàæèòå, ÷òî ó
íåâûðîæäåííîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ M ñóììà êàñàòåëüíîãî è íîðìàëüíîãî ïðîñòðàíñòâ â êàæäîé òî÷êå
x ∈M åñòü âñå ïðîñòðàíñòâî TxM.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåâûðîæäåííîå ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå ìîæíî çàäàòü êàê ôóíêöèåé p = p(x),
òàê è ôóíêöèåé x = x(p).

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì äâà êîíêðåòíûõ ïðèìåðà ïàðà-êýëåðîâûõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ
ïðè îïèñàíèè áàðüåðîâ íà âûïóêëûõ êîíóñàõ.

3.3 Ñòðóêòóðû íà Rn × Rn

Ïðîèçâåäåíèå E2n = Rn × Rn ìîæíî îñíàñòèòü ïàðà-êýëåðîâîé ñòðóêòóðîé, îïðåäåëèâ ïàðà-êýëåðîâûé
ïîòåíöèàë q(x, p) = 〈x, p〉. Çäåñü x, p � äâîéñòâåííûå äðóã ê äðóãó ëèíåéíûå êîîðäèíàòû íà ïðîñòðàíñòâàõ
Rn,Rn. Ïóñòü πx, πp � ïðîåêöèè íà ïðÿìîå è äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü x1, . . . , xn � ëèíåéíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïðîòðàíñòâå Rn, à p1, . . . , pn � ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà
êîîðäèíàò íà äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå Rn. Ââåäåì íà E2n êîîðäèíàòû x1, . . . , xn, p1, . . . , pn. Â ýòèõ
êîîðäèíàòàõ ìåòðèêà g, ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà ω è èíâîëþöèÿ J ïðèíèìàþò âèä

g =
1

2

(
0 I
I 0

)
, ω =

1

2

(
0 I
−I 0

)
, J =

(
I 0
0 −I

)
.

Ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà ê ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ±1 èíâîëþöèè J èìåþò ðàçìåðíîñòü n è çà-
äàþòñÿ ÿäðàìè äèôôåðåíöèàëîâ dπp, dπx, ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè
(x, p), (y, q) ∈ E2n ðàâíî 〈x− y, p− q〉.

Òàê êàê êîýôôèöèåíòû ìåòðèêè g ïîñòîÿííû, åå ñèìâîëû Õðèñòîôôåëÿ åå êðèâèçíà ðàâíû íóëþ. Áîëåå
òîãî, åå ãåîäåçè÷åñêèå ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè, à âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ � àôôèííûìè ïîäïðî-
ñòðàíñòâàìè. Âñå ñòðóêòóðû íà E2n èíâàðèàíòíû êàê îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ, òàê è ïî îòíîøåíèþ ê ëèíåé-
íûì ïðåîáðàçîâàíèÿì A ∈ GL(n,R) ôàêòîðà Rn, ïðè óñëîâèè ÷òî ôàêòîð Rn ïðåòåðïåâàåò ñîïðÿæåííîå
ïðåîáðàçîâàíèå A−T . Ïðîñòðàíñòâî E2n, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì îäíîðîäíûì ïàðà-Êýëåðîâûì
ïðîñòðàíñòâîì.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ëàãðàíæåâûõ ïîäìíîãîîáðàçèé ïðîñòðàíñòâà E2n. Ïðåäñòàâèì n-ìåðíîå
ïîäìíîãîîáðàçèå M ⊂ E2n â âèäå

M = {(x, s(x)) |x ∈ U ⊂ Rn},

ãäå U � íåêîòîðàÿ îáëàñòü, à s � êîâåêòîðíîå ïîëå íà U , è ïåðåíåñåì íà M êîîðäèíàòû x íà ýòîé îáëàñòè.
Êàñàòåëüíîìó ê M âåêòîðó u â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð (u, ∂s

∂xu) â èñõîäíûõ êîîðäèíèòàõ
(x, p) íà E2n. Óñëîâèå ëàãðàíæåâîñòè M çàïèøåòñÿ â âèäå

ω(u1, u2) =
1

2
(〈u1,

∂s

∂x
u2〉 − 〈u2,

∂s

∂x
u1〉) =

1

2
〈u1, (

∂s

∂x
− ∂s

∂x

T

)u2〉 = 0

äëÿ âñåõ u1, u2 ∈ Rn. Èíûìè ñëîâàìè, M ëàãðàíæåâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîèçâîäíàÿ ∂s
∂x ñèì-

ìåòðè÷íà. Ýòî íå ÷òî èíîå êàê óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè s, ò.å. s(x) = F ′(x) äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè
F : U → R.

Òàêèì îáðàçîì, ëàãðàíæåâûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ M ⊂ E2n åñòü ãðàôû ãðàäèåíòîâ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé.
Èìåííî òàê âîçíèêàþò ëàãðàíæåâûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå áàðüåðàì.

3.4 Áàðüåðû è ëàãðàíæåâûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ â E2n

Â ýòîì ðàçäåëå ìû âûðàçèì ìåòðèêó è êðèâèçíó ëàãðàíæåâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ M ÷åðåç ïðåäñòàâëÿþùóþ
M ôóíêöèþ F .
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Âû÷èñëèì èíäóöèðîâàííóþ ìåòðèêó h íà òàêîì ëàãðàíæåâîì ïîäìíîãîîáðàçèè, çàäàþùåìñÿ ôóíêöèåé
F . Íà êàñàòåëüíîì âåêòîðå u ïîëó÷àåì

||u||2 = 〈u, ∂s
∂x
u〉 = 〈u, F ′′u〉

ò.å. M èçîìåòðè÷íî U , îñíàùåííûì ãåññèàíîâîé ìåòðèêîé F ′′.
Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì, ÷òî âûïóêëîñòü èëè âîãíóòîñòü F ýêâèâàëåíòíà îïðåäåëåííîñòè ìåòðèêè h.
Âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå íåâûðîæäåííûå ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ â E2n åñòü ãðàôû ãðàäèåíòîâ

êâàäðàòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ íåâûðîæäåííûì ãåññèàíîì.
Ïîñ÷èòàåì åùå êóáè÷åñêóþ ôîðìó σ, ïðåäñòàâëÿþùóþ âíåøíþþ êðèâèçíó M .

Ëåììà 2. Ïóñòü ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå M ⊂ E2n � ãðàô ãðàäèåíòà ôóíêöèè F : Rn ⊃ U → R
êëàññà C3. Òîãäà ñèììåòðè÷íàÿ òðèëèíåéíàÿ ôîðìà σ[X,Y, Z] = g[II[X,Y ], JZ] íàM çàäàåòñÿ ôîðìóëîé
2σ = F ′′′.

Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå. Ñèìâîëû Õðèñòîôôåëÿ ìåòðèêè F ′′ íà M èìåþò âèä

Γk
ij =

1

2
F ,klF,ijl.

Ïóñòü u ∈ TxM � êàñàòåëüíûé êM âåêòîð, à γM (t) � ãåîäåçè÷åñêàÿ íàM ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè γ(0) = x,
γ̇(0) = u. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ íà M ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé è çàäàíà óðàâíåíèåì γM(t) = x + tu.
Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè t = 0

d2

dt2
(γkM (t)− γkM(t)) =

d2

dt2
γkM (t) = −Γk

ij γ̇
i
M γ̇

j
M = −1

2
F ,klF,ijlu

iuj .

Ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé êîìïîíåíòîé vx âåêòîðà v = II[u, u] ∈ E2n. Âòîðàÿ êîìïîíåíòà
vp íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî v � íîðìàëüíûé âåêòîð, è ðàâíà −F ′′ · vx. Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèå ýêâèâà-
ëåíòíî òîìó, ÷òî Jv êàñàòåëåí ê M , ò.å. (Jv)p = F ′′ · (Jv)x. Íî Jv = (vx, vp) ïî îðåäåëåíèþ J . Òàêèì
îáðàçîì, ïîëó÷àåì ÿâíîå âûðàæåíèå vlp = 1

2F,ijlu
iuj . Òàêèì îáðàçîì,

σ[u, u, u] =
1

2
(−1

2
F ,klF,ijlu

iuj · (−F,kmu
m) +

1

2
F,ijlu

iuj · ul) =
1

2
F,ijlu

iujul.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå ñàìîìîãëàñîâàííîñòè ôóíêöèè F ýêâèâàëåíòíî îãðàíè÷åíèþ íà êðèâèçíó ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ M . Åãî ðîëü â ïîâåäåíèè ìåòîäà Íüþòîíà ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî îíî
ïîçâîëÿåò êîíòðîëèðîâàòü îøèáêó ïðè àïïðîêñèìàöèè M âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì.

Ïóñòü òåïåðü F � ñàìîñîãëàñîâàííûé áàðüåð íà íåêîòîðîì ðåãóëÿðíîì âûïóêëîì êîíóñå K. Ðàññìîò-
ðèì, êàê ïîâåäåíèå F íà ãðàíèöå ∂K âëèÿåò íà ïîâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ëàãðàíæåâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ
M ⊂ E2n íà áåñêîíå÷íîñòè. Òàê êàê ãåññèàíîâà ìåòðèêà F ′′ íà âíóòðåííîñòè Ko êîíóñà ïîëíàÿ, M ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëíûì ðèìàíîâûì ïîäìíîãîîáðàçèåì E2n. Ïîýòîìó M íå èìååò êîíå÷íûõ òî÷åê íàêîïëåíèÿ, íå
ïðèíàäëåæàùèõ M , ò.å. M çàìêíóòî â E2n.

ßñíî òàê æå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå M ñ øàðîì êîíå÷íîãî ðàäèóñà â E2n ïðîåêòèðóåòñÿ íà ìíîæåñòâî D ⊂
K â Rn, îòäåëåííîå îò ãðàíèöû êîíóñà ∂K. Ïîýòîìó âñÿ èíôîðìàöèÿ î ãðàíèöå êîíóñà ñîäåðæèòñÿ â
ðåöåññèâíûõ íàïðàâëåíèÿõ ìíîãîîáðàçèÿ M .

Íà ïðîèçâîëüíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè ãåîäåçè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ çàäàííûìè òî÷êàìè
ïîñ÷èòàòü íåëåãêî. Ðèìàíîâûå ìíîãîîáðàçèÿ, çàäàâàåìûå ãåññèàíàìè áàðüåðîâ íà âûïóêëûõ ìíîæåñòâàõ,
íå ñîñòàâëÿþò èñêëþ÷åíèÿ. Îäíàêî, ïðåäñòàâëåíèå ýòèõ ìíîãîîáðàçèé â âèäå ïîäìíîãîîáðàçèé áîëåå ïðî-
ñòîãî îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà îòêðûâàåò âîçìîæíîñòü îöåíèòü ýòî ðàññòîÿíèå.

Ìåæäó äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè òî÷êàìè x, y ∈M èìååì ãåîäåçè÷åñêèå ðàññòîÿíèÿ dM (x, y), dE2n
(x, y) â

ìåòðèêàõ h, g, ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðâîå èç íèõ ïîñ÷èòàòü òðóäíî, â òî âðåìÿ êàê âòîðîå çàäàåòñÿ âûðàæå-
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Ðèñ. 1: Â ïðîñòðàíñòâå E2n èìååì ||AC|| ≥ ||AB||+ ||BC||.

íèåì

d2E2n
(x, y) = 〈F ′(x)− F ′(y), x− y〉

=

∫ 1

0

〈F ′′(x+ t(y − x))(y − x), y − x〉 dt

≥ (

∫ 1

0

√
〈F ′′(x+ t(y − x))(y − x), y − x〉 dt)2 ≥ d2M (x, y).

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òîò ôàêò, ÷òî ðàññòîÿíèå dM (x, y) íà ïîäìíîãîîáðàçèè îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ðàññòîÿ-
íèåì dE2n

(x, y) â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå. Ýòî ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî îáúåìëþùåå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ
ïñåâäî-ðèìàíîâûì. Áîëåå êîíêðåòíî, ïðè÷èíà â òîì, ÷òî îðòîãîíàëüíûå ê ãåîäåçè÷åñêîé ìåæäó x, y íà-
ïðàâëåíèÿ â E2n èìåþò äëèíó ñ îòðèöàòåëüíûì êâàäðàòîì, è ïîýòîìó ýòà ãåîäåçè÷åñêàÿ ÿâëÿåòñÿ êðèâîé
ìàêñèìàëüíîé äëèíû (ñì. Ðèñ. 3.4).

Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, îáðàç öåíòðàëüíîãî ïóòè íà M . Ïóñòü ïðÿìàÿ è äâîéñòâåííàÿ êîíè÷åñêàÿ ïðî-
ãðàììû çàäàíû â ñèììåòðè÷åñêîé ôîðìå, ò.å.

min
x∈K
〈c, x〉 : x ∈ b+ L,

max
s∈K∗

−〈b, s〉 : s ∈ c+ L⊥,

ãäå 〈c, b〉 = 0. Ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ ïðÿìîé ïðîãðàììû îïðåäåëÿþò àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî PA ⊂ Rn,
à ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ äâîéñòâåííîé ïðîãðàììû îïðåäåëÿþò àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî DA ⊂ Rn, ãäå
dim PA + dim DA = dim L+ dim L⊥ = n.

Ââåäåì àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî A = PA×DA ðàçìåðíîñòè n, è åãî êîíè÷åñêóþ îáîëî÷êó L = R ·A,
ÿâëÿþùåéñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè n+1. Òîãäà öåíòðàëüíûé ïóòü ïðåäñòàâèòñÿ â âèäå
ïåðåñå÷åíèÿ M ∩L. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ýòà êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðîåêöèÿìè íà ôàêòîðû
Rn è Rn îòîáðàæàåòñÿ íà öåíòðàëüíûé ïóòü êàê â ïðÿìîé, òàê è â äâîéñòâåííîé çàäà÷å.

3.5 Ñòðóêòóðû â RP n × RPn

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì åùå îäíî ïàðà-êýëåðîâî ïðîñòðàíñòâî, îñíîâàííîå íà ïðîèçâåäåíèè RPn×
RPn ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ. Òàêèì îáðàçîì íàì óäàñòüñÿ çàäåéñòâîâàòü êîíè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ïðÿìîé
è äâîéñòâåííîé çàäà÷è.

Ïóñòü K ⊂ Rn+1 � âûïóêëûé ðåãóëÿðíûé êîíóñ, à F � ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíûé áàðüåð íà íåì. Ïóñòü
K∗, F∗ � ñîîòâåòñòâóþùèå äâîéñòâåííûå îáúåêòû. Âìåñòî ïðÿìûõ è äâîéñòâåííûõ òî÷åê x ∈ K, s ∈ K∗
áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëó÷è

[x] = {µx |µ > 0}, [s] = {µs |µ > 0}.
Äëÿ âñåõ µ > 0 èìååì F ′(µx) = µ−1F ′(x), ïîýòîìó ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ìîæíî îïðåäåëèòü òàêæå è
íà ëó÷àõ.
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Íàì óäîáíî áóäåò èäåíòèôèöèðîâàòü ëó÷è ñ òî÷êàìè â ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ RPn, RPn è ðàñ-
ñìàòðèâàòü ãðàô ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà êàê ïîäìíîãîîáðàçèå â ïðîèçâåäåíèè RPn × RPn. Íà ýòîì
ïðîèçâåäåíèè ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì îïðåäåëèòü àôôèííóþ êàðòó. Ââåäåì â Rn+1 è Rn+1 äâîéñòâåí-
íûå ïî îòíîøåíèþ äðóã ê äðóãó ëèíåéíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò x = (x0, . . . , xn) è p = (p0, . . . , pn). Ðàññìîò-
ðèì àôôèííûå ãèïåðïëîñêîñòè {x |x0 = 1} è {p | p0 = 1}. Ýòè ãèïåðïëîñêîñòè áèåêòèâíî îòîáðàæàþòñÿ
íà îòêðûòûå ïëîòíûå ïîäìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíè
ïàðàìåòðèçóþòñÿ îñòàâøèìèñÿ êîîðäèíàòàìè x1, . . . , xn, p1, . . . , pn. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè êîîðäèíàòû ïàðà-
ìåòðèçóþò îòêðûòîå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî ïðîèçâåäåíèÿ RPn×RPn. Ïóñòü πx, πp � ïðîåêöèè íà ïðÿìîå
è äâîéñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâåííî.

Íà ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ íåò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, íî åñòü îòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè.
Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

M = {(x, p) ∈ RPn × RPn |x 6⊥ p} ,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì ïîäìíîæåñòâîì RPn×RPn. ÌíîãîîáðàçèåM ìîæíî îñíàñòèòü ïàðà-êýëåðîâîé
ñòðóêòóðîé, îïðåäåëèâ ïàðà-êýëåðîâûé ïîòåíöèàë q(x, p) = log〈x, p〉 = log(1 +

∑n
i=1 xipi) íà àôôèííîé

êàðòå. Ñ ýòîé ñòðóêòóðîéM ñòàíîâèòñÿ îäíîðîäíûì ãèïåðáîëè÷åñêèì ïàðà-êýëåðîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
Êîìïëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî

∂M = {(x, p) ∈ RPn × RPn |x ⊥ p}

ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì RPn × RPn êîðàçìåðíîñòè 1. Íà ∂M ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ êîíòàêòíàÿ
ñòðóêòóðà.

Ãåîäåçè÷åñêèå íà M îêàçûâàþòñÿ òðåõ òèïîâ. Ýëëèïòè÷åñêèå ãåîäåçè÷åñêèå åñòü çàìêíóòûå êðèâûå
äëèíû π. Ïàðàáîëè÷åñêèå ãåîäåçè÷åñêèå åñòü ñâåòî-ïîäîáíûå íóëåâîé äëèíû, êîòîðûå ñòðåìÿòñÿ íà äâóõ
êîíöàõ ê îäíîé è òîé æå òî÷êå â ∂M. Ãèïåðáîëè÷åñêèå ãåîäåçè÷åñêèå åñòü êðèâûå áåñêîíå÷íîé äëèíû,
êîòîðûå ñîåäèíÿþò äâå ðàçíûå òî÷êè èç ∂M.

Ìåòðèêó íàM ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åðåç äâîéíîå îòíîøåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå ÷åòûðåì òî÷êàì x1, x2, x3, x4
íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé RP 1 çíà÷åíèå

(x1, x2;x3, x4) =
(x1 − x3)(x2 − x4)

(x2 − x3)(x1 − x4)
.

Â [Ariyawansa, Davidon, McKennon 1999] áûëî ïðåäëîæåíî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå äâîéíîãî îòíîøåíèÿ
íà ñëó÷àé áîëåå âûñîêèõ ðàçìåðíîñòåé. Âìåñòî ÷åòûðåõ ïðÿìûõ â îäíîé ïëîñêîñòè áåðåì äâå ïðÿìûå
ïðîåêòèâíûå òî÷êè x, x′ è äâå äâîéñòâåííûå ïðîåêòèâíûå òî÷êè p, p′. Òî÷êè x, x′ ñîîòâåòñòâóþò ïðÿìûì
â Rn+1. Îáîçíà÷èì èõ ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ÷åðåç L. Äâîéñòâåííûå òî÷êè p, p′ ìîæíî èäåíòèôèöèðîâàòü
ñ ãèïåðïëîñêîñòÿìè H,H ′, êîòîðûå ïåðåñåêàþò ïëîñêîñòü L â ïðÿìûõ, ò.å. ïðÿìûõ ïðîåêòèâíûõ òî÷êàõ
u, u′, ñîîòâåòñòâåííî. Äâîéíîå îòíîøåíèå (u, x′;u′, x) íàçûâàåòñÿ ÷åòâåðíîé ñêîáêîé (quadra-bracket) òî÷åê
x, p, x′, p′.

Ñ ïîìîùüþ ýòîé ñêîáêè ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ (·; ·) :M×M→ R.
Äëÿ z = (x, p), z′ = (x′, p′) ∈M ⊂ RPn × RPn ïîëîæèì

(z; z′) = (z′; z) := (u, x′;u′, x).

(z; z′) � åäèíñòâåííûé ïðîåêòèâíûé èíâàðèàíò ïàðû òî÷åê íàM, è ïî÷òè âñþäó èìååì

lim
z→∂M

(z; z′) = ±∞.

Ñ ïîìîùüþ ýòîé ôóíêöèè ãåîäåçè÷åñêîå ðàññòîÿíèå íàM îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü z, z′ ∈M � ðàçëè÷íûå òî÷êè è d(z, z′) � èõ ðàññòîÿíèå â ìåòðèêå íàM.

• Åñëè ñîåäèíÿþùàÿ z, z′ ãåîäåçè÷åñêàÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, òî 0 < (z; z′) ≤ 1 è d(z, z′) = arcsin
√

(z; z′).

• Åñëè ñîåäèíÿþùàÿ z, z′ ñâåòî-ïîäîáíàÿ, òî (z; z′) = 0.
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Ðèñ. 2: Ñëó÷àé n = 1.

• Åñëè ñîåäèíÿþùàÿ z, z′ ãåîäåçè÷åñêàÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, òî (z; z′) < 0 è d(z, z′) = arc sinh
√
−(z; z′).

Çàìåòèì, ÷òî (z; z′) áîëåå èíôîðìàòèâíî, ÷åì d(z, z′), ïîñêîëüêó ïðè (z; z′) > 1 ðàññòîÿíèå d(z, z′)
âîîáùå íå îïðåäåëåíî. Â ýòîì ñëó÷àå íåò ãåîäåçè÷åñêîé, ñîåäèíÿþùåé äàííûå òî÷êè.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïðîèçâåäåíèÿ RP 1 × RP1. Ãåîäåçè÷åñêèå ÷åðåç îäíó äàííóþ òî÷êó îáîçíà÷åíû íà
Ðèñ.3.5.

Ïðîñòðàíñòâà RP 1,RP1 ãîìåîìîðôíû îêðóæíîñòè, à èõ ïðîèçâåäåíèå � òîðó. Ïîýòîìó ýòî ïðîèçâåäåíèå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êâàäðàòà ñ èäåíòèôèöèðîâàííûìè ïðîòèâîïîëîæíûìè òî÷êàìè. Íåïîêðûòûå
òî÷êè íà Ðèñ.3.5 íå ñîåäèíÿþòñÿ ñ öåíòðîì ãåîäåçè÷åñêîé.

Îïèøåì êîíòàêòíóþ ñòðóêòóðó íà ∂M. Ïðîåêöèè πx, πp îïðåäåëÿþò n-ìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ J± íà

RPn × RPn. Îãðàíè÷åíèÿ J̃± íà ∂M ÿâëÿþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿìè ðàçìåðíîñòè n− 1.

Ëåììà 3. Ìíîãîîáðàçèå ∂M, îñíàùåííîå ðàñïðåäåëåíèåì J̃+ + J̃−, ÿâëÿåòñÿ êîíòàêòíûì ìíîãîîáðàçè-
åì.

Ïðèâåäåì ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû ýòèõ ìíîãîîáðàçèé â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè.

n M ∂M
1 Z Z
2 Z2 Q8

≥ 3 Z2 Z2
2

Ðàññìîòðèì ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáðàçèÿM. ÏîäìíîãîîáðàçèåM ⊂M, çàäàþùååñÿ ôóíêöèåé [p]([x]),
êàæäîé òî÷êå x ñîïîñòàâëÿåò ïîäïðîñòðàíñòâî Lx ⊂ TxRn+1 êîðàçìåðíîñòè 1, ò.å. (öåíòðî-àôôèííîå) ðàñ-
ïðåäåëåíèå, êîòîðîå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ðàñòÿæåíèé.

Ëåììà 4. Ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñîîòâåòñòâóþò èíâîëþòèâíûì ðàñïðåäåëåíèÿì, ò.å. çàäàþò
ãîìîòåòè÷åñêîå ñåìåéñòâî öåíòðî-àôôèííûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé.

Êàæäàÿ èç ýòèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé êàíîíè÷åñêè ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíà ñàìîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ M
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Ëåììà 5. Âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñîîòâåòñòâóþò ïîâåðõíîñòÿì óðîâíÿ
êâàäðàòè÷íûõ ôîðì.

Çíàêîîïðåäåëåííûå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñîîòâåòñòâóþò âûïóêëûì ïî-
âåðõíîñòÿì óðîâíÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, ò.å. ýëëèïñîèäàì è ãèïåðáîëîèäàì.

Ìåòðèêà è êðèâèçíà ëàãðàíæåâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ M ⊂ M âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì ÷åðåç
öåíòðî-àôôèííûå èíâàðèàíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü M ⊂ M � íåâûðîæäåííîå ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå, ïðîåêòèðóþùååñÿ áèåê-
òèâíî íà îáëàñòü U ⊂ RPn. Ïóñòü K ⊂ Rn+1 � êîíóñ íàä U , à H ⊂ K � öåíòðîàôôèííàÿ ãèïåðïîâåðõ-
íîñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäìíîãîîáðàçèþ M .

Òîãäà M , îñíàùåííîå èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé, è H, îñíàùåííàÿ öåíòðî-àôôèííàÿ ìåòðèêîé, êà-
íîíè÷åñêè èçîìåòðè÷íû.

Ñèììåòðè÷íàÿ òðèëèíåéíàÿ ôîðìà σ[X,Y, Z] = g[II[X,Y ], JZ] íà M è êóáè÷åñêàÿ ôîðìà C íà H
ñâÿçàíû ôîðìóëîé 2σ = C.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ëåãêî ïîçâîëÿþò îõàðàêòåðèçîâàòü ìèíèìàëüíûå ëàãðàíæåâûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ.

Ëåììà 6. Ïóñòü M ⊂M � íåâûðîæäåííîå ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå, ïðîåêòèðóþùååñÿ áèåêòèâíî
íà îáëàñòü U ⊂ RPn. Ïóñòü K ⊂ Rn+1 � êîíóñ íàä U , à H ⊂ K � öåíòðîàôôèííàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäìíîãîîáðàçèþ M .

Òîãäà M ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà H ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé àô-
ôèííîé ñôåðîé.

3.6 Áàðüåðû è ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáàçèÿ

Ýòè ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò íàì ñâÿçàòü ñâîéñòâà ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíûõ áàðüåðîâ è ëàãðàíæåâûõ
ïîäìíîãîîáàçèé M ⊂ M, çàäàþùèõñÿ ãðàôîì èõ ãðàäèåíòîâ, èëè ýêâèâàëåíòíî, ñîîòâåòñòâóþùèõ èõ
ïîâåðõíîñòÿì óðîâíÿ êàê öåíòðî-àôôèííûì âëîæåíèÿì.

ÏóñòüK ⊂ Rn+1 � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ, à F : Ko → R � ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ íà
K. Ïóñòü M ⊂M � ñîîòâåòñòâóþùåå ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå. Òàê êàê ìåòðèêà íà M ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåíà, ýòè ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.

Òîãäà ñâîéñòâî ñàìîñîãëàñîâàííîñòè F ýêâèâàëåíòíî îãðàíè÷åíèþ íà êðèâèçíó M . Àïïðîêñèìèðóþ-
ùèé êîíóñ Ëîðåíöà â äàííîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóåò êàñàòåëüíîìó âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ
âM â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå. Ôóíêöèÿ F ïðîïîðöèîíàëüíà êàíîíè÷åñêîìó áàðüåðó òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà M � ìèíèìàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå.

Ìû òàêæå ìîæåì ïîñòðîèòü ïðåäñòàâëåíèå ãðàíèöû êîíóñà K, èñïîëüçóÿ êîíòàêòíîå ìíîãîîáðàçèå
∂M. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

δK = {([x], [s]) |x ∈ ∂K, s ∈ ∂K∗, 〈x, s〉 = 0}.

Òîãäà δK ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé M . Áîëåå òîãî, δK ãîìåîìîðôíî ñôåðå Sn, è δK ëåæàíäðîâî ïî îòíîøåíèþ
ê êîíòàêòíîé ñòðóêòóðå íà ∂M.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî δK çàâèñèò òîëüêî îò K. Ïîýòîìó ïîäìíîãîîáðàçèå M äîëæíî óäîâëå-
òâîðÿòü ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ ∂M = δK . Òàêèì îáðàçîì, ëåæàíäðîâî ìíîãîîáðàçèå δK , ñîîòâåòñòâóþùåå
êîíóñó, èãðàåò ðîëü íåêîòîðîé ðàìû, íà êîòîðóþ íàòÿíóòî ëàãðàíæåâî ìíîãîîáðàçèåM , ñîîòâåòñòâóþùåå
áàðüåðó.

Âêîíåö ðàññìîòðèì, âî ÷òî îòîáðàæàåòñÿ öåíòðàëüíûé ïóòü êîíè÷åñêîé ïðîãðàììû íàä êîíóñîì K.
Àôôèííûå ïîäïðîñòðàíñòâà, çàäàâàåìûå ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé ïðîãðàììû,
èìåþò âèä PA = {x |Ax = b}, DA = {s | ∃ z : s = −(AT z − c)}. Èõ ðàçìåðíîñòè ðàâíû k, n + 1 − k,
ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ïðîåêöèè íà ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà ýòè ðàçìåðíîñòè íå ìåíÿþòñÿ. Îáîçíà÷èì
ñîîòâåòñòâóþùèå îáðàçû ÷åðåç PP = π[PA] = π[PL \ {0}] è DP = π[DA] = π[DL \ {0}]. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå
L = PP ×DP áóäåò ïðîåêòèâíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè n+ 1. Ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå M
èìååò ðàçìåðíîñòü n, à îáúåìëþùåå ïðîñòðàíñòâî M � ðàçìåðíîñòü 2n. Ïîýòîìó èõ ïåðåñå÷åíèå L ∩M
áóäåò èìåòü ðàçìåðíîñòü n+ 1 + n− 2n = 1, ò.å. áóäåò êðèâîé. Â ðåçóëüòàòå öåíòðàëüíûé ïóòü íà M åñòü
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ïåðåñå÷åíèå ëàãðàíæåâà ïîäìíîãîîáðàçèÿM ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì L, çàäàííûì ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè
ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé ïðîãðàìì.

Çàìåòèì, ÷òî ýòà êðèâàÿ îäíîâðåìåííî ïðåäñòàâëÿåò öåíòðàëüíûé ïóòü è ïðÿìîé, è äâîéñòâåííîé
çàäà÷è.


