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2 Áàðüåðû è àôôèííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ

Îïðåäåëåíèå âûïóêëîñòè ìíîæåñòâ è ôóíêöèé îñíîâàíî íà âîçìîæíîñòè ïîñòðîèòü èíòåðâàë [x, y] =
{λx + (1 − λ)y |λ ∈ [0, 1]}, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè x, y. Ïîíÿòèÿ èíòåðâàëà è âûïóêëûõ êîìáèíàöèé òî÷åê
èíâàðèàíòíû íå òîëüêî îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ àâòîìîðôèçìîâ ëåæàùåãî â îñíîâå âåùåñòâåííîãî âåêòîð-
íîãî ïðîñòðàíñòâà, íî è îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûå íå ñîõðàíÿþò
ïîëîæåíèå íóëåâîãî âåêòîðà. Ïîýòîìó äëÿ èçó÷åíèÿ îáùåé çàäà÷è âûïóêëîé îïòèìèçàöèè íàì äîñòàòî÷-
íî ðàáîòàòü ñî ñòðóêòóðîé n-ìåðíîãî âåùåñòâåííîãî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà An. Ïî ñóòè ýòî n-ìåðíîå
âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì "çàáûòî"ïîëîæåíèå íóëÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü V � âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì, àñ-
ñîöèèðîâàííûì ñ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì V , íàçûâàþò ìíîæåñòâî A âêóïå ñ îòîáðàæåíèåì + :
A× V → A òàêèì, ÷òî

• x+ 0 = x äëÿ âñåõ x ∈ A,

• (x+ u) + v = x+ (u+ v) äëÿ âñåõ x ∈ A, u, v ∈ V ,

• v 7→ x+ v ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ìåæäó V è A äëÿ âñåõ x ∈ A.

Ãðóïïà ñèììåòðèé Aff(n,R) àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà An ãåíåðèðóåòñÿ íåâûðîæäåííûìè ëèíåéíûìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè è ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè, ò.å. ñîñòîèò èç âñåõ íåâûðîæäåííûõ àôôèííûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé.

Ïðåäìåòîì àôôèííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ÿâëÿþòñÿ ñâîéñòâà ïîãðóæåííûõ â àôôèííîå
ïðîñòðàíñòâî ìíîãîîáðàçèé, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû ñèììåòðèé Aff(n,R). Íàñ áóäåò
èíòåðåñîâàòü òîëüêî ñàìûé ðàçðàáîòàííûé ñëó÷àé, à èìåííî, ãèïåðïîâåðõíîñòåé ðàçìåðíîñòè n, âëîæåí-
íûõ â àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n + 1. Â êà÷åñòâå ýòèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé áóäóò âûñòóïàòü
ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ áàðüåðîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ â ìåòîäàõ âíóòðåííèõ òî÷åê.

Â êîíè÷åñêîé îïòèìèçàöèè âåðøèíà êîíóñà, îïðåäåëåííîãî êîíè÷åñêîé çàäà÷åé, ÿâëÿåòñÿ âûäåëåííîé
òî÷êîé ëåæàùåãî â îñíîâå àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñòðóêòóðû, îïðåäåëåííûå íà ãèïåðïîâåðõíîñòè ñ
ó÷åòîì âûäåëåííîé òî÷êè, èçó÷àþòñÿ öåíòðî-àôôèííîé ãåîìåòðèåé. Ýòà âåòâü àôôèííîé äèôôåðåíöè-
àëüíîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïîäõîäÿùåé ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèåé äëÿ èçó÷åíèÿ ëîãàðèôìè÷íî
îäíîðîäíûõ áàðüåðîâ íà âûïóêëûõ êîíóñàõ, è íà ýòîé ëåêöèè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðåèìóùåñòâåííî
åå.

Õîðîøèì ââåäåíèåì â àôôèííóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ãåîìåòðèþ ìîæåò ñëóæèòü êíèãà Íîìèöó è
Ñàñàêè [5].

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ñîáñòâåííî àôôèííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ìû ïðåäñòàâèì ïîíÿòèÿ
òåíçîðà è ñâÿçíîñòè.

2.1 Òåíçîðû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äàäèì êðàòêîå ââåäåíèå â òåíçîðíîå èñ÷èñëåíèå. Â ôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå òåíçî-
ðû íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M ÷àñòî ââîäÿòñÿ êàê ïîëÿ (ãèïåð-)ìàòðèö ÷èñåë, êîòîðûå ïðåîáðàçóþòñÿ
îïðåëåäåííûì îáðàçîì ïðè çàìåíàõ êîîðäèíàò. Â ìàòåìàòèêå òåíçîðû îïðåäåëÿþòñÿ êàê ìóëüòèëèíåéíûå
ôóíêöèè íà êàñàòåëüíîì è êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè íàä ìíîãîîáðàçèåì, ÷òî äåëàåò èõ áîëåå îñìûñëåí-
íûìè ñ èíòóèòèâíîé òî÷êè çðåíèÿ.

Ñàìûìè ïðîñòûìè òåíçîðàìè ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðû, èëè âåùåñòâåííûå ôóíêöèè íà M . Îíè èìåþò ïîðÿ-
äîê (0, 0).

Òåíçîð ïîðÿäêà (1, 0) � ýòî âåêòîðíîå ïîëå, èëè ñå÷åíèå êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ íàä M . Êàæäîé
òî÷êå x íà M îíî ñîïîñòàâëÿåò ýëåìåíò êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TxM , èëè êàñàòåëüíûé âåêòîð â ýòîé
òî÷êå. Åñëè íà ìíîãîîáðàçèè M (èëè íà íåêîòîðîé êàðòå â M) çàäàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò, òî êîìïîíåíòû
âåêòîðíîãî ïîëÿ X çàäàþòñÿ ôóíêöèÿìè Xi ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè, ïðîáåãàþùèìè çíà÷åíèÿ 1, . . . , n, ãäå
n � ðàçìåðíîñòü M .

Äâîéñòâåííîå ê êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó TxM íàçûâàåòñÿ êîêàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì T ∗xM .
Ýëåìåíòàìè åãî ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå, èëè êîâåêòîðû. Ñîâî-
êóïíîñòü êîâåêòîðîâ âî âñåõ òî÷êàõ ìíîãîîáðàçèÿ îáðàçóåò êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå íàä M . Òåíçîðàìè
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ïîðÿäêà (0, 1) ÿâëÿþòñÿ ñå÷åíèÿ êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ, ñîïîñòàâëÿþùèå êàæäîé òî÷êå M êîâåêòîð
â ýòîé òî÷êå. Äðóãèìè ñëîâàìè, òåíçîðû ïîðÿäêà (0, 1) ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè 1-ôîðìàìè. Â
êàæäîé òî÷êå M îíè îïðåäåëÿþò ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå â ýòîé òî÷êå. Â
êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè êîìïîíåíòû ôîðìû ω çàäàþòñÿ ôóíêöèÿìè ωi ñ íèæíèìè èíäåêñàìè.

Ïðè çàìåíå êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé x = (x1, . . . , xn) íà y = (y1, . . . , yn) êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî è
êîâåêòîðíîãî ïîëÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ôîðìóëàì

Xi 7→ Xj ∂y
i

∂xj
, ωi 7→ ωj

∂xj

∂yi
.

Äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ω ìîæíî ñâåðíóòü ñ âåêòîðíûì ïîëåì X, âû÷èñëèâ â êàæäîé òî÷êå M
çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà íà ñîîòâåòñòâóþùåì êàñàòåëüíîì âåêòîðå. Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷èòñÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f , çàäàþùàÿñÿ â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ñóììîé

∑n
i=1 ωiX

i.
Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè çíàê ñóììû ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ íèæíèì è âåðõíèì èíäåêñàì îáû÷íî îïóñêàåòñÿ, ò.å.
ïèøåòñÿ ïðîñòî f = ωiX

i.
Òåíçîð ïîðÿäêà (k, l) ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé òî÷êå x ∈ M ìóëüòèëèíåéíóþ ôîðìó íà ïðîèçâåäåíèè

(TxM)l× (T ∗xM)k êàñàòåëüíûõ è êîêàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ â òî÷êå x. Òåíçîð ïîðÿäêà (1, 0), â ÷àñòíîñòè,
ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà êîâåêòîðàõ, à òåíçîð ïîðÿäêà (0, 1) � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà êàñàòåëüíûõ
âåêòîðàõ. Êîìïîíåíòû òåíçîðà T ïîðÿäêà (k, l) çàäàþòñÿ ôóíêöèÿìè T j1...jki1...il

ñ l íèæíèìè è k âåðõíèìè
èíäåêñàìè. Çíà÷åíèå òåíçîðà T íà l âåêòîðíûõ ïîëÿõ X, . . . , Z è k ôîðìàõ ω, . . . , υ çàäàþòñÿ ñóììîé

T j1...jki1...il
Xi1 . . . Zilωj1 . . . υjk .

Íàïîìèíàåì, ÷òî çíàê ñóììû ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì i1, . . . , il, j1, . . . , jk îïóùåí. Íèæíèå èíäåêñû
íàçûâàþòñÿ êîâàðèàíòíûìè, âåðõíèå � êîíòðàâàðèàíòíûìè.

Ïðè çàìåíå êîîðäèíàò x = (x1, . . . , xn) 7→ y = (y1, . . . , yn) êîíòðàâàðèàíòíûå èíäåêñû ïðåîáðàçóþò-
ñÿ óìíîæåíèåì íà ìàòðèöó ßêîáè ∂y

∂x , êîâàðèàíòíûå èíäåêñû ïðåîáðàçóþòñÿ óìíîæåíèåì íà îáðàòíóþ

ìàòðèöó ∂x
∂y .

Ñâîðà÷èâàÿ íèæíèå èíäåêñû îäíîãî òåíçîðà ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè äðóãîãî, ìîæíî ñòðîèòü íîâûå
òåíçîðû. Íàïðèìåð, ñâîðà÷èâàÿ òåíçîð T ïîðÿäêà (2, 0) ñ òåíçîðîì S ïîðÿäêà (1, 2), ïîëó÷àåì êîìïîíåíòû
Rbcd = T abScad òåíçîðà R ïîðÿäêà (2, 1).

Ìåòðèêà íà (ïñåâäî-)ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè çàäàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì òåíçîðîì g ïîðÿäêà (0, 2). Åãî
çíà÷åíèå gabX

aY b íà âåêòîðíûõ ïîëÿõ X,Y çàäàåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ïîëåé.
Êîìïîíåíòû ìåòðèêè ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ýëåìåíòû ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû. Åñëè â êàæ-

äîé òî÷êå (ïñåâäî-)ðèìàíîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ âçÿòü îáðàòíóþ ìàòðèöó, òî ìû ïîëó÷èì òåíçîð ïîðÿäêà
(2, 0).

Ñâåðòêîé ñ ìåòðèêîé èëè ñ åå îáðàòíîé ìîæíî ïîíèæàòü èëè ïîâûøàòü èíäåêñû ó äðóãèõ òåíçîðîâ.

×àñòî âñòðå÷àþùèìñÿ òåíçîðîì ïîðÿäêà (0, 1) ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíò ∇f ñêàëÿðíîé ôóíêöèè f íà ìíî-
ãîîáðàçèè M . Åãî êîìïîíåíòû îïðåäåëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè f,i = ∂f

∂xi . Ñâåðòêà ãðàäèåíòà ñ
âåêòîðíûì ïîëåì X äàåò ïðîèçâîäíóþ f ïî íàïðàâëåíèþ X.

Óïðàæíåíèå 2.1. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîäíûå ñêàëÿðíîé ôóíêöèè f áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà íå ÿâëÿ-
þòñÿ òåíçîðàìè.

Íèæå ìû óâèäèì, ÷òî ïðèáàâëåíèåì ïîïðàâîê ê ÷àñòíûì ïðîèçâîäíûì ìîæíî îïðåäåëèòü êîâàðè-
àíòíóþ ïðîèçâîäíóþ, êîòîðàÿ áóäåò óæå íàñòîÿùèì òåíçîðîì. Îäíàêî, ñïîñîá ââåñòè ýòè ïîïðàâêè íå
åäèíñòâåííûé.

2.2 Ñâÿçíîñòü

Â ïðîñòðàíñòâå An íå ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêîé åâêëèäîâîé ìåòðèêè. Ôèêñàöèåé åâêëèäîâîé ìåòðèêè ìû
ñóæàåì àôôèííóþ ãðóïïó ñèììåòðèé ïðîñòðàíñòâà An è ïîëó÷àåì ãðóïïó âðàùåíèé è ïàðàëëåëüíûõ
ïåðåíîñîâ, ÷òî íååñòåñòâåííî è íåæåëàòåëüíî ïðè èçó÷åíèè àôôèííî-èíâàðèàíòíûõ ìåòîäîâ. Îäíàêî,
ëþáîé âûáîð åâêëèäîâîé ìåòðèêè â An ïðèâîäèò ê îäíîìó è òîìó æå ìíîæåñòâó ãåîäåçè÷åñêèõ, à èìåííî,
ïðÿìûõ, ïðîáåãàåìûõ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ êàñàòåëü-
íûõ âåêòîðîâ, îïðåäåëÿþùèé ýâîëþöèþ ãåîäåçè÷åñêèõ, ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì èíâàðèàíòîì, ò.å. îñòàåòñÿ
íåèçìåííûì ïðè äåéñòâèè àôôèííîé ãðóïïû ñèììåòðèé.
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Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ýêâèâàëåíòåí ïîíÿòèþ àôôèííîé ñâÿçíîñòè. Àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü ∇ íà ïðî-
èçâîëüíîì ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M ñîïîñòàâëÿåò ïàðå ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé X,Y íà M òðåòüå âåê-
òîðíîå ïîëå, îáîçíà÷àþùååñÿ ÷åðåç ∇XY . Îíî èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëÿ Y
ïî íàïðàâëåíèþ ïîëÿ X. Åñëè ∇XY = 0 âäîëü íåêîòîðîé êðèâîé γ(t) íà M , òî âåêòîðà Y (σ(t)) ÿâëÿþòñÿ
ðåçóëüòàòîì ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà âåêòîðà Y (σ(t0)) èç òî÷êè σ(t0) â òî÷êè σ(t) âäîëü êðèâîé σ.

×òîáû áûòü àôôèííîé ñâÿçíîñòüþ, îòîáðàæåíèå (X,Y ) 7→ ∇XY äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü íåêîòîðûì
àêñèîìàì. Îíî áèëèíåéíî, äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèè f íà M èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
∇fXY = f∇XY , è îíî ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì, ò.å. äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèè f
òàêæå èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå ∇X(fY ) = f ′[X] · Y + f∇XY . Èç ýòèõ àêñèîì ñëåäóåò, ÷òî ðàçíèöà äâóõ
ñâÿçíîñòåé ∇, ∇̃ ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì ïîðÿäêà (1,2), ò.å. ∇XY −∇̃XY åñòü âåêòîðíîå ïîëå, çíà÷åíèå êîòîðîãî
â òî÷êå x ∈M åñòü áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îò çíà÷åíèé ïîëåé X,Y â òî÷êå x.

Òàê êàê ìíîæåñòâî òåíçîðîâ äàííîãî òèïà íà M ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, ìíîæåñòâî âñåõ
ñâÿçíîñòåé íàM îáðàçóåò àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî. Â ÷àñòíîñòè, àôôèííûå êîìáèíàöèè ñâÿçíîñòåé ñíîâà
ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíîñòÿìè.

Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü çàäàåòñÿ ñèìâîëàìè Õðèñòîôôåëÿ Γcab = Γcba, ñèì-
ìåòðè÷åñêèìè ïî äâóì íèæíèì èíäåêñàì, îäíàêî ñàìà îíà íå ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì. Ïðè çàìåíå êîîðäèíàò
x 7→ y ñèìâîëû Õðèñòîôôåëÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ïðàâèëó

Γγαβ 7→
∂xp

∂yα
∂xq

∂yβ
Γrpq

∂yγ

∂xr
+
∂yγ

∂xm
∂2xm

∂yα∂yβ
.

Äëÿ äàííûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X,Y ïîëå ∇XY çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(∇XY )a = XbY a,b + ΓabcX
bY c.

Âòîðîé ÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ïîïðàâêîé ê ïðîèçâîäíîé ïîëÿ Y ïî íàïðàâëåíèþ ïîëÿ X.
Îïåðàòîð ∇X êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî íàïðàâëåíèþ X ïðèìåíèì òàêæå ê äðóãèì òèïàì

òåíçîðíûõ ïîëåé. Íà ñêàëÿðíûõ ôóíêöèÿõ îí îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ,

∇Xf = f,iX
i.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå äðóãèõ òèïîâ òåíçîðíûõ ïîëåé îïðåäåëÿþòñÿ ïðàâèëîì Ëåéáíèöà. Íàïðèìåð, ïðî-
èçâîäíóþ ∇Xω äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû ω (òåíçîðà ïîðÿäêà (0,1)) ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñîîòíîøåíèÿ

∇X(〈ω, Y 〉) = 〈∇Xω, Y 〉+ 〈ω,∇XY 〉.

Çäåñü 〈ω, Y 〉 îáîçíà÷àåò ñâåðòêó ω(Y ) = ωiY
i, ÿâëÿþùóþñÿ ñêàëÿðîì.

Óïðàæíåíèå 2.2. Ïðîâåðèòü, ÷òî ∇Xω çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(∇Xω)i =
(
ωi,k − Γjikωj

)
Xk.

Äëÿ òåíçîðà îáùåãî âèäà èìååì

(∇XT )b...da...c = (T b...da...c,k − ΓlakT
b...d
l...c − · · · − ΓlckT

b...d
a...l + ΓblkT

l...d
a...l + · · ·+ ΓdlkT

b...l
a...l)X

k

= T b...da...c;kX
k.

Îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì âåëè÷èíû T b...da...c;k ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè òåíçîðà, îáîçíà÷àåìîãî ÷åðåç ∇T
è íàçûâàåìîãî êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé òåíçîðà T . Åñëè T èìååò ïîðÿäîê (k, l), òî ∇T èìååò ïîðÿäîê
(k, l + 1). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñêàëÿðíîé ôóíêöèè f ïðîèçâîäíàÿ ∇f � ïðîñòî ãðàäèåíò f , íå çàâèñÿùèé
îò ñâÿçíîñòè ∇. Åñëè òåíçîð ∇T òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, òî òåíçîð T íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïî
îòíîøåíèþ ê ñâÿçíîñòè ∇.

Åñëè íà ìíîãîîáðàçèè M çàäàíà ìåòðèêà gab, òî íà íåì ìîæíî îïðåäåëèòü ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà,
çàäàâàåìóþ ñèìâîëàìè Õðèñòîôôåëÿ

Γkij =
1

2
gkl(gil,j + gjl,i − gij,l)
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è îáîçíà÷àåìóþ ÷åðåç ∇̂. Ñàìà ìåòðèêà ïàðàëëåëüíà ïî îòíîøåíèþ ê ∇̂, ∇̂g = 0. Ïîýòîìó êîâàðèàíòíîå
äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà êîììóòèðóåò ñ ïîíèæåíèåì è ïîäíÿòèåì èíäåêñîâ.

Íà àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå An èëè âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn âñå åâêëèäîâû ìåòðèêè èìåþò îáùóþ
êàíîíè÷åñêóþ ñâÿçíîñòü. Ýòà ñâÿçíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü ∇ íàçûâàåòñÿ ïëîñêîé åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå êîâàðèàíòíûå
ïðîèçâîäíûå êîììóòèðóþò.

Ñâÿçíîñòü ∇ ïëîñêàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè ñóùåñòâóåò ñèñòåìà
êîîðäèíàò, â êîòîðîé Γijk ≡ 0.

Â ÷àñòíîñòè, â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ íà An (èëè ëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ íà Rn) ñèìâîëû Õðèñòîôôå-
ëÿ êàíîíè÷åñêîé ñâÿçíîñòè ðàâíû íóëþ. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó ñâÿçíîñòü ñèìâîëîì D.
Êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ïî îòíîøåíèþ ê D ïðîñòî ñîâïàäàþò ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè â ëèíåéíûõ
êîîðäèíàòàõ.

2.3 Àôôèííàÿ ìåòðèêà è êóáè÷åñêàÿ ôîðìà

Òåïåðü ìû â ñîñòîÿíèè ïðèñòóïèòü ê îïèñàíèþ îñíîâíûõ îáúåêòîâ àôôèííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåî-
ìåòðèè. Ðàññìîòðèì ïîãðóæåíèå f : M → An+1 n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M â àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî
ðàçìåðíîñòè n+ 1. Îáðàç M (ëîêàëüíî) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â An+1.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Âåêòîðíîå ïîëå ξ : M → Rn+1 íàçûâàåòñÿ òðàíñâåðñàëüíûì ê f , åñëè â êàæäîé
òî÷êå x ∈M âåêòîð ξ(x) òðàíñâåðñàëåí ê df [TxM ].

Â ýòîì ñëó÷àå â êàæäîé òî÷êå x èìååì ðàçëîæåíèå Rn+1 â ïðÿìóþ ñóììó df [TxM ]⊕Lξ(x), ãäå Lξ(x) =
{tξ(x) | t ∈ R} � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðà ξ(x).

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ïîãðóæåíèå f : M → Rn+1 íàçûâàåòñÿ öåíòðî-àôôèííûì, åñëè ïîëå ξ = f ÿâëÿåòñÿ
òðàíñâåðñàëüíûì ê f . Â ýòîì ñëó÷àå ξ íàçûâàåòñÿ öåíòðî-àôôèííûì òðàíñâåðñàëüíûì ïîëåì.

Â ñâÿçè ñ áàðüåðàìè íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü òîëüêî ñëó÷àé öåíòðî-àôôèííûõ âëîæåíèé, ò.å. îòîáðà-
æåíèå f èíúåêòèâíî è åãî îáðàç ìîæíî èäåíòèôèöèðîâàòü ñ ñàìèì ìíîãîîáðàçèåì M . Â äàëüíåéøåì ìû
áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãèïåðïîâåðõíîñòè â Rn+1, îñíàùåííûå öåíòðî-àôôèííûì òðàíñâåðñàëüíûì ïîëåì
ξ(x) = −x.

Ïóñòü X,Y � êàñàòåëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà ãèïåðïîâåðõíîñòè M ⊂ An+1, à ξ � òðàíñâåðñàëüíîå
ïîëå. Ðàçëîæèì ïðîèçâîäíóþ DXY , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì íà M ñî çíà÷åíèÿìè â Rn+1, â
ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåóïîìÿíóòûì ðàçëîæåíèåì Rn+1 = TxM ⊕ Lξ(x). Ìû ïîëó÷èì òðàíñâåðñàëüíóþ êîì-
ïîíåíòó, ïðîïîðöèîíàëüíóþ ïîëþ ξ, è êàñàòåëüíóþ êîìïîíåíòó, ðàâíóþ ∇XY äëÿ íåêîòîðîé àôôèííîé
ñâÿçíîñòè ∇ íà M ,

DXY = ∇XY + h(X,Y )ξ, X, Y,∇XY ∈ TM.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ñâÿçíîñòü ∇ íàçûâàåòñÿ àôôèííîé ñâÿçíîñòüþ, êîýôôèöèåíò h íàçûâàåòñÿ àô-
ôèííîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé, à êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ C = ∇h íàçûâàåòñÿ êóáè÷åñêîé ôîðìîé
íà M .

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî h ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì ïîðÿäêà (0,2) íà M . Òàêèì îáðàçîì C
ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì ïîðÿäêà (0,3).

Îïðåäåëåíèå 2.6. Åñëè àôôèííàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà íåâûðîæäåíà, òî îíà íàçûâàåòñÿ àôôèí-
íîé ìåòðèêîé, à ïîâåðõíîñòü M íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé.

Áîëåå òîãî, åñëè ãèïåðïîâåðõíîñòü âûïóêëà, òî àôôèííàÿ ìåòðèêà çíàêî-îïðåäåëåííàÿ. Ïðè ýòîì
ìåòðèêà ïîëîæèòåëüíà, åñëè ïîâåðõíîñòü èñêðèâëåíà â ñòîðîíó −ξ, è îòðèöàòåëüíà, åñëè îíà èñêðèâëåíà
â ñòîðîíó ξ (ñì. Ðèñ. 2.3).

Â ñëó÷àå öåíòðî-àôôèííîãî âëîæåíèÿ, êîãäà M ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â Rn+1 è ξ(x) = −x,
ìîæíî óòâåðæäàòü ñëåäóþùåå.
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Ðèñ. 1: Îïðåäåëåíèå çíàêà àôôèííîé ìåòðèêè

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü M ⊂ Rn+1 � íåâûðîæäåííàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü, îñíàùåííàÿ öåíòðî-àôôèííûì
òðàíñâåðñàëüíûì ïîëåì. Òîãäà åå êóáè÷åñêàÿ ôîðìà C ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ïî âñåì òðåì èíäåêñàì.
Ëþáàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòè ∇ öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â äâóìåðíîì ëèíåéíîì ïîäïðîñòðàíñòâå Rn+1,
ãåíåðèðîâàííûì âåêòîðîì ξ è êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê ãåîäåçè÷åñêîé. Îáúåêòû ∇, h, C èíâàðèàíòíû ïî
îòíîøåíèþ ê ðàñòÿæåíèÿì M 7→ αM , α > 0.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè òàê íàçûâàåìóþ ñòðóêòóðó Êîäàööè.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Ïóñòü ∇ � àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü, à g � ìåòðèêà. Åñëè ∇g ñèììåòðè÷íà ïî âñåì
èíäåêñàì, òî ïàðà (∇, g) íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðîé Êîäàööè. Ñâÿçíîñòü ∇̄ = 2∇̂ − ∇ íàçûâàåòñÿ äâîé-
ñòâåííîé ñâÿçíîñòüþ, à ïàðà (∇̄, g) � äâîéñòâåííîé ñòðóêòóðîé Êîäàööè.

Ñïåöèàëüíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ ãåññèàíîâà ñòðóêòóðà.

Îïðåäåëåíèå 2.8. Ñòðóêòóðà Êîäàööè (∇, g) ñ ïëîñêîé ñâÿçíîñòüþ ∇ íàçûâàåòñÿ ãåññèàíîâîé ñòðóê-
òóðîé (Hessian structure).

Ñòðóêòóðû Êîäàööè è ãåññèàíîâû ñòðóêòóðû îïèñàíû â êíèãå [6].

Êàæäîé ãèïåðïîâåðõíîñòè M ⊂ Rn+1, îñíàùåííîé òðàíñâåðñàëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì ξ, ìîæíî ñî-
ïîñòàâèòü ïîãðóæåíèå M → Rn+1 â äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî. Êàæäîé òî÷êå x ∈ M ïîñòàâèì â ñîîò-
âåòñòâèå òî÷êó p ∈ Rn+1 òàêóþ, ÷òî p îðòîãîíàëüíî TxM , è 〈p, ξ(x)〉 = 1. Îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì
îòîáðàæåíèå M → Rn+1 íàçûâàåòñÿ êîíîðìàëüíûì.

Êîíîðìàëüíîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííîñòüþ íà êëàññå öåíòðî-àôôèííûõ âëîæåíèé. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ξ(x) = −x è M ÿâëÿåòñÿ öåíòðî-àôôèííîé ïîâåðõíîñòüþ, òî ïðèìåíèâ êîíîðìàëü-
íîå îòîáðàæåíèå äâàæäû, ìû ïîëó÷èì èñõîäíîå öåíòðî-àôôèííîå âëîæåíèå. Áîëåå òîãî, èíäóöèðîâàííàÿ
êîíîðìàëüíûì îòîáðàæåíèåì àôôèííàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà íà M ñîâïàäàåò ñ èíäóöèðîâàííîé èñ-
õîäíûì âëîæåíèåì ôîðìîé, à èíäóöèðîâàííàÿ êîíîðìàëüíûì îòîáðàæåíèåì ñâÿçíîñòü ñîâïàäàåò ñ äâîé-
ñòâåííîé ñâÿçíîñòüþ ∇̄.

Öåíòðî-àôôèííûå îáúåêòû ïîçâîëÿþò èçó÷àòü âëîæåíèÿ n-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé M â Rn+1, íå îáðà-
ùàÿñü ê ñàìîìó îòîáðàæåíèþ âëîæåíèÿ. Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü ∇ è
ñèììåòðè÷åñêèå òåíçîðû h,C ïîðÿäêîâ (0,2) è (0,3), ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ýòè îáúåêòû ãåíåðèðîâàíû
öåíòðî-àôôèííûì âëîæåíèåì f : M → Rn+1, òî ïîñëåäíåå âîññòàíàâëèâàåòñÿ ëèáî èç ∇, ëèáî èç ïàðû
(h,C) ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîãî àâòîìîðôèçìà ïðîñòðàíñòâà Rn+1.

2.4 Áàðüåðû è öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ

ÏóñòüK ⊂ Rn � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ, à F � ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíûé ñàìîñîãëàñîâàííûé áàðüåð
íà K. Òîãäà ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ áàðüåðà ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû ãîìîòåòèé, èëè
ðàñòÿæåíèé ïðîñòðàíñòâà Rn íà ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü. Â ÷àñòíîñòè, êàæäûé âíóòðåííèé ëó÷ êîíóñà
ïåðåñåêàåò êàæäóþ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ F ðîâíî â îäíîé òî÷êå. Ïîýòîìó ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ F ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ â Rn. Ïðè ýòîì âñå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ èçîìîðôíû äðóã
äðóãó êàê öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ.
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Áîëåå òîãî, F âîññòàíàâëèâàåòñÿ èç óðîâíÿ M è êîíñòàíòû ν ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé êîíñòàíòû.
Ïîýòîìó îáúåêòû ∇, h, ν äîëæíû ñîäåðæàòü âñþ íåîáõîäèìóþ ìåòîäàì âíóòðåííåé òî÷êè èíôîðìàöèþ, à
ìåæäó áàðüåðîì F è öåíòðî-àôôèííûìè îáúåêòàìè åãî ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ äîëæíà ñóùåñòâîâàòü òåñíàÿ
ñâÿçü. Â ýòîì ðàçäåëå ìû óâèäèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå ðàçëè÷íûå óñëîâèÿ è îáúåêòû òåîðèè ñàìîñîãëàñî-
âàííûõ áàðüåðîâ èìåþò àíàëîã â öåíòðî-àôôèííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè.

Îñíîâîé ýòèõ ñâÿçåé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [7, 4].

Òåîðåìà 2.3 (Tsuji 1982; Loftin 2002). Ïóñòü K ⊂ Rn+1 � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ, à F : Ko → R �
ëîêàëüíî ñòðîãî âûïóêëàÿ ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíè −1.

Òîãäà ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, îáðàçîâàííîå âíóòðåííîñòüþ êîíóñà K, îñíàùåííîé ìåòðèêîé F ′′, ðàñ-
ïàäàåòñÿ íà ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îäíîìåðíîãî ðàäèàëüíîãî ôàêòîðà è n-ìåðíîãî òðàíñâåðñàëüíîãî ôàê-
òîðà. Ïîäìíîãîîáðàçèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàäèàëüíîìó ôàêòîðó � âíóòðåííèå ëó÷è êîíóñà K, à ïîäìíî-
ãîîáðàçèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå òðàíñâåðñàëüíîìó ôàêòîðó � ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ôóíêöèè F . Ìåòðèêà íà
ïîâåðõíîñòÿõ óðîâíÿ ñîâïàäàåò ñ öåíòðî-àôôèííîé ìåòðèêîé.

Íà ñàìîì äåëå, òåîðåìà îñòàåòñÿ âåðíîé òàêæå â îòñóòñòâèè óñëîâèÿ âûïóêëîñòè [3]. Èç òåîðåìû
íåìåäëåííî ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü K ⊂ Rn � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ, à F : Ko → R � ñàìîñîãëàñîâàííûé áàðüåð
ñ ïàðàìåòðîì ν. Ïóñòü M � ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ F , ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê öåíòðî-àôôèííîå âëîæåíèå
â Rn. Òîãäà àôôèííàÿ ìåòðèêà h íà M çàäàåòñÿ îãðàíè÷åíèåì ν−1F ′′ íà M . Ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå,
îáðàçîâàííîå âíóòðåííîñòüþ êîíóñà K, îñíàùåííîé ìåòðèêîé F ′′, ðàñïàäàåòñÿ íà ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
îäíîìåðíîãî ðàäèàëüíîãî ôàêòîðà è n-ìåðíîãî òðàíñâåðñàëüíîãî ôàêòîðà.

Îäíàêî, ýòèì ñâÿçè ìåæäó áàðüåðîì F è öåíòðî-àôôèííûìè îáúåêòàìè íå îãðàíè÷èâàþòñÿ. Èìååì
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü M � ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ F , ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê öåíòðî-àôôèííîå âëîæåíèå â
Rn. Òîãäà çíà÷åíèå öåíòðî-àôôèííîé ìåòðèêè h è êóáè÷åñêîé ôîðìû C íà êàñàòåëüíîì ê M âåêòîðå u
çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

h[u, u] = ν−1F ′′[u, u],

C[u, u, u] = ν−1F ′′′[u, u, u].

Îáðàç êîíîðìàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ óðîâíÿ äâîéñòâåííîãî áàðüåðà F∗.

Îòñþäà ñðàçó ìîæíî âûâåñòè íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñàìîñîãëàñîâàííîñòè áàðüåðà F â òåðìèíàõ ìåòðè-
êè h è êóáè÷åñêîé ôîðìû C, à èìåííî íåðàâåíñòâî |C[u, u, u]| ≤ 2

√
ν(h[u, u])3/2. Îäíàêî, ýòî óñëîâèå íå

äîñòàòî÷íî, ïîñêîëüêó òåíçîðû h,C äåéñòâóþò òîëüêî íà âåêòîðàõ, êàñàòåëüíûõ êM , à óñëîâèå ñàìîñîãëà-
ñîâàííîñòè òðåáóåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà íà âñåõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðàõ. Âåðåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü K ⊂ Rn � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ, n ≥ 2, à F : Ko → R � ëîêàëüíî ñòðîãî
âûïóêëàÿ ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíè −ν. Ïóñòü M � ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ ôóíêöèè F ,
à h,C � àôôèííàÿ ìåòðèêà è êóáè÷åñêàÿ ôîðìà íà M , ñîîòâåòñòâåííî.

Ôóíêöèÿ F ñàìîñîãëàñîâàííàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

|C[u, u, u]| ≤ 2γ (h[u, u])
3/2

äëÿ âñåõ âåêòîðîâ u, êàñàòåëüíûõ ê M , ãäå γ = ν−2√
ν−1 .

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæèòåëü
√
ν â ïðèâåäåííîì âûøå íåîáõîäèìîì óñëîâèè çàìåíÿåòñÿ íà γ (ñì. Ðèñ.

2.4,2.4).
Òåïåðü ìû â ñîñòîÿíèè îõàðàêòåðèçîâàòü òå öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîâåðõ-

íîñòÿìè óðîâíÿ ñàìîñîãëàñîâàííûõ áàðüåðîâ.

Òåîðåìà 2.6. Ëîêàëüíî ñèëüíî âûïóêëàÿ öåíòðî-àôôèííàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü M ⊂ Rn ÿâëÿåòñÿ ïî-
âåðõíîñòüþ óðîâíÿ ñàìîñîãëàñîâàííîãî áàðüåðà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
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Ðèñ. 2: Çàâèñèìîñòü γ îò ν

Ðèñ. 3: Çàâèñèìîñòü γ îò ν

• M àñèìïòîòè÷íî ãðàíèöå ñâîåé êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè,

• åå êóáè÷åñêàÿ ôîðìà C ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà åå àôôèííîé ìåòðèêîé h.

Ïàðàìåòð áàðüåðà ðàâåí ν = 4+γ2

2 + γ
2

√
4 + γ2, ãäå 2γ � âåðõíÿÿ ãðàíèöà C.

Òàêèì îáðàçîì, ñàìîñîãëàñîâàííîñòü F ýêâèâàëåíòíà îãðàíè÷åííîñòè êóáè÷åñêîé ôîðìû C. ×åì ìåíü-
øå C, òåì ìåíüøå áóäåò ïàðàìåòð áàðüåðà.

ßñíî, ÷òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå γ äîñòèãàåòñÿ ïðè C ≡ 0. Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ ν = 2.

Ñëåäñòâèå 2.2. Íà êîíóñàõ K ⊂ Rn, n ≥ 2, íå ñóùåñòâóåò áàðüåðîâ ñ ïàðàìåòðîì ν < 2.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà õàðàêòåðèçóåò ñîîòâåòñòâóþùèå ïîâåðõíîñòè.

Òåîðåìà 2.7 (Pick, Berwald). Ïóñòü M � âëîæåííàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ñ íóëåâîé êóáè÷åñêîé ôîðìîé.
Òîãäà M ÿâëÿåòñÿ êâàäðèêîé.

Ñëåäñòâèå 2.3. Ïóñòü K ⊂ Rn � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ, n ≥ 2, à F : Ko → R � áàðüåð íà F ñ
ïàðàìåòðîì ν. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1) ν = 2.
2) K èçîìîðôåí êîíóñó Ëîðåíöà Ln, à F (x) = − logQ(x), ãäå Q � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñ ñèãíàòóðîé

(+− · · ·−), îïðåäåëÿþùàÿ K.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ F â ýòîì ñëó÷àå èçîìåòðè÷íû ãèïåðáîëè÷åñêîìó ïðî-
ñòðàíñòâó ñ ïîñòîÿííîé êðèâèçíîé.

Òàêèì îáðàçîì, êîíóñ Ëîðåíöà ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ïðîñòûì êîíóñîì â êîíè÷åñêîé îïòèìèçàöèè. Íàïîì-
íèì, ÷òî â ìåòîäå Íüþòîíà íà êàæäîì øàãå ìèíèìèçèðóåòñÿ êâàäðàòè÷åñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ öåëåâîé
ôóíêöèè. Îäíàêî, êâàäðàòè÷åñêèé ïîëèíîì íå ìîæåò âûñòóïàòü â ðîëè áàðüåðà íà êîíóñå. Ýòó ðîëü äîë-
æåí èãðàòü ãèïåðáîëè÷åñêèé áàðüåð. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïîñëåäóåì ýòîé ôèëîñîôèè è ïîñòðîèì
ñîîòâåòñòâóþùóþ àïïðîêñèìàöèþ, êîòîðàÿ îäíîâðåìåííî äàñò àïïðîêñèìàöèþ ñàìîãî êîíóñà íåêîòîðûì
êîíóñîì Ëîðåíöà.
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2.5 Àïïðîêñèìèðóþùèå êîíóñà Ëîðåíöà

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû óâèäåëè, ÷òî äëÿ ñàìîñîãëàñîâàííîãî áàðüåðà íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå X ýë-
ëèïñîèä Äèêèíà âîêðóã êàæäîé âíóòðåííåé òî÷êè x ∈ X öåëèêîì ïðèíàäëåæèò X. Â ýòîì ðàçäåëå ìû
óâèäèì, ÷òî äëÿ ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíîãî ñàìîñîãëàñîâàííîãî áàðüåðà íà âûïóêëîì êîíóñå K ìîæíî
äîêàçàòü áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå. À èìåííî, äëÿ êàæäîé âíóòðåííåé òî÷êè x ∈ K ìû ïîñòðîèì êîíóñ
Ëîðåíöà, ñîäåðæàùèé ýëëèïñîèä Äèêèíà âîêðóã x è öåëèêîì ñîäåðæàùèéñÿ â K.

Íà÷íåì ñ ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùåãî êîíóñà Ëîðåíöà. Ïóñòü K ⊂ Rn � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé
êîíóñ, F : Ko → R � áàðüåð íà F ñ ïàðàìåòðîì ν, à x̂ ∈ Ko � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà.

Ëåììà 2.1. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êîíóñ Ëîðåíöà L ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ãèïåðáîëè÷åñêèì áàðüå-
ðîì FL : Lo → R òàêîé, ÷òî

νF ′L(x̂) = 2F ′(x̂), νF ′′L(x̂) = 2F ′′(x̂)

Óïðàæíåíèå 2.3. Äîêàçàòü ýòó ëåììó è ïîñòðîèòü ãèïåðáîëè÷åñêèé áàðüåð FL â ÿâíîì âèäå.

Ïåðåéäåì â ñèñòåìó êîîðäèíàò íà Rn, â êîòîðîé x̂ = (x̂0, . . . , x̂n−1) = (1, 0, . . . , 0) è

FL(x) = − log(x20 − x21 − · · · − x2n−1).

Òîãäà F ′(x̂) = (−ν, 0, . . . , 0), F ′′(x̂) = νIn ïî ïîñòðîåíèþ FL. Ðàññìîòðèì, êàêèå çíà÷åíèÿ F ìîæåò ïðè-
íèìàòü íà àôôèííîì ïîäïðîñòðàíñòâå, çàäàâàåìîì óñëîâèåì x0 = 1. Ââåäåì íà ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâå
êîîðäèíàòû x̃ = (x1, . . . , xn−1), òàê ÷òî x = (1, x̃). Ðàññìîòðèì ëó÷, âåäóùèé îò òî÷êè x̃ = 0 ïî íàïðàâ-
ëåíèþ âåêòîðà u ñ åäèíè÷íîé íîðìîé. Óñëîâèå ñàìîñîãëàñîâàííîñòè îãðàíè÷èâàåò òðåòüþ ïðîèçâîäíóþ
F ′′′[u, u, u] ôóíêöèÿìè îò F ′′[u, u] è F ′[u]. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå f = ν−1F .

Ëåììà 2.2. Òðåòüÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f(x̃) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|f ′′′[u, u, u]− 6f ′′[u, u]f ′[u] + 4(f ′[u])3| ≤ 2γ(f ′′[u, u]− (f ′[u])2)3/2.

Èç ýòîãî ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî íà ôóíêöèþ ξ(t) = ϕ̇(t), ãäå ϕ(t) = f(tu), à èìåííî

|ξ̈ − 6ξ̇ξ + 4ξ3| ≤ 2γ(ξ̇ − ξ2)3/2.

Ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé ξ(0) = 0, ξ̇(0) = 1 ïðè t ≥ 0 ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà

ν − 1

ν

1√
ν − 1− t

−
√
ν − 1

ν

1

1 +
√
ν − 1t

≤ ξ(t) ≤ −ν − 1

ν

1√
ν − 1 + t

+

√
ν − 1

ν

1

1−
√
ν − 1t

.

Ïîëàãàÿ äëÿ óäîáñòâà f(0) = ϕ(0) = −ν−12ν log(ν − 1), ïîëó÷àåì äàëåå îöåíêè

−ν − 1

ν
log(
√
ν − 1−||x̃||)− 1

ν
log(1+

√
ν − 1||x̃||) ≤ f(x̃) ≤ −ν − 1

ν
log(
√
ν − 1+ ||x̃||)− 1

ν
log(1−

√
ν − 1||x̃||).

Â ÷àñòíîñòè, f â ëþáîì ñëó÷àå îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ x̃ ñ íîðìîé ìåíüøå, ÷åì 1√
ν−1 , è íèêîãäà íå îïðåäåëåíî

äëÿ âñåõ x̃ ñ íîðìîé, ïðåâûøàþùåé
√
ν − 1. Ýòè ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþò âíóòðåííþþ è âíåøíþþ

àïïðîêñèìàöèþ èñõîäíîãî êîíóñà K êîíóñàìè Ëîðåíöà.
Àïïðîêñèìàöèè òî÷íûå, è ïîýòîìó âíóòðåííèé àïïðîêñèìèðóþùèé êîíóñ Ëîðåíöà äîëæåí ñîäåðæàòü

ýëëèïñîèä Äèêèíà ñ öåíòðîì â x̂.

2.6 Àôôèííûå ñôåðû è êàíîíè÷åñêèé áàðüåð

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ìû ðàññìàòðèâàëè öåíòðî-àôôèííûå âëîæåíèÿ, â êîòîðûõ â ðîëè òðàíñâåð-
ñàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ âûñòóïàåò ñàìî âëîæåíèå. Ñ òî÷êè àôôèííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè
ýòî íå ñàìûé åñòåñòâåííûé âûáîð, ïîñêîëüêó îí çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ íà÷àëà êîîðäèíàò. Ñóùåñòâóåò
äðóãîé âûáîð òðàíñâåðñàëüíîãî ïîëÿ, òàê íàçûâàåìàÿ àôôèííàÿ íîðìàëü, îïðåäåëåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî
óìíîæåíèÿ íà ãëîáàëüíóþ ïîñòîÿííóþ, êîòîðàÿ ôèêñèðóåòñÿ âûáîðîì ìåðû îáúåìà â îáúåìëþùåì ïðî-
ñòðàíñòâå. Ïîãðóæåíèÿ, îñíàùåííûå àôôèííîé íîðìàëüþ â êà÷åñòâå òðàíñâåðñàëüíîãî ïîëÿ, íàçûâàþòñÿ
ïîãðóæåíèÿìè Áëàøêå (Blaschke immersions).
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Ðèñ. 4: Àôôèííàÿ ñôåðà ýëëèïòè÷åñêîãî (ñë.) è ãèïåðáîëè÷åñêîãî (ñïð.) òèïà

(Ñîáñòâåííîé) àôôèííîé ñôåðîé íàçûâàåòñÿ ïîãðóæåíèå Áëàøêå, â êîòîðîì ïðÿìûå, ïðîâåäåííûå ÷å-
ðåç êàæäóþ òî÷êó ïî íàïðàâëåíèþ àôôèííîé íîðìàëè, ïðîõîäÿò âñå ÷åðåç îäíó îáùóþ òî÷êó, òàê íàçû-
âàåìûé öåíòð àôôèííîé ñôåðû. Åñëè ïîìåñòèòü íà÷àëî êîîðäèíàò â öåíòð àôôèííîé ñôåðû, òî àôôèí-
íûå íîðìàëè îêàæóòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíû öåíòðî-àôôèííîìó âåêòîðíîìó ïîëþ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè
ýòîì ìíîæèòåëü ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì. Òàêèì îáðàçîì, àôôèííûå ñôåðû ÿâëÿþòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå
ïåðåñå÷åíèåì öåíòðî-àôôèííûõ ïîãðóæåíèé è ïîãðóæåíèé Áëàøêå.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, ìîæíî ëè èñõîäÿ èç öåíòðî-àôôèííûõ îáúåêòîâ îïðåäåëèòü, íå ÿâëÿåòñÿ ëè öåíòðî-
àôôèííîå ïîãðóæåíèå àôôèííîé ñôåðîé. Îòâåò äàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 2.3. Öåíòðî-àôôèííàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé ñôåðîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà Cαβγh

βγ = 0, ò.å. ñëåä åå êóáè÷åñêîé ôîðìû ðàâåí íóëþ.

Àôôèííûå ñôåðû ìîãóò áûòü êàê âûïóêëûìè, òàê è íåâûïóêëûìè. Âûïóêëûå ñîáñòâåííûå àôôèí-
íûå ñôåðû äåëÿòñÿ íà ñôåðû ýëëèïòè÷åñêîãî è ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïîâ. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîãðóæåíèå
èñêðèâëÿåòñÿ â ñòîðîíó öåíòðà, âî âòîðîì â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó (ñì. Ðèñ. 4).

Âàæíîé çàäà÷åé â àôôèííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîëíûõ àôôèí-
íûõ ñôåð, ò.å. òàêèõ, â êîòîðûõ ëþáàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ïðîäîæàåòñÿ áåñêîíå÷íî. Ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå
àôôèííûå ñôåðû îãðàíè÷èâàþòñÿ ýëëèïñîèäàìè. Êëàññèôèêàöèÿ ïîëíûõ àôôèííûõ ñôåð ãèïåðáîëè÷å-
ñêîãî òèïà òåñíî ñâÿçàíà ñ ðåãóëÿðíûìè âûïóêëûìè êîíóñàìè è ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èíòåðåñ
äëÿ êîíè÷åñêîé îïòèìèçàöèè. Îíà îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 2.8 (Òåîðåìà Êàëàáè). [Fe�erman 76, Cheng-Yau 86, Li 90, è äð.] Ïóñòü K ⊂ Rn � ðåãóëÿð-
íûé âûïóêëûé êîíóñ. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàññëîåíèå âíóòðåííîñòè Ko ãîìîòåòè÷åñêèì
ñåìåéñòâîì ïîëíûõ àôôèííûõ ñôåð ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, êîòîðûå àñèìïòîòè÷åñêèå ê ãðàíèöå ∂K.

Ëþáàÿ ïîëíàÿ àôôèííàÿ ñôåðà ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ê ãðàíèöå ∂K íåêîòîðîãî
ðåãóëÿðíîãî âûïóêëîãî êîíóñà K.

Ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ F ñòåïåíè n, ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ êîòîðîé çàäàþòñÿ ýòèì ðàññëî-
åíèåì, ìîæíî ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé îõàðàêòåðèçîâàòü êàê âûïóêëîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Ìîíæà-Àìïåðà

log detF ′′ = 2F

ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì
lim
x→∂K

F (x) = +∞.

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðàññëîåíèÿ äåëàþò ýòó ôóíêöèþ F â êàêîì-òî ñìûñëå êàíîíè÷åñêîé
äëÿ äàííîãî êîíóñà K. Â ýòîé ñâÿçè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âîïðîñ î òîì, íå ÿâëÿåòñÿ ëè F áàðüåðîì äëÿ
K, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò ëè îíà óñëîâèþ ñàìîñîãëàñîâàííîñòè. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ óòâåðäèòåëüíûé [2, 1].

Òåîðåìà 2.9. Ïóñòü K ⊂ Rn � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ. Òîãäà âûïóêëîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ìîíæà-
Àìïåðà log detF ′′ = 2F ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì F |∂K = +∞ ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíûì ñàìîñî-
ãëàñîâàííûì áàðüåðîì íà K ñ ïàðàìåòðîì ν = n. Ýòîò áàðüåð íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì.
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