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1 Ìåòîäû âíóòðåííåé òî÷êè

1.1 Çàäà÷à êîíè÷åñêîé îïòèìèçàöèè

Â ýòîì êóðñå ìû ðàññìàòðèâàåì âûïóêëûå êîíå÷íî-ìåðíûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè. Òàêàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü
ñôîðìóëèðîâàíà â âèäå

min
x∈X

f(x),

ãäå X ⊂ Rn � íåïóñòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ òî÷åê, à f : X → R � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ öåíû íà
X. Âî èçáåæàíèå ïàòîëîãè÷åñêèõ ñèòóàöèé ìû òàêæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü ôóíêöèþ f ïîëóíåïðåðûâíîé
ñíèçó.

Ôîðìàëüíî âûïóêëîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî X ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê x, y ∈ X è ÷èñëà
λ ∈ [0, 1] èìååì

λx+ (1− λ)y ∈ X,

ò.å. èíòåðâàë [x, y], ñîåäèíÿþùèé òî÷êè x, y, òàêæå ïðèíàäëåæèò X.
Ôóíêöèÿ f : X → R, îïðåäåëåííàÿ íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå X, íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè äëÿ ëþáûõ

òî÷åê x, y ∈ X è ÷èñëà λ ∈ [0, 1] èìååì

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Ïðèâåäåì âûøåîïèñàííóþ çàäà÷ó ê íåêîòîðîìó ñòàíäàðòíîìó âèäó. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî â çàäà÷å âûïóêëîé îïòèìèçàöèè âûïóêëàÿ ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñíèçó ôóíêöèÿ öåíû f ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé, à ìíîæåñòâî X äîïóñòèìûõ òî÷åê çàìêíóòî. Äåéñòâèòåëüíî, îïðåäåëèì

X̃ = epi f = {(t, x) |x ∈ X, t ≥ f(x)}, f̃(t, x) = t.

Òîãäà èñõîäíàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å

min
(t,x)∈X̃

f̃(t, x),

ìíîæåñòâî X̃ � âûïóêëî è çàìêíóòî, à ôóíêöèÿ f̃ � ëèíåéíà. Ïðèâåäåíèå f ê ëèíåéíîé ôóíêöèè ñòîèëî
íàì ïîâûøåíèÿ ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà X íà åäèíèöó.

Ëþáîå çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî X ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ çàìêíóòîãî âûïóê-
ëîãî êîíóñà ñ àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì. Äåéñòâèòåëüíî, îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

K = cl{(t, tx) | t ≥ 0, x ∈ X},

ÿâëÿþùååñÿ çàìêíóòûì âûïóêëûì êîíóñîì. Îïåðàöèÿ çàìûêàíèÿ ïðèâîäèò òîëüêî ê äîáàâëåíèþ òî÷åê
â ïîäïðîñòðàíñòâå {(t, x) | t = 0}. Ïîýòîìó

X = {x | (t, x) ∈ K, t = 1} = K ∩ {(t, x) | t = 1}.

Çàìåíèâ îáúåìëþùåå ïðîñòðàíñòâî íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó êîíóñà K, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî K èìååò
íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü. Åñëè ìíîæåñòâî X íå ñîäåðæèò ïðÿìûõ, òî êîíóñ K òàêæå íå áóäåò ñîäåðæàòü
ïðÿìûõ.

Îïðåäåëåíèå 2. Âûïóêëûé êîíóñ K ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè îí çàìêíóòûé, èìååò íåïó-
ñòóþ âíóòðåííîñòü, è íå ñîäåðæèò ïðÿìûõ.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü K ⊂ Rn � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ. Êîíè÷åñêîé ïðîãðàììîé íàä K íàçûâà-
åòñÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè âèäà

min
x∈K
〈c, x〉 : Ax = b,
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ãäå 〈c, x〉 � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ öåíû, à Ax = b � ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ òèïà ðàâåíñòâà.

Òàêèì îáðàçîì, êîíè÷åñêàÿ ïðîãðàììà ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ìèíèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè íà ïåðåñå÷å-
íèè ðåãóëÿðíîãî âûïóêëîãî êîíóñà ñ àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì. Âûøå ìû ïîêàçàëè, ÷òî ëþáóþ çàäà÷ó
âûïóêëîé îïòèìèçàöèè, åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé, ìîæíî ñâåñòè ê êîíè÷åñêîé ïðîãðàììå íàä
íåêîòîðûì ðåãóëÿðíûì âûïóêëûì êîíóñîì.

Íà ïðàêòèêå êîíè÷åñêàÿ ïðîãðàììà ÷àñòî âîçíèêàåò â âèäå çàäà÷è òèïà

min
x
〈c, x〉 : Ax = b, A(x) ∈ K,

ãäå A � àôôèííîå îòîáðàæåíèå. Ñîâðåìåííûå ñîëüâåðû ïðèíèìàþò îïèñàíèå çàäà÷è â ýòîé èñõîäíîé
ôîðìå è ñàìè ïåðåïèñûâàþò åå â ñòàíäàðòíîì âèäå, îïèñàííîì â Îïðåäåëåíèè 3.

Ñëîæíîñòü êîíè÷åñêîé ïðîãðàììû çàâèñèò èñêëþ÷èòåëüíî îò ñîîòâåòñòâóþùåãî êîíóñà K, òàê êàê îí
çàêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå íåòðèâèàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ. Îäíàêî, äàæå íåêîòîðûå íåâûïóêëûå çàäà÷è ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå êîíè÷åñêîé ïðîãðàììû, åñëè ñêðûòü íåâûïóêëûå îãðàíè÷åíèÿ â îïèñàíèè êîíóñà K.

Ðåçþìå: Êîíè÷åñêîé ïðîãðàììîé íàçûâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè íà ðåãóëÿðíîì
âûïóêëîì êîíóñå ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâà. Ýòî î÷åíü øèðîêèé êëàññ çàäà÷, ïðàêòè-
÷åñêè âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ âñå âûïóêëûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè.

1.2 Êëàññû êîíè÷åñêèõ ïðîãðàìì

Ðàññìîòðèì ñàìûå ðàñïðîñòðàíåííûå íà ïðàêòèêå êëàññû êîíè÷åñêèõ ïðîãðàìì.

Ëèíåéíûå ïðîãðàììû (Linear programs, LP): Ëèíåéíîé ïðîãðàììîé íàçûâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñ
ëèíåéíîé ôóíêöèåé öåíû è ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà. Ââîäîì âåêòîðà äî-
ïîëíèòåëüíûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ s ≥ 0 ìîæíî òðàíñôîðìèðîâàòü âåêòîðíî-çíà÷íîå ëèíåéíîå
íåðàâåíñòâî Ax ≤ b â ðàâåíñòâî Ax+ s = b. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà äëÿ âûðàæåíèÿ èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ x
÷åðåç s ìû äîáèâàåìñÿ òîãî, ÷òî åäèíñòâåííûìè îãðàíè÷åíèÿìè òèïà íåðàâåíñòâà îñòàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ
s ≥ 0. Îíè ýêâèâàëåíòíû êîíè÷åñêîìó îãðàíè÷åíèþ s ∈ Rn+, ãäå n � ðàçìåðíîñòü âåêòîðà s.

Òàêèì îáðàçîì, â ëèíåéíûõ ïðîãðàììàõ â êà÷åñòâå êîíóñà âûñòóïàåò îðòàíò Rn+. Â ñòàíäàðòíîé ôîðìå
ëèíåéíàÿ ïðîãðàììà èìååò âèä

min
x∈Rn+

〈c, x〉 : Ax = b.

Åå ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäð, à îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè öåíû, åñëè îíî
êîíå÷íîå, äîñòèãàåòñÿ â âåðøèíå ýòîãî ïîëèýäðà.

Ëèíåéíûå ïðîãðàììû ÿâëÿþòñÿ ñàìûì ïåðâûì êëàññîì çàäà÷ â èññëåäîâàíèè îïåðàöèé, äëÿ êîòîðîãî
áûë ðàçðàáîòàí ýôôåêòèâíûé íà ïðàêòèêå àëãîðèòì ðåøåíèÿ, à èìåííî ñèìïëåêñ-ìåòîä [2]. Ýòîò ìåòîä
âûäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí ïîëèýäðà äîïóñòèìûõ òî÷åê, â êîòîðûõ çíà÷åíèå ôóíêöèè öåíû ìî-
íîòîííî óáûâàåò, è íå îòíîñèòñÿ ê êëàññó ðàññìàòðèâàåìûõ â äàííîì êóðñå ìåòîäîâ âíóòðåííåé òî÷êè.
Ñèìïëåêñ-ìåòîä ðåøàåò çàäà÷ó çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Îäíàêî, ýòî ÷èñëî â òåîðèè îãðàíè÷åíî ëèøü
ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèåé îò ÷èñëà îãðàíè÷åíèé [5].

Êâàäðàòè÷íî-êîíè÷åñêèå ïðîãðàììû (Second order cone programs, SOCP): Êâàäðàòè÷íî-êîíè÷åñêîé
ïðîãðàììîé íàçûâàåòñÿ êîíè÷åñêàÿ ïðîãðàììà íàä êîíóñîì âèäà K =

∏m
i=1 Lni , ãäå êîíóñ Ëîðåíöà Ln

èìååò âèä

Ln = {(x0, x1, . . . , xn−1)T ∈ Rn |x0 ≥
√
x21 + · · ·+ x2n−1}.

Ëþáóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ñ âûïóêëûìè êâàäðàòè÷íûìè îãðàíè÷åíèÿìè ìîæíî ñâåñòè ê êâàäðàòè÷íî-
êîíè÷åñêîé ïðîãðàììå.

Ïîëó-îïðåäåëåííûå ïðîãðàììû (Semi-de�nite programs, SDP): Ïîëó-îïðåäåëåííîé ïðîãðàììîé íàçûâà-
åòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè öåíû ïðè îãðàíè÷åíèÿõ òèïà ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðà-
âåíñòâ (linear matrix inequlaity, LMI). Òàêîå îãðàíè÷åíèå íà âåêòîð ïåðåìåííûõ x èìååò âèä

A(x) � 0,
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ãäå A � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ àôôèííûìè ôóíêöèÿìè îò x, à ñàìî óñëî-
âèå îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà A íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, ò.å. âñå åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íåîòðèöà-
òåëüíû.

Ïðèíÿâ ýëåìåíòû ìàòðèö A, ôèãóðèðóþùèõ â îãðàíè÷åíèÿõ, çà íîâûå ïåðåìåííûå è èñêëþ÷èâ x ñ
ïîìîùüþ ëèíåéíûõ ñâÿçåé ìåæäó A è x, ïîëó-îïðåäåëåííóþ ïðîãðàììó ìîæíî çàïèñàòü êàê êîíè÷åñêóþ
ïðîãðàììó íàä êîíóñîì âèäà K =

∏m
i=1 S

ni
+ , ãäå ìàòðè÷íûé êîíóñ Sn+ èìååò âèä

Sn+ = {A ∈ Sn |A � 0},

ãäå Sn � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà n× n.

Âûøåîïèñàííûå êëàññû çàäà÷ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì âêëþ÷åíèÿ

LP ⊂ SOCP ⊂ SDP,

ò.å. ëèíåéíóþ ïðîãðàììó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå êâàäðàòè÷íî-êîíè÷åñêîé, à êâàäðàòè÷íî-êîíè÷åñêóþ � â
âèäå ïîëó-îïðåäåëåííîé ïðîãðàììû.

Äåéñòâèòåëüíî, îðòàíò çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ Rn+ = Ln1 îäíîìåðíûõ êîíóñîâ Ëî-
ðåíöà, à n-ìåðíûé êîíóñ Ëîðåíöà Ln ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ ìàòðè÷íîãî êîíóñà ïîðÿäêà
n− 2 ñ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì,

Ln =


(x0, . . . , xn−1)

T

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



x0 + x1 x2 x3 · · · xn−1
x2 x0 − x1 0 · · · 0

x3 0 x0 − x1
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
xn−1 0 · · · 0 x0 − x1

 � 0


.

Îðòàíò ìîæíî òàêæå íåïîñðåäñòâåííî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîäïðîñòðàíñòâà íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ
äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö, Rn+ = {x ∈ Rn |D(x) = diag(x) � 0}.

Íèæå ìû óâèäèì, ÷òî ýòè êëàññû çàäà÷ ýôôåêòèâíî ðåøàþòñÿ. Â òî æå âðåìÿ îíè ïîêðûâàþò î÷åíü
øèðîêèé ñïåêòð îïòèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì, âñòðå÷àþùèõñÿ íà ïðàêòèêå. Îäíàêî, íàéòè ñïîñîá ïåðåïè-
ñàòü äàííóþ çàäà÷ó â îäíîé èç âûøåîïèñàííûõ ñòàíäàðòíûõ ôîðì ÷àñòî íåòðèâèàëüíî.

Êîíóñà, ôèãóðèðóþùèå â ïåðå÷èñëåííûõ êëàññàõ êîíè÷åñêèõ çàäà÷, èìåþò ãðàíèöó, îïèñûâàåìóþ
àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Ïîýòîìó çàäà÷è ñ òðàíñöåíäåíòíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íå ïðèíàäëåæàò ê ýòèì
êëàññàì. Ïðèâåäåì ïðèìåð òðàíñöåíäåíòíîãî êîíóñà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî îïèñàòü îãðàíè÷åíèÿ,
âêëþ÷àþùèå ýêñïîíåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ.

Ýêñïîíåíöèàëüíûì êîíóñîì íàçûâàþò ïîäìíîæåñòâî R3, çàäàâàåìîå ñîîòíîøåíèåì

Kexp = cl {(t, tx, ty) | t ≥ 0, y ≥ ex} = {(t, tx, ty) | t > 0, y ≥ ex} ∩ {(0, tx, ty) |x ≤ 0, y ≥ 0}.

Ñ ïîìîùüþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî êîíóñà âûïóêëîå îãðàíè÷åíèå y ≥ ex çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (1, x, y) ∈ Kexp.
Òàêèå îãðàíè÷åíèÿ âñòðå÷àþòñÿ â ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîãðàììàõ (Geometric program, GP).

Óïðàæíåíèå 1. Íàéäèòå ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ êîíóñà Kexp.

Ðåçþìå: Ñàìûìè ðàñïðîñòðàíåííûìè êëàññàìè êîíè÷åñêèõ ïðîãðàìì ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå ïðîãðàììû
(LP), êâàäðàòè÷íî-êîíè÷åñêèå ïðîãðàììû (SOCP) è ïîëó-îïðåäåëåííûå ïðîãðàììû (SDP), îïðåäåëåí-
íûå íàä îðòàíòîì, ïðîèçâåäåíèåì êîíóñîâ Ëîðåíöà è ìàòðè÷íûì êîíóñîì, ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè êëàññû
ïðîãðàìì ýôôåêòèâíî ðåøàþòñÿ è ïîêðûâàþò øèðîêèé ñïåêòð çàäà÷.
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1.3 Ñàìîñîãëàñîâàííûå ôóíêöèè

Ñàìîñîãëàñîâàííûå ôóíêöèè áûëè ââåäåíû Þ.Å. Íåñòåðîâûì è À.Ñ. Íåìèðîâñêèì ïðè èçó÷åíèè ïîâå-
äåíèÿ ìåòîäà Íüþòîíà. Ñâÿçûâàþùèì çâåíîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ àôôèííàÿ èíâàðèàíòíîñòü. Ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èòåðàöèé ìåòîäà Íüþòîíà íà äàííîé ôóíêöèè ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè àôôèííîì ïðåîáðàçîâàíèè
êîîðäèíàò, ò.å. ìåòîä îáëàäàåò àôôèííîé èíâàðèàíòíîñòüþ. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî èçó÷àòü ïîâåäåíèå ìå-
òîäà íà êëàññàõ ôóíêöèé, òàêæå ÿâëÿþùèìèñÿ àôôèííî èíâàðèàíòíûìè. Ñàìîñîãëàñîâàííûå ôóíêöèè
åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò êàê àôôèííî èíâàðèàíòíûé àíàëîã ôóíêöèé ñ ëèïøèöåâûì ãåññèàíîì.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ìåòîäà Íüþòîíà íà êëàññå ñàìîñîãëàñîâàííûõ ôóíêöèé.
Ìàòåðèàë ïî÷åðïíóò èç êíèãè Þ.Å. Íåñòåðîâà è À.Ñ. Íåìèðîâñêîãî [10].

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè âûïóêëîé ôóíêöèè f : D → R êëàññà C3, îïðåäåëåííîé íà îòêðûòîì
âûïóêëîì ìíîæåñòâå D ⊂ A, ãäå A � íåêîå àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ãåññèàí f ′′ ôóíêöèè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí âñþäó íà D. Èñõîäÿ èç äàííîé èòåðàöèè xk ∈ D, ìåòîä
Íüþòîíà âûäàåò ñëåäóþùóþ èòåðàöèþ ïî ôîðìóëå

xk+1 = xk − (f ′′(xk))
−1f ′(xk).

Â òî÷êå xk+1 ñòðîãî âûïóêëûé ïîëèíîì Òåéëîðà ôóíêöèè f âòîðîãî ïîðÿäêà âîêðóã òî÷êè xk äîñòèãàåò
ìèíèìóìà,

xk+1 = argmin
x
qk(x) = argmin

x
f(xk) + 〈f ′(xk), x− xk〉+

1

2
(x− xk)T f ′′(xk)(x− xk).

Âûøåñòîÿùåå âûðàæåíèå òðåáóåò óòî÷íåíèÿ. Ãðàäèåíò f ′(xk) è ãåññèàí f
′′(xk) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíîé è êâàä-

ðàòî÷íîé ôîðìîé, ñîîòâåòñòâåííî, íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê A â òî÷êå xk, êîòîðîå ìîæåò áûòü îòîæ-
äåñòâëåíî ñ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì V , ëåæàùåì â îñíîâå àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà A. Ðàçíîñòü x− xk
åñòü âåêòîð èç V , è âûøåíàçâàííûå ôîðìû ïðèìåíèìû ê ýòîìó âåêòîðó. Âûðàæåíèå (f ′′(xk))

−1f ′(xk)
òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì èç V , ïîñêîëüêó îáðàòíóþ ãåññèàíà ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê êâàäðàòè÷-
íóþ ôîðìó íà êîêàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê A. Ïîýòîìó ýòî âûðàæåíèå ìîæíî âû÷åñòü èç òî÷êè xk
àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà, è ðåçóëüòàòîì áóäåò äðóãàÿ òî÷êà èç A.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìåòîä Íüþòîíà ÿâëÿåòñÿ àôôèííî èíâàðèàíòíûì, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èòåðàöèé
íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå A. Ïðè àíàëèçå øàãà Íüþòîíà åñòå-
ñòâåííî èñïîëüçîâàòü åâêëèäîâó íîðìó || · ||xk , çàäàâàåìóþ ãåññèàíîì f ′′(xk) íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå
â òî÷êå xk. Â ýòîé ëîêàëüíîé íîðìå ïîäìíîæåñòâà óðîâíÿ {x ∈ A | qk(x) ≤ c} êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè
ÿâëÿþòñÿ øàðàìè ñ öåíòðîì â òî÷êå ìèíèìóìà xk+1 ôóíêöèè qk(x). Äëèíà øàãà â ýòîé íîðìå ðàâíà

ρ =
√

(xk+1 − xk)T f ′′(xk)(xk+1 − xk) =
√
f ′(xk)T (f ′′(xk))−1f ′(xk). (1)

Ýòî âûðàæåíèå òàêæå çàäàåò äëèíó ãðàäèåíòà f ′(xk) â ëîêàëüíîé íîðìå, è ÷åðåç íåãî âûðàæàåòñÿ ðàçíèöà
ìåæäó çíà÷åíèåì ôóíêöèè f â òåêóùåé òî÷êå è çíà÷åíèåì ìèíèìóìà àïïðîêñèìàöèè qk,

f(xk)−qk(xk+1) = −〈f ′(xk), xk+1−xk〉−
1

2
(xk+1−xk)T f ′′(xk)(xk+1−xk) =

1

2
f ′(xk)

T (f ′′(xk))
−1f ′(xk) =

ρ2

2
.

Î÷åâèäíî, áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà ôóíêöèþ f íåâîçìîæíî ñäåëàòü êàêèå-ëèáî óòâåðæäåíèÿ
î ïîâåäåíèè ýòîé ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè íîâîé òî÷êè xk+1, â ÷àñòíîñòè, íàñêîëüêî óìåíüøèëîñü èëè
óìåíüøèëîñü ëè âîîáùå çíà÷åíèå ôóíêöèè f â íîâîé òî÷êå ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùåé. Äëÿ ýòîãî íåîá-
õîäèìî, ÷òîáû àïïðîêñèìàöèÿ qk ôóíêöèè f , ïîñòðîåííàÿ â òî÷êå xk, íå ñëèøêîì ñèëüíî îòëè÷àëàñü îò f
â îêðåñòíîñòè íîâîé òî÷êè xk+1. Äðóãèìè ñëîâàìè, ëîêàëüíûå íîðìû || · ||xk , || · ||xk+1

íå äîëæíû ñëèøêîì
ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà. Ýòî òðåáîâàíèå ñîîòâåòñòâóåò íåêîåìó óñëîâèþ òèïà Ëèïøèöà íà ãåññè-
àí f ′′(x). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àôôèííàÿ èíâàðèàíòíîñòü ïðåäïîëîãàåò, ÷òî ñðàâíèâàòü èçìåíåíèå ãåññèàíà
â îêðåñòíîñòè äàííîé òî÷êè x ìîæíî òîëüêî ñ äëèíîé âàðèàöèè, èçìåðåííîé â ëîêàëüíîé íîðìå || · ||x.
Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü a > 0. Âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ f : D → R êëàññà C3, îïðåäåëåííàÿ íà âûïóêëîé îáëà-
ñòè D ⊂ A íåêîåãî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ a-ñàìîñîãëàñîâàííîé åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó

|f ′′′(x)[h, h, h]| ≤ 2a−1/2(f ′′(x)[h, h])3/2
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äëÿ âñåõ x ∈ D è âñåõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ h ∈ TxD.
Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñèëüíî a-ñàìîñîãëàñîâàííîé åñëè äîïîëíèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

lim
x→∂D

f(x) = +∞.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ìóëüòè-ëèíåéíûå ôîðìû íà êàñàòåëü-
íîì ïðîñòðàíñòâå, ò.å.

f ′′(x)[h, h] =

n∑
i,j=1

∂2f(x)

∂xi∂xj
hihj , f ′′′(x)[h, h, h] =

n∑
i,j,k=1

∂3f(x)

∂xi∂xj∂xk
hihjhk,

ãäå n � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Ïîêàçàòåëü 3
2 íà ïðàâîé ñòîðîíå íåðàâåíñòâà íåîáõîäèì äëÿ òîãî, ÷òîáû

íåðàâåíñòâî áûëî îäíîðîäíûì ïî h.
Ìíîæèòåëü 2a−1/2 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîíñòàíòó Ëèïøèöà ãåññèàíà f ′′ ïî îòíîøåíèþ ê ëîêàëü-

íîé íîðìå. ×åì áîëüøå a, òåì ñèëüíåå óñëîâèå íà f . Îäíàêî, a-ñàìîñîãëàñîâàííóþ ôóíêöèþ âñåãäà ìîæíî
íîðìàëüçîâàòü òàê, ÷òîáû îíà ñòàëà 1-ñàìîñîãëàñîâàííîé (èëè ïðîñòî ñàìîñîãëàñîâàííîé), óìíîæèâ íà
êîíñòàíòó a−1.

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî f ñòðåìèòñÿ ê +∞ íà ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê â D, ñòðåìÿ-
ùåéñÿ ê òî÷êå íà ãðàíèöå ∂D. Ýòî óñëîâèå îáåñïå÷èâàåò çàìêíóòîñòü ïîäìíîæåñòâ óðîâíÿ {x ∈ D | f(x) ≤
c} äëÿ ëþáûõ êîíñòàíò c ∈ R.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ãàðàíòèðóåò, ÷òî ìåòîä Íüþòîíà â ïðèìåíåíèè ê ñèëüíî a-ñàìîñîãëàñîâàííîé
ôóíêöèè f ìîæåò áåçîïàñíî äåëàòü øàãè êîíå÷íîé äëèíû, ãäå "áåçîïàñíî"îçíà÷àåò, ÷òî âñå èòåðàöèè
ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè D è çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èòåðàöèé ìîíîòîííî óáûâàþò.

Ëåììà 1. Ïóñòü f : D → R � ñèëüíî a-ñàìîñîãëàñîâàííàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x∗ ∈ D öåíòðèðî-
âàííûé íà x∗ ýëëèïñîèä Äèêèíà, çàäàþùèéñÿ

Ex∗ = {x | (x− x∗)T f ′′(x∗)(x− x∗) < a},

ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè D.
Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî øàã Íüþòîíà íå âûâîäèò èç îáëàñòè D åñëè ãðàäèåíò f ′(xk) â òåêóùåé òî÷êå

èìååò ëîêàëüíóþ íîðìó, íå ïðåâûøàþùóþ
√
a. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî äåëàòü áîëåå êîðîòêèå

øàãè, ò.å. èñïîëüçîâàòü ìåòîä Íüþòîíà ñ óêîðî÷åííûì øàãîì.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü f : D → R � ñèëüíî a-ñàìîñîãëàñîâàííàÿ ôóíêöèÿ. Íüþòîíîâñêèé äåêðåìåíò
ôóíêöèè f â òî÷êå x ∈ D îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé

λ(x; f) = a−1/2ρ = a−1/2
√
f ′(xk)T (f ′′(xk))−1f ′(xk).

Îòìåòèì, ÷òî Íüþòîíîâñêèé äåêðåìåíò èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ôóíêöèè f íà ïîëî-
æèòåëüíûå êîíñòàíòû. Ïîýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ìèíèìèçàöèåé ñèëüíî
1-ñàìîñîãëàñîâàííûõ ôóíêöèé. Íåñòåðîâ è Íåìèðîâñêèé â [10] ïðåäëîæèëè ñëåäóþùèé ìåòîä ñ óêîðî÷åí-
íûì øàãîì äëÿ ìèíèìèçàöèè ñèëüíî 1-ñàìîñîãëàñîâàííîé ôóíêöèè f : D → R.

âûáåðåì íà÷àëüíóþ òî÷êó x0 ∈ D, ïîðîã òî÷íîñòè ε > 0 è ïîëîæèì k = 0
while λ(xk; f) ≥ ε,

γk =


1

1+λ(xk;f)
, λ(xk; f) ≥ 1

3 ,
1−λ(xk;f)

λ(xk;f)(3−λ(xk;f)) , λ(xk; f) ∈ (2−
√
3, 13 ),

1, λ(xk; f) ≤ 2−
√
3.

xk+1 = xk − γk(f ′′(xk))−1f ′(xk)
k ← k + 1

end

Ïîêà Íüþòîíîâñêèé äåêðåìåíò λ(x; f) áîëüøîé, àëãîðèòì äåëàåò êîðîòêèå øàãè ïîðÿäêà λ(x; f)−1.
Êàê òîëüêî λ(x; f) ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå, ÷åì 2 −

√
3, àëãîðèòì äåëàåò ïîëíûå øàãè. Àëãîðèòì îáëàäàåò

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
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Ðèñ. 1: Çàâèñèìîñòü äëèíû øàãà â ìåòîäå Íüþòîíà îò äåêðåìåíòà

• åñëè λ(xk; f) ≥ 1
3 , òî f(xk+1) ≤ f(xk)− (λ(xk; f)− log(1 + λ(xk; f))),

• çíà÷åíèå λ(xk; f) â ïðîìåæóòî÷íîì èíòåðâàëå (2−
√
3, 13 ) ïðèíèìàåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà,

• åñëè λ(xk; f) ≤ 2−
√
3, òî λ(xk+1; f) ≤

(
λ(xk;f)

1−λ(xk;f)

)2
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè λ(xk; f) ≤ 2 −
√
3 àëãîðèòì ñõîäèòñÿ ñ êâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòüþ (íà êàæäîì øàãå

÷èñëî çíà÷èìûõ öèôð ïîñëå çàïÿòîé óäâàèâàåòñÿ).
Îäíàêî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èòåðàöèé íå îáÿçàíà çàõîäèòü â çîíó êâàäðàòè÷íîé ñõîäèìîñòè. Ýòîãî íå

ïðîèçîéäåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ f íåîãðàíè÷åíà ñíèçó. Òîãäà Íüþòîíîâñêèé äåêðåìåíò
íå îïóñêàåòñÿ íèæå åäèíèöû è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(xk)} çíà÷åíèé ôóíêöèè ñòðåìèòñÿ ê −∞. Äðóãèìè
ñëîâàìè, åñëè íà êàêîì-òî øàãå äåêðåìåíò ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå åäèíèöû, òî ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà ñíèçó è
ìåòîä ñîéäåòñÿ ê ìèíèìóìó ñ êâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòüþ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè f � îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó 1-ñàìîñîãëàñîâàííàÿ ôóíêöèÿ, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x â
ýëëèïñîèäå Äèêèíà ñ öåíòðîì â x∗ ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (ñì. òàêæå Ðèñ. 1.3)

(
√
1 + ||x− x∗||x∗ − 1)(3−

√
1 + ||x− x∗||x∗) ≤ λ(x; f) ≤ (1−

√
1− ||x− x∗||x∗)(3−

√
1− ||x− x∗||x∗). (2)

Â ÷àñòíîñòè, âñå òî÷êè x, óäîâëåòâîðÿþùèå ||x − x∗||x∗ ≤ 1 − (2 −
√
3−
√
3)2 ≈ 0.2362, íàõîäÿòñÿ â çîíå

êâàäðàòè÷åñêîé ñõîäèìîñòè.

Äàäèì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ìåòîäà Íüþòîíà. Òî÷êà ìèíèìóìà x∗ ôóíêöèè f õàðàêòåðèçó-
åòñÿ óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà f ′(x∗) = 0. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì èãíîðèðîâàòü çíà÷åíèÿ f è
îãðàíè÷èòüñÿ ïîèñêîì êîðíÿ ýòîãî âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ëåæàùåå â îñíîâå àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà A. Òîãäà ãðàäèåíò
f ′(xk) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì äâîéñòâåííîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ∗. Ãðàô ãðàäèåíòíîãî îòîáðàæåíèÿ
∇f : x 7→ f ′(x) òîãäà ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì M 2n-ìåðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ A × V ∗. Òî÷êà
ìèíèìóìà x∗ ñîîòâåòñòâóåò ïàðå (x∗, 0) ∈ A× V ∗, êîòîðàÿ îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ìíîãîîá-
ðàçèÿ M ñ ãîðèçîíòàëüíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì H0 = {(x, 0) |x ∈ A}.

Òîãäà èòåðàöèÿ ìåòîäà Íüþòîíà ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàïîìíèì, ÷òî â
òåêóùåé òî÷êå xk ìû ñòðîèì êâàäðàòè÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ qk ôóíêöèè f . Ãðàô Mk ⊂ A× V ∗ ãðàäèåíò-
íîãî îòîáðàæåíèÿ ∇qk òàêæå ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì. Áîëåå òîãî, ãðàäèåíò ∇qk ëèíåéíûé,
è ïîýòîìó Mk ÿâëÿåòñÿ äàæå ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîèçâåäåíèÿ A × V ∗. Òàê êàê ãðàäèåíò è ãåññèàí qk â
òî÷êå xk ñîâïàäàåò ñ ãðàäèåíòîì è ãåññèàíîì f , ñîîòâåòñòâåííî, ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî íå ÷òî èíîå, ÷åì êà-
ñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü êM â òî÷êå (xk, f

′(xk)). Ñëåäóþùàÿ òî÷êà xk+1 îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì (xk+1, 0)
ïîäïðîñòðàíñòâ Mk è H0 (ñì. Ðèñ. 1.3).
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Ðèñ. 2: Îöåíêè íà äåêðåìåíò êàê ôóíêöèÿ îò ðàññòîÿíèÿ äî ìèíèìóìà

Ðèñ. 3: Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìåòîäà Íüþòîíà
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Ðåçþìå: Ñàìîñîãëàñîâàííûå ôóíêöèè âîçíèêàþò êàê åñòåñòâåííûé àôôèííî èíâàðèàíòíûé êëàññ âû-
ïóêëûõ ôóíêöèé äëÿ ìèíèìèçàöèè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Íüþòîíà. Åñëè ó ñàìîñîãëàñîâàííîé ôóíêöèè åñòü
ìèíèìóì, òî âîêðóã íåãî åñòü îáëàñòü êîíå÷íîãî ðàäèóñà â ëîêàëüíîé íîðìå, â êîòîðîé ìåòîä Íüþòîíà
ñõîäèòñÿ ñ êâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòüþ.

1.4 Ïðÿìîé ìåòîä âíóòðåííûé òî÷êè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ïðèíöèï ìåòîäîâ âíóòðåííåé òî÷êè íà ñàìîé ïðîñòîé âåðñèè, ïðÿìîì
ìåòîäå ñëåäîâàíèÿ öåíòðàëüíîìó ïóòè.

Âñÿ ñëîæíîñòü êîíè÷åñêîé ïðîãðàììû çàêëþ÷åíà â íåëèíåéíîì îãðàíè÷åíèè x ∈ K. Îñíîâíàÿ èäåÿ
ìåòîäîâ âíóòðåííåé òî÷êè çàêëþ÷àåòñÿ â óñòðàíåíèè íåëèíåéíîãî óñëîâèÿ âêëþ÷åíèÿ ïîñðåäñòâîì äîáàâ-
ëåíèÿ áàðüåðíîé ôóíêöèè F : Ko → R ê ëèíåéíîé ôóíêöèè öåíû. Äëÿ óäîáñòâà ïîëîæèì F (x) = +∞ äëÿ
âñåõ x 6∈ intK. Ê áàðüåðíîé ôóíêöèè ðàçóìíî ïðåäúÿâèòü ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ:

• F (x) âûïóêëà (ïðîáëåìà ìèíèìèçàöèè ñóììû äîëæíà îñòàâàòüñÿ âûïóêëîé),

• F (x) äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ (÷òîáû ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü ìåòîäû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ âûñîêîé
ëîêàëüíîé ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè),

• limx→∂K F (x) = +∞ (áàðüåðíîå ñâîéñòâî),

• F ÿâëÿåòñÿ 1-ñàìîñîãëàñîâàííîé.

Ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû êîíòðîëèðîâàòü ïîâåäåíèå ìåòîäà Íüþòîíà ïðè ìèíè-
ìèçàöèè. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïåðå÷èñëåííûå âûøå ñâîéñòâà îñòàþòñÿ â ñèëå, åñëè ïðèáàâèòü ê F ëèíåéíóþ
ôóíêöèþ.

Íà äàííîì ýòàïå íåâàæíî, ÷òî íåëèíåéíîå îãðàíè÷åíèå êîíè÷åñêîå. Ïóñòü X ⊂ Rn � ïðîèçâîëüíîå
çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ, íå ñîäåðæàùåå ïðÿìîé, à F : Xo → R � ñèëüíî
1-ñàìîñîãëàñîâàííàÿ ôóíêöèÿ íà X. Íàøà öåëü ðåøèòü âûïóêëóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè

inf
x∈X

cTx : Ax = b,

ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ x∗ ∈ ∂X êîòîðîé ìû ïðåäïîëàãàåì.
Âìåñòî èñõîäíîé çàäà÷è ìû ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî çàäà÷

min
x

(τ · cTx+ F (x)) : Ax = b,

ïàðàìåòðèçîâàííîå âåùåñòâåííûì ïàðàìåòðîì τ ≥ 0. Â ýòèõ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷àõ íåëèíåéíîå óñëîâèå
x ∈ X îòñóòñòâóåò, íî çàòî ìû âìåñòî ëèíåéíîé ôóíêöèè öåíû ìèíèìèçèðóåì ñèëüíî 1-ñàìîñîãëàñîâàííûå.
Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû óâèäåëè, ÷òî äëÿ ýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä Íüþòîíà, ïðè÷åì íàèáîëåå
ýôôåêòèâíî, åñëè ìû íàõîäèìñÿ â çîíå êâàäðàòè÷íîé ñõîäèìîñòè. Çàìåòèì, ÷òî ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ
òèïà ðàâåíñòâà äëÿ ýòîãî íå ÿâëÿþòñÿ ïðåïÿòñòâèåì, ïîñêîëüêó ìîæíî ïåðåéòè â çàäàâàåìîå ýòèìè îãðà-
íè÷åíèÿìè àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ τ òî÷êè ìèíèìóìà x∗(τ) âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåí-
íû. Áîëåå òîãî, îíè ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûìè ïî ïàðàìåòðó τ è îáðàçóþò êðèâóþ, íàçûâàåìóþ
öåíòðàëüíûì ïóòåì. Ïðè τ → +∞ öåíòðàëüíûé ïóòü ñòðåìèòñÿ ê ðåøåíèþ x∗ = x∗(+∞) èñõîäíîé çàäà-
÷è. Åñëè ó èñõîäíîé çàäà÷è ðåøåíèå íå åäèíñòâåííî, òî ïðåäåëîì öåíòðàëüíîãî ïóòè áóäåò ñëóæèòü òî÷êà
â îòíîñèòåëüíîé âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé.

Îïèøåì ñõåìó ìåòîäà âíóòðåííåé òî÷êè. Ìåòîä ñòàðòóåò ñ ïàðû (x0, τ0), ãäå x0 � òî÷êà â çîíå êâàäðà-
òè÷íîé ñõîäèìîñòè ðåøåíèÿ x∗(τ0) âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ñ ïàðàìåòðîì τ0. Äåëàÿ ïîëíûé øàã Íüþòîíà
ïî íàïðàâëåíèþ ê ðåøåíèþ x∗(τ0), ìåòîä âûäàåò íîâóþ òî÷êó x1, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ áëèæå ê x

∗(τ0) è òåì
ñàìûì ê öåíòðàëüíîìó ïóòè, ÷åì ïðåäûäóùàÿ. Ïîñëå ýòîãî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà îáíîâëÿåòñÿ íà τ1 > τ0.
Ïðè ýòîì τ1 íàñòîëüêî áëèçêî ê τ0, ÷òî òî÷êà x1 âñå åùå íàõîäèòñÿ â çîíå êâàäðàòè÷íîé ñõîäèìîñòè âîêðóã
ðåøåíèÿ x∗(τ1) âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ñ ïàðàìåòðîì τ1. Ïîñëå ýòîãî ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ê ñëåäóþùåé
èòåðàöèè.
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Àëãîðèòì óñòðîåí òàêèì îáðàçîì, ÷òî íà êàæäîì øàãå âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

λ(xk; fk) ≤ λ, λ(xk+1; fk) ≤ λ,

ãäå fk(x) = F (x) + τk〈c, x〉 � ôóíêöèÿ öåíû âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ñ ïàðàìåòðîì τk, à êîíñòàíòû 0 <
λ < λ < 2 −

√
3 âûáðàíû òàê, ÷òî ïåðâîå èç ïðèâåäåííûõ âûøå íåðàâåíñòâ âëå÷åò çà ñîáîé âòîðîå. Èç

îöåíîê (2) ñëåäóåò, ÷òî ||xk+1 − x∗(τk)||x∗(τk) ≤ d, à íåðàâåíñòâî ||xk+1 − x∗(τk+1)||x∗(τk+1) ≤ d âëå÷åò çà

ñîáîé óñëîâèå λ(xk+1; fk+1) ≤ λ äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ êîíñòàíò d < d. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè
ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x∗(τk) è x

∗(τk+1) íå ïðåâûøàåò íåêîòîðóþ êîíñòàíòó ïîðÿäêà d−d (íàäî ó÷åñòü
ïîïðàâêó íà òî, ÷òî ýòè ðàññòîÿíèÿ èçìåðÿþòñÿ â ðàçíûõ, íî âñëåäñòâèå ñàìîñîãëàñîâàííîñòè íå ñèëüíî
îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà ìåòðèêàõ), òî ïðèâåäåííûå âûøå íåðàâåíñòâà âñåãäà áóäóò âûïîëíÿòüñÿ.

Îñòàåòñÿ âûÿñíèòü, íàñêîëüêî ìîæíî óâåëè÷èâàòü ïàðàìåòð τ íà êàæäîì øàãå. Äëÿ ýòîãî íà öåí-
òðàëüíîì ïóòè íåîáõîäèìî ñîïîñòàâèòü ïàðàìåòð τ ñ ïàðàìåòðîì äëèíû â ðèìàíîâîé ìåòðèêå, çàäàâàåìîé
ãåññèàíîì F ′′.

Ëåììà 2. Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé τ > 0, îòâå÷àþùèõ òî÷êå íà öåíòðàëüíîì ïóòè, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

||dx
∗(τ)

d log τ ||x∗(τ) =
√
F ′(x∗(τ))T (F ′′(x∗(τ)))−1F ′(x∗(τ)) = ||F ′(x∗(τ))||x∗(τ).

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàæèòå ëåììó 2.

Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî íà êàæäîì øàãå ìîæíî óâåëè÷èâàòü log τ íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà d−d
||F ′(x∗(τ))||x∗(τ)

.

×òîáû áûëà ãàðàíòèðîâàíà ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, íåîáõîäèìî îãðàíè÷èòü íîðìó ||F ′(x∗(τ))||x∗(τ)
ñâåðõó. Ýòî ìîòèâèðóåò ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 6. Ñèëüíî 1-ñàìîñîãëàñîâàííàÿ ôóíêöèÿ F : X → R, îïðåäåëåííàÿ íà íåêîòîðîé âûïóê-
ëîé îáëàñòè X, íàçûâàåòñÿ ñàìîñîãëàñîâàííûì áàðüåðîì íà X ñ ïàðàìåòðîì ν, åñëè äëÿ âñåõ x ∈ X
âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

||F ′(x)||2x∗ ≤ ν.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîãëàñîâàííûì áàðüåðîì ñ ïàðàìåòðîì ν, òî âûøåîïè-
ñàííûé ïðÿìîé ìåòîä ñëåäîâàíèÿ öåíòðàëüíîìó ïóòè ïîçâîëÿåò íà êàæäîì øàãå óâåëè÷èâàòü log τ íà
âåëè÷èíó ïîðÿäêà ν−1/2, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, óìíîæàòü τ íà êîíñòàíòó θ = 1 + O(ν−1/2). ×åì áîëü-
øå ïàðàìåòð áàðüåðà ν, òåì ìåíüøå ìíîæèòåëü θ è òåì ìåäëåííåå ìåòîä áóäåò ñõîäèòüñÿ. Ïîýòîìó íà
êàæäîì äàííîì âûïóêëîì ìíîæåñòâå æåëàòåëüíî èìåòü â íàëè÷èè áàðüåðû ñ êàê ìîæíî ìåíüøèì ïàðà-
ìåòðîì. Ñëîæíîñòü çàäà÷è çàâèñèò îò íàëè÷èÿ ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìîãî ñàìîñîãëàñîâàííîãî áàðüåðà ñ
íåáîëüøèì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà.

Â êîíè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè áàðüåð îïðåäåëÿåòñÿ íà êîíóñå K, äîïóñêàþùåì äåéñòâèå ãðóïïû
ðàñòÿæåíèé. Ðàçóìíî ïîòðåáîâàòü òàêæå èíâàðèàíòíîñòü áàðüåðà íà K ïî îòíîøåíèþ ê ýòîé ãðóïïå
ñèììåòðèé. Ïîñòîÿíñòâî ôóíêöèè F íà âíóòðåííèõ ëó÷àõ êîíóñà ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ îñòàëüíû-
ìè óñëîâèÿìè. Îäíàêî, â ìåòîäå Íüþòîíà èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ïðîèçâîäíûå ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè.
Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü èíâàðèàíòíîñòü ïðîèçâîäíûõ F ïî îòíîøåíèþ ê ðàñòÿæåíèÿì. Ýòî åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì ïðèâîäèò ê óñëîâèþ ëîãàðèôìè÷íîé îäíîðîäíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü K ⊂ Rn � âûïóêëûé ðåãóëÿðíûé êîíóñ. Âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ F : Ko → R êëàññà
C3 ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì ãåññèàíîì íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíûì ñàìîñîãëàñîâàííûì
áàðüåðîì ñ ïàðàìåòðîì ν åñëè F ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî 1-ñàìîñîãëàñîâàííîé ôóíêöèåé íà Ko è F ëîãàðèô-
ìè÷íî îäíîðîäíî ïîðÿäêà −ν, ò.å.

F (αx) = −ν logα+ F (x) (3)

äëÿ âñåõ x ∈ Ko è α > 0.
Òàêèì îáðàçîì, ðàñòÿæåíèÿ äåéñòâóþò ïðèáàâëåíèåì êîíñòàíò ê ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíîé ôóíêöèè

F .

Äàííîå äëÿ ñëó÷àÿ êîíóñîâ îïðåäåëåíèå ñàìîñîãëàñîâàííîãî áàðüåðà ñîâìåñòèìî ñ ïðèâåäåííûì âû-
øå îáùèì îïðåäåëåíèåì, ïîñêîëüêó ëîãàðèôìè÷íàÿ îäíîðîäíîñòü òàêæå îãðàíè÷èâàåò Íüþòîíîâñêèé
äåêðåìåíò, è ëîêàëüíàÿ íîðìà ãðàäèåíòà áàðüåðà ñ ïàðàìåòðîì ν ðàâíà êîíñòàíòå

√
ν. Äåéñòâèòåëüíî,
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äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå (3) ïî x, ìû ïîëó÷èì αF ′(αx) = F ′(x). Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå è
(3) ïî α ïðè α = 1, ìû ïîëó÷èì

F ′(x) + F ′′(x) · x = 0, 〈F ′(x), x〉 = −ν. (4)

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî (F ′′(x))−1F ′(x) = −x è ñëåäîâàòåëüíî (F ′(x))T (F ′′(x))−1F ′(x) = −〈F ′(x), x〉 = ν.

Ðåçþìå: Äëÿ ðåøåíèÿ êîíè÷åñêîé ïðîãðàììû ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âíóòðåííåé òî÷êè íåîáõîäèìî íà-
ëè÷èå ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìîãî ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíîãî ñàìîñîãëàñîâàííîãî áàðüåðà ñ íåáîëüøèì
çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà ν íà ñîîòâåòñòâóþùåì âûïóêëîì êîíóñå. Â ìåòîäàõ ñëåäîâàíèÿ öåíòðàëüíîìó ïóòè
íåëèíåéíîå êîíè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå óñòðàíÿåòñÿ ïåðåõîäîì ê îäíîïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó âñïîìîãà-
òåëüíûõ çàäà÷, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè ñàìîñîãëàñîâàííîé ôóíêöèè. Ìåòîä ÷åðåäó-
åò øàã Íüþòîíà äëÿ ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ñ óìíîæåíèåì ïàðàìåòðà ñåìåéñòâà íà âåëè÷èíó
1+O(ν−1/2), ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èòåðàöèé ñõîäèòñÿ ñ ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ ê ðåøåíèþ èñõîäíîé
çàäà÷è. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì ïàðàìåòðà áàðüåðà ν.

1.5 Äâîéñòâåííîñòü

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì êîíè÷åñêóþ äâîéñòâåííîñòü. Îíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ êàê íà ðåãóëÿðíûå
âûïóêëûå êîíóñà, òàê è íà ñàìîñîãëàñîâàííûå áàðüåðû è íà ñàìè êîíè÷åñêèå ïðîãðàììû.

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü K ⊂ Rn � ïðîèçâîëüíûé êîíóñ. Äâîéñòâåííûì ê K êîíóñîì íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî

K∗ = {p ∈ Rn | 〈x, p〉 ≥ 0 ∀ x ∈ K}.

Î÷åâèäíî K∗ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì è âûïóêëûì. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå K ⊂
(K∗)∗. Åñëè êîíóñ K ðåãóëÿðíûé, òî äâîéñòâåííûé êîíóñ K∗ òàêæå áóäåò ðåãóëÿðíûì. Áîëåå òîãî, â ýòîì
ñëó÷àå ìû èìååì ñîîòíîøåíèå (K∗)∗ = K.

Óïðàæíåíèå 3. Íàéäèòå äâîéñòâåííûé êîíóñ ê îðòàíòó Rn+, êîíóñó Ëîðåíöà Ln è ìàòðè÷íîìó êîíóñó
Sn+.

Äëÿ ëþáîãî ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíîãî ñàìîñîãëàñîâàííîãî áàðüåðà F : intK → R íà ðåãóëÿðíîì
âûïóêëîì êîíóñå K ñ ïàðàìåòðîì ν ìîæíî îïðåäåëèòü äâîéñòâåííûé áàðüåð F∗ : intK∗ → R íà äâîé-
ñòâåííîì ê K êîíóñå ïîñðåäñòâîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà

F∗(s) = sup
x∈K

(−〈s, x〉 − F (x)).

Ñóïðåìóì äëÿ äàííîãî s ∈ intK∗ äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå x ∈ Ko, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ F ′(x) = −s. Â
ñèëó ñòðîãîé âûïóêëîñòè F è ñâîéñòâà F |∂K = +∞ òàêàÿ òî÷êà x ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà äëÿ ëþáîãî
s ∈ intK∗. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì àôôèííóþ ãèïåðïëîñêîñòü A = {x ∈ Rn | 〈x, s〉 = ν. Òàê êàê s
íàõîäèòñÿ âî âíóòðåííîñòè äâîéñòâåííîãî êîíóñà K∗, ïåðåñå÷åíèå X = A ∩K ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì. Íà
âíóòðåííîñòè X ôóíêöèÿ F ñòðîãî âûïóêëà, à íà ãðàíèöå èìååì F |∂X = +∞. Ïîýòîìó ìèíèìóì ôóíêöèè
F íà X ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí. Îáîçíà÷èì ýòîò ìèíèìóì ÷åðåç x∗. Óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî
ïîðÿäêà â òî÷êå x∗ ñâîäèòñÿ ê ñóùåñòâîâàíèþ λ ∈ R òàêîãî, ÷òî F ′(x∗) = λs. Â ñèëó (4) èç ýòîãî ñëåäóåò,
÷òî

−ν = 〈F ′(x∗), x∗〉 = λ〈s, x∗〉 = λν.

Ïîýòîìó λ = −1 è F ′(x∗) = −s, ÷åãî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà 1.1. Ôóíêöèÿ F∗ ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíûì ñàìîñîãëàñîâàííûì áàðüåðîì ñ ïàðàìåò-
ðîì ν íà K∗ [10, Òåîðåìà 2.4.4]. Îòîáðàæåíèå L : x 7→ −F ′(x) ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ìåæäó âíóòðåííî-
ñòÿìè êîíóñîâ K è K∗. Åñëè ðàññìîòðåòü ýòè âíóòðåííîñòè êàê ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ, îñíàùåííûå
ìåòðèêàìè F ′′(x) è F ′′∗ (s), ñîîòâåòñòâåííî, òî îòîáðàæåíèå L ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé ([10, ñòð. 45],
ñì. òàêæå [9]).
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Çàìå÷àíèå 1.2. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà f∗ ôóíêöèè f çàäàåòñÿ ôîðìóëîé f∗(p) =
supx∈K(〈p, x〉 − f(x)). Çíàê ìèíóñ ïðè àðãóìåíòå äâîéñòâåííîãî áàðüåðà áûë ââåäåí äëÿ ñîâìåñòèìîñòè ñ
îïðåäåëåíèåì äâîéñòâåííîãî êîíóñà, F∗(p) = F ∗(−p).

Äâîéñòâåííîñòü òàêæå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà êîíè÷åñêèå ïðîãðàììû. Ïóñòü äàíà êîíè÷åñêàÿ ïðîãðàììà

min
x∈K
〈c, x〉 : Ax = b.

íàä íåêîòîðûì ðåãóëÿðíûì âûïóêëûì êîíóñîì K. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò s ∈ K∗ âèäà s =
c − AT y, ãäå y � íåêîòîðûé âåêòîð ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x èç äîïóñòèìîãî
ìíîæåñòâà èñõîäíîé êîíè÷åñêîé ïðîãðàììû èìååì

〈s, x〉 = 〈c, x〉 − 〈AT y, x〉 = 〈c, x〉 − 〈y,Ax〉 = 〈c, x〉 − 〈y, b〉 ≥ 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè íèæíþþ îöåíêó 〈b, y〉 íà îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå èñõîäíîé êîíè÷åñêîé ïðî-
ãðàììû.

Äâîéñòâåííàÿ êîíè÷åñêàÿ ïðîãðàììà ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ýòîé îöåíêè è çàïè-
ñûâàåòñÿ â âèäå

max
y
〈b, y〉 : c−AT y ∈ K∗.

Îíà îïðåäåëåíà íàä äâîéñòâåííûì êîíóñîì K∗. Î÷åâèäíî äëÿ êàæäîé äîïóñòèìîé òî÷êè x èñõîäíîé
êîíè÷åñêîé ïðîãðàììû âåëè÷èíà 〈c, x〉 ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé îöåíêîé îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ äâîéñòâåííîé
ïðîãðàììû.

Ðàçíèöà ìåæäó îïòèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷è íàçûâàåòñÿ ðàçðûâîì äâîé-
ñòâåííîñòè.

Äâîéñòâåííóþ ïàðó êîíè÷åñêèõ ïðîãðàìì ìîæíî çàïèñàòü â áîëåå ñèììåòðè÷åñêîì âèäå. Àôôèííóþ
îáîëî÷êó äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà èñõîäíîé ïðîãðàììû ñ ôóíêöèåé öåíû 〈c, x〉 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ñóììû b+L, ãäå L ⊂ Rn � íåêîòîðîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, à âåêòîð b ∈ Rn âûáðàí òàê, ÷òîáû èìåëî
ìåñòî ñîîòíîøåíèå 〈c, b〉 = 0. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì ïðîãðàììó

min
x∈K
〈c, x〉 : x ∈ b+ L.

Òîãäà äâîéñòâåííóþ ïðîãðàììó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

max
s∈K∗

−〈b, s〉 : s ∈ c+ L⊥,

ãäå L⊥ ⊂ Rn � îðòîãîíàëüíîå ê L ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Äëÿ ëþáîé ïàðû (x, s) äîïóñòèìûõ òî÷åê
áóäåò èìåòü ìåñòî ñîîòíîøåíèå

〈x, s〉 = 〈c, x〉+ 〈b, s〉 ≥ 0.

Ïðÿìî-äâîéñòâåííûå ìåòîäû ðåøàþò îáå ïðîãðàììû îäíîâðåìåííî è äëÿ êàæäîé èç íèõ ãåíåðèðóþò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê xk ∈ intK è sk ∈ intK∗, ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè òî÷êè ìîæíî îáúåäèíèòü â ïàðû
(xk, sk) â ïðîèçâåäåíèè ïðÿìîãî è äâîéñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàçîðîâ 〈c, xk〉+ 〈b, sk〉
ïðè ýòîì ìîíîòîííî óáûâàåò.

Íåêîòîðûå ïðÿìî-äâîéñòâåííûå ìåòîäû ìèíèìèçèðóþò ïîòåíöèàë, îïðåäåëåííûé íà ïðîèçâåäåíèè
âíóòðåííîñòåé ïðÿìîãî è äâîéñòâåííîãî êîíóñà. Ïðèìåðîì òàêîãî ïîòåíöèàëà ìîæåò ñëóæèòü ôóíêöèÿ

V (x, s) = F (x) + F∗(s) + const · log〈x, s〉,

ãäå êîíñòàíòà çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ν áàðüåðà F .

Ðåçþìå: Êàæäîìó ðåãóëÿðíîìó âûïóêëîìó êîíóñó K ìîæíî ñîïîñòàâèòü äâîéñòâåííûé êîíóñ K∗, êî-
òîðûé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì è âûïóêëûì. Êàæäîìó ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíîìó ñàìîñîãëàñîâàí-
íîìó áàðüåðó F íà K ìîæíî ñîïîñòàâèòü äâîéñòâåííûé áàðüåð F∗ íà K

∗ ñ òåì æå çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà,
îïðåäåëÿåìûé ÷åðåç ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà. Êàæäîé êîíè÷åñêîé ïðîãðàììå íàä K ìîæíî ñîïîñòàâèòü
äâîéñòâåííóþ ïðîãðàììó íàä K∗. Ïðÿìî-äâîéñòâåííûå ìåòîäû ðåøàþò îáå ïðîãðàììû îäíîâðåìåííî è
ãåíåðèðóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð (xk, sk) ∈ intK × intK∗.
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1.6 Ïðèìåðû ñàìîñîãëàñîâàííûõ áàðüåðîâ

Ïðèâåäåì ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñàìîñîãëàñîâàííûõ áàðüåðîâ íà êîíóñàõ, ëåæàùèõ â îñíîâå õîäîâûõ
êëàññîâ êîíè÷åñêèõ ïðîãðàìì, ïðèâåäåííûõ âûøå.

Áàðüåðîì íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè K =
∏m
i=1Ki êîíóñîâ, îñíàùåííûõ áàðüåðàìè Fi ñ ïàðàìåòðàìè νi,

ìîæåò ñëóæèòü ñóììà

F (x1, . . . , xm) =

m∑
i=1

Fi(xi).

Îíà îáëàäàåò ïàðàìåòðîì ν =
∑m
i=1 νi.

Ðàññìîòðèì ýëåìåòíàðíûå êîíóñû, ëåæàùèå â îñíîâå êëàññîâ ïðîãðàìì LP, SOCP è SDP.

êîíóñ Rn+ Ln Sn+ K =
∏
j Kj

áàðüåð −
∑n
j=1 log xj − log(x20 − x21 − · · · − x2n−1) − log detA

∑
j Fj

ïàðàìåòð ν n 2 n
∑
j νj

Ïàðàìåòð ýòèõ áàðüåðîâ îïòèìàëüíûé, ò.å. íà ýòèõ êîíóñàõ íåò áàðüåðà ñî ñòðîãî ìåíüøèì ïàðàìåòðîì.
Íî îíè îáëàäàþò åùå îäíèì ïîëåçíûì ñâîéñòâîì, îíè ÿâëÿþòñÿ àâòî-øêàëèðîâàííûìè. Ýòî ñâîéñòâî
äîïóñêàåò îñîáåííî ýôôåêòèâíûå ìåòîäû âíóòðåííèõ òî÷åê äëÿ ðåøåíèÿ êîíè÷åñêèõ ïðîãðàìì íàä ýòèìè
êîíóñàìè, à èìåííî ìåòîäû ñ äëèííûì øàãîì [7],[8].

Ýêñïîíåíöèàëüíûé êîíóñ: Ðàññìîòðèì ñíîâà êîíóñ

Kexp = {(x, y, 0) |x ≤ 0, y ≥ 0} ∪ {(x, y, z) | z > 0, y ≥ zex/z},

âñòðå÷àþùèéñÿ â ãåîìåòðè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè. Íà ýòèì êîíóñå ñóùåñòâóåò áàðüåð

F (x, y, z) = − log(z log
y

z
− x)− log y − log z,

çíà÷åíèå ïàðàìåòðà êîòîðîãî ðàâíî ν = 3. Ýòî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà òàêæå îïòèìàëüíî.

1.6.1 Óíèâåðñàëüíûå êîíñòðóêöèè áàðüåðîâ

Íàëè÷èå ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìîãî ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíîãî ñàìîìîãëàñîâàííîãî áàðüåðà íà âûïóêëîì
êîíóñå ïîçâîëÿåò ðåøàòü êîíè÷åñêèå ïðîãðàììû íàä ýòèì êîíóñîì. Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î ñó-
ùåñòâîâàíèè áàðüåðîâ íà ïðîèçâîëüíûõ êîíóñàõ. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ óòâåðäèòåëüíûé, è â ýòîì ðàçäåëå
ìû ïðèâåäåì äâà ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ òàêèõ áàðüåðîâ.

Óíèâåðñàëüíûé áàðüåð. Ïóñòü K ⊂ Rn � ðåãóëÿðíûé âûïóêëûé êîíóñ. Ðàññìîòðèì åãî õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ

ϕ(x) =

∫
K∗

e−〈x,y〉 dy,

îïðåäåëåííóþ äëÿ âñåõ âíóòðåííèõ òî÷åê x ∈ K. Ôóíêöèÿ F (x) = logϕ(x) ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷íî îä-
íîðîäíûì ñàìîñîãëàñîâàííûì áàðüåðîì íà K ñî çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà ν = n. Ýòîò áàðüåð íàçûâàåòñÿ
óíèâåðñàëüíûì. Îí áûë ââåäåí â [10] Þ.Å. Íåñòåðîâûì è À.Ñ. Íåìèðîâñêèì è ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé óíèâåð-
ñàëüíîé êîíñòðóêöèåé áàðüåðà. Èçíà÷àëüíî áûëî èçâåñòíî, ÷òî ïàðàìåòð óíèâåðñàëüíîãî áàðüåðà îãðàíè-
÷åí ñâåðõó âåëè÷èíîé C · n, ãäå C ≥ 1 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïîçæå â ðàáîòàõ [1],[6] áûëî óñòàíîâëåíî,
÷òî ìîæíî âûáðàòü C = 1.

Åñëè A � ëèíåéíûé àâòîìîðôèçì êîíóñà K, òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå F (Ax) = F (x) + log detA äëÿ
âñåõ x ∈ Ko. Ýòî ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü óíèâåðñàëüíûé áàðüåð íà îäíîðîäíûõ êîíóñàõ, ò.å. íà âíóòðåííîñòè
êîòîðûõ ãðóïïà ëèíåéíûõ àâòîìîðôèçìîâ äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî [3, 4].

Â îáùåì ñëó÷àå óíèâåðñàëüíûé áàðüåð çàäàåòñÿ ìíîãîìåðíûì èíòåãðàëîì ïî äâîéñòâåííîìó êîíóñó è
åãî òðóäíî âû÷èñëèòü äàæå äëÿ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûõ íåîäíîðîäíûõ êîíóñîâ.
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Ðèñ. 4: Ãðàô ôóíêöèè φ(t), îïðåäåëÿþùåé êàíîíè÷åñêèé áàðüåð íà êîíóñå Kexp

Ýíòðîïè÷åñêèé áàðüåð. Ýòîò áàðüåð äâîéñòâåííûé ê óíèâåðñàëüíîìó. Åãî ïàðàìåòð òàêæå ðàâåí
ðàçìåðíîñòè êîíóñà. Íà îãðàíè÷åííûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâàõ ýíòðîïè÷åñêèé áàðüåð áûë ðàññìîòðåí â
ðàáîòå [1].

Êàíîíè÷åñêèé áàðüåð. Ïîñòðîåíèå ýòîãî áàðüåðà îñíîâàíî íà ãëóáîêîé òåîðåìå â òåîðèè óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü D ⊂ Rn � âûïóêëàÿ îáëàñòü, íå ñîäåðæàùàÿ ïðÿìîé. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííîå âûïóêëîå ðåøåíèå F : D → R óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ log detF ′′ = 2F ñ ãðàíè÷íûì
óñëîâèåì limx→∂D F (x) = +∞.

Â ñëó÷àå êîãäà D � âíóòðåííîñòü âûïóêëîãî ðåãóëÿðíîãî êîíóñà K, ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷-
íî îäíîðîäíûì ñàìîñîãëàñîâàííûì áàðüåðîì íà K ñî çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà ν = n. Ýòîò áàðüåð íàçûâàåòñÿ
êàíîíè÷åñêèì. Äâîéñòâåííûé áàðüåð ê êàíîíè÷åñêîìó áàðüåðó íà êîíóñå K ñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêèì áà-
ðüåðîì íà äâîéñòâåííîì êîíóñå K∗.

Êàíîíè÷åñêèé áàðüåð îáëàäàåò òåì æå ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ ê äåéñòâèþ ãðóïïû
àâòîìîðôèçìîâ êîíóñà K, ÷òî è óíèâåðñàëüíûé, è ïîýòîìó ñîâïàäàåò ñ íèì íà îäíîðîäíûõ êîíóñàõ.

Â îáùåì ñëó÷àå ýòîò áàðüåð òàêæå òðóäíî âû÷èñëèòü, íî äëÿ íåêîòîðûõ íåîäíîðîäíûõ êîíóñîâ èìå-
þòñÿ àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ.

Ïðèìåð: Íà 3-ìåðíîì ýêñïîíåíöèàëüíîì êîíóñå Kexp êàíîíè÷åñêèé áàðüåð çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

Fcan(x, y, z) = − log y − 2 log z + φ(log
y

z
− x

z
),

ãäå ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ φ : R++ → R çàäàíà íåÿâíî êðèâîé{(
t
φ

)
=

1

2

(
log(1 + κ) + 2κ

log(1 + κ)− 3 log κ

) ∣∣∣∣ κ ∈ R++

}
.

Äëÿ îðòàíòà, êîíóñà Ëîðåíöà è ìàòðè÷íîãî êîíóñà âñå òðè êîíñòðóêöèè ïðèâîäÿò ê áàðüåðàì, ïðîïîð-
öèîíàëüíûì àâòî-øêàëèðîâàííûì áàðüåðàì, ïðèâåäåííûì â âûøåñòîÿùåé òàáëèöå.

Ðåçþìå: Äëÿ êîíóñîâ, ëåæàùèõ â îñíîâå ëèíåéíûõ, êâàäðàòè÷íî-êîíè÷åñêèõ è ïîëó-îïðåäåëåííûõ
ïðîãðàìì, èìåþòñÿ ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìûå ñàìîñîãëàñîâàííûå áàðüåðû ñ ìàëûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà.
Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîíóñîâ òàêèå áàðüåðû òàêæå ñóùåñòâóþò, íî â îáùåì ñëó÷àå èõ òðóäíî âû÷èñëèòü.
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