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5 Èñòîðèÿ êîíè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðåäñòàâèì êðàòêèé îáçîð èñòîðèè ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ âíóòðåííåé òî÷êè è êîíè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

5.1 Ìåòîäû äëÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Èçíà÷àëüíî ìåòîäû âíóòðåííåé òî÷êè ðàçâèâàëèñü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïà-
ðàëëåëüíî ñ ýâîëþöèåé ñèìïëåêñ-ìåòîäà øëî ðàçâèòèå êëàññà ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ îáùèõ íåãëàäêèõ
âûïóêëûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè, îñíîâàííûõ íà ïîñòðîåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ ìîíîòîííî óáû-
âàþùåãî îáúåìà, ñîäåðæàùèõ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è. Â 1965 ã. À.Þ. Ëåâèí ïðåäëîæèë ìåòîä öåí-
òðàëüíûõ ñå÷åíèé [35], à â 1972 ã. Í.Ç. Øîð ðàçðàáîòàë àëãîðèòì, èñïîëüçóþùèé ýëëèïñîèäû [69]. Ìåòîä
ýëëèïñîèäîâ â ñîâðåìåííîì âèäå áûë ïðåäëîæåí Ä.Á. Þäèíûì è À.Ñ. Íåìèðîâñêèì â 1976 ã. [86]. Ýòîò
ìåòîä èìååò â òåîðèè ïîëèíîìèàëüíóþ ñëîæíîñòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [28].
Îäíàêî, íà ïðàêòèêå îí íå ìîæåò êîíêóðèðîâàòü ñ ñèìïëåêñ-ìåòîäîì.

Â 1967 ã. È.È. Äèêèí ïðåäëîæèë ïåðâûé ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè äëÿ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
[11]. Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëëèïñîèäîâ, ñîäåðæàùèõñÿ âî ìíîæåñòâå
äîïóñòèìûõ òî÷åê è ñõîäÿùåéñÿ ê îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ. Â 1984 ã. Êàðìàðêàð ïîñòðîèë ïåðâûé ìåòîä
âíóòðåííåé òî÷êè, èìåþùèé ïîëèíîìèàëüíóþ ñëîæíîñòü [26]. Åãî ìåòîä ïðèìåíÿë ê ìíîæåñòâó äîïóñòè-
ìûõ òî÷åê ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåä òåì, êàê ñòðîèòü âïèñàííûé ýëëèïñîèä. Ïîýòîìó ëèíåéíóþ
ôóíêöèþ öåíû ïðèøëîñü çàìåíèòü íà äðîáíî-ëèíåéíóþ. Ýòîò íåäîñòàòîê ñìîòèâèðîâàë ðàçâèòèå âàðèàí-
òîâ àëãîðèòìà, êîòîðûå èñïîëüçîâàëè àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è êîòîðûå áûëè ñõîæè ìåòîäó Äèêèíà
[81, 5]. Ýòè ìåòîäû áûëè ñïîñîáíû êîíêóðèðîâàòü ñ ñèìïëåêñ-ìåòîäîì íà ïðàêòèêå, íî òîëüêî ìåòîä
Êàðìàðêàðà èìåë òàêæå õîðîøèå òåîðåòè÷åñêèå ñâîéñòâà.

Ðàáîòà Êàðìàðêàðà ïîñëóæèëà òîë÷êîì äëÿ ñèñòåìàòè÷åñêîãî èçó÷åíèÿ ìåòîäîâ âíóòðåííåé òî÷êè
äëÿ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ìåòîä Êàðìàðêàðà îòíîñèòñÿ ê êëàññó ïðÿìûõ ìåòîäîâ, ïîñêîëüêó îí
ñòðîèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîïóñòèìûõ òî÷åê äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê áàðüåðíûé
ìåòîä, ò.å. ìèíèìèçèðóþùèé ñóììó èñõîäíîé ôóíêöèè öåíû è áàðüåðà, ñòðåìÿùåãîñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè íà
ãðàíèöå äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà [26, 75]. Â êà÷åñòâå áàðüåðà íà îðòàíòå Rn

+ èñïîëüçîâàëàñü ôóíêöèÿ
F (x) = −

∑n
j=1 log xi. Áàðüåðíûå ìåòîäû áûëè óæå ðàíåå èçâåñòíû èç íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè.

Â ñåðèè ðàáîò [6, 7, 31] ïîäðîáíî èçó÷àëàñü ñâÿçü ìåæäó áàðüåðíûìè ìåòîäàìè ñ îäíîé ñòîðîíû è
ìåòîäîì Êàðìàðêàðà è åãî àôôèííûõ âàðèàíòîâ ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñì. òàêæå [36]. Â ÷àñòíîñòè, èçó-
÷àëîñü âåêòîðíîå ïîëå íàïðàâëåíèé øàãà. Ïîëå, ïîëó÷àþùååñÿ â ìåòîäå Êàðìàðêàðà, íàçûâàåòñÿ ïîëåì
ïðîåêòèâíîé øêàëèðîâêè [31], à ïîëå, èñïîëüçóåìîå â àôôèííûõ âàðèàíòàõ ïîëåì àôôèííîé øêàëèðîâêè
[7]. Îáà ïîëÿ ñîâïàäàþò íà öåíòðàëüíîì ïóòè. Â ðàáîòå [63] áûë ïðåäëîæåí ìåòîä, ñòðîÿùèé èòåðàöèè â
îêðåñòíîñòè öåíòðàëüíîãî ïóòè è ñëåäóþùèé ýòîìó ïóòè â íàïðàâëåíèè ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Ýòîò ìåòîä
îáõîäèëñÿ ìåíüøèì ÷èñëîì èòåðàöèé äëÿ äîñòèæåíèÿ äàííîãî óðîâíÿ òî÷íîñòè, ÷åì ìåòîä Êàðìàðêàðà,
íî ñàìè èòåðàöèè áûëè áîëåå òðóäîåìêèìè.

Â ðàáîòàõ [30, 41, 77] áûëè ïðåäëîæåíû ïðÿìî-äâîéñòâåííûå ìåòîäû, ãåíåðåðóþùèå ïàðû ïðÿìûõ è
äâîéñòâåííûõ òî÷åê íà êàæäîì øàãå. Â ñòàòüå [37] ïîñòðîåí ïðÿìî-äâîéñòâåííûé ìåòîä âòîðîãî ïîðÿäêà,
â [39] èñïîëüçóåòñÿ àäàïòèâíàÿ äëèíà øàãà. Â ðàáîòàõ [29, 38] ïðåäëàãàþòñÿ ïðÿìî-äâîéñòâåííûå ìåòîäû,
èòåðàöèè êîòîðûõ èñïîëüçóþò íåäîïóñòèìûå òî÷êè è óìåíüøàþò íåâÿçêó â ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ îä-
íîâðåìåííî ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè öåíû. Îáçîðû íà÷àëüíîãî ýòàïà ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ âíóòðåííèõ òî÷åê
ìîæíî íàéòè â [32, 67, 16, 10, 83].

5.2 Îáîáùåíèå íà ïðîèçâîëüíûå êîíóñà

Âñå âûøåîïèñàííûå ìåòîäû èñïîëüçóþò ëèáî ñòàíäàðòíûé ëîãàðèôìè÷íûé áàðüåð, ëèáî ñóììó ëîãàðèô-
ìîâ êîîðäèíàò ñ ïîëîæèòåëüíûìè âåñàìè, è áûëè ðàçðàáîòàíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ. Â 1988 ã. Þ.Å. Íåñòåðîâ è À.Ñ. Íåìèðîâñêèé ðàñøèðèëè îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ âíóòðåííîé
òî÷êè íà ïðîáëåìû îïòèìèçàöèè íàä ïðîèçâîëüíûìè êîíóñàìè è ââåëè ïîíÿòèå êîíè÷åñêîé ïðîãðàììû
[54, 55]. Îñíîâíûì íîâîââåäåíèåì, ïîçâîëèâøèì ñäåëàòü ýòî îáîáùåíèå, áûëî ïîíÿòèå ñàìîñîãëàñîâàííîãî
áàðüåðà [56]. Â ÷àñòíîñòè, ìåòîäû ñ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòüþ áûëè ðàçðàáîòàíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷
ïîëó-îïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [57], ÷òî â ïîñëåäñòâèè ïðèâåëî è ê ñóùåñòâåííûì ïðîðûâàì â
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ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ. Íåñòåðîâ è Íåìèðîâñêèé òàêæå ïîñòðîèëè òåîðèþ êîíè÷åñêîé äâîéñòâåííîñòè,
îáîáùàþùóþ õîðîøî èçâåñòíóþ äâîéñòâåííîñòü â ëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè [58].

Ïðÿìûå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íåçàâèñèìî áûëè îáîáùåíû Ô. Àëè-
çàäå íà ñëó÷àé ïîëó-îïðåäåëåííûõ ïðîãðàìì [2, 3]. Ïîçæå Àëèçàäå îáîáùèë òàêæå è ïðÿìî-äâîéñòâåííûå
ìåòîäû [4]. Îäíàêî, ýòî ìåòîäû áûëè îñíîâàíû íà øêàëèðóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ, ñîõðàíÿþùèõ êîíóñ,
è ïîýòîìó ãîäèëèñü òîëüêî äëÿ îäíîðîäíûõ êîíóñîâ.

Íåñòåðîâ è Íåìèðîâñêèé âûäåëèëè äâà ñâîéñòâà ëîãàðèôìè÷åñêèõ áàðüåðîâ, êîòîðûå îáúÿñíÿëè ýô-
ôåêòèâíîñòü ìåòîäîâ âíóòðåííåé òî÷êè íà çàäà÷àõ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, à èìåííî ëîãàðèôìè÷-
íóþ îäíîðîäíîñòü è ñàìîñîãëàñîâàííîñòü. Ýòî ïîçâîëèëî èì ðàçðàáîòàòü àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîä ê áàðüå-
ðàì äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ êîíè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â êíèãå [59] ïðåäëîæåíà ñàìîäîñòàòî÷íàÿ òåîðèÿ
ìåòîäîâ âíóòðåííåé òî÷êè äëÿ êîíè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íàä ïðîèçâîëüíûìè êîíóñàìè, îñíîâàí-
íàÿ íà ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîäíûõ ñàìîñîãëàñîâàííûõ áàðüåðàõ. Â ýòîé êíèãå òàêèå áàðüåðû íàçûâàþòñÿ
íîðìàëüíûìè, íî ýòî îáîçíà÷åíèå íå ïðèæèëîñü.

Ïðåäëîæåííûå Íåñòåðîâûì è Íåìèðîâñêèì ìåòîäû âíóòðåííåé òî÷êè äåëÿòñÿ íà äâà êëàññà, ñëåäóþ-
ùèå öåíòðàëüíîìó ïóòè (path-following) è ïîíèæàþùèå ïîòåíöèàë (potential reduction). Áîëüøèíñòâî èç
íèõ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè ìåòîäîâ àôôèííîé øêàëèðîâêè.

Â ìåòîäàõ ñëåäîâàíèÿ öåíòðàëüíîìó ïóòè èòåðàöèè íå ïîêèäàþò íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü öåíòðàëüíîãî
ïóòè, îäíîâðåìåííî ïðîäâèãàÿñü âäîëü íåãî ïî íàïðàâëåíèþ ê ðåøåíèþ. Äèàìåòð îêðåñòíîñòè ïðè ýòîì
îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì áàðüåðà ν. ×åì áîëüøå ýòîò ïàðàìåòð, òåì ìåíüøå îêðåñòíîñòü è òåì êîðî÷å
øàãè âäîëü öåíòðàëüíîãî ïóòè, êîòîðûå ìîæíî ñäåëàòü, íå îïàñàÿñü ïîêèíóòü åãî îêðåñòíîñòü. Â ýòèõ òàê
íàçûâàåìûõ ìåòîäàõ êîðîòêîãî øàãà äëèíà øàãà ïîðÿäêà åäèíèöû â ñîîòâåòñòâóþùåé ëîêàëüíîé íîðìå,
çàäàâàåìîé ãåññèàíîì áàðüåðà. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó ìåòîäû ñ äëèííûì øàãîì ìîãóò óäàëÿòüñÿ
äàëüøå îò öåíòðàëüíîãî ïóòè, íî â òåîðèè èõ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè íå âûøå, ÷åì ó ìåòîäîâ ñ êîðîòêèì
øàãîì. Ìîäèôèêàöèåé ýòèõ ìåòîäîâ ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû òèïà ïðîãíîç-ïîïðàâêà (predictor-corrector), êî-
òîðûå îòäåëüíî äðóã îò äðóãà äåëàþò øàã âäîëü öåíòðàëüíîãî ïóòè (ïðîãíîç) è øàã ïî íàïðàâëåíèþ
ê öåíòðàëüíîìó ïóòè, êîððåêòèðóþùèé ñäåëàííóþ íà ïðåäûäóùåì øàãå îøèáêó (ïîïðàâêà). Â ïðÿìûõ
ìåòîäàõ ðàññòîÿíèå äî öåíòðàëüíîãî ïóòè èçìåðÿåòñÿ â ëîêàëüíîé íîðìå, çàäàâàåìîé ãåññèàíîì áàðüåðà
â òåêóùåé òî÷êå. Â ïðÿìî-äâîéñòâåííûõ ìåòîäàõ èòåðàöèè ïðîâîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî â ïðÿìîì è äâîé-
ñòâåííîì ïðîñòðàíñòâàõ, è ðàññòîÿíèå äî öåíòðàëüíîãî ïóòè èçìåðÿåòñÿ èíûìè ñïîñîáàìè. Ïðîòîòèïû
ïðÿìî-äâîéñòâåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ [36, 30, 41]. Â [79]
ðàçðàáîòàíû îáîáùåíèÿ íà ïðîèçâîëüíûå êîíóñà.

Ìåòîäû, ïîíèæàþùèå ïîòåíöèàë, â áîëüøèíñòâå ñâîåì ïðÿìî-äâîéñòâåííûå. Îáúåêò, ãåíåðèðóåìûé
ìåòîäîì íà êàæäîì øàãå, ñîñòîèò èç òî÷êè â ïðÿìîì ïðîñòðàíñòâå, òî÷êè â äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå,
è ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà. Íà ìíîæåñòâå òàêèõ òðîåê îïðåäåëåí íåêèé ïîòåíöèàë, óáûâàþùèé ìîíîòîííî â
õîäå èòåðàöèé. Ìåòîäû ìîãóò ãåíåðèðîâàòü òî÷êè, äàëåêèå îò öåíòðàëüíîãî ïóòè. Ïîòåíöèàë íåîãðàíè÷åí
ñíèçó, è åñëè îí ñòðåìèòñÿ ê −∞ íà íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðîåê, òî êîìïîíåíòû ýòîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ñòðåìÿòñÿ ê ðåøåíèÿì ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷è, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîòåíöèàë è âìåñòå ñ
íèì ðàçðûâ äâîéñòâåííîñòè ãàðàíòèðîâàíî óáûâàþò íà êàæäîì øàãå íà íåêîòîðóþ êîíå÷íóþ âåëè÷èíó,
îáåñïå÷èâàÿ ëèíåéíóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Îäíàêî, ÷åì áîëüøå ïàðàìåòð áàðüåðà, òåì ìåíüøå âåëè÷èíà,
íà êîòîðóþ óìåíüøàþòñÿ ïîòåíöèàë è ðàçðûâ äâîéñòâåííîñòè. Ïðîòîòèïû òàêèõ ìåòîäîâ äëÿ ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ [73, 77]. Îíè èñïîëüçóþò òàê íàçûâàåìûé ïîòåíöèàë Òàíà-
áå, Òîääà, Éå (Tanabe-Todd-Ye potential), êîòîðûé áûë îáîáùåí â áîëåå ïîçäíèõ ðàáîòàõ, íàïðèìåð, [44].
Ìåòîä Êàðìàðêàðà òàêæå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïðÿìîé ìåòîä ïîíèæåíèÿ ïîòåíöèàëà, ÷òî áûëî
çàìå÷åíî åùå ñàìèì Êàðìàðêàðîì [26].

Â ðàáîòå [44] Þ.Å. Íåñòåðîâ óñòàíîâèë, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê, ãåíåðèðóåìûå ìíîãèìè ìåòî-
äàìè ïîíèæåíèÿ ïîòåíöèàëà è ìåòîäàìè ñëåäîâàíèÿ öåíòðàëüíîìó ïóòè ñ äëèííûì øàãîì èìåþò îáùèå
ñâîéñòâà.

5.3 Ñëó÷àé ñèììåòðè÷åñêèõ êîíóñîâ

Äëÿ òîãî, ÷òîáû êîíè÷åñêàÿ ïðîãðàììà íàä íåêîòîðûì êîíóñîì K ⊂ Rn ýôôåêòèâíî ðåøàëàñü, íåîáõîäè-
ìî íàëè÷èå ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìîãî ñàìîñîãëàñîâàííîãî áàðüåðà íà K ñ íåáîëüøèì çíà÷åíèåì ïàðàìåò-
ðà. Äëÿ êîíóñîâ, ëåæàùèõ â îñíîâå ëèíåéíûõ, êâàäðàòè÷íî-êîíè÷åñêèõ è ïîëó-îïðåäåëåííûõ ïðîãðàìì,



Ãåîìåòðèÿ ñàìîñîãëàñîâàííûõ áàðüåðîâ "Óïðàâëåíèå, Èíôîðìàöèÿ, Îïòèìèçàöèÿ", èþíü 2019

ò.å. îðòàíòà, êîíóñà Ëîðåíöà è ìàòðè÷íûõ êîíóñîâ, èçâåñòíû ëåãêî âû÷èñëèìûå áàðüåðû ñ ìàëûì çíà÷å-
íèåì ïàðàìåòðà. Ýòî îáúÿñíÿëî óñïåõ ìåòîäîâ âíóòðåííåé òî÷êè íà ýòèõ êëàññàõ êîíè÷åñêèõ ïðîãðàìì.

Â 1994 ã. Þ.Å. Íåñòåðîâ è Ì. Òîää çàìåòèëè, ÷òî ñòàíäàðòíûå ëîãàðèôìè÷íûå áàðüåðû íà îðòàíòå, êî-
íóñå Ëîðåíöà è ìàòðè÷íûõ êîíóñàõ îáëàäàþò îñîáûì ñâîéñòâîì, à èìåííî, îíè àâòî-øêàëèðîâàíû [49]. Â
÷àñòíîñòè ýòî âëå÷åò çà ñîáîé, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ intK è s ∈ intK∗ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà w ∈ intK
òàêàÿ, ÷òî F ′′(w)x = s [50, Òåîðåìà 3.1]. Òî÷êà w íàçûâàåòñÿ òî÷êîé øêàëèðîâêè ïðÿìî-äâîéñòâåííîé ïà-
ðû (x, s). Â îòëè÷èå îò öåíòðàëüíîãî ïóòè îíà íåçàâèñèìà îò äàííûõ êîíè÷åñêîé ïðîãðàììû è ÿâëÿåòñÿ
èñêëþ÷èòåëüíî ñâîéñòâîì ñàìîãî áàðüåðà. Íåñòåðîâ è Òîää ðàçâèëè òåîðèþ ìåòîäîâ âíóòðåííèõ òî÷åê
ñïåöèàëüíî äëÿ àâòî-øêàëèðîâàííûõ áàðüåðîâ [50, 51]. Â ýòîé òåîðèè íàïðàâëåíèå øàãà, òàê íàçûâàå-
ìîå íàïðàâëåíèå Íåñòåðîâà-Òîääà, âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ãåññèàíà áàðüåðà â òî÷êå øêàëèðîâêè. Îíî
îáëàäàåò ïðÿìî-äâîéñòâåííîé ñèììåòðèåé. Íà ïðàêòèêå ýòè ìåòîäû âåäóò ñåáÿ ëó÷øå, ÷åì ìåòîäû äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ êîíóñîâ [76, 74]. Íàïðàâëåíèå Íåñòåðîâà-Òîääà äëÿ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ áûëî óæå
ðàíåå íàéäåíî â ðàáîòàõ [36, 30, 41].

Ïðèìåðíî â òî æå âðåìÿ Ë.Å. Ôàéáóñîâè÷ çàìåòèë [12], ÷òî êîíóñà, èñïîëüçóåìûå â ëèíåéíûõ, êâàäðà-
òè÷íî-êîíè÷åñêèõ è ïîëó-îïðåäåëåííûõ ïðîãðàììàõ, èìåþò äðóãîå îáùåå ñâîéñòâî, à èìåííî, îíè ÿâëÿ-
þòñÿ ñèììåòðè÷åñêèìè. Ñèììåòðè÷åñêèå êîíóñà õàðàêòåðèçóþòñÿ óñëîâèÿìè îäíîðîäíîñòè è ñàìîäâîé-
ñòâåííîñòè, ò.å. èõ ãðóïïà ëèíåéíûõ àâòîìîðôèçìîâ äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà âíóòðåííîñòè êîíóñà, à
äâîéñòâåííûé êîíóñ ëèíåéíî èçîìîðôåí èñõîäíîìó. Èõ òàêæå ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü êàê êîíóñû êâàä-
ðàòîâ â åâêëèäîâûõ æîðäàíîâûõ àëãåáðàõ. Ôàéáóñîâè÷ îáîáùèë ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå äëÿ âûøåíàçâàí-
íûõ êîíóñîâ, íà ïðîèçâîëüíûå ñèììåòðè÷åñêèå êîíóñà, èñïîëüçóÿ â ÿâíîì âèäå ëåæàùóþ â îñíîâå êîíóñà
æîðäàíîâó àëãåáðó [13, 14], ñì. òàêæå [66].

Â òî âðåìÿ êàê àâòî-øêàëèðîâêà ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâîì áàðüåðà, ñèììåòðè÷íîñòü ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâîì
êîíóñà. Òåì íå ìåíåå, ýòè äâà ñâîéñòâà îêàçàëèñü òåñíî ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì. Íåñêîëüêî àâòîðîâ äîêàçàëè
íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, ÷òî êîíóñ äîïóñêàåò àâòî-øêàëèðîâàííûé áàðüåð òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí
ñèììåòðè÷åñêèé, è ïðåäñòàâèëè ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ àâòî-øêàëèðîâàííûõ áàðüåðîâ [19, 18, 20, 65, 22].
Îáçîð èñòîðèè ýòèõ èññëåäîâàíèé ìîæíî íàéòè â [21].

Ìåòîäû âíóòðåííåé òî÷êè äëÿ àâòî-øêàëèðîâàííûõ áàðüåðîâ ïðèâëåêëè âíèìàíèå ìíîãèõ èññëåäîâà-
òåëåé [40, 43, 71, 72, 78], ñì. òàêæå áîëåå îáùèå îáçîðû è ïîñîáèÿ [80, 84, 62, 85, 82, 64].

5.4 Îáîáùåíèÿ íà íåñèììåòðè÷åñêèå êîíóñà

Â ðàáîòå [17] ìåòîäû, îñíîâàííûå íà àâòî-øêàëèðîâàííûõ áàðüåðàõ, áûëè îáîáùåíû íà ñëó÷àé ãèïåðáî-
ëè÷åñêèõ áàðüåðîâ íà ãèïåðáîëè÷åñêèõ êîíóñàõ. Â ðàáîòå [9] áûëè ïðåäëîæåíû ìåòîäû äëÿ îäíîðîäíûõ
êîíóñîâ, îñíîâàííûå íà ïðåäñòàâëåíèè ýòèõ êîíóñîâ ÷åðåç T -àëãåáðû. Â ðàáîòàõ [45, 53] ïîíÿòèå òî÷êè
øêàëèðîâêè áûëî ðàññìîòðåíî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ áàðüåðîâ.

Ê íà÷àëó 2000-õ ðàçâèòèå òåîðèè ìåòîäîâ âíóòðåííåé òî÷êè çàìåäëèëîñü, è öåíòð èññëåäîâàíèé ïåðå-
ìåñòèëñÿ ê ïðèëîæåíèÿì. Ïðîáëåìû îïòèìèçàöèè, âîçíèêàþùèå íà ïðàêòèêå, ðåäêî ïðåäñòàâëåíû â âèäå
ñòàíäàðòíîé êîíè÷åñêîé ïðîãðàììû íàä ñèììåòðè÷åñêèì êîíóñîì, è ÷àñòî äàæå íåýêâèâàëåíòíû òàêîé
ïðîãðàììå, íàïðèìåð, ïîòîìó ÷òî îíè íåâûïóêëû. Ïîýòîìó âàæíî óìåòü ïåðåôîðìóëèðîâûâàòü âîçíèêàþ-
ùèå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ïðîáëåìû îïòèìèçàöèè â ñèììåòðè÷åñêèå ïðîãðàììû, èëè íàõîäèòü âûïóêëûå
ðåëàêñàöèè â âèäå òàêèõ ïðîãðàìì. Ñîîòâåòñòâåííî âèíìàíèå èññëåäîâàòåëåé ñòàëî àêöåíòèðîâàòüñÿ íà
ôîðìóëèðîâêå ðàçíûõ îïðèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì â âèäå ïîëó-îïðåäåëåííûõ ïðîãðàìì è êîíñòðóêöèè
ïîëó-îïðåäåëåííûõ ðåëàêñàöèé.

Â ïîñëåäíèå ãîäû, îäíàêî, ñíîâà íàáëþäàåòñÿ ïîâûøåííûé èíòåðåñ ê ìåòîäàì âíóòðåííåé òî÷êè è
ñàìîñîãëàñîâàííûì áàðüåðàì. Â ÷àñòíîñòè, áûëè ïîñòðîåíû íîâûå áàðüåðû, êàê äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âû-
ïóêëûõ ìíîæåñòâ è êîíóñîâ [23, 15, 8, 1], òàê è äëÿ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [33, Ðàçäåë 6.3],[34]. Â
ðàáîòå [48] â êà÷åñòâå îáîáùåíèÿ àâòî-øêàëèðîâàííûõ áàðüåðîâ áûëè ðàññìîòðåíû áàðüåðû ñ îòðèöà-
òåëüíîé êðèâèçíîé, à ïàðàìåòð áàðüåðà êàê ìåðèëî ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè áûë äîïîëíåí êîýôôèöèåíòîì
ðåöåññèè.

5.5 Ãåîìåòðèÿ ñàìîñîãëàñîâàííûõ áàðüåðîâ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðåäñòàâèì îáçîð èññëåäîâàíèé ñïåöåôè÷åñêè ïî ãåîìåòðèè ìåòîäîâ âíóòðåííåé òî÷êè
è ñàìîñîãëàñîâàííûõ áàðüåðîâ.
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Ïîäðîáíûé àíàëèç ãåîìåòðèè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ áûë ïðîâåäåí Êàðìàðêàðîì â ðàáîòå [27].
Â êà÷åñòâå îäíîãî èç ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ âûñòóïàåò ðèìàíîâà ìåòðèêà, îïðåäåëåííàÿ ãåññèàíîì
áàðüåðà. Èçíà÷àëüíî ýòà ìåòðèêà áûëà ââåäåíà âíå ñâÿçè ñ ñàìèì áàðüåðîì. Ìåòðèêà ïîçâîëÿåò ïðåîá-
ðàçîâûâàòü ãðàäèåíòû (êîêàñàòåëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ) â íàïðàâëåíèÿ (êàñàòåëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ) è
íàîáîðîò, ÷òî ïðèâîäèò ê èíòåðïðåòàöèè ìåòîäîâ âíóòðåííåé òî÷êè êàê ìåòîäîâ ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà,
ìèíèìèçèðóþùèõ íåêèé ïîòåíöèàë. Â ñëó÷àå ìåòîäîâ àôôèííîãî òèïà ìåòðèêà îïðåäåëåíà íà âíóòðåí-
íîñòè îðòàíòà, â òî âðåìÿ êàê â ìåòîäàõ ïðîåêòèâíîãî òèïà îíà îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå âíóòðåííèõ
ëó÷åé îðòàíòà. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé, âî âòîðîì îíà îáëàäàåò íåíóëåâîé êðèâèçíîé.
Â àôôèííîì ñëó÷àå íàïðàâëåíèå øàãà îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ëèíåéíîé ôóíêöèè öåíû, â ïðîåêòèâíîì
ãðàäèåíòîì íåêîòîðîãî ïîòåíöèàëà, õîòÿ â îðèãèíàëüíîé ôîðìóëèðîâêå [27, Theorem 1] ýòî íå óïîìÿíóòî
â ÿâíîì âèäå. Îäíèì èç èòîãîâ ãåîìåòðè÷åñêîãî õàðàêòåðà ðàáîòû [27] áûë ðîñò ÷èñëà èòåðàöèé ìåòîäà ñ
êðèâèçíîé òðàåêòîðèé ãðàäèåíòíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ, ïîñêîëüêó êðèâèçíà îïðåäåëÿåò êà÷åñòâî àïïðîê-
ñèìàöèè èíòåãðàëüíîé êðèâîé äèñêðåòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èòåðàöèé ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà. Îöåíêè
÷èñëà èòåðàöèé ÷åðåç êðèâðèçíó öåíòðàëüíîãî ïóòè áûëè ïîçæå ïîëó÷åíû òàêæå â ðàáîòàõ [70, 87, 42, 25].

Þ.Å. Íåñòåðîâ è À.Ñ. Íåìèðîâñêèé ïîêàçàëè, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ëîãàðèôìè÷íî îäíîðîä-
íîãî ñàìîñîãëàñîâàííîãî áàðüåðà F íà êîíóñå K ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé ìåæäó âíóòðåííîñòÿìè ïðÿìîãî
è äâîéñòâåííîãî êîíóñîâ, åñëè ðàññìàòðèâàòü èõ êàê ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ, îñíàùåííûå ìåòðèêàìè
F ′′, F ′′∗ , ñîîòâåòñòâåííî [59, p.45], ñì. òàêæå [52]. Áîëåå òîãî, ýòà èçîìåòðèÿ ïåðåâîäèò òðåòüþ ïðîèçâîä-
íóþ F ′′′ â −F ′′′∗ , à ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ F ′ â −F ′∗.

Âïîñëåäñòâèè ðèìàíîâà ìåòðèêà èãðàëà òîëüêî ïîáî÷íóþ ðîëü, îïðåäåëÿÿ ëîêàëüíûå íîðìû â îêðåñò-
íîñòÿõ òî÷åê èòåðàöèé èëè òî÷åê øêàëèðîâîê. Â 2000-õ ãã. èíòåðåñ ê ìåòðèêå êàê ê ñàìîñòîÿòåëüíîìó ãåî-
ìåòðè÷åñêîìó îáúåêòó âîçîáíîâèëñÿ. Áûëè èññëåäîâàíû åå ãåîäåçè÷åñêèå è îïðåäåëåííûå åþ ðàññòîÿíèÿ.
Â ðàáîòå [52] ãåîäåçè÷åñêèå áûëè ïîñ÷èòàíû äëÿ íåñêîëüêèõ êîíêðåòíûõ ñëó÷àåâ. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
âíóòðåííîñòåé ïðÿìîãî è äâîéñòâåííîãî êîíóñîâ òàêæå áûëî ðàññìîòðåíî êàê ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå,
îñíàùåííîå ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ìåòðèê íà ôàêòîðàõ. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëèíà ïðÿìî-äâîéñòâåííîãî
öåíòðàëüíîãî ïóòè â ýòîé ìåòðèêå îòëè÷àëàñü íà ôàêòîð, îãðàíè÷åííûé

√
2, îò ãåîäåçè÷åñêîé äëèíû. Â

ðàáîòàõ [46, 47] ñ ãåîäåçè÷åñêîé äëèíîé ñðàâíèâàëàñü äëèíà ïðÿìîãî öåíòðàëüíîãî ïóòè.
Â ðàáîòàõ [60, 61, 24] áûëà óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ãåîìåòðèåé áàðüåðîâ â èíôîðìàöèîííîé ãåîìåòðè-

åé. Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé áûëî îöåíåíî ÷åðåç êðèâèçíó öåíòðàëüíîãî ïóòè. Â îáåèõ òåîðèÿõ ïðèñóòñòâóåò
äâîéñòâåííî ïëîñêàÿ ñòðóêòóðà (dually �at structure), îïðåäåëåííàÿ êàê ìíîãîîáðàçèå, íàäåëåííîå ðèìà-
íîâîé ìåòðèêîé íàðÿäó ñ ïàðîé ïëîñêèõ àôôèííûõ ñâÿçíîñòåé, äâîéñòâåííûõ äðóã ê äðóãó ïî îòíîøåíèþ
ê ìåòðèêå. Â ðîëè ïðÿìîé àôôèííîé ñâÿçíîñòè âûñòóïàåò êàíîíè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü ïðÿìîãî âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà Rn, â òî âðåìÿ êàê â ðîëè äâîéñòâåííîé ñâÿçíîñòè âûñòóïàåò ñâÿçíîñòü äâîéñòâåííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà Rn. Òàêàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà èñâåñòíà òàêæå ïîä íàçâàíèåì ãåññèàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ
(Hessian manifold) [68]. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ìåòîäîâ àôôèííîãî òèïà ïîëå íåïðàâëåíèé øàãà
ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïî îòíîøåíèþ ê äâîéñòâåííîé ñâÿçíîñòè. Ýòîò ðåçóëüòàò áûë ðàíåå äîêàçàí â
ýêâèâàëåíòíîé ôîðìóëèðîâêå â ðàáîòå [7].
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