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Notations générales

ouvert modélisant la surface du sub-
strat

Ω ⊂ R2

normale extérieure à Ω ν
intérieur du dôme Λ ⊂ R3

bord de Λ Γf ∪ Γs ∪ Γa
normale extérieure à Λ n
profil de vitesse à la sortie de l’orifice us
nombre de couches n

hauteur d’une couche h = δ
n

nombre de pas de temps M
m-ième pas de temps ∆m

t

unité
vitesse du fluide u m·s−1

pression p Pa
température dans le fluide T K
température de l’interface avec le
substrat

Tb K

Table de constantes physiques

unité
valeur pour l’expérience
avec du silicone

valeur pour des rélevés
sur une coulée de lave

durée de l’expérience tf s 3420
température ambiante T0 K 293 293
température de la
source

T1 K 329 973 ou 1373

débit de la source Q m3 · s−1 7 · 10−8 1
rayon de l’orifice r0 m 0.01
viscosité du fluide η Pa·s [2.7, 5.2] 109 ou 103

capacité thermique du
fluide

Cp J·kg−1 ·K−1 1500 103

capacité thermique du
substrat

Cps J·kg−1 ·K−1 - -

masse volumique du
fluide

ρ kg·m−3 [942, 974] 2300

masse volumique du
substrat

ρs kg·m−3 - -

conductivité thermique
du fluide

k W·m−1 ·K−1 0.15 3

conductivité thermique
du substrat

ks W·m−1 ·K−1 3 · 10−2

diffusivité thermique du
fluide

κ = k
ρCp

m2 · s−1 10−7 3 · 10−6

diffusivité thermique du
substrat

κs
ks
ρCps

m2 · s−1 6 · 10−7

émissivité du fluide εr - 0.96 0.97
coefficient de transfert
convectif

λ W·m−2 ·K−1 2 10

constante de Stefan-Boltzmann σ = 5.67 · 10−8 Wm−2 ·K−4

intensité de la pesanteur terrestre g = 9.81 m · s−2
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Nombres utilisés dans l’analyse asymptotique

unité
valeur pour l’expérience
avec du silicone

valeur pour des rélevés
sur une coulée de lave

hauteur caractéristique H m 2 · 10−3

longueur caractéristique L m 0.5

rapport d’aspect ε = H
L - 0.4 10−4 ou 10−3

vitesse caractéristique
anisotrope

U = ρgH3

ηL m·s−1 3.8 · 10−3

nombre de Reynolds Re = ρ2gH3

η2
- 4.6 · 10−3

nombre de Péclet aniso-
trope

Pe =
ρ2gCpH3

kηL2 - 7.2 · 106

Nombres utilisés dans les calculs numériques

unité
valeur pour l’expérience
avec du silicone

valeur pour des rélevés
sur une coulée de lave

vitesse caractéristique
isotrope

V = ρgH2

η m·s−1 9.5 · 10−3

nombre de Péclet iso-
trope

P̂ e =
ρ2CpgH
ηk - 4.6 · 107 8.6 · 107

constante de convection
avec l’air

Cu = Hλ
k - 2.7 · 10−3

constante de diffusion
dans le substrat

Cd = H
k

(
ρsCpsksρgH

πη

) 1
2

- 0.64

nombre ed Nusselt
(rayonnement)

Nu = Hεrσ∆T 3

k - 3.4 · 10−5

écart de température
caractéristique

∆T = T1 − T0 K 36

coefficient de rayonne-
ment

α = T0
∆T - 8.14
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Introduction

La prévision des risques liés aux écoulements géophysiques tels que les coulées de lave volcaniques pose
de véritables défis aux méthodes de modélisation numériques. En effet, ces écoulements à surface libres
couplent les équations de la dynamique des fluides, type Navier-Stokes, avec des phénomènes thermiques de
diffusion-convection ainsi que du rayonnement, de la convection dans l’air et de la diffusion dans le sous-sol.
De plus, ces écoulements s’étendent sur de très grandes longueurs pour une épaisseur relativement faible.

Une approche possible est d’utiliser cette structure d’écoulement en couche mince pour effectuer une ana-
lyse asymptotique et aboutir à certaines simplifications. Dans le cas d’un écoulement rapide, on obtient les
équations de Saint-Venant [2] pour la partie dynamique. Dans le cas d’un écoulement plus lent, on obtient
des équations différentes, de type parabolique dégénéré [9, 3]. Dans les deux cas, le système tridimensionnel
à surface libre se réduit à un problème bidimensionnel sur la surface. Cependant, pour la partie thermique,
les choses sont plus complexes : l’analyse asymptotique ne permet pas de réduire le problème, qui reste tridi-
mensionnel. De plus, la température présente des gradients importants suivant la verticale, avec l’apparition
de couches limites au voisinage de la surface libre.

Nous nous inspirons ici d’idées déjà développées dans le cadre des écoulements rapides, pour les adapter
au cas des écoulements lents, et proposer un approche multi-couche suivant la verticale pour approcher le
problème thermique. L’approximation multi-couche a été récemment analysée par Audusse et Bristeau [1].
Elle est couramment utilisée en océanographie [8, 10] le cadre des écoulements rapides (équations de Saint-
Venant). Pour les écoulements lents, comme les écoulements de lave volcanique, on peut trouver une première
approche dans le cadre de la modélisation de la calotte polaire antarctique [7, 11]. C’est cette approche que
nous allons approfondir ici.

La première partie du rapport présente la discrétisation unidimensionnelle suivant la verticale d’un
problème de diffusion-convection par une méthode de Galerkin discontinu de degré zéro (fonctions constantes
par morceaux). Cette partie préliminaire sera utilisée pour la modélisation multi-couche, présentée dans la
deuxième partie qui représente le coeur de ce rapport. qui représente le coeur de ce rapport. La troisième
partie regroupe les simulations numériques pour la croissance d’un dôme de lave : nous étudions la conver-
gence de la méthode et donnons des comparaisons avec des mesures pour une maquette de laboratoire sur
des fluides réels et non-isothermes.
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surface libre

substrat

couches intermédiares

Figure 1 – Principe d’un écoulement mince multicouches

1 Approximation discontinue pour un problème de diffusion convection

1.1 Enjeux et démarche

Dans ce paragraphe, nous présentons une méthode de résolution par éléments finis discontinus P0 d’un
problème de diffusion convection unidimensionnel. Cette méthode sera intégrée par la suite pour résoudre un
problème d’écoulement visqueux de type couche mince avec une modélisation multicouche (voir figure 1). Plus
précisément, les différentes couches sont couplées par une équation de diffusion convection unidimensionelle
que nous résoudrons par une méthode de type Galerkin discontinu. L’enjeu dans ce type de problème
est de trouver des définitions consistantes permettant de définir des opérateurs différentiels approchés sur
des epaces de fonctions polynomiales par morceaux. Dans l’article [4], il est présenté une méthode de
résolution de l’équation de Poisson avec conditions au bord de type Dirichlet homogène par éléments finis
P0 centrés. La seule contrainte imposée à priori sur le point d’interpolation est qu’il soit à l’intérieur de la
maille. En appliquant cette idée, nous donnons une méthode de résolution d’un problème unidimensionnel
de diffusion pure avec des conditions au bord de type Dirichlet, Neumann ou Robin, ce dernier cas est le
plus de intéressant car il approche correctement les différents échanges thermiques à l’interface entre deux
matériaux. Nous nous focaliserons ensuite sur le problème qui sera utile par la suite : le problème de diffusion
convection.

1.2 Problème de diffusion pure

Nous résolvons ici numériquement un problème de diffusion pure unidimensionnel

P1D : Trouver une fonction v définie dans [0, 1] vérifiant

−v′′ = f dans ]0, 1[

et différentes conditions au bord.

La fonction f considérée est supposée très régulière, le but de cette partie étant simplement d’écrire un
schéma pour l’équation de poisson 1D faisant intervenir seulement un unique point à l’intérieur de chaque
maille. Les conditions aux limites peuvent être de type Neumann, Dirichlet ou Robin. On note n le nombre
de maille, h = 1

n et par commodité on note vα = v(αn ). Sur les mailles intérieures, le schéma ressemble
à un schéma de type différences finies avec grilles décalées. Sur les mailles extrêmes, on ajuste le point
d’interpolation pour obtenir la consistance. On explicite la condition de Robin, on impose

−v′0 + αbv0 = gb, v′n + αuvn = gu.

Schéma centré dans les mailles intérieures

∀ i ∈ [|1, n− 1|], vi− 1
2
− 2vi+ 1

2
+ vi+ 3

2
= h2v′′

i+ 1
2

+O(h4) (1a)

11



Schéma décentré si i = 0 On considère les 3 développements limités suivants

v 1
2

= v0 +
h

2
v′0 +

h2

8
v′′0 +

h3

48
v

(3)
0 +O(h4)

v 3
2

= v0 +
3h

2
v′0 +

9h2

8
v′′0 +

27h3

48
v

(3)
0 +O(h4)

v′′β = v′′0 + hβv
(3)
0 +O(h2)

On en déduit les combinaisons suivantes :

v 3
2
− 3v 1

2
= −2v0 +

3h2

4
v′′β + h3

(
1

2
− 3

4
β

)
v

(3)
0 +O(h4)

v 3
2
− v 1

2
= hv′0 + h2v′′β + h3

(
26

48
− β

)
v

(3)
0 +O(h4)

En prenant β = 2
3 on obtient un schéma pour une conditions de Dirichlet :

4

3
v 3

2
− 4v 1

2
= −8

3
v0 − h2fβ +O(h4). (1b)

En prenant β = 13
24 on obtient un schéma pour une conditions de Neumann :

v 3
2
− v 1

2
= hv′0 − h2fβ +O(h4) (1c)

Si on réécrit les développements limités avec gb = −v′0 + αbv0, on obtient :

v 1
2

= v0

(
1 +

αbh

2

)
− h

2
gb +

h2

8
v′′0 +

h3

48
v

(3)
0 +O(h4)

v 3
2

= v0

(
1 +

3αbh

2

)
− 3h

2
gb +

9h2

8
v′′0 +

27h3

48
v

(3)
0 +O(h4)

On peut éliminer v0 et trouver le schéma correspondant à la condition de Robin, on note ε = hαb

v 3
2
− v 1

2

2 + 3ε

2 + ε
=
−gbh

2

(
3− 2 + 3ε

2 + ε

)
+
v′′βh

2

8

(
9− 2 + 3ε

2 + ε

)
+ h3v

(3)
0

((
27− 2 + 3ε

2 + ε

)
1

48
− β

(
9− 2 + 3ε

2 + ε

))
+O(h4)

On prend β = 6ε+13
9ε+24 et on obtient

v 3
2
− v 1

2

2 + 3ε

2 + ε
= −gbh

2

2 + ε
+
v′′βh

2

4

8 + 3ε

2 + ε
+O(h4),

soit

v 3
2

8 + 4ε

8 + 3ε
− v 1

2

8 + 12ε

8 + 3ε
= −gbh

8

8 + 3ε
− fβh2 +O(h4) (1d)

Schéma décentré si i = n− 1 On considère les 3 développements limités suivants

vn− 1
2

= vn −
h

2
v′n +

h2

8
v′′n −

h3

48
v(3)
n +O(h4)

vn− 3
2

= vn −
h

2
v′n +

9h2

8
v′′n −

27h3

48
v(3)
n +O(h4)

v′′n−β = v′′n − βhv(3)
n +O(h2)
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On en déduit les combinaisons suivantes :

vn− 3
2
− 3vn− 1

2
= −2vn +

3h2

4
v′′n−β − h3(

1

2
− 3

4
β)v(3)

n +O(h4)

vn− 3
2
− vn− 1

2
= −hv′n + h2v′′n−β − h3(

26

48
− β)v(3)

n +O(h4)

En prenant β = 2
3 on obtient un schéma pour une conditions de Dirichlet :

4

3
vn− 3

2
− 4vn− 1

2
= −8

3
vn − h2fn−β +O(h4). (1e)

En prenant β = 13
24 on obtient un schéma pour une conditions de Neumann :

vn− 3
2
− vn− 1

2
= −hv′n − h2fn−β +O(h4). (1f)

Si on réécrit les développements limités avec gu = v′n + αuvn, on obtient :

vn− 1
2

= vn(1 +
αuh

2
)− h

2
gu +

h2

8
v′′n −

h3

48
v(3)
n +O(h4)

vn− 3
2

= vn(1 +
3αuh

2
)− 3h

2
gu +

9h2

8
v′′n −

27h3

48
v(3)
n +O(h4)

On peut éliminer vn et trouver le schéma correspondant à la condition de Robin, on note ε = hαu

vn− 3
2
− vn− 1

2

2 + 3ε

2 + ε
=
−guh

2

(
3− 2 + 3ε

2 + ε

)
+
v′′n−βh

2

8

(
9− 2 + 3ε

2 + ε

)
− v(3)

n h3

((
27− 2 + 3ε

2 + ε

)
1

48
− β

(
9− 2 + 3ε

2 + ε

))
+O(h4)

On prend β = 6ε+13
9ε+24 et on obtient

vn− 3
2
− vn− 1

2

2 + 3ε

2 + ε
= −guh

2

2 + ε
+
v′′n−βh

2

4

8 + 3ε

2 + ε
+O(h4),

soit

vn− 3
2

8 + 4ε

8 + 3ε
− vn− 1

2

8 + 12ε

8 + 3ε
= −guh

8

8 + 3ε
− fn−βh2 +O(h4) (1g)

Le problème discret s’ennonce ainsi

PDIF : Trouver (vi + 1
2)0≤i≤n−1 ∈ Rn vérifiant les relations suivantes

∀ i ∈ [|1, n− 2|], −vi− 1
2

+ 2vi+ 1
2
− vi+ 3

2
= h2fi+ 1

2

Ainsi que deux conditions aux limites parmi :

Conditions de Dirichlet : Les constantes v̄0 et v̄n sont données

−v 3
2

+ 3v 1
2

= 2v̄0 + h2 3

4
fβ β =

2

3

−vn− 3
2

+ 3vn− 1
2

= 2v̄n + h2 3

4
fn−β β =

2

3

Conditions de Neumann : Les constantes −v′0 et v′n sont données

−v 3
2

+ v 1
2

= −hv̄′0 + h2fβ β =
13

24

−vn− 3
2

+ vn− 1
2

= hv̄′n + h2fn−β β =
13

24
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Figure 2 – Mesure de l’écart entre la solution numérique présentée vh et la solution explicite interpolée
Πh(vref )

Condition de Robin, Les constantes αu, gu et αb, gb sont données. On impose −v′0 + αbv0 = gb et
v′n + αuvn = gu.

−v 3
2

+ v 1
2

2 + 3εb
2 + εb

= gbh
2

2 + εb
+

8 + 3εb
8 + 4εb

fβbh
2

εb = hαb, βb =
6εb + 13

9εb + 24

−vn− 3
2

+ vn− 1
2

2 + 3εu
2 + εu

= guh
2

2 + εu
+

8 + 3εu
8 + 4εu

fn−βuh
2

εu = hαu, βu =
6εu + 13

9εu + 24

On remarque que l’on a construit un système linéaire tridiagonal symétrique qui peut être résolu très
efficacement une effectuant une factorisation de Choleski (voir [12]).

1.3 Résultats numériques

On présente ici un calcul numérique du problème PDIF suggérant que le schéma converge en O(h2)
vers l’interpolée P0 au centre de chaque maille de la la solution du problème P1D, notée Πh(vref ). On fixe
f : ]0, 1[→ R : x 7→ sin

(
4x
π + π

8

)
, si bien que l’on connâıt la solution explicitement vref : ]0, 1[→ R : x 7→

π2

16 sin
(

4x
π + π

8

)
. Les résultats sont sensiblement identiques quelles que soient les conditions au bord. Seul le

résultat pour des conditions de Robin est présenté (voir la figure 2). Les résultats obtenus sont conformes
au théorème démontré dans [4] qui prévoit de la convergence d’ordre en O(h) dans le cas général pour un
problème de diffusion pure avec conditions au bord de Dirichlet. Cet article prévoit en outre une convergence
en O(h2) en norme L2 pour des problème auxquels on peut appliquer la méthode de Aubin-Nietsche.

1.4 Problème de diffusion convection

On considère une fonction a : [0, 1] → R. On reprend les notation précédentes, nous présentons ici la
résolution numérique d’un problème de convection diffusion du même type celui que nous intègrerons dans
le calcul multicouche. Le problème s’énonce ainsi

14



(PU) : Touver v définie dans [0, 1] vérifiant :

av′ − v′′ = f dans ]0, 1[ (2a)

−v′(0) + αbv(0) = gb, v′(1) + αuv(1) = gu ou bien v(0) = vb, v(1) = vu (2b)

En appliquant une méthode de type Galerkin discontinu, pour les termes de transport et en conservant la
discrétisantion précedente du terme d’ordre deux, on obtient :

h

(
ai + |ai|

2
(vi+ 1

2
− vi− 1

2
) +

ai+1 − |ai+1|
2

(vi+ 3
2
− vi+ 1

2
)

)
− vi− 1

2
+ 2vi+ 1

2
− vi+ 3

2
= h2fi+ 1

2
, 1 ≤ i ≤ n− 1

(3a)

Pour définir les conditions au bord, on écrit les relations de saut entre les mailles extrêmes et les mailles
extérieures,

v0 =
v 1

2
+ v−1

2

2
v′0 =

v 1
2
− v−1

2

h
vn =

vn+ 1
2

+ vn− 1
2

2
v′n
vn+ 1

2
− vn− 1

2

h
(3b)

On obtient les relations pour les conditions de Dirichlet :

3h

4

(
a0 + |a0|

2
(2v 1

2
− 2v0) +

a1 − |a1|
2

(v 3
2
− v 1

2
)

)
− v 3

2
+ 3v 1

2
= 2v0 + h2 3

4
f 2

3
(3c)

3h

4

(
an−1 + |an−1|

2
(vn− 1

2
− vn− 3

2
) +

an − |an|
2

(2vn − 2vn− 1
2
)

)
− vn− 3

2
+ 3vn− 1

2
= 2vn + h2 3

4
fn− 2

3
(3d)

On obtient les relations pour les conditions de Robin, en notant εu, εb, βu, βb comme précédemment :

h8+3εb
8+4εb

(
a0+|a0|

2 ( 2εb
εb+2v 1

2
− 2h

εb+2gb)

+ a1−|a1|
2 (v 3

2
− v 1

2
)
)
− v 3

2
+ v 1

2

2+3εb
2+εb

= gbh
2

2+εb
+ h2 8+3εb

8+4εb
fβb

(3e)

h8+3εu
8+4εu

(
an−1+|an−1|

2 (vn− 1
2
− vn− 3

2
)

+ an−|an|
2 ( 2h

εu+2gu − 2εu
εu+2vn− 1

2
)
)
− vn− 3

2
+ vn− 1

2

2+3εu
2+εu

= guh
2

2+εu
+ h2 8+3εu

8+4εu
fn−βu

(3f)

On écrit les relations précédentes en mettant en evidence le fait qu’il s’agit d’un système tridigonal non
symétrique.

−vi− 1
2

[
h

2
(ai + |ai|) + 1

]
+vi+ 1

2

[
h

2
(ai + |ai| − ai+1 + |ai+1|) + 2

]
−vi+ 3

2

[
h

2
(|ai+1| − ai+1) + 1

]
=h2fi+ 1

2
, 1 ≤ i ≤ n− 1 (4a)

Conditions de Dirichlet :

−v 3
2

[
3h

8
(|a1| − a1) + 1

]
+v 1

2

[
3h

8
(2(a0 + |a0|)− a1 + |a1|) + 3

]
=v̄0

[
3h

4
(a0 + |a0|) + 2

]
+

3

4
h2f 2

3
(4b)

−vn− 3
2

[
3h

8
(an−1 + |an−1|) + 1

]
+vn− 1

2

[
3h

8
(an−1 + |an−1|+ 2(|an| − an)) + 3

]
=v̄n

[
3h

4
(|an| − an) + 2

]
+

3

4
h2fn− 2

3
(4c)
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Conditions de Robin

−v 3
2

[
h

2
· 8 + 3εb

8 + 4εb
(|a1| − a1) + 1

]
+v 1

2

[
h

2
· 8 + 3εb

8 + 4εb

(
2εb

2 + εb
(a0 + |a0|)− a1 + |a1|

)
+

2 + 3εb
2 + εb

]
=gb

[
h2

2 + εb

8 + 3εb
8 + 4εb

(a0 + |a0|) +
2h

2 + εb

]
+

8 + 3εb
8 + 4εb

h2fβb (4d)

−vn− 3
2

[
h

2
· 8 + 3εu

8 + 4εu
(an−1 + |an−1|) + 1

]
+vn− 1

2

[
h

2
· 8 + 3εu

8 + 4εu

(
an−1 + |an−1| −

2εu
2 + εu

(an − |an|)
)

+
2 + 3εu
2 + εu

]
=gu

[
h2

2 + εu

8 + 3εu
8 + 4εu

(|an| − an) +
2h

2 + εu

]
+

8 + 3εu
8 + 4εu

h2fn−βu (4e)

Le problème discret s’ennonce ainsi

PUD : Trouver (vi)0≤i≤n−1 vérifiant les relations (4)
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u(t, x, y, z)

T (t, x, y, z)
k

ks

x

δ(t, x, y)

substrat
Ω

Ts(t, x, y, z)

T0 air

Λ(t)

T1

−gez
z

Q

r0

Γa Γs

Γf

lave

Figure 3 – Schéma de l’expérience d’après [5]

2 Application à un modèle multicouche tridimensionnel

2.1 Problème physique

Le but est de comparer un calcul thermique multicouche à une expérience de laboratoire modélisant
la croissance d’un dôme de lave. Nous utiliserons les données expérimentales présentées dans l’article [6],
dont nous donnons le protocole. Du silicone à température T1 est injecté par un orifice vertical à travers
une table horizontale à la manière d’un écoulement de lave sortant d’une cheminée volcanique (voir la
figure 3). On considère que le silicone est une fluide newtonien à viscosité constante. On intorduit Ω un
ouvert de R2 représentant la table et l’intervalle de temps ]0, tf [ réprésentant l’intervalle de tmeps durant
lequel l’expérience se déroule. On note Λ(t) l’ouvert qui représente la région du demi espace z > 0 où le
silicone est présent. Sa frontière se décompose en trois zones, ∂Λ(t) = Γs(t) ∪ Γa ∪ Γl(t). Les équations
considérés sont la conservation de le masse, de la quantité de mouvement et de l’énergie à l’intérieur du
fluide.

div(u) = 0 dans ]0, tf [×Λ(t) (5a)

ρ(∂tu + u · ∇u)−∇p+ 2 div(ηD(u)) = −ρgez dans ]0, tf [×Λ(t) (5b)

ρCp(∂tT + u · ∇T )− k∆T = 0 dans ]0, tf [×Λ(t) (5c)

Avec les conditions initiales :

u(0) = 0 dans Λ(0) (5d)

T (0) = T0 dans Λ(0) (5e)

(5f)

On impose en outre les conditions au bord. La frontière Γf (t) représente la surface libre du dome, en contact
avec l’air ambiant à température T0. D’un point de vue mécanique cela se traduit par l’annulation du
tenseur de contrainte le long de la normale à l’interface n, d’un point de vue thermique, on écrit que le flux
de chaleur à travers l’interface est dissipé en partie par rayonnement, en partie par convection. La frontière
Γs(t) représente le contact avec le substrat, on y impose une condition de non glissement l’égalité des flux
de thermiques de part et d’autre de l’interface. La frontière Γa représente la zone d’alimentation du fluide,
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on y impose la vitesse et la température d’injection.{
(2ηD(u)− pI) · n = 0

−k∂nT = εrσ(T 4 − T 4
0 ) + λ(T − T0)

sur ]0, tf [×Γf (t) (5g){
u = 0

k∂nT = ks∂nTs
sur ]0, tf [×Γs(t) (5h){

u(t, x, y, 0) = uan
T = T1

sur ]0, tf [×Γa (5i)

Où ua = −c(x2 + y2 − r2
0) et c est une constante positive telle que

∫
Γa

u · n = −Q⇔ ua(x, y) = − 2Q
πr40

(x2 +

y2 − r2
0). Le domaine Λ(t) défini par

Λ(t) = {(x, y, z), | 0 < z < δ(t, x, y), ∀ (x, y) ∈ Ω}

où Ω ⊂ R2 un ouvert borné et δ(t) représente la hauteur de fluide. Remarquons que δ(t) est lui aussi une
inconnue du problème (voir figure 3). Remarquons que cette hypothèse exclue les fronts avec rebroussement
car δ, en tant que fonction, doit être mono-valuée. L’interface avec le substrat est définie par

Γs(t) = {(x, y) ∈ R2 | δ(t, x, y, ) > 0, x2 + y2 > r2
0}.

La sortie de l’orifice d’injection est définie par

Γa = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < r2
0}.

On définit la ligne de niveau φ(t, x, y, z) = z − δ(t, x, y) La surface libre Γf (t) est définie par

Γf (t) = {(x, y, z) ∈ R3 | φ(t, x, y, z) = 0}

Le transport de la surface libre s’écrit

Dφ

Dt
= 0 dans ]0, tf [×Ω× R+

⇔∂tφ+ u · ∇φ = 0 dans ]0, tf [×Ω× R+

⇔∂tδ + ux∂xδ + uy∂yδ = uz dans ]0, tf [×Ω (5j)

Cette équation est complétée par une condition initiale

δ(0) = 0 dans Ω. (5k)

Il faut rajouter une condition amont pour δ

δ = δext sur ]0, tf [×∂Ω− où ∂Ω− = {(x, y) ∈ ∂Ω | uxνx + uyνy < 0},

ν étant la normale extérieure à Ω. Nous supposerons que le domaine Ω est assez grand pour que le fluide
n’atteingne pas le bord ∂Ω pendant l’intervalle de temps ]0, tf [. D’autre part, on peut par convention
prolonger u en prenant u = 0 sur Ω\∂Λ, cela implique ∂Ω− = ∅. On ne donnera donc pas de conditions au
bord pour δ. A noter que Λ(0) = ∅ si bien que les conditions initiales en vitesse et température sont inutiles.
Le problème tridimensionnel s’ennonce ainsi :

(P3D) :Trouver δ défini dans ]0, tf [×Ω et u, T définis dans ]0, tf [×Λ(t) vérifiant les relations (5a)-(5j).

La notation v||, appliquée à un vecteur v, est une projection sur le plan z = 0. Lorsque celle-ci est appliquée
sur un opérateur différentiel, elle correspond plutôt à une restriction aux variables (x, y), nous en explicitons
le sens :

∇||w =

[
∂xw
∂yw

]
∇||w =

[
∂xwx ∂ywx
∂xwx ∂ywy

]
div||w = ∂xwx + ∂ywy

∆||w = div||(∇||w) D||w =
∇||w +∇||wT

2
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2.2 Problème adimensionné

Afin d’effectuer une analyse asymptotique en couche mince, nous adimensionnons le problème en suivant
la méthode présentée dans [3]. On note L la dimension caractéristique de Λ(t) sur les directions x et y et H

la dimension caractéristique du problème selon l’axe de z, U = ρgH3

ηL la vitesse caractéristique et τ = L
U le

temps caractéristique, ε = H
L . On considère les grandeurs adimensionnées, ũ = (uxU ,

uy
U ,

uz
εU ), x̃ = x

L , ỹ = y
L ,

z̃ = z
H , p̃ p

ρgH t̃ = t
τ , r̃0 = r0

L . On adimentionne aussi le débit :

Q̃ = −
∫

Γ̃a

ũ · n = −
∫

Γ̃a

−ua
εU

dx̃dỹ =
Q

LUH
.

On introduit les nombres de Péclet et de Reynolds définis respectivement par

Pe =
ρ2gCpH

3

kηL2
Re =

ρ2gH3

η2
.

On suppose ici que le nombres Re et Pe sont indépendants de ε. Remarquons que cette hypothèse diffère
de celle effectuée pour obtenir les équations de Saint-venant, en effet, dans ce dernier cas, il est supposé
Re = O(ε−2) et les équations privilégient un régime inertiel. Ici, nous privilégions les termes de diffusion
visqueuse. Cette situation correspond à l’écoulement de laves volcaniques. A noter que l’étude asymptotique
effectuée fonctionnerait toujours si on prenait Re = O(ε−1) au lieu de Re = O(1). Dans ce système de
coordonnées, on a les relations :

D̃(u) =
U

L

(
D̃||(ũ||) γ̇s
γ̇Ts ∂z̃ũz

)
, γ̇s = ε∇̃||(ũz) +

∂z̃ũ||
ε

(6)

Les relations (5a)-(5j) deviennent

d̃iv(ũ) = 0 dans ]0, t̃f [×Λ̃(t̃) (7a)

ρgH

L

(
ε2Re(∂t̃ + ũ|| · ∇̃||)ũ|| + ∇̃||(p̃)− ε2

(
d̃iv||(2D̃||ũ||) +

∂z̃γ̇s
ε

))
= 0 dans ]0, t̃f [×Λ̃(t̃) (7b)

ρgH

L

(
ε3Re(∂t̃ + ũz∂z̃)ũz +

∂z̃ p̃

ε
− ε2

(
d̃iv||(γ̇

T
s ) + 2

∂z̃z̃ũz
ε

))
= −ρg dans ]0, t̃f [×Λ̃(t̃) (7c)

Pe(∂t̃T̃ + ũ · ∇̃T̃ )−
(
ε2∆̃||T̃ + ∂̃z̃z̃T̃

)
= 0 dans ]0, t̃f [×Λ̃(t̃) (7d)

Par convention, T̃ (0) = 0, ũ(0) = 0 dans Ω̃ (7e)


ρgH2

L

(
2ε2D̃||ũ||∇̃||δ̃ − εγ̇s

)
= p̃ρgH

2

L ∇̃||δ̃
ρgH

(
ε3γ̇Ts · ∇̃||δ̃ − 2ε2∂z̃ũz

)
= ρgHp̃

−k∂ñT̃ = εrσ(T̃ 4 − T̃ 4
0 ) + λ(T̃ − T̃0)

sur ]0, t̃f [×Γ̃f (t̃) (7f)

{
ũ = 0

k∂ñT̃ = ks∂ñT̃s
sur ]0, t̃f [×Γ̃s(t̃) (7g){

ũ(t, x, y, 0) = −ũa(t, x, y)ez
T̃ = T̃1

sur ]0, t̃f [×Γ̃a (7h)

∂t̃δ̃ + ũ|| · ∇̃||δ̃ − ũz = 0 dans ]0, tf [×Ω (7i)

δ̃(0) = 0 dans Ω̃ (7j)

Le problème adimesionné s’énonce ainsi

(PA) : Trouver δ̃ défini dans ]0, t̃f [×Ω̃ et ũ, T̃ définis dans ]0, t̃f [×Λ̃(t̃) vérifiant les relations (7a)-(7j).
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2.3 Problème à l’ordre zéro en ε

En suivant la méthode présentée dans [3] on suppose que ũ, T̃ , δ̃ admettent un developpement
ũ = ũ0 + εũ1 + ε2ũ2 + . . .

T̃ = T̃0 + εT̃1 + ε2T̃2 + . . .

δ̃ = δ̃0 + εδ̃1 + ε2δ̃2 + . . .
p̃ = p̃0 + εp̃1 + ε2p̃2 + . . .

Les grandeurs ũ0, T̃0, δ̃0 vérifient les équations (7a)-(7j) à l’ordre zéro en ε. Pour simplifier, dans ce para-
graphe, on omettra les tildes et les indices zéro, on écrira donc par exemple u à la place de ũ0. La solution
à l’ordre zéro vérifie :

div(u) = 0 dans ]0, tf [×Λ(t) (8a)

∇||p = ∂zzu|| dans ]0, tf [×Λ(t) (8b)

∂zp = −1 dans ]0, tf [×Λ(t) (8c)

Pe(∂tT + ũ · ∇̃T )− ∂̃zzT = 0 dans ]0, tf [×Λ(t) (8d)
−∂zu|| = p∇||δ

0 = p
−k∂zT = H(εrσ(T 4 − T 4

0 ) + λ(T − T0))
sur ]0, tf [×Γf (t) (8e)

{
u = 0

k∂zT = ks∂zTs
sur ]0, tf [×Γs(t) (8f){

u(t, x, y, 0) = −ua(t, x, y)ez
T = T1

sur ]0, tf [×Γa (8g)

En effet,

H∂n = (1 + ε2‖∇||δ‖2)−
1
2

[
ε∇||δ
−1

]
·
[
ε∇||
∂z

]
Par convention, T (0) = 0, u(0) = 0 dans Ω (8h)

∂tδ + u|| · ∇||δ − uz = 0 dans ]0, tf [×Ω (8i)

δ(0) = 0 dans Ω (8j)

Le problème adimensionné à l’ordre 0 (P0) s’énonce ainsi :

Trouver δ défini dans ]0, tf [×Ω et u, T définis dans ]0, tf [×Λ(t) vérifiant les relations (8a)-(8j).

2.4 Problème réduit

Remarquons que les grandeurs u et δ ne sont pas couplées à la température T . Nous nous concentrons
en premier lieu au problème

(P0E) : Trouver δ défini dans ]0, tf [×Ω et u, défini dans ]0, tf [×Λ(t) vérifiant :

div(u) = 0 dans ]0, tf [×Λ(t) (9a)

∇||p = ∂zzu|| dans ]0, tf [×Λ(t) (9b)

∂zp = −1 dans ]0, tf [×Λ(t) (9c)

∂tδ + u|| · ∇||δ − uz = 0 dans ]0, tf [×Ω (9d)

−∂zu|| = p∇||(δ) sur ]0, tf [×Γf (t) (9e)

0 = p sur ]0, tf [×Γf (t) (9f)

u = 0 sur ]0, tf [×Γs(t) (9g)

u(t, x, y, 0) = −ua(t, x, y)ez sur ]0, tf [×Γa (9h)

δ(0) = 0 dans Ω (9i)

20



On déduit par des calculs de primitive que ∀ z ∈]0, δ[, p(·, z) = δ−z, puis ∀ z ∈]0, δ[, ∇||δ(z−δ) = ∂zu||(·, z)
et enfin, comme la vitesse sur ]0, tf [×Γa est verticale,

∇||δ(
z2

2
− δz) = u||(·, z)⇔ div||(∇||δ(

z2

2
− δz)) = −∂zuz(·, z) dans ]0, tf [×Λ(t) (10a)

⇔ [uz]
z
0 =

∫ z

0
−div||(∇||δ(

w2

2
− δw))dw dans ]0, tf [×Λ(t) (10b)

⇒ [uz]
δ
0 = u||∇||δ + div||(∇||δ(

δ3

3
)) sur ]0, tf [×Γf (t) (10c)

En injectant l’équation (9d), on obtient un problème

(PH) : Trouver δ défini dans ]0, tf [×Ω vérifiant

∂tδ − div||

(
δ3

3
∇||δ

)
= −uaχ|Γa dans ]0, tf [×Ω (11a)

(11b)

dont la solution définit explicitement u par les relations (10) :

u||(·, z) =

(
z2

2
− δz

)
∇||δ dans ]0, tf [×Λ(t) (11c)

uz = −div||

((
z3

6
− δz2

2

)
∇||δ

)
− uaχ|Γa dans ]0, tf [×Λ(t) (11d)

2.5 Redimensionnement

Dans ce paragraphe les grandeurs mentionnées sont dimensionnées. Les équations (11) deviennent

∂tδ −
ρg

η
div||

(
δ3

3
∇||δ

)
= −uaχ|Γa dans ]0, tf [×Ω (12a)

δ(0) = 0 dans Ω (12b)

Les équations (10) deviennent :

u||(·, z) =
ρg

η

(
z2

2
− δz

)
∇||δ dans ]0, tf [×Λ(t) (12c)

uz(·, z) = −uaχ|Γa −
ρg

η
div||

((
z3

6
− δz2

2

)
∇||δ

)
dans ]0, tf [×Λ(t) (12d)

On rajoute les équations de température :

∂tT + u · ∇T = κ∂zzT dans ]0, tf [×Λ(t) (12e)

−k∂zT = H(εrσ(T 4 − T 4
0 ) + λ(T − T0)) sur ]0, tf [×Γf (t) (12f)

k∂zT = ks∂zTs sur ]0, tf [×Γs(t) (12g)

T = T1 sur ]0, tf [×Γa (12h)

Le problème réduit dimensionné s’énonce ainsi :

(PRD) : Trouver δ défini dans ]0, tf [×Ω et u, T définis dans dans ]0, tf [×Λ(t) vérifiant les relations
(12a)-(12h).

2.6 Discretisation en temps

On se donne un entier M et une subdivision (tk)0≤k≤M de [0, tf ] on définit le pas de temps ∆tmt =
tm+1 − tm. Le problème discrétisé en temps revient à chercher δ(m), u(m) et T (m) pour m ≤ 0. Ces objets
sont définis par récurrence :
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Pour m = 0
δ(0) = 0 dans Ω, u(0) = 0, T (0) = 0 dans Ω′ (13a)

Où Ω′ ⊂ R3 est un ouvert dans lequel vit le dôme fluide.

Pour m ≥ 0 si δ(m), u(m) et T (m) sont connus alors

1. chercher δ(m+1) vérifiant

δ(m+1) − δ(m)

∆tm
− ρg

η
div

(
(δ(m))3

3
∇δ(m+1)

)
= −uaχ|Γa dans Ω. (13b)

Puis poser

Λ(m) = {(x, y, z) ∈ R3 | δ(m) > 0}, Γ
(m)
f = {(x, y, δ(m)(x, y)) | δ(m)(x, y) > 0}

Γ(m)
s = {(x, y, 0) | δ(m)(x, y) > 0, x2 + y2 > r2

0}.

2. Calculer explicitement

u
(m+1)
|| (·, z) =

ρg

η

(
z2

2
− δ(m+1)z

)
∇||δ(m+1) dans Λ(m+1) × [0, δ(m+1)] (13c)

u(m+1)
z (·, z) = −uaχ|Γa +

ρg

η

(
−z

3

6
∆||δ

(m+1) +
z2

4
∆||δ

(m+1)2
)

dans Λ(m+1) × [0, δ(m+1)] (13d)

3. Définir la caractéristique horizontale, pour tout x = (x, y, z) ∈ Λ(m+1) par

X
(m+1)
|| (x) = x−∆tmu

(m+1)
|| (x) (13e)

4. Trouver T (m+1) vérifiant
T (m+1)−T (m)◦X(m+1)

||
∆tm

+ u
(m+1)
z ∂zT

(m+1) − κ∂zzT (m+1) = 0 dans Λ(m+1)

k∂zT
(m+1) + εrσ(T ((m+1))4 − T0) + λ(T (m+1) − T0) = 0 sur Γ

(m+1)
f

k∂zT
(m+1) − ks∂zTs(tm+1) = 0 sur Γ

(m+1)
s

T (m+1) = T1 sur Γa

(13f)

Le problème à l’étape 1 est un problème elliptique non linéaire dégénéré. Le problème à l’étape 4 est un

problème linéaire elliptique avec des condtions aux limites non linéaires sur Γ
(m)
f . Nous allons en premier

lieu donnner une méthode d’approximation de la condition au bord sur le substrat.

2.7 Approximation du flux dans le substrat

On introduit Ts la température dans la substrat et Tb la température du fluide à l’interface. Dans le
substrat, le flux issus du contact avec le fluide est dissipé selon une loi de diffusion

∂tTs − κs∆Ts = 0 dans ]tm, tm+1[×Ω× R∗−
Ts(·, 0) = Tb(tm+1) sur ]tm, tm+1[×Ω×
Ts(tm) = Tb(tm)(·, 0) dans Ω× R∗−

Ceci exprime le fait que le substat initialement à la température T (m)(·, 0) reçoit un choc thermique le long
de la surface z = 0, avec la température imposée Ts = T (m+1) durant tout le pas de temps [tm, tm+1]. On
suppose que la diffusion s’effectue de façon privilégiée selon la direction verticale, on explicite les solutions
de ce nouveau problème afin de transformer la condition de flux en condtion de Robin, on impose dans une
premier temps :

Pour m ∈ [|0,M − 1|], (x, y, 0) ∈ Γf (tm+1), si on connait Tb(tm, x, y), alors la fonction
z 7→ Ts(tm + t, x, y,−z)− Tb(tm, x, y) est solution de (14) avec Θ0 = Tb(tm+1, x, y)− Tb(tm, x, y) et t∗ = ∆m

t
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∂tΘ− κs∂ξξΘ = 0 dans ]0, t∗[×]0,+∞[
Θ = 0 sur {0}×]0,+∞[
Θ = Θ0 sur ]0, t∗[×{0}

(14)

On recherche une solution autosimilaire de (14), c’est à dire

Θ(ξ, t) = φ(ξt−
1
2 )⇔ − ζ

2κs
φ′ + φ′′ = 0 (15)

La résolution de l’équation différentille ordinaire en φ permet d’affirmer qu’il existe α, β tels que

Θ(ξ, t) = α erf

(
ξ

2
√
tκs

)
+ β.

où erf est la primitve de la fonction x 7→ 2√
π
e−x

2
qui s’annule en 0. La condition initiale et la condition à

l’interface impliquent

Θ(ξ, t) = Θ0

(
1− erf

(
ξ

2
√
tκs

))
d’où ∂ξΘ =

−Θ0√
tκsπ

exp

(
−
(

ξ

2
√
tκs

)2
)

(16)

De Θ, on déduit Ts et la continuité du flux à l’interface implique :

k∂zTb(t, x, y, 0) = ks∂zTs(t, x, y, 0) = ks
Tb(tm+1, x, y)− Tb(tm, x, y)√

(t− tm)κsπ
sur ]tm, tm+1[×Γ(m+1)

s (17)

En prenant t = tm, la condition au bord sur Γ
(m+1)
s (13f) devient :

∂zTb(t)−
ks
k

T (m+1) − T (m)

√
∆tmκsπ

= 0 sur Γ(m+1)
s (18)

Il s’agit d’une condition de type Robin. On notera à présent gb = ks
k

Tb(tm)√
∆m
t κsπ

, αb = ks
k

1√
∆m
t κsπ

.

2.8 Définition du problème thermique discrétisé en temps

Conditions sur la surface libre. Au niveau du bord supérieur, on interprète la condition de rayonnement
comme une condition de Robin en écrivant,

− k∂zT (t) = εrσ(T 3(tm)T (t)− T 4
0 ) + λ(T (t)− T0) sur ]tm, tm+1[×Γ

(m+1)
f (19)

⇔∂zT (t) +
εrσT

3(tm) + λ

k
T (t) =

εrσT
4
0 + λT0

k
sur ]tm, tm+1[×Γ

(m+1)
f (20)

c’est à dire que T 3 est évaluée au temps précédent. On notera desormais αu = εrσT 3(tm)+λ
k , gu =

εrσT 4
0 +λT0
k .

On ennonce le problème thermique discrétisé au temps m+ 1,

(PT) : Trouver T (m+1) défini dans Λ(m+1) vérifiant :


T (m+1)−T (m)◦X(m+1)

||
∆tm

+ u
(m+1)
z ∂zT

(m+1) − κ∂zzT (m+1) = 0 dans Λ(m+1)

∂nT
m+1 + αuT

(m+1) = gu sur Γ
(m+1)
f

∂nT
(m+1) + αbT

(m+1) = gb sur Γ
(m+1)
s

T (m+1) = T1 sur Γa

(21)

Il s’agit d’un sysstème elliptique linéaire.
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2.9 Adimensionnement isotrope

On reprend les notations présedentes et on introduit une nouvelle vitesse caractéristique V = ρgH2

η et
un écart de température caractéristique ∆T = T1 − T0. On définit les grandeurs adimensionnées x
y
z

 = H

 x̂
ŷ
ẑ

 u = V û δ = Hδ̂ ua = V ûa T = T0+∆T T̂ t =
H

V
t̂ ∆tm =

H

V
∆̂tm

On définit de même les domaines adimensionnés, Ω̂, Λ̂(m), Γ̂a, Γ̂
(m)
s Γ̂

(m)
f On réecrit les équations semi-

discrétisées pour la hauteur et la vitesse dans ce système de coordonnées

δ̂(m+1) − δ̂(m)

∆̂tm
− div

(
(δ̂(m))3

3
∇̂δ̂(m+1)

)
= −ûaχ|Γ̂a dans Ω̂

(22a)

û
(m+1)
|| (·, z) =

(
ẑ2

2
− ẑδ̂(m+1)

)
∇̂||δ̂(m+1) dans Λ̂(m+1)

(22b)

û(m+1)
z (·, ẑ) = −ûaχ|Γa +

(
− ẑ

3

6
∆̂||δ̂

(m+1) +
ẑ2

4
∆̂|̂|δ̂

(m+1)2
)

dans Λ̂(m+1)

(22c)

Soit P̂ e le nombre de Péclet, sans dimension, défini par P̂ e =
ρ2CpgH
ηk . On déduit une reformulation du

problème PT
P̂ e

(
T̂ (m+1)−T̂ (m)◦X̂(m+1)

||

∆̂tm
+ û

(m+1)
z ∂ẑT̂

(m+1)

)
− ∂ẑẑT̂ (m+1) = 0 dans Λ̂(m+1)

∂ẑT̂
m+1 + α̂uT̂

(m+1) = ĝu sur Γ̂
(m+1)
f

−∂ẑT̂ (m+1) + α̂bT̂
(m+1) = ĝb sur Γ̂

(m+1)
s

T (m+1) = T1 sur Γ̂a

(23a)

En effet, la condition sur Γ̂
(m+1)
f s’écrit

∂ẑT̂ (m+1) + (NuK̂(T̂ (m)) + Cu)T̂ (m+1) = 0 sur Γ̂
(n+1)
f (23b)

On introduit les grandeurs sans dimension

Nu = Hεrσ∆T 3

k nombre de Nussel

α = T0
∆T

(23c)

Cu = Hλ
k convection avec l’air

K̂(T̂ ) = T̂ 3 + 4αT̂ 2 + 6α2T̂ + 4α3 (23d)

On définit α̂u = (NuK̂(T̂ (t̂m)) + Cu)n · ez et ĝu = 0. La condition sur Γs(t̂) s’écrit,

−∂ẑT̂b +
Cd√
∆tm

(T̂b − T̂b(t̂m)) = 0 dans ]t̂m, t̂m+1[×Λ(t̂)|| (23e)

Où l’on a

Cd =
H

k

(
ρsCpsksV

πH

) 1
2

diffusion dans le substrat (23f)

On définit gb = Cd
∆̂tm

T̂
(m)
b , ε̂b = Cmd .
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Dans les applications, les nombres sans dimension importants seront P̂ e et Cd comme le montre la table
des constantes physiques.

2.10 Discrétisation spatiale

Le problème est discrétisé en (x, y) par éléments finis et en z ∈ [0, δ(m+1)(x, y)] par le schéma donnné
dans la partie 1. On notera

Λ̂
(m)
|| = {(x̂, ŷ) ∈ Ω | δ̂(x̂, ŷ) > 0}

Ce problème conduit à résoudre à chaque pas de temps d’une part un problème elliptique bidimesionnel sur
Ω pour calculer la hauteur et d’autre part à résoudre autant de problèmes elliptiques monodimensionnnels
que de points de discrétisation dans Ω̂ pour calculer la température. On doit aussi rajouter à chaque pas
de temps le calcul de la température à l’interface à chaque pas de temps. On reprend les notations de la

première partie c’est à dire, par exemple T̂i+ 1
2

représente une approximation de T̂ (·, i+
1
2
n ) où n représente le

nombre de couches. A l’aide la condition de saut T̂
(m+1)
b =

T̂
(m+1)
1
2

+T
(m+1)
s (− ĥ

2
)

2 dans Λ̂
(m+1)
|| , avec

T (m+1)
s

(
−h

2

)
= (T

(m+1)
b − T (m)

b )

(
1− erf

(
h

4
√

∆m
t κs

))
dans Λ̂

(m+1)
||

On initialise donc T
(0)
b = T0 dans Ω||, pour 0 ≤ m ≤M − 1, si on connait T̂

(m)
b et T̂

(m+1)
1
2

alors

T̂
(m+1)
b =

T̂
(m+1)
1
2

− T̂ (m)
b

(
1− erf

(
ĥ

4
√

∆̂m
t κs

))
1 + erf

(
ĥ

4
√

∆̂m
t κs

) dans Λ
(m+1)
|| T̂

(m+1)
b = 0 dans Ω\Λ(m+1)

|| (24)

25



On explicite la discrétisation du problème PT. On note ĥ(x, y) = δ̂(x,y)
n , ε̂u = ĥα̂u, ε̂b = ĥα̂b, β̂u = 6ε̂u+13

9ε̂u+24 et

β̂b = 6ε̂b+13
9ε̂b+24 . Remarquons que (ûβd , . . . ûi+ 1

2
, . . . ûn−βu), (ûz,i)1≤i≤n, (T̂i+ 1

2
)0≤i≤n−1 sont définis sur Ω̂n.

∀ i ∈ [|1n− 2|]

−P̂ e
(
T̂

(m+1)

i+1
2

−T̂ (m)

i+1
2

◦(−∆̂m
t û

(m)

||i+1
2

)

∆̂m
t

)
= P̂ e

ĥ

(
ûz,i+|ûz,i|

2 (T̂i+ 1
2
− T̂i− 1

2
) +

ûz,i+1−|ûz,i+1|
2 (T̂i+ 3

2
− T̂i+ 1

2
)
)

+ 1
ĥ2

(
−T̂i+ 3

2
+ 2T̂i+ 1

2
− T̂i− 1

2

)
(25a)

dans Λ̂
(m+1)
||

T̂n− 3
2

[
−P̂ e ĥ2 8+3ε̂u

8+4ε̂u
(ûz,n−1 + |ûz,n−1|)− 1

]
+

Tn− 1
2

[
P̂ e ĥ2

8+3ε̂u
8+4ε̂u

(ûz,n−1 + |ûz,n−1| − 2ε̂u
2+ε̂u

(ûz,n − |ûz,n|)) + 2+3ε̂u
2+ε̂u

]
= −P̂ e8+3ε̂u

8+4ε̂u
ĥ2(

T̂
(m+1)

n− 1
2

−T̂ (m)

n− 1
2

◦(−∆̂m
t û

(m)

||n−β̂u
)

∆̂m
t

)

(25b)

dans Γ̂
(m+1)
f

T̂ 3
2

[
P̂ e ĥ2

8+3ε̂b
8+4ε̂b

(ûz,1 − |ûz,1|)− 1
]

+

T̂ 1
2

[
P̂ e ĥ2

8+3ε̂b
8+4ε̂b

(−ûz,1 + |ûz,1|) + 2+3ε̂b
2+ε̂b

]
= ĝb

[
ĥ 2

2+ε̂b

]
− P̂ e8+3ε̂b

8+4ε̂b
ĥ2(

T̂
(m+1)
1
2

−T̂ (m)
1
2

◦(−∆̂m
t û

(m)

||β̂d
)

∆̂m
t

)

(25c)

dans Γ̂(m+1)
s

T̂ 3
2

[
P̂ e3ĥ

8 (ûz,1 − |ûz,1|)− 1
]

+

T̂ 1
2

[
P̂ e3ĥ

8 (2(û0 + |û0|)− û1 + |û1|) + 3
]

=
[
P̂ e3ĥ

4 (û0 + |û0|) + 2
]
− 3

4 P̂ eĥ
2(
T̂

(m+1)
1
2

−T̂ (m)
1
2

◦(−∆̂m
t û

(m)

|| 23
)

∆̂m
t

)

(25d)

dans Γ̂a

La résolution se déroule de la façon suivante :

On impose la condition initiale :

δ̂(0) = 0 dans Ω û(0) = 0 dans Ωn (̂T
(0)

i+ 1
2

)0≤i≤n−1 = 0 dans Ωn T̂
(0)
b = 0 dans Ω

(26)

Pour m ∈ [|0,M − 1|], on suppose connu

δ̂(m) (T̂
(m)

i+ 1
2

)0≤i≤n−1, T̂
(m)
b

On calcule δ̂(m+1) par éléments fins grâce à l’équation (22a).

On calcule les (T̂
(m+1)

i+ 1
2

)0≤i≤n−1 grace aux équations (25)

On calcule (û
(m+1)
βd

, . . . û
(m+1)

i+ 1
2

, . . . û
(m+1)
n−βu ) grâce aux équations (22b)-(22c)

On calcule T̂
(m+1)
b grâce a la relation 24
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3 Résultats numériques

3.1 Mesures thermiques de référence

Dans [6] sont présentées des mesures thermiques effectuées sur une expérience de laboratoire reproduisant
la croissance d’un dôme de lave. La photographie suivante, provenant cet article permet de se représenter
ce que nous devons simuler.

Il est de plus précisé dans [5] que la hauteur d’un dôme visqueux est bornée et que son rayon a un profil
en
√
t. Nous comparerons des la température de surface donnée par le calcul numérique exposé dans la

deuxième partie avec des données expérimentales exposées dans [6] sous la forme du tableau suivant

où T∗ = T̂ et r∗ = r
rf (t) représentent respectevement une température et un rayon adimensionnés. rf (t)

représente la position du front du dome à l’instant t. t∗ = t
τ est un temps adimensionné défini dans [6] avec

τ =
0.715

4
3

κ

(
3ηQ

ρg

) 1
2

3.2 Validation du calcul dynamique

On donne tout d’abord à titre d’exemple deux images d’une simulation de la croissance d’un dôme de
silicone.

croissance verticale en temps très courts étalement en temps long
Nous avons effectué des tests de convergence, le graphique suivant indique l’évolution de la surface

couverte par le dôme au cours du temps. On remarque la convergence des solutions numériques lorsque
l’on divise simultanément ∆t et la taille carctéristique de la maille, h par 2. Il est notable que la surface
recouverte par le dome a un profil linéaire ce qui est conforme aux profils théoriques.
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Comme on peut le voir sur les deux graphique ci-dessous, l’évolution en temps long de la hauteur maximale
et de la surface couverte par un dôme de silicone simulé avec les les mêmes paramètres physiques que celui
dont sont issues les mesures de [6] est tout à fait conforme aux profils de référence. En particulier, l’élévation
maximale tend vers une constante tandisque la surface recouverte par le dôme croit linéairement en temps.

1.4

1.6

1.8

2

2.2

2.4

2.6

2.8

3

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

δ m
a
x
(m

m
)

t(s)

elevation maximale

0

200

400

600

800

1000

1200

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

S
(c
m

2
)

t(s)

surface recouverte

Hauteur maximale surface recouverte

3.3 Validation du calcul thermique

Nous présentons ici une comparaison entre les données issues de [6] et celles simulées par le code. Nous
nous limiterons à t∗ = 5 et t∗ = 20. Nous effectuons un test pour n = 5 couches et un pas de temps ∆t = 1 s.
Sur le même maillage horizontal, nous divisons le pas de temps par 2 tout en multipliant simultanément le
nombre de couches par deux, nous répétons cette opération une fois sur le même maillage et une autre fois sur
un maillage deux fois plus fin. Ainsi nous pouvons effectuer une première étude de convergence. On observe
clairement une convergence pour t∗ = 20. Pour t∗ = 5, cette convergence est seulement amorcée, l’étude
de laconvergence aux temps courts necissiterait de raffiner le maillage et le pas de temps, et d’augmenter
le nombre de couches. Pour t∗ = 20, la solution sur le maillage fin correspond globalement aux mesures
expérimentales, les différences observées suggèrent des erreurs de modèle. D’autre part, il apparait de petites
instabilités au bord ∂(Ω∩Λ), cela est probablement lié au fait que la norme ‖∇δ‖ est forte dans cette zone.
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3.4 Intérêt pour les applications à la volcanologie

Contrairement au fluide newtonniens considérés, les laves ne sont pas des fluides isovisqueux c’est à dire
que la vitesse de fluide et la température ne peuvent pas être découplées. Dans le pragraphe précédent, nous
avons vu des profils de température de surface. Observons à présent des profils de température dans des
couches moins superficielles.

température dans une couche médiane tempéraure dans la couche la plus basse
Les profils sont radicalement différents, cette approche constitue donc un apport en comparaison des modèles
utilisés jusquà présent en volcanologie, qui n’utilisent q’une seule couche.
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Conclusion

Nous avons ici présenté une méthode de résolution numérique d’un problème présentant plusieurs diffi-
cultés, telles que une grande anisotropie ou une surface libre. Il nous a de plus fallu developper des méthodes
robustes compte tenu des constante physique mises en jeu, par exemple Pe = 107. Les résultats obtenus sont
encourageants dans la mesure où l’on observe une convergence de la température de surface simulée vers
une série de mesures physiques effectuées en laboratoire. L’idée de transformer un problème tridimensionnel
en un problème bidimensionnel et une pile de problèmes unidimensionnels est donc une piste interessante
lorsque l’on cherche à simuler des écoulements géophysiques visqueux en adaptant l’algorithme présenté.

Il reste cependant beaucoup à faire pour continuer dans cette voie, en premier lieu, il faudrait réécrire
le code en axisymétrique pour pouvoir raffiner encore les pas de temps, d’espace et comparer les résultats
numériques aux autres résultats expérimentaux, ce qui necessite d’augmenter la taille du domaine horizontal
Ω ainsi que l’intervalle de temps ]0, tf [. Ensuite le but serait d’appliquer cette méthode sur des cas réalistes,
cela signifie utiliser le code actuel sur un domaine plus complexe d’un point de vue géométrique, faire de
l’adaptation de maillages afin de raffiner la discrétisation à la frontière ∂(Λ ∩ Ω). Ce point améliorerait
beacoup la qualité de l’approximation dans la mesure où cette zone présentes quelques instabilités. Enfin,
on pourrait prendre une équation dynamique plus compliquée en considérant des fluides à seuils, coupler
totalement la vitesse et la température en considérant des viscosités non isothermes.

On pourrait aussi considérer une suspension dont la fraction volumique est aussi régie par une équation
de réaction diffusion plus complexe que celle que nous avons considérée pour la température, c’est l’objet de
mon sujet de thèse.
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