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Résumé

Ce travail décrit une méthode numérique mise en ceuvre pour un probleme d’inéquations
variationnelles, avec une analyse de convergence suivie d’applications concretes. Les iné-
quations sont issues de lois rhéologiques décrivant deux effets de seuil: un seuil en écou-
lement et un seuil de glissement a la paroi. La méthode doit déterminer avec précision
les frontieres de zones rigides et de zones de glissement. A cet effet, elle se compose d'un
algorithme de lagrangien augmenté, d’une discrétisation par éléments finis P et d’un
procédé d’adaptation de maillage.

En I"absence de glissement, nous démontrons que 'adaptation de maillage permet d’amé-
liorer I’erreur pour k > 2. Dans le cas mono-dimensionnel, cette idée est illustrée par
le calcul explicite de ’erreur. Pour un cas bidimensionnel particulier, nous obtenons une
estimation H! quasi-optimale pour k = 2, cette estimation est confirmée numériquement.
Un probleme d’écoulement particulier est ensuite résolu numériquement ; des valeurs cri-
tiques des deux seuils sont obtenues. L’ensemble montre 'efficacité de la méthode sur
un cas concret. Enfin, en ’absence de glissement, sur un probleme plus complexe, avec
une géométrie induisant une singularité, nous obtenons des résultats numériques précis
montrant que la méthode est efficace sur des cas volumineux.

Mots-clefs: inéquations variationnelles — modele de Bingham — glissement — éléments
finis — adaptation de maillage — estimation d’erreur — simulation numérique — écoulement
dans une conduite — écoulement autour d’un cylindre

Abstract

This work describe a numerical method applied to a problem involving variational in-
equalities, with a convergence analysis and some concretes applications. The inequalities
come from rheological laws, describing two threshold phenomena: a flow threshold and a
threshold for slip at the wall. The method must accurately catch boundaries of both rigid
zones and slip zones. For that purpose, it consists in an Augmented Lagrangian algorithm,
a P finite element method and a mesh adaptation process.

When no slip occurs, we point out the improvement of the error for £ > 2 thanks to
the mesh adaptation. In the mono-dimensional case, the explicit computation of the error
illustrates this phenomenon. Furthermore, on a particular bidimensional case, the mesh
refinement permits to show a quasi-optimal H' estimate for k = 2.

A particular flow is then numerically solved; critical values of the two thresholds are
caught, showing the efficiency of the method. Finally, on a more complex problem with a
singularity and no-slip condition, we obtain accurate numerical results, showing that the
method is efficient for complex flows.

key words : variational inequalities — Bingham model — slip at the wall — finite element
— mesh adaptation — error estimate — numerical simulation — flow in pipe — flow around a
cylinder






Introduction

Le présent travail a pour objectif d’élaborer une méthode numérique précise et efficace
pour résoudre certaines inéquations variationnelles qui proviennent d’écoulements avec
effets de seuil.

Qu’entend-on exactement par effet de seuil 7 Si un phénomene se produit des lors qu'une
quantité dépasse une valeur critique, alors nous parlons d’effet de seuil. Nous qualifions
précisément de seuil cette valeur critiqgue. C’est un effet largement répandu dans de nom-
breux domaines. Nous avons pour notre part choisi de nous intéresser a des effets de
seuil présents dans le domaine de la mécanique des matériaux en écoulement. Ainsi nous
considérons d’une part ce qu’on appelle un fluide a seuil et d’autre part, un phénomene
de glissement a seuil.

Dans un fluide a seuil, 'effet de seuil est un phénomene local : lorsque la contrainte dépasse
localement une certain seuil (un sewil en écoulement), le matériau se déforme localement,
ailleurs, le matériau se comporte comme un solide rigide. Notons immédiatement une
conséquence importante: le matériau peut se comporter entierement comme un solide
rigide, c’est un phénomene souvent nommé blocage et qui survient la plupart du temps
lorsque le seuil est tres grand. Le phénomene de glissement a seuil est également local :
lorsque la force tangentielle a la paroi dépasse un certain seuil (un seuil de glissement),
le matériau se met a glisser, alors qu’ailleurs, il adhere a la paroi. Ce type de phénomene
est connu du lecteur familier des lois de frottement de la mécanique des solides. Indi-
quons tout de suite que notre intérét se portant essentiellement sur 'effet de seuil, nous
utiliserons les modeles les plus simples qui décrivent cet effet.

Dans le cadre de nos problemes de mécanique, c’est la physique du probleme qui va
déterminer les qualités requises pour une méthode numérique efficace et opérationnelle.
Sans rentrer pour l'instant dans les détails, indiquons que le caractere local des effets
de seuil que nous considérons conduit a 'existence de frontieres internes a 1’écoulement.
L’enjeu qui apparait alors quasi-naturellement est le suivant : déterminer avec précision la
localisation et la forme de ces frontieres internes. Une conséquence immédiate et cruciale
est la détermination précise de la valeur de blocage du seuil en écoulement, c’est-a-dire
la valeur a partir de laquelle les zones rigides occupent tout le domaine de I’écoulement
(c’est ce qu’on appelle un probleme d’analyse limite). Ceci ressort d’ailleurs nettement de
la littérature sur la simulation numérique des écoulements de fluide a seuil et il y est clair
qu’il s’agit d’un probleme difficile.

Lorsqu’on souhaite déterminer numériquement de telles frontieres, on est confronté a une
difficulté majeure: de nombreux codes de résolution des problemes non-linéaires s’ap-
puient sur des méthodes de Newton qui ne peuvent pas s’appliquer directement! dans

1.1l existe en effet des variantes dites «Newton généralisé» et «quasi-Newton» qui sont intensivement
développées depuis peu (voir P. Alart [1]) dans le but d’étre appliquées & des problémes semblables au
notre.



le cas présent. Si on désire malgré tout les utiliser directement, une ressource consiste a
régulariser les modeles. C’est un procédé assez répandu dans la littérature, son intérét pra-
tique étant ['utilisation directe de codes préexistant. Malheureusement cette régularisation
revient a remplacer les zones rigides par des zones de tres faible déformation. De méme, les
zones d’adhérence a la paroi deviennent des zones ou la vitesse a la paroi est tres faible.
Dans de telles conditions, la notion de frontiere des zones déformées n’a évidemment
plus lieu, ce qui rend particulierement délicate ’analyse des résultats. En effet, a partir de
quelle valeur doit-on considérer que la tres faible déformation correspond a une zone rigide
plutét qu’a une zone déformée? Dans certains cas, des criteres existent, qui prennent en
considération le parametre qui pilote la régularisation. Néanmoins, les résultats obtenus
dépendent de ce parametre, or, il nous semble que cette dépendance n’est pas souhaitable,
dans la mesure ou nous pouvons nous en passer.

Nous avons donc choisi une approche moins répandue car elle nécessite le développement
d’un outil de calcul numérique. Nous ne régularisons pas les seuils et nous mettons en
ceuvre un algorithme dit de lagrangien augmenté pour un probleme discrétisé par éléments
finis. A l'issue d’un calcul numérique, la solution approchée qui est calculée fait apparaitre
des zones rigides approchées. Le champ approché correspondant au taux de déformations
y est réellement nul et non tres faible. La notion de zones rigides pour la solution calculée
est donc sans équivoque. La précision du calcul et donc des frontieres n’est ainsi liée
qu’a la précision de 'approximation par éléments finis. Ceci est le premier point qui
satisfait notre désir de précision concernant la détermination des frontieres des zones
rigides et d’adhérence. Puisque la précision des frontieres ne semble plus liée qu’a celle
de l'approximation par éléments finis, nous cherchons a renforcer cette derniere. C’est ce
que nous avons souhaité faire en adaptant les maillages.

Il nous a semblé important de montrer que notre méthode était opérationnelle sur des cas
concrets. C’est pourquoi nous ’avons utilisée pour étudier deux problemes fondamentaux.
Le premier est I’écoulement de matiere viscoplastique dans une conduite droite de section
carrée, sous ’action motrice d’une chute de pression. Ce probleme classique est enrichi
par I'introduction du glissement a seuil. Un exemple classique de ce type de probleme
est I’écoulement de bitume dans les pipe-line. Le second probleme est en rapport avec la
sédimentation d’objets dans des matériaux viscoplastiques. On peut par exemple penser
a des morceaux de fruits dans une cuve de confiture, ou encore a des cailloux dans du
ciment.

Dans la mesure ou nous avons abordé deux aspects particuliers et complémentaires d’un
meéme probleme général, ce rapport se compose de trois parties: une premiere partie
introductive et deux parties développant chacune un cas particulier.

La premiere partie expose le modele général a partir duquel nous avons travaillé. [.’analyse
de 'approximation par éléments finis d’un probleme mono-dimensionnel tres simple y est
détaillée, afin d’amener simplement les idées qui seront développées dans les contextes
plus généraux des parties II et III.



Dans la partie II nous nous intéressons aux écoulements dans des conduites droites de
section constante, tandis que la partie I1I concerne les écoulements bidimensionnels, lents
et confinés, sans glissement a la paroi. Les parties II et 111 suivent un plan identique.

e Le modele y est tout d’abord résumé dans un premier chapitre, en tenant compte
du contexte particulier des écoulements considérés. Une formulation variationnelle
convenant bien a l’élaboration d’une méthode numérique est ensuite donnée.

e Une présentation de notre méthode numérique est faite dans un deuxieme chapitre.
Apres avoir abordé les questions d’existence et d’unicité du probleme variationnel
approché, nous précisons les aspects concrets de la méthode numérique qui est uti-
lisée dans les chapitres de simulation numérique.

e [’analyse numérique de 'approximation par éléments finis est abordée dans un
troisieme chapitre. Nous souhaitons en particulier mettre 'accent sur I'utilité des
éléments finis d’ordre supérieur a 1, a condition de compenser le manque de régularité
des solutions par I'adaptation de maillage.

Une analyse détaillée est effectuée dans la partie II. Dans un premier temps, nous
considérons que la condition de glissement n’a pas lieu et, dans ce contexte, nous
généralisons pour un domaine polygonal une démonstration de Glowinski [33] pour
montrer, sous certaines hypotheses non classiques mais réalistes, que ’estimation
d’erreur H' peut étre améliorée pour une approximation P, lorsqu’un maillage
convenable est utilisé. Cette idée est précisée sur le cas particulier du domaine
circulaire ou la solution est connue explicitement ; nous étendons notre résultat via
la technique isoparamétrique et obtenons alors une estimation quasi-optimale. Les
estimations obtenues sont nettement confirmées par des tests de mesures d’erreur.
Dans un second temps, nous effectuons une estimation H' lorsque le glissement a
lieu sur toute la paroi, mais pour un seuil en écoulement nul.

Dans la partie III, ’analyse de convergence se limite a des mesures d’erreur, qui
montrent que les estimations de la partie II sont susceptibles d’étre étendues a des
cas plus généraux.

e Le quatrieme chapitre des parties II et III concerne la simulation numérique de
problemes concrets.
Ainsi dans la partie II, nous cherchons a résoudre le probleme de Poiseuille pour
une section carrée, par le calcul numérique. La méthode prouve alors son effi-
cacité, bien que 'approximation soit seulement P;. Cing régimes d’écoulements
sont déterminés ainsi que 1’évolution des zones rigides et des points de transi-
tion adhérence/glissement dans ces différents régimes. Ce chapitre peut aussi étre
considéré comme une mise a 1’épreuve et une validation de la méthode. L’introduc-
tion du glissement rend en fait le probleme peu classique, ce qui donne aux résultats
obtenus un intérét propre du point de vue de la mécanique.
Dans la partie III, nous abordons la résolution numérique d’un probleme bidimen-
sionnel plus complexe. Il s’agit de I’écoulement incompressible autour d’un cylindre
en translation a vitesse constante entre deux plaques paralleles. La pression est une
inconnue et la géométrie induit une singularité. Des résultats précis sont obtenus.



10

En particulier, ’adaptation de maillage permet a nouveau de déterminer nettement
différentes zones rigides et de montrer leur évolution selon la distance entre le cy-
lindre et la plaque. Ce chapitre montre que notre méthode peut résoudre précisément
des problemes complexes. En outre, précisons que 1’étude des ces effets de paroi est
nouvelle.

Afin de permettre une lecture indépendante des parties Il et III, on pourra trouver
quelques petites redondances, notamment dans la présentation de la méthode numérique.
Le diagramme de lecture de ce rapport est présenté sur la figure 1. Le lecteur intéressé
par la simulation numérique pourra lire le premier chapitre de chacune des trois parties
puis se reporter au dernier chapitre des parties II et 1I1.

Le lecteur intéressé par la mise en ccuvre de notre méthode pourra essentiellement se
reporter aux sections 11.2.2, 11.2.3 et 111.2.2, I11.2.3.

Le reste du rapport concerne essentiellement I’analyse numérique.
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Notations

Les notations utilisées dans tout le rapport sont définies ici.

Parametres rhéologiques, nombres sans dimension et champs

¢y : coeflicient de friction

s, seuil de glissement

n: viscosité

oo : Seull de contrainte

Bi: nombre de Bingham, nombre sans dimension proportionnel au seuil d’écoulement

S : seuil de glissement sans dimension, nombre sans dimension proportionnel au seuil
de glissement

Cr: coeflicient de friction sans dimension
010 - tenseur des contraintes

o : déviateur du tenseur des contraintes

u: vecteur des vitesses

d = D(u): tenseur des taux de déformation

p: pression

Espaces fonctionnels et normes

L) : espace de Morrey
BV () : fonctions a variations bornées
LPA(8)) : espace de Campanato

|.|s.p:00 : semi-norme usuelle sur W*?(Q)
I|-|ls.p:2 : norme usuelle sur W*?()

X (9): espace des champs de vitesses
V(Q):{ve X(Q); divv =0}

M(Q): espaces des pressions

T(Q): espace des contraintes

(.,.): produit scalaire usuel sur L*(£)

J|': norme euclidienne sur IR", n > 1
-l 7
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Domaines et sous-domaines

Q) : domaine d’écoulement, ouvert de IR?

Qo : zones rigides, partie de Q sur laquelle D(u) =0

QT : zones déformées, partie de Q2 sur laquelle D(u) # 0
Qo : partie de Q sur laquelle || D(u)|| €]0;¢[ pour ¢ >0
Q. : partie de Q sur laquelle || D(u)|| > ¢

Discrétisation

pr : rondeur du triangle K, diametre du cercle inscrit
hg : diametre du triangle K, longueur de la plus grande aréte de K
gr : qualité du triangle K, rapport du diametre a la rondeur de K

wy, : réunion des éléments d’un maillage de €} qui rencontrent la frontiere des zones
rigides

_|_

w™ : réunion des éléments d’un maillage de ) qui rencontrent les zones déformées et

qui ne sont pas inclus dans wy,

wp : réunion des éléments d’un maillage de €} qui rencontrent les zones rigides et qui
ne sont pas inclus dans wy,

~p : réunion des arétes du bord d’un maillage de €2 qui rencontrent les points de
transition adhérence/glissement

~t: réunion des arétes d'un maillage de © qui rencontrent les parties du bord de
ou le glissement a lieu et qui ne sont pas incluses dans

Yo : réunion des arétes d’un maillage de €2 qui rencontrent les parties du bord de €2
ou l'adhérence a lieu et qui ne sont pas incluses dans v,

Expressions particulieres

Fo(p )def{ HﬁH(WH Bi) si||B]] > Bi

sinon
définit le taux de déformation dans le modele de Bingham, lorsque g = o.

déf HbH(HbH ) sifol =8

0 sinon
définit la vitesse tangente a la paroi dans la loi de glissement lorsque b = —(o.n).

mes(E) : mesure de Lebesgue de £ C IRY.
B(xo,p) {:L' € RN ; ||z — x| < ,0}

FFs(b)
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Notations spécifiques au probleme de Poiseuille

Le notations qui suivent sont utilisées dans la partie II, au chapitre 4, pour décrire les

différents régimes d’écoulement dans le probleme de Poiseuille. Sauf mention explicite du

contraire, ces notations se rapportent au cas d’une section carrée.

Biy:
Big:
Big:
Bir:
Bigs:

Valeur limite de B: au dela de laquelle le matériau adhere a toute la paroi
Valeur limite de Bi au dela de laquelle le matériau est bloqué

Valeur limite de B: au dela de laquelle le matériau glisse sur toute la paroi
Valeur limite de B: au dela de laquelle le matériau se translate en bloc

Valeur limite de Bi au dela de laquelle le bouchon est en contact avec la paroi

sur toute la paroi

St : Valeur limite de S au dessous de laquelle le matériau se translate en bloc, pour
Bi > Big et au dela de laquelle le blocage a lieu pour Bt > Big

S¢ : Valeur limite de S au dessous de laquelle le matériau glisse sur toute la paroi

S4: Valeur limite de S au dessous de laquelle le matériau adhere a toute la paroi

Yr: Ordonnée d’un point de transition adhérence/glissement

Ur : Vitesse du matériau lorsque celui-ci se translate en bloc
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L’objectif de cette premiere partie est d’introduire les problemes que nous souhaitons
aborder dans les parties II et III.

Ainsi, le modele d’écoulement qui nous préoccupe est tout d’abord présenté de maniere
générale dans un premier chapitre. Ce sont deux cas particuliers de ce modele général qui
seront ensuite explorés dans les parties II et I1I.

Le second chapitre aborde, pour un probleme tres simple, quelques-unes des particula-
rités de 'approximation par éléments finis du modele. Les résultats obtenus permettrons
de justifier la démarche adoptée dans les parties II et III pour construire une méthode
numeérique précise.






Chapitre 1

Modélisation des écoulements
considérés

Nous allons présenter les relations qui permettent de décrire des écoulements stationnaires,
lents et confinés de matériaux viscoplastiques.

Apres avoir rappelé la forme classique des lois de conservation, nous décrirons une loi de
comportement fréquemment utilisée dans la littérature sur les matériaux viscoplastiques.
Cette loi particuliere, nommée traditionnellement le modele de Bingham, nous semble
étre la plus simple parmi celles qui décrivent un effet de seuil en écoulement. Elle permet
donc de satisfaire notre volonté de traiter essentiellement la difficulté du seuil. Suivant la
meéme idée, nous présenterons ensuite une loi simple de glissement a seuil. Finalement,
I’ensemble des relations ainsi présentées sera écrit sous une forme sans dimension.

1.1 Lois de conservation

Un fluide viscoplastique homogene, de densité p, s’écoulant a la vitesse u dans un domaine
Q C RN (N > 1) obéit aux lois de conservation de la quantité de mouvement et de la
masse suivantes :

du )
,0% =divoy, + 1,

% +div(pu) =0,
ol on a posé:
du  Ju
% = a + (u.V)u,

35
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Otot = 0 — pl,

Vu + (Vu)?
d = D(u) = YU VW
2
oot désigne le tenseur des contraintes de Cauchy, o son déviateur, p est identifiée a une

pression et d sera appelé le taux de déformation. Nous faisons I’hypothese que la densité
p est constante, ce qui implique: divu = 0. Alors les équations deviennent :

du

p%:diva—Vp—l—f

divau =0

De plus, nous considérons des écoulements stationnaires ou I'inertie (u.V )u est négligeable.
Ceci réduit encore la conservation de la quantité de mouvement:

dive—Vp+f=0 (1.1)

divu =0 (1.2)

1.2 Relation constitutive et loi de viscosité

Nous allons maintenant relier le déviateur o du tenseur des contraintes au taux de
déformation d, c’est-a-dire écrire une relation constitutive (on parlera aussi de loi de
comportement).

L’effet de seuil d’écoulement est caractérisé par 'existence d’un niveau de contraintes, un
seuil, en deca duquel il n’y a pas de déformation (d = 0). Ceci introduit naturellement
un seuil de contrainte d’écoulement og > 0 et rend nécessaire I'utilisation d’un moyen
de comparaison de gy avec les contraintes 0. Ce moyen est appelé critére de plasticite.
Lorsque les contraintes franchissent le seuil o (au sens du critere de plasticité), le matériau
se déforme et sa viscosité n intervient. Il existe plusieurs criteres de plasticité et on peut
imaginer de nombreuses lois de dépendance entre n et d.

Comme notre préoccupation principale va étre de traiter des difficultés propres a l'effet
de seuil, nous nous limiterons dans la suite de maniere exclusive a 1’étude d’une loi de
comportement particuliere: le modéle de Bingham (Bingham [9]). En effet, parmi les
modeles classiques présentant un effet de seuil, celui-ci nous semble le plus simple, puisque
sa viscosité n est constante.
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Nous définissons a présent le modele de Bingham par:

d .
oomor + 2nd s1 d#+10
o= { o+ . (13
indéterminé avec ||o|| < o¢ sinon
soit aussi, de maniere équivalente :
; 0 si lo|| < oo
= 1 . 1.4
%ﬁ(ﬂaﬂ — 0p) sinon (1.4)
Le critere de plasticité ||o|| < og est appelé critére de Von Mises, ou ||.|| est la norme

euclidienne sur IRN*N,

Pour oy = 0, on retrouve la classique loi linéaire dite newtonienne: ¢ = 2nd. Le modele
de Bingham est donc une extension de la loi de comportement newtonienne, par I'intro-
duction d’un effet de seuil, effet non-linéaire.

Signalons que, dans la loi (1.3), lorsque la viscosité varie en loi de puissance par rapport

a||d][:
n([|d]I?) = al|d]|"~* avec r > 1

on parle du modéle d’Herschel-Bulkley. C’est un modele qui sert de référence dans de
nombreux travaux expérimentaux et qui est, a ce titre, souvent utilisé dans des travaux
de simulation numérique. Il nous arrivera donc parfois dans ce rapport de faire référence
a des travaux utilisant ce modele, lorsque ceux-ci traitent essentiellement des effets liés
au seuil 0. Dans le cas du modele d’Herschel-Bulkley, la relation (1.4) donne:

o (lo] =o'
d=1{ ToT o si lo|] — o0 >0

0 sinon

En effet, vu I'expression de n et la relation (1.4), nous avons:

si lo|| < oo

0
2al|d|] zd:{ 72 (||le]] — o0) sinon

nous en déduisons immeédiatement une expression de la norme ||d|| de d:

0 si lo|| < oo

ldl =14 (llof — oo\ .
T S1non
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ainsi, nous pouvons conclure que:

0 si lo|| < oo

d = o (HO‘H — 00> 1 )
X — slnon
[o]] o ]|

0 si lo|| < oo

_ 1/(r-1)
N g (HUH _ UO) sinon

lofl \ 2

Lorsque 1 < r < 2, on parle d’un matériau rhéo-épaississant, quand au contraire r > 2, on
parle d’un matériau rhéo-fluidifiant. Le cas r = 2 correspond a une viscosité 1 constante
et nous retrouvons les relations équivalentes (1.3) et (1.4).

1.3 Conditions aux limites, loi de glissement

La frontiere I' de € est supposée partitionnée en I'p, I'y et I's, avec I'p U s # (), sur
lesquelles nous définissons les conditions suivantes :

u=up sur I'p
ocn=0 sur 'y

ou n est définie sur ' et désigne la normale extérieure a 2. En outre, pour un vecteur
w € IRV, la composante tangentielle au bord I' est définie par:

wy =W — (w.n)n

Sur ['s, nous imposons une condition de glissement a seuil. Cette loi se construit par
analogie avec la loi de comportement. De maniere générale, nous pouvons nous donner
une fonction ¢; > 0 et écrire une telle loi sous la forme:

0 5 N (een), ) <5,
’ 1.5
cr(ug)ug = B (Otor.1), (1.5)

Torray Ul (e |l = s5) - sinon

Dans cette loi, s, désigne un seuil de glissement au dessous duquel I’adhérence a lieu. Tout
comme pour la loi de comportement, nous choisissons la loi la plus simple en considérant
pour la suite ¢; constant. Ceci nous permettra d’isoler les phénomenes et les difficultés
liés a l'existence du seuil de glissement s,. Signalons que cette loi simple a été proposée
par A. Fortin et al. [25].

REMARQUE 1.3.1
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1. Dans cette loi, nous pouvons remplacer oy, par o car:

(0torm), = ((c —pl).n), = (o.n), —p(n.t) = (o.n),

2. Dans la pratique, la condition sur 'y sera utilisée pour traduire une condition
de symétrie, ce qui permet de réduire le volume des calculs lors dune simulation
numeérique.

Indiquons en outre, que d’autres lois de glissement ont été proposées par lonescu et
Vernescu [47] pour des écoulements de fluide de Bingham. Ces lois s’apparentent a des
lois de frottement de Coulomb et s, n’y est pas constant. Ces lois prennent la forme:

un =20
[(on), || <s3=ue=0 (16)
. < :
[ (o), || < s, { [ (o), || = s, = ug=—=A(omn), , A>0

Lorsque s, = u|(o.n).n|, (avec g un coefficient> 0) nous obtenons une loi de Coulomb,
lorsque s, = p(og+ 1| D(u)]|), nous obtenons une loi proposée par Cristescu et Suliciu [22].
Ces lois sont plus difficiles & manipuler que (1.5) avec ¢; et s, constants car elles com-
pliquent Deffet de seuil en rendant le seuil de glissement dépendant des champs ¢ ou u.
Ceci constitue une difficulté qui ne correspond pas a notre objectif.

1.4 Adimensionnement

Nous proposons maintenant d’écrire les relations (1.1)-(1.5) sous une forme sans dimen-
sion. Dans cette section, nous mettons un tilde sur les grandeurs sans dimension.

Soient U et L des grandeurs de référence:
u="0Uu, up=Uup, z=1L%.

[’équation de conservation de la quantité de mouvement (1.1) devient :
I — =
Z(dlva - Vp)+f=0

et nous avons toujours: div a=0.

Par ailleurs, d = (U/L)ci, donc nous obtenons pour la loi de comportement (1.3):

llol] < o9 si d=10
Zn%cZ—I— UOHZ%‘ sinon

g =




40 Chapitre 1 Modélisation des écoulements considérés

. U . o . .
puis, en posant ¥ = UL— et Bi = YO’ nous trouvons une expression de la loi de compor-
tement sans dimension :

llo|l < Bt si d=10
~ g —~
o=—=

~  d .
by 2d + Bi—%~ sinon
]|

De méme, lorsque nous écrivons la loi de comportement sous la forme (1.4), nous obtenons :

U~ { 0 si )| < oo
“d={ 1§ e .
a 1= (X||lo]| — o stnon
L 2 5] (X[al o)
soit :
" { 0 si llo|l < Bt
=1 F i~ o
— (|lo|]| — Bi1) sinon
2 (13 - B

Nous pouvons ensuite écrire I’équation de conservation de la quantité de mouvement avec

Y00t = Otot !
divei —Vp+f=0
L2

oi1 nous avons posé: f = Z—f.
p nU

Enfin, la loi de glissement (1.5) devient:

1 — S
Uua ’ 81 | (Geen), || < 55,
Cf ut = o 5 n - ‘
| EUiOi.ngt I (X[ (oor-m)g || — s4) sinon
Soit, finalement :
S i lEmn), ) < S
F Uy = Otot-NN o ‘
t | (Uioi-n) I ([ (otot-m); || = 5) sinon
ol nous avons posé: Cp = e U ot § =32
posé: Cp = = %

1.5 Modeéle retenu

Nous considérons désormais des grandeurs écrites sans dimension. L’absence d’ambiguité
nous permet d’omettre les tildes sur ces grandeurs. Les problemes que nous allons résoudre
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dans les parties II et III consistent alors a trouver (u,o,p) vérifiant les relations qui

suivent :
d= D(u) (1.7)
dive - Vp+f=0 (1.8)
divu=20 (1.9)

ainsi que 'une des deux relations équivalentes désignant la loi de comportement sans
dimension :

ol < B si d=0
7= 2d—|—Biﬁ sinon (1.10)
0 s |lo|l < B,
2d = iz (loll = Bi) ~sinon (L.11)

Avec les conditions aux limites :

u=up sur I'p
on=0 sur I'y (1.12)
un—0 sur I's

et la relation suivante, désignant la loi de glissement sur ['g:
0 si | (om), || <5,

Crug = (U.H): pl ()|l = ) sinon

~[[{on)

Dans la partie I, la pression p sera en fait une donnée et, dans la partie III, nous envisa-

(1.13)

gerons une situation ot I's = (). Ainsi, dans chacune de ces parties, nous aborderons des
difficultés de nature différente.

Récapitulons enfin les différents parametres sans dimension et leur signification.

B = UU(J# :  nombre de Bingham,
S = %g . seuil de glissement sans dimension,
Crp= CfEU :  coeflicient de frottement sans dimension.

Finalement, outre la géométrie et les nombres sans dimension, les données sont un terme
source f et une vitesse imposée sur I'p : up.

Bien sur, le choix des grandeurs de référence U et L dépend des problemes concrets que
I’on considere et d’autres nombres sans dimension peuvent apparaitre. c’est le cas par
exemple lorsqu’un parametre pilote une configuration de la géométrie (la distance entre
deux plaques, par exemple, dans le dernier chapitre de la partie III).






Chapitre 2

Analyse d’une approximation du cas
mono-dimensionnel

Nous souhaitons dans ce chapitre décrire en détail I’approximation par éléments finis d’un
cas tres simple, afin de fixer les idées sur les difficultés a envisager dans un cadre plus
général.

Nous commencons donc par décrire un probleme mono-dimensionnel dont nous donnons
la solution explicitement, puis nous décrivons le probleme approché par éléments finis.
Pour une approximation continue et affine par morceau (Pi-continue) de la vitesse, nous
calculons explicitement la solution approchée, ainsi que ’erreur d’approximation dans
les normes H', W1 et L*°. La méme opération est répétée pour une approximation
continue quadratique par morceau (Pa-continue) de la vitesse. Les résultats obtenus pour
ces deux approximations particulieres sont finalement comparés et montrent alors 1’'utilité
d’adapter le maillage au voisinage des frontiere de la zone rigide, pour 'approximation
quadratique.

2.1 Probleme de Poiseuille plan

Le probleme considéré ici est schématisé par la figure 2.1.

Soit deux plaques paralleles séparées par une distance 2L. Un fluide de Bingham, de seuil
09, st mis en mouvement entre ces deux plaques sous ’action d’une chute de pression f.
Nous supposons que le matériau adhere a la paroi.

Un tel écoulement est nommé ”Poiseuille plan”. C’est une approximation de ’écoulement
dans une conduite rectiligne de section rectangulaire, ou le rectangle qui constitue la

43
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Fia. 2.1 — Représentation schématique de [’écoulement entre deux plaques paralléles, ou

«Poiseuille plan».

section possede un co6té tres grand devant 'autre. En conséquence, la vitesse n’a qu’une
composante non-nulle, notée u, suivant 1’axe es, et elle ne dépend que de x €] — L; L]
(elle est considérée constante par rapport a y). De méme la contrainte de cisaillement est
représentée par un champs scalaire noté ici o et ne dépend que de .

Par symétrie, nous sommes ramenés a l'intervalle |0; L[, quitte a poser la condition de

symétrie:
o(0)=0

Une fois défini le nombre sans dimension :

09

Bi = —
? 7

nous posons ) =]0;1[, I's = 0, 'y = {0} ainsi que I'p = {1} et cherchons a trouver la
solution du probleme mono-dimensionnel suivant, composé de la loi de comportement, de
la loi de conservation de la quantité de mouvement, de la condition de symétrie en x = 0
et de la condition d’adhérence en x = 1:

PROBLEME 2.1.1 Trouver des fonctions u et o définies sur ]0;1[ telles que :

du (1) = Fo(o) < { To(2)]

dx .
0 sinon

do(z) = -1

dﬁ{ o) (o(a) = Bi) si  |o(z)| > Bi
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Ici la condition d’incompressibilité divu = 0 est automatiquement satisfaite puisque
u(x,y,z) = u(x)es. La solution de ce probleme s’obtient aisément et figure dans de
nombreux ouvrages (voir par exemple dans [33], les relations (6.13) et (6.14) page 94). 1l
s’agit de:

et pour Br < 1, 0on a:

d(z)

dx 0 sinon

dgfd_u(x)_{Bi—x si x> Bi

c 2 c 2
(BZQU —(BZQ“') si x> Bi

u(x) =
(Bi—1)?

sinon
2

Pour Bi > 1, la vitesse u est identiquement nulle, I’écoulement est bloqué.

En outre, si nous posons:
X(Q)={ve H'(0;1); v(1) =0}

il est possible de montrer! que les champs u € X(Q), o € L*(0;1) et d € L*(0; 1) satisfont,
pour tous v € X(Q), £ € L*(0;1) et 7 € L*(0;1), les relations:

[zt = [ oo
/Old(x)(f(x) —d(x))da + Bi/01|§(:1;)| dz — Bi/01|d(:z;)| dz > /Ola(x)(f(x) — d(z))de
/Olr(x)d(:z;) dz = /Olr(x)g_g(x) dz

(2.1)

Ces relations constituent la formulation variationnelle du probleme 2.1.1 et permettent
de définir un «probleme approché» via la méthode des éléments finis.

2.2 Probleme approché par éléments finis

Soient ap = 0 < a1 <..< a,—1 < a, = 1 les points d’une subdivision de ]0; 1] qui
définit un maillage de 2. Le milieu des mailles Ja;; a;41[ sera noté a;y1/2 et leur longueur
Ax; = a;11 — a;. On posera en outre h = ,nax 1A$Z’.

1. nous le ferons dans un cadre plus général dans les parties 1T et 111
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Définissons maintenant les espaces vectoriels de dimension finie dans lesquels nous allons
chercher les approximations uy de la vitesse et o de la contrainte de cisaillement. Pour
k > 0 nous notons classiquement Pj ’ensemble des polynémes de degré k et nous posons:

XPH051) = {vp 005 1[— IR ; vy

Jagsaiga] S Pk ) \V/Z == 0, ey — 1}

X3(0:1) = X;77H(031) N C0; 1]
Dans la suite, nous souhaitons étudier 'erreur ¢, = u — uy, pour "approximation :
up, € X:’O(O;l) NX(N), aveck=1et k=2

Avec un tel choix pour wuj, nous avons % € X:_l’_l((); 1) et il semble donc naturel de

chercher:
oy € X;f_l’_l((); 1)
Nous pouvons en fait justifier rigoureusement ce choix d’espace pour la contrainte en

écrivant le probleme approché. Compte tenu de la formulation variationnelle (2.1), nous
écrivons un probleme approché comme suit :

1 1
/ Uh(:li)%(x) do = / vp(x)de, Vo, € X;f’o((); 1)
0 0

/0 0 (2)(En(x) — dn() d
+ Bi i |§h(:1;)|d:1;—Bi/0 |dp ()] dx

> / on(z)(En(z) — dy(x))dz, VE € X 71051)

0

1 1
/ mh(x)dp(2) dae = / Th(l’)%(l') de, V7, € X:_l’_l((); 1)
0 0

il est alors possible de montrer qu’avec notre choix d’espaces, il existe une solution
(oh,up,dy) et que uy et dy sont uniques®. En fait, nous allons considérer dans ce cha-
pitre un probleme approché qui présente un intérét pratique pour I’écriture d’algorithmes
dans des contextes plus généraux (parties II et III):

PROBLEME 2.2.1

1 d 1
/ O'h(w)%(l') dr = / vp(x)da |, Yoy, € X;f’o((); 1)
0 0

2. nous montrerons ceci dans la partie 11
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et sur Jag aipq[, avece 0 <1 <n—1:

st k= 1, dh = FQ(Uh)

st k= 2, dh(a]‘) = FQ(O'}L(G]‘)) 5 ] = Z,Z —1

Nous allons maintenant construire explicitement u;, et o), pour ce dernier probleme, puis
nous calculerons les erreurs |ex|1,2.0, |€n]1,00:0 €t |€n]o,00:0 afin de comparer les approxima-
tions pour k=1 et k = 2.

REMARQUE 2.2.1 (Utilisation de la formule explicite)

Dans les situations plus générales des parties Il et I, nous considérerons le probleme
approché sans formule explicite pour ce qui est des questions d’estimation d’erreur, pour
simplifier Uanalyse. Cependant, pour le calcul numérique, nous utiliserons les formules
explicites parce que la programmation des algorithmes s’en trouve simplifiée. Les tests
numériques nous permettrons de constater que la méthode qui est programmée (avec les
formules explicites) donne des résultats qui sont en bon accord avec les résultats théoriques
d’estimation d’erreur.

2.3 Approximation P, de la vitesse

Fixons, pour toute cette partie, k£ = 1.

Les fonctions o, et dj, étant constantes sur chaque maille, nous noterons o115 et diy1/2
leur valeur sur la maille Ja;; a;41[ (pour 0 < ¢ < n — 1). Nous noterons également ¢, la
fonction de base de X;°(0;1) associées & a; (pour 0 < i < n). La fonction de base de
X%’_l((); 1) associée a a;4/2 sera notée ;4 /5. Rappelons I'expression de ces fonctions de
base. Pour 1 <¢ <n — 1, nous avons:

% sur Ja;_1; aqf
B — a; — X
bi(x) = "'AITZ sur Jag; aiiq]
0 sur ]0; a;—1[U]ai1; 1]

et pour les points extrémes ap =0 et a,, = 1:

U= sur 10:ay 0 sur |05 a,—1
¢o(l‘)={ Ao [0l cbn(l'):{ 1—u | |

0 sur  Jag; 1] Az, W Jan—1;1]

et pour 0 <:<n—1:

L osur Jaga;q]

Vivis2 :{ 0 sur ]0;a;[U)aigr;1]
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Commencons par calculer la fonction ;. Nous avons:

1 de 1
[ o ierde = [oarar, 1<i<n-
0 dx 0
Compte tenu de 'expression de ¢; :

“ do; it do; it Az + Az; déf
/ ona) dﬁ () d + / - ole) dﬁ (2)do= | dile)de = === Ay

a;_
d’ou:

Oit1/2 — Ti—1/2 1

L 1<i<n-—1 (2.2)

Axi—l/Q
D’autre part, pour 1 = 0:

Axg A
/ on(z)pp(x) de = ;0
0

autrement dit :

Al’o
2

(2.3)

012 —= —
des relations (2.2) et (2.3), nous déduisons, par récurrence, que oy, est caractérisé par:

Ti41/2 = U(ai+1/2)

Ensuite, nous remarquons que, pour 7 > 0:

di+1/2 = FQ(UH—I/Z) = FQ(O-(ai-l—l/Q)) = d(ai—l—l/Z)

En particulier, nous remarquons que, sur |0; zo[, d = d;, = 0.

Pour simplifier, nous considérons désormais deux nombres h > 0 et hg > 0 ainsi qu’'un
intervalle Ko =|xg; 29 + ho[ tels que:

e Ky est 'unique maille contenant le point x = B,

o le pas du maillage est constant et égal a h en dehors de K.

Nous connaissons o, et dj,, calculons maintenant ’expression de uj,. On sait que uy est
I'unique primitive de dj, satisfaisant la condition uy(1) = 0. Ainsi, pour 0 <i <n —1 et
x €la;; aip1[N]xo 4 ho; 1[, nous avons:

we) = [dwart [ ady

it1

@it1
- / dy) dy + (¢ — aier )d(aze2)

L
- 1 2 B — a; 2
_ (Bi 5 > _ (B 2@ +1) + (2 — aiy1)d(@iy1)2)
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Bit1 Bit1

L’égalité dp(y)dy = / d(y) dy exprime 1’égalité des aires représentées par cha-

1 1
cune des deux intégrales et est visible sur la figure Fig. 2.2.

De méme, sur Ky, nous écrivons:

un() =/1x0+hodh(y)dy+/; dn(y) dy

o+ho
zo+ho
= / d(y)dy + (x — 2o — ho)d(xo + ho/2)
1

_ (BZQ_ 1)? _ (Bi — x20 — ho)* + (x — 2o — ho)d(xo + ho/2)

et enfin, sur |0; xo[, uj, est constant et vaut, par continuité en xq:

1 —Bi)>  (xo+ ho— Bi)?
uh(xo):( : (o ; )—hod(:z;o—l—ho/Z)

Résumons les expressions obtenues pour oy, dj, et uy:

PROPOSITION 2.3.1 Les quantités oy, dj, et uy vérifiant le probleme 2.2.1 s’éxplicitent
comme suit :

o) = { ~G 1Dk siw El0seo Ul + hoi 1|
h | —xo—ho/2 st ox €]ag; o+ hol

Bi— (i —1/2)h si x €]zg + hoy 1|
dh(l’) = Bi — g — h0/2 st xr €]$0;$0 + ho[ et Br < To + h0/2

0 sinon

(1 — Bi)?  (a;41 — Bi)?

5 — 5 + (x — ai41)(Bi —a; — h/2) sur  Jag;; aip1[N)zo + hos 1]
_“pe P2
up(z) = (1 QBZ) _ (mot h% Bi) + (x — 20 — ho)d(xo + ho/2) sur Jxo;xo+ hol
_“pe P2
d QBZ) _ (zo h% Bi)® ho d(xo + ho/2) sur 105 xof

On peut maintenant calculer facilement différentes normes d’erreur pour e, = u — uy,.

PROPOSITION 2.3.2 L’erreur e entre la solution u du probleme 2.1.1 et la solution
approchée uy, vérifie :

h
len|t,co.0 = max { 2 ﬁho}
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1 — Bi o —2 1/2
|€h|1,2;Q:< B h* + 5 hth-l-’th)

h2
|€h|0,oo;Q = max{g ) 5h(2J}

et les constantes o, 3, v et § ne dépendent pas de h et sont bornées indépendamment de
ho, elles sont définies par:
Bi — Lo
ho

O =

€ [0;1]

5= l—a st Bi > x9+ ho/2
| 1/2  sinon

{% si Bi > xg+ ho/2
=Y 10 2 g
51+ 3(a—1/2)° + a(a — 1/2)* sinon

T 81 Bl>$0—|—h0/2

PREUVE :

Commengons par calculer I'erreur d — dj, en norme L>(0;1):

|d — dio,coiwothoit] = =

d(1 —h)y—d(1) h
2 2

Si Bi > 29+ ho/2, on a:
|d = dplocoteosworhol = d(wo + ho)| = ho + o — Bi = (1 — a)ho
Si au contraire Bi < x¢ + ho/2, on a:
|d — diJo,coinoswothol = |d(z0 + o) — d(zo + ho/2)] = %

donc on obtient I'erreur dans la norme L>°(0;1):

h
|€h|1,oo;Q - |d - dh|0,oo;Q = Inax {576h0}
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avec une constante $ ne dépendant que de la construction du maillage:

5= l—a si Bi > xg+ ho/2
| 1/2  sinon

Calculons maintenant I'erreur dans la norme H*'(0;1).

Sl Bl>$0—|—h0/2

sinon :
zo+ho 1 1
[ = a5 (5 + 5o 172 + ala - 1727)

de plus, le calcul sur I'intervalle |xg + ho; 1] donne:

! 1—($0—|—h0) h3 1—$0—h0 1— B a—2
d—d;.|? dy = — >~ = W = 7 Tp2 = h? hoh?
/mh()' H ) dy h 12 12 CRRSTI

Finalement, nous obtenons 'erreur:

1 — Bi o —2 1/2
lu — upl1 2.0 = ( h? + hoh® + 7h3>

12 12

avec les constantes :

3

PR
o (1—a) si Bi> o+ hof2
Jr+ S =172 + ala —1/2)* sinon

Finissons avec le calcul de |ep|o co0. Nous avons, si Bi > x¢ + ho/2:

%(:1; — aip1)(a; — ) sur a;; aip1[N]xo + hos 1]
en(z) = 7(:1;—:1;0—h0)(23i—:1;0—h0—:1;) sur | Bi;xg + hol
~ 2
(Bi— :1;20 — o) sur ]0; Bi[

et si au contraire Bt < xg + ho/2:

%(x_aﬁl)(ai_x) sur - Jag; a1 [N]zo + ho3 1
(a) = 3(e = 0 —ho)(zo ) sur 1Bi; 2o + hol
= e o120 s s Bil

@hg—k(a—lﬂ)h% sur )05 20
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donc:
a; + a; 41 h?
|€nloscoaothon = |€n (“‘7;“‘)‘:: 5
2
en <W> :% si Bi < xg+ ho/2
|€h|0;00;]Bi;xo+ho[ = (a/— 1)?
len(B1)| = Th% sinon
12
len(z0)] = (M ba- 1/2) B2 osi Bi<aot ho)2
|€nloo0ioimi = 12
%h% sinon
CQFD. []

2.4 Approximation % de la vitesse

Fixons, pour toute cette partie, k£ = 2.

La fonction o}, étant discontinue, nous noterons o et o les valeurs de oy, respectivement
& gauche et & droite du point @;. Nous adopterons de méme les notations d; et d .

Nous noterons également ¢, et 1, les fonctions de base de X%’_l((); 1) associées a a;. Les
fonctions de base de Xz’o((); 1) associées a a; seront notées ¢; et nous écrirons ¢,y /o celles
associées a @iy /2.

Rappelons 'expression de ces fonctions de base:

T— a;_1 T — U;—1/2
Axi—l Al’i_l/Q

Vi,0<i<n, ¢=1 Git1 —T%y1j2 — & L
Ax; Az; /2 sur - Jag; aip|

0 sur |05 a;-1[ U Jajz1; 1]

sur Ja;_1; aqf

Ao Argz oW 10; Awo]
0 sur  |Awzg; 1]

AJ}O—J}A@'O/Z — X
bo =

T—a;Gi41 —

Viv 0§i<n7 ¢i+1/2:{ Axl/2 Aml/2
0

sur Jag; aiiq]

sur ]0; ;[ U Jaip1; 1]

T — a;q iy — X
Z g,y ¢j(x) = 2711(1‘

¢i (l’) = Axi—l Al’Z
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ot 1, est la fonction caractéristique de I'intervalle K;, valant 1 sur K et 0 ailleurs.

Remarquons en premier lieu que o, = . Nous avons en effet :

[y ar = [Corinte

donc nous déduisons en intégrant par partie sur le support de ¢;11/5 que:
541 dO‘h 541
[ et de = [ by de

or, sur |a;; a;41[, on a:
on(z) = o (2) + 0y i (@)

et c’est pourquoi, sur cet intervalle, Cf—xh est constant et vaut:

- +
Tip1 — T;

Al‘i
donc nous trouvons finalement la relation de type «différence-finie» :

ot

% = —1 sur Ja; a;41] (2.4)

Par ailleurs, nous pouvons aussi écrire:

1 dqb /1
onlx x)de = | ¢)(x)dx
[ o rwrae= [ o)
ce qui se traduit par:

[ mwes [ am e [ o

Ai—1/2

en effectuant des intégrations par partie au premier membre, nous trouvons:

- _ gt ai gt o412 ai41/2
R R v / = / ot
(2.5)

Le méme calcul avec ¢g fournit :

+ Axg Axg

ot D0y de = [ dole) de (2.6)
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En utilisant (2.4) dans (2.5) et dans (2.6) (avec 1 = 0), on trouve que:

- _ Lt —
o =0, et o9g=10

autrement dit, o), est une fonction continue vérifiant :

d
on,(0) =0 et %(:p) = —1 dans ]0; 1]

nous voyons alors que oy, est déterminé de maniere unique et que oj(2) = o(x) = —uz.

Compte tenu de cette premiere remarque, nous avons :

d: =df =d(a;) = Fa(o(a;))

k3

donc dj, est en fait continue et plus précisément encore, si nous appelons Ko =|xg; 2o+ hol
I’élément qui contient le point * = Bi, nous constatons en observant 'expression de d
qu’en fait: d — dj, = 0 sur |0; 1[\ Ko.

Puisque dy(x0) = 0 et que dp(xo + h) = d(xo + h) = Bi — 29 — hg, nous pouvons donner
I’expression de dj, sur Ky de la maniere suivante :

d=Bi—z si x €]0; 1[\ Ko
d, =

(Bi — o — ho)w ; L0 ginon
0

nous en déduisons alors I'expression de up, I'unique primitive de d}, telle que up(1) = 0.
Avant de calculer I’erreur d’approximation, résumons ’expression des champs approchés
on, dy, et uy:

PROPOSITION 2.4.1 Les quantités approchées o, € X, 7'(0;1), d, € X, 7'(0;1) et
2,0 , :
up, € X;7(0;1) sont données par les expressions :

op(x) =0o(x) = —x
Bi—x sur |xo+ ho; 1]
dp(z) =< (a—1)(x —x0) sur Jro;zo+ hol
0 sur 105 xof

(1—Bi)® (2 — Bi)?

5 — 5 sur |xo+ ho; 1]
_ )2 _ 2 _
up(x) = 7(1 QBZ) +(a—1) (z 251?0) + a(l 5 a) k3 sur |xe;xo + hol
_ )2 _
€ QBZ) + a(12 a)hg sur 105 xof

ou « est défint comme dans la proposition 2.3.2.
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De ceci nous pouvons aisément déduire 'erreur d — dj, en chaque point = €]0; 1]:

0 sur ]0;20[ U Jao + hos 1]
d—d, =< Bi—x—(a—1)(x—1x9) sur |Bi;xg+ hol
—(a—1)(x — x0) sur |xo; Bi]

et ainsi, nous obtenons I'erreur dans la norme L>(0;1):
|d = diJosecsa = |d = diloscoircy = |dn(B1)| = a(a = 1)ho

ou « est défini comme dans le cas ou k& = 1 par a = Blh_ L0 ¢ [0;1]. Nous pouvons
0

également calculer:

Oé(Oé — 1)h3/2
\/g 0

Enfin, nous pouvons exprimer l'erreur ¢, en chaque point x €]0; 1]:

|d - dh|0;2;Q = |d - dh|0§2§1\70 =

0 sur Jzo + ho; 1]
S Gl 20) e PN DY et ) L Cut P F N ) S

en(r) = u(x) —up(x) = _(aozl__l)a()w —21’0)2 _ a(12— ) 2 sur |wo; Bil
_all—a), sur J0;]

nous pouvons en déduire I'erreur sur u dans la norme L>(0;1).

En conclusion, en utilisant ce qui précede et le fait que par définition |d—d|o2.0 = |en]1 2.0
et |d — dplo.co;o = |€n|1,00:0, NOUs obtenons :

PROPOSITION 2.4.2 L’erreur e entre la solution u du probleme 2.1.1 et la solution
approchée uy, vérifie :
Oé(Oé — 1) 3/2
€hl1,2;Q = ——h
| | \/g 0

lenltcon = ala — 1)hg

a(l — a)

2 o

|€h|0,oo;Q —

2.5 Conclusion

En comparant les propositions 2.3.2 et 2.4.2, nous pouvons constater les faits suivants:

1. En maillage uniforme (hy = k), nous avons pour k = 1 ou k = 2: |ep]o.coin = O(h?)
et |en]1,00.0 = O(R). Seule la norme H'() est plus précise en Py (en O(h3/2)) qu’en
Py (en O(h)).
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2. L’adaptation de maillage (ho # h) ne permet pas d’améliorer 'erreur en Py, ce qui
rend, en ce sens, le maillage uniforme optimal pour I"approximation P; de la vitesse.

3. Avec un maillage adapté (hg # h) et une approximation P, de la vitesse, on peut
atteindre une précision arbitraire avec seulement trois éléments (ce qui fait six degrés
de liberté, compte tenu de la condition u,(1) = 0).

Ainsi, nous pouvons conclure qu’avec un maillage convenable (ho assez petit), pour un
meéme nombre de degrés de liberté, 'approximation P; de la vitesse donne nettement plus
de précision que 'approximation Fj.

Pour des problemes plus complexes, nous pouvons donc espérer, grace a l'adaptation
du maillage, atteindre la précision donnée par l'opérateur d’interpolation, et cela sans
engager un sur-cout en degrés de liberté par rapport au cas «P-uniforme». Toutefois, il
nous faudra trouver un moyen pour raffiner automatiquement le maillage au voisinage des
frontieres des zones rigides. Notre cas mono-dimensionnel peut donner une indication a
ce sujet. En effet, il semble que la quantité suivante permette ce raffinement :

z(x — Bi) si x> Bi

0 sinon

Précisons cela. Si nous considérons ¢ 'interpolé Py de ¢, nous avons:

|S‘Q - 99h|1700§]ai§ai+1[ S c|99//|0700;]ai;ai+1[Axi

pour avoir une erreur en O(c), il nous suffit donc de considérer:

Co

Al‘i =T
|S‘Q |0700§]ai§ai+1[

alors, en observant que:

—Bi?/4 . .
(e — Bi)}3/2 si x> B

P(w) =

0 sinon

nous voyons que Az; tend vers () au voisinage des frontieres des zones rigides.

REMARQUE 2.5.1 Dans la mesure ou ['avantage du choiz k = 2 sur le choiz k = 1
ressort nettement, nous n’avons pas cherché a généraliser les calculs de ej, pour d’autres
valeurs de k. Nous pouvons quand méme remarquer, que, pour k > 2, o € X;f_l’o((); 1) C
X:_l’_l((); 1), par conséquent, le choix o, = o convient. On trouve alors a nouveau que
d =dy, en dehors de Ko =|xo; 20+ ho[ (unique maille contenant la valeur Bi). Ainsi, on
a:

lenlign = lenlgr, » Vg € [15400]
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De méme, u = uy, sur |xo + hoy 1| (car u), = dn, = sur cet intervalle et up(1) = 0) et
puisque u est continue en xo et constante sur |0;xo[, nous avons up = up(xo) sur ]0; x|
et donc:

|€h|0,oo;Q - |€h|0,oo;f(o

REMARQUE 2.5.2 [l est connu (voir Glowinski et al. [36]), que u vérifie Uinéquation
variationnelle de seconde espéce suivante :

/012_;(:1?) <§—;(:p) — %(@) da

1
" B@'/
0

1

> flz) (v(z) —u(x)) de , Yo e X(Q)

0

dv(x)

ot lon a posé f(x) =1 sur]0;1[. Soit uj, € X;’O(O; NX(Q) Uapproximation par éléments
finis Py de ce probleme, définie par:

/01%(:1?) <%($> — %(:p)) da

1
" B@'/
0

> /0 F(@) (on(2) — up(z)) da , Yo, € X}100;1) N X(Q)

dﬂ(:p)‘ dz — Bi 1
dx o

Lorsque f est un élément quelconque de L*(0;1), il est démontré dans [36] que :
[l = unll1 2902 = O(h)

nous retrouvons donc le méme ordre que celui €tabli en section 2.3. Toutefois, ¢’est une
approximation différente de celle considérée section 2.3 puisqu’aucune formule explicite
n’y intervient. Dans la partie Il, chapitre 3, nous nous intéresserons a [’estimation de
Uerreur pour ce type d’approximation, lorsque le domaine Q est bidimensionnel.
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Bi—1

Lo xo+ho L

0

B
L 1 1 ] ]

Bi—1

(Bi—1)?

Lo xo+ho L 1

B

U

0

Ty x9+ho L

1

0

ho = 0.2

B
L 1 1

0

Ty xo+ho L 1

Fic. 2.2 — Vitesse u et taux de déformation d pour le modéle mono-dimensionnel de
l’écoulement de Poiseuille plan, comparés aux approximations uy, et dj, par éléments finis

P1 etPQ.
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Ecoulements en conduite droite
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Dans cette partie, nous explorons quelques aspects de ’analyse et de la simulation numé-
riques pour un cas particulier du modele général présenté dans la partie I.

Nous commencerons par préciser le modele particulier que nous considérons ici, puis nous
en donnerons des formulations bien adaptées a 1’écriture d’'une méthode numérique et a
une analyse de convergence. La description détaillée d’une méthode numérique est ensuite
réalisée et complétée par des résultats de convergence pour 'approximation par éléments
finis. Enfin la simulation numérique d’un cas particulier acheve cette partie en donnant
des résultats de mécanique concrets.






Chapitre 1

Généralités sur le probléeme continu

Le but de ce chapitre est de donner plusieurs formulations du modele général présenté
dans la partie I, dans un cas particulier ou la loi de glissement s’applique sur toute la
paroi I' du domaine €2, soit I' = I's, et ou la pression p est donnée.

Tout d’abord, nous écrivons ce modele particulier. Ensuite, nous en donnons une for-
mulation variationnelle a plusieurs champs inconnus qui est bien adaptée a 1’écriture
d’un algorithme. Enfin nous donnerons quelques formulations plus classiques dont le seul
champ inconnu est la vitesse, car elles constituerons des outils intéressants pour ’analyse
de l'erreur d’approximation par éléments finis au chapitre 3.

1.1 Ecriture du modéle pour les écoulements de Poi-
seuille

Nous considérons 1’écoulement laminaire permanent dans une conduite rectiligne de sec-
tion constante @ C IR? et d’axe es, sous l'action d’'une variation constante de pression
notée f > 0. La loi de glissement est imposée sur toute la paroi du cylindre. Par la suite,
nous nommerons cette situation Probléme de Poiseuille'. Lorsque § sera un disque, nous
parlerons pour simplifier du probleme de «Poiseuille circulaire».

La figure Fig. 1.1 résume le probleme que nous décrivons.

Le champ des vitesses est colinéaire a 1’axe e3 du cylindre et n’a donc qu'une composante
non-nulle us, que nous nommerons encore u par un abus de notation volontaire. La relation

1. En fait, on devrait plutot parler de probléeme de Poiseuille généralisé, car les écoulement dit «de
Poiseuille» considérent la condition d’adhérence a la paroi.

63
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Fia. 1.1 — Portion d’une conduite cylindrique de section Q0 dans laquelle s’écoule un fluide
de Bingham sous Uaction d’une variation constante f de pression.

d’incompressibilité divu = 0 est donc automatiquement satisfaite. Les seules composantes
non-nulles du déviateur o du tenseur des contraintes sont les cisaillements o015 et o3;. Le
tenseur o peut donc étre représenté par un vecteur de IR*, encore noté o = (03, 032). La
loi de comportement et la conservation de la quantité de mouvement s’écrivent alors :

{ 0 si lor|| < oo 0
Vu= 1 o . 1.1
=< (|le|| — og) sinon
I

dive + f =0 (1.2)

L’écriture de la loi de glissement se simplifie également. En effet le vecteur (o.n), devient
le scalaire o.n et le vecteur uy devient le scalaire u. Nous pouvons alors écrire sur I':

0 si lo.n| < s,
v = (1.3)

—1 o.n . .
T |o_‘n|(|0'.n| S4) sinon

On adimensionne le probleme (1.1) - (1.3) en considérant a une longueur caractéristique
de la section Q et U = a®f/n. Les trois nombres sans dimension deviennent :

. Jo _ e _ g
Bl—af-7 CF— 0o S_le

Dans toute la suite, nous écrirons pour simplifier & et u les champs sans dimension. Nous
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r

FiG. 1.2 — Représentation schématique de la solution d’un probléme de Poiseuille, lorsque
Q est un disque, pour S > 1/2. La taille du bouchon augmente proportionnellement a Bi
et le blocage a liew pour Bi > 1/2 (Dans le cas ot S < 1/2, le blocage est remplacé par
une translation en bloc du matériau).

cherchons alors a résoudre le systeme suivant :

i 5—;|Z_:E|(|a.n|—5) si |on|>S
sur I', u= Fr(—o.n) = (1.4)
0 sinon
o [ 1ol =B s el > B
Vu = Fo(o) = (1.5)
0 sinon
dive = —1 (1.6)

Signalons que les notations Fq(.) et Fr(.) seront d’'un usage constant dans toute la suite.

Dans le cas ou 2 est un disque, la solution est connue explicitement et nous 1’avons
représentée schématiquement sur la figure 1.2. Son expression est donnée par exemple
dans Glowinski [33] dans le cas ou 'adhérence est imposée a la paroi. Dans le cas ou
la condition de glissement a lieu sur toute la paroi, on peut trouver un calcul détaillé
dans Fortin et al. [25]. 1l est commode d’écrire la solution en coordonnées cylindriques.
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La vitesse u est donnée, pour Bi < %, par:

2
L= 4 Bir—1) st 2Bi<r<l C(L-s s os<l
u(r) = 4
1) ? ) Cr .
<Bz — 7) sinon 0 sinon
Nous voyons que le blocage complet a lieu lorsque: S > % et Bir > %

Lorsque S < %, I’écoulement présente un bouchon central circulaire dont le rayon grandit

proportionnellement a Bz, puis, quand Bi dépasse la valeur %, I’écoulement tout entier
consiste en un bouchon qui se translate en glissant a la paroi a la vitesse constante

o (5-9):

Nous renvoyons a ’annexe A pour les expressions dimensionnées.

REMARQUE 1.1.1 (Non-unicité des contraintes)

Les composantes non-nulles du tenseur des contraintes sont o4, et o,.. Cependant, il
est classique d’imposer une symétrie radiale en €crivant oy, = 0. La conservation de la
quantité de mouvement donne alors:

Op.=—7%

2
de sorte que les contraintes sont déterminées de maniére unique. Par contre, il est re-
marqué dans le livre de Glowinski, Lions et Trémoliéres [35], volume 2, pages 103-104,
que st nous nimposons pas cette condition de symétrie, nous pouvons obtenir une infinité
de solutions possibles pour oq,. L unicité des contraintes est donc conditionnée, dans cet
exemple, par une hypothése de symétrie radiale.

1.2 Formulation directe a plusieurs champs

Nous allons donner une formulation bien adaptée a I’écriture d’un algorithme. Cette for-
mulation comporte cinq champs inconnus :

le champ scalaire de la vitesse u,

le champ de vecteur des contraintes de cisaillement o,

le champ scalaire de la composante normale a la paroi des contraintes s = —o.n,

le champ de vecteur du gradient de vitesse d = Vu,

le champ scalaire de la vitesse a la paroi, soit la trace de u sur I': z = vu.
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Cette formulation est assortie d’un résultat d’existence et unicité, 'unicité étant partielle.
Un tel résultat est analogue au cas ou la condition d’adhérence est imposée sur toute la
paroi. Ce dernier cas est exposé dans [57].

1.2.1 Formulation variationnelle

Nous supposons ici que € est un ouvert de IR? suffisamment régulier pour donner un sens a
ce qui suit. Nous munissons H*(2) du produit scalaire (Vv, Vw)g 2.0+ Cr (v, yw)o 21, ce
qui en fait un espace de Hilbert, le coefficient C'r étant strictement positif. Le produit sca-
laire L? classique sera noté simplement (.,.) en I’absence d’ambiguité. Nous conviendrons
de noter dans la suite les fonctions tests surmontées d’une barre.

Commencons par le lemme suivant, tres utile pour la suite:

LEMME 1.2.1

1. Etant donnés deux vecteurs & et B de IR?, les relations suivantes sont équivalentes :

. + B ' 0
we-{ &P S
indéterminé avece ||B|| < Bi  Sinon

g d B ' > Bi

i) € = Fuld) ef{ ram(I8l = B0y si 18l > i
sinon

(iii) €.(& — &) + Bi(|[E]| - |I€]) > B.(6 —€) . VE e
Si € et B sont deux éléments de L*(Q)?, les relations (1) — (i11) (prises au sens
presque partout sur ) sont équivalentes a :

(iv) (§,€ — E)oza + Bi(l€lora — [Elora) > (8,6 — Eloan » VE € L*(Q)?

2. De méme, pour deux scalaires ¢ et b de IR, les relations suivantes sont équivalentes :

(i) ¢ = Fr(b )def{ { |b|(|b| S)  si b| > S

sinon

(it) Cr((C—=¢)+S(CI=1¢) =b(C~¢) . V(e R
et pour deux €léments ¢ et b de L*(T'), les relations (1) — (i1) (prises au sens presque
partout sur I') sont équivalentes a :

(”Z) CF(CvE - C)O,?;F + S(|E|O,1;F - |C|0,1;F) 2 (bvz - C)O,Q;F ) \V/E € LQ(F)
PREUVE :

Les parties 1 et 2 du lemme se démontrant de maniere identique, nous limitons ici notre
preuve a la partie 1.
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Les équivalences entre (i), (i7) et (i17) ont été montrées dans Sofonea et lonescu [64]. 11
reste donc a montrer que, lorsque € et B appartiennent a L*(£2)?, ces assertions (1) — (i14)

(prises au sens presque partout sur 1) sont équivalentes a (iv).

Pour commencer, en choisissant € = &(x), avec € € L*()? dans (iii) puis en intégrant
sur €2, nous constatons que (ii7) implique (iv).

Réciproquement, nous allons maintenant montrer que (7v) implique (7). Soit QT = {z €
Q ; |I€l[(z) > 0} et notons Int(2%) son intérieur. Soit, de plus, ¢ € L? (Int(ﬂ+))2
complétée par 0 en dehors de Int(27), de maniere a en faire un élément de L?*(Q)%.
En choisissant dans (iv) € = € 4+ A, pour un scalaire A > 0, et en divisant (7v) par A,

nous trouvons :

1§+ )\80|0,2;Int(9;r\) — [€lo.2ime(ar) >0

(& -8, 80)0,2;Int(9+) + B

puisque € n’est pas nul presque partout sur Int(2*), nous pouvons faire tendre A vers 0
et obtenir:

<€+&Ji—ﬂy> zo,wpeﬁ@mmﬂf
HéH 0,2;Int(21)

et ainsi nous trouvons la premiere partie de (7):

£
€]

Considérons par ailleurs une petite boule ouverte B(xg, ) de centre g et de rayon ¢ > 0,
contenue dans I'ensemble {z € Q ; £(x) = 0}. Nous choisissons cette fois dans (iv) € =
€ + 1B(2:0)B, ot 1B(yy;) désigne la fonction caractéristique de B(x0;¢). Nous obtenons

£+ Bi =0,si£+£0 (1.7)

alors:

pif elarz [ el
B(zoie) B(zoie)

donc, en divisant par mes(B(xo;¢)) et en faisant tendre £ vers 0, nous obtenons (pour
presque tout xo tel que (o) = 0):

Bi| 8| = 1|8

En utilisant (1/2)Bi* + (1/2)||B||* > Bi|| 8|, ceci revient donc a écrire la seconde relation
de (1):

Bi> 8]l . si&=0 (1.8)

Donc en fait, compte tenu des relations (1.7) et (1.8), nous concluons finalement que
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CQFD. []

Nous allons maintenant considérer le probleme variationnel suivant :

PROBLEME 1.2.1 Trouwver d € L*(Q)*, o € L*(Q)?, v € H Q) d'une part, et z €
L*(T') et s € L*(T') d’autre part, vérifiant les relations suivantes pour toutes fonctions test

dec (0, ac L}V, uec HY(N),ze€ L¥T) et5€ LX) :

(d,d — d)oa + Bi(|d|or.a — [dlora) > (o,d — d)oaa (1.9)
(77,d)o2.0 = (0, Vu)oaa (1.10)

Cr(z,Z2 = 2)o2r+ S(Zlorr — |zlorr) > (8,2 — 2)o2r (1.11)
(5, 2)o.2r = (5,7u)o o1 (1.12)

(o, VU)o za + (5, 7%)o2r = (1,U)o2:0 (1.13)

L’ensemble de ces relations constitue désormais la formulation variationnelle du probleme
(1.4)-(1.6) et nous pouvons en préciser l'interprétation :

PROPOSITION 1.2.1 Supposons que z, s, u, o et d satisfont le probleme variation-
nel 1.2.1. Alors:

(i) o € H(div;Q),

(ii) (o, u) est solution du probléeme (1.4)-(1.6),
(iii) d = Vu p.p. dans ,

(iv) —emn =s¢e L*T) et

(v) 2 =~u € HY*T).

PREUVE:

D’apres (1.10), nous avons d = Vu p.p. sur et (1.5) est alors satisfaite en utilisant la
premiere partie du lemme 1.2.1.

De plus, (en choisissant w € Hj(f)) nous voyons que (1.13) signifie que dive +1 = 0
est vraie dans H~*(2), mais comme {z — 1} € L*(Q), (1.6) est obtenue presque partout
et on a o € H(div;Q), o.n est donc définie dans H~/%(T'). Nous pouvons alors écrire &

partir de (1.13):

<U'H7E>H—1/2(F),H1/2(F) + (S,’yﬂ)og;r = (leO’ + 1,@)072;9
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Comme (1.6) est vraie p.p., le membre de droite s’annule. En outre, pour tout 7 € H'/?(T),
nous pouvons trouver un u € H'(Q) tel que Z = ~u (surjectivité de ), donc on obtient :

<0'.n + 57§>H—1/2(F),H1/2(F) =0

ce qui signifie que s = —a.n dans H~'/(I') et donc en fait dans L*(T'), car s appartient
a cet espace.

En utilisant ensuite cette relation ainsi que (1.12) dans la seconde partie du lemme 1.2.1
(quitte a y remplacer  par z et b par s), nous retrouvons la loi de glissement (1.4).

CQFD. []

REMARQUE 1.2.1 Dans le cas ou l'adhérence est imposée a la parot, la condition u =0
remplace la loi de glissement (1.4) sur 1 et le probléme variationnel prend alors la forme :

PROBLEME 1.2.2 Trouver d € L*(Q)?, o € L*(Q)?, u € H(Q) vérifiant les relations
suivantes pour toutes fonctions test d € L*(Q)?, & € L*(Q)* et u € Hi(Q) -

(d,d = d)osin + Bi(ld]o:0 — |d]o,0) > (o, d — d)osa (1.14)
(E, d)og;g = (E, VU)O7Q;Q (115)
(0', VE)OQ;Q = (1, E)O,Q;Q (116)

1.2.2 Existence et unicité d’une solution

Nous allons énoncer un résultat d’existence et d’unicité en procédant en trois étapes:

1. nous écrivons notre probleme dans un cadre abstrait a trois champs inconnus,

2. nous rappelons un théoreme d’existence et d’unicité pour le probleme abstrait ainsi
obtenu,

3. nous appliquons le théoreme.

Commengons par remarquer que que 'on peut écrire le probleme variationnel (1.9)-(1.13)
sous une forme plus condensée. Posons en effet :

a ( (d,2); (av E)) = (d7a)0,2;ﬂ + Cr(z,Z)o2r (1.17)

b ( (o,5); (d7§)> = (o,d)o2;0 + (5,Z)o2r (1.18)
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C((O’,S); U) = (O',VU)O,Q;Q‘I‘ (577U)072;F (119)

X(d,Z) = Bi|d|071;Q+ S|Z|071;F (120)
nous observons alors que (1.9)-(1.13) est équivalent a:

a((d,z); (H—d,?—z)) +X(H,z) - x(d,z) > b((a,s); (H—d,?—z)) (1.21)
b(@,5); (d,2)) = c((@5); u) (1.22)

c((o,s);v) =(1,v)020 (1.23)

Allégeons maintenant les notations en posant ¢ = (d, 2),v = (o,s) et ® = L*(Q)*x L*(T).
Notre probleme prend alors la forme:

PROBLEME 1.2.3 Trouver (p,¢,u) € ® x & x HY(Q) tel que:

alp,p—¢) —blb,o—¢)  +X(@) —x(p) 20 Vpe o,
c(,v) = (1,v) Vv e HY(Q)

Enfin nous définissons encore deux sous-espaces? :

Dov ={1h €D ; ¢(vp,v) =0, Yo e H'(Q)}
Ppor ={p € ®; b(v,0) =0, Vip € Ocn }

Nous pouvons alors utiliser un résultat démontré dans [57]:

THEOREME 1.2.1 On fait les hypothéses :

(i) Ja >0, a(e,¢) > allel|§ , Yo € Ppe-

(i) Jer > 0, sup,eq ’(‘:Z;Hi) > al||lY|le, Vi € Pex

(iii) Jez > 0, supyeq !(WH@) > elvllin . Vo € HY(Q)

on suppose de plus qu’il existe une fonctionnelle x. qui approche y au sens suivant :

(a) x. est convere, Gateaua-différentiable, de dérivée notée Y.,

2. les notations pour ces espaces sont empruntées a D. Sandri [59] qui a étudié la formulation & trois
champs du probléme de Stokes.
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() 0< x=(¢) = x(9) < Cie, Vo € @,
(¢) IX:(@)]ler < Ca, Vo € D

Alors il existe une solution (¢,,u) € ® x & x H'(Q) au probléeme 1.2.3, et ¢ et u sont
uniques.

Pour appliquer le théoreme 1.2.1, il nous suffit alors de montrer la:

PROPOSITION 1.2.2 Les formes a, b et ¢ définies par (1.17)-(1.19), ainsi que la fone-
tionnelle x définie par (1.20) satisfont les hypothéses du théoréme 1.2.1.

PREUVE :
Vérifions point par point chaque hypothese:
e Ellipticité de a:
a ( (d,z); (d, 5)) = |a|(2),2;9 + CF|§|(2J,2;F > min {1, Cr}||(d, 5)”%2(9)2@2@)

e b est un produit scalaire sur L*(2)? x L*(T'), donc on a, pour tout (&,3) € L*(2)? x
LA(T):

sup

b((7.5):(d,7)) _
_ d = H(o'vs)HL2(Q)2><L2(F)
(d,z)eL2(2)2xL2(I) I(d,

2|2 @2 xr2(m)

e la condition inf-sup sur ¢ est assurée par deux autres conditions inf-sup; I’'une por-
tant sur la forme (., V(.))o 2.0 et 'autre, sur la forme (., v(.))o2r:
s s (Ev VU)O,Q;Q + l s (57 FYU)O,Q;Q
53 2 p2 2 ](E,E)H a 2p 2 |E|O 2;Q2 2_ 2p |§|0 2;
(U,S)EL (Q) x L (F) ocl (Q) 143 sel (F) 143
= 3 {[Vvloaa + [0z}

DO —

Enfin, nous renvoyons a ’annexe C pour "approximation de y par un Y. approprié.

CQFD. ]

Finalement, I’équivalence entre (1.9)-(1.13) et (1.21)-(1.23), ainsi que la combinaisons de
la proposition 1.2.2 et du théoreme 1.2.1 nous permettent d’énoncer :

PROPOSITION 1.2.3 [] existe une solution (o,u,d,z,s) au probléeme 1.2.1 et (u,d, z)
est unique.

REMARQUE 1.2.2 Comme nous ['avons déja signalé dans la remarque 1.1.1, les con-
traintes ne sont pas nécessairement uniques.
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REMARQUE 1.2.3 Pour le cas ou l'adhérence est imposée a la parot, nous voyons que le
théoréeme 1.2.1 s’applique directement au probleme 1.2.2, donnant a nouveau [’existence

de (o, u,d) et l'unicité de (u,d).

1.3 Formulations a un seul champ

L’analyse numérique et théorique des problemes d’écoulements a tres souvent pour point
de départ une formulation variationnelle dont 1'unique champ inconnu est la vitesse
u. Pour le probleme de Bingham avec adhérence a la paroi, différentes formulations
équivalentes ont été données par Duvaut et Lions [23] et par Glowinski [33]. Nous propo-
sons ici de rappeler quelques unes de ces différentes formulations dans le cadre de notre
probleme avec glissement. Nous utiliserons en effet, au chapitre 3, plusieurs de ces formu-
lations pour analyser I’erreur dans une méthode d’approximation par éléments finis.

1.3.1 Inéquation variationnelle de seconde espece

[’élimination des champs d, o, s et z dans le probleme mixte (1.2.1) donne I'inéquation
variationnelle :

(Vu, V(v —u))oaa+ Cr(yu,y(v — u))oar
—|— BZ {|VU|071;Q — |VU|071;Q} (124)
+ S{lwlour — uloury > (Lv—u)oze, Yve H'(Q)

REMARQUE 1.3.1 Les lois (1.6) proposées par lonescu et Vernescu [47] induisent des
formulations variationnelles plus complexes (voir Tonescu [{4]). Cependant, lorsque s, est
constant, un probléme proche de (1.24) est obtenu, soit l'inéquation variationnelle :

(Vu, V(v —u))oza + Bi{|Vv|oa —Vuloa}
+ S{lwloar — Ihuloary > (Lo —u)oa , Yo e HY(Q)

Ceci correspond donc au cas ou Crp = 0. Pour conserver Uellipticité sur H'(Q) du
probléme, il faut alors en fait imposer une condition d’adhérence (u = 0) sur une partie
de I', ce qui permet de maintenir [existence et "unicité de la solution.

REMARQUE 1.3.2 Dans le cas ou Uadhérence est imposée a la paroi, nous obtenons le
prototype des inéquations variationnelles de seconde espéce :

(Vu, V(v —u)) + Bi{|Vvlo1.0a — |Vulor.a} > (1,v—u), Vve HS(Q) (1.25)
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1.3.2 Introduction d’un multiplicateur dans les inéquations va-
riationnelles

Pour nos estimations d’erreur au chapitre 3, il sera commode de ramener les inéquations
variationnelles de seconde espece que nous avons rencontrées a des équations variation-
nelles. Ceci peut se faire en introduisant des multiplicateurs de Lagrange.

Pour le probleme de Bingham instationnaire, avec inertie et adhérence a la paroi, I'exis-
tence et l'interprétation de tels multiplicateurs ont été étudiées dans [23]. Par ailleurs,
dans le cas d’une conduite rectiligne de section constante ou 1’adhérence a la paroi a lieu,
Glowinski [33] a donné un procédé de construction des multiplicateurs.

Rappelons tout d’abord les résultats de Glowinski.

LEMME 1.3.1 (existence d’un multiplicateur - Glowinski [33], page 95, théoréme 6.53.)
Soit :
A ={re L’ ]| <1 pp. Q}

alors il existe X € A(Q) tel que la solution uw € H}(Q) de linéquation variationnelle (1.25)
vérifie :

(Vu, Vo) + Bi(X, Vv) = (1,v), Yo € Hy(Q)
AVu=|Vul| pp. Q

REMARQUE 1.3.3 [l est possible de préciser la nature et la forme de X en Uidentifiant a
une composante des contraintes qu’on peut nommer contraintes plastiques. En effet, reve-
nons au probléeme variationnel 1.2.2. On peut poser, dans cette formulation variationnelle
a trois champs:

c=Biu+d=Bipu+ Vu

C’est un moyen de définir une quantité g € L*(Q)?, car nous avons vu (remarque 1.2.3)
qu’il existe o € L*(N)? et uw € HY(Q) vérifiant le probléme 1.2.2 a trois champs, dans lequel
d = Vu. En éliminant o dans [’équation de conservation de la quantité de mouvement
(1.16), nous obtenons alors :

(Vu, Vv) + Bi(p, Vo) = (1,v), Yo € Hy(Q)

De plus, le lemme 1.2.1 permet d’écrire la relation constitutive (soit l'inéquation du
probléme a trois champs) sous une forme explicite, ce qui permet de vérifier que:

o.Vu=|Vu|*+ Bi||Vu|]|, p.p. x€N
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donc :
pw.Vu=|Vu||, pp.-z€Q

Toujours, d’apres le lemme 1.2.1, la loi de comportement peut aussi s’€crire :

[Vl
|lo|| < Bi sinon

__{Vu+BFZL-g WVl # 0

En utilisant la définition de p dans cette derniére relation, nous obtenons :

vw&% si ||[Vul| £0

Bip + Vu =
|Bipp + Vu|| < Bi  sinon

ainst, pour presque tout x € €}, nous avons:
Vu ~
T st Vu 0
=1 TVl vl
lpe]] <1 sinon

en particulier, p € A(Q). Nous pouvons done choisir X = p, ce qui permet d’expliciter
A dans les zones déformées (ou Vu # 0). Ce choix nous sera utile dans les estimations
d’erreur du chapitre 3.

Remarquons en outre que le raisonnement que nous venons de faire est une autre démonstration
du lemme 1.3.1.

Pour un probleme de frottement en mécanique des solides, un résultat analogue a été
construit :

LEMME 1.3.2 (existence d’un multiplicateur - Glowinski [33], page 79, théoréme 5.3)
Soit :
AMD)={re L*(I); |r| <1 pp. T}
L’inéquation variationnelle :
(Vu, Vv)oaa + (u, v — u)oag + |70loar — |yulorr > (1,0) , Yo € H'(Q) (1.26)

possede une solution unique v € H'(Q) et il existe A € A(T) tel que Uinéquation (1.26)
soit équivalente a :

(Vu, Voogia + (u,v)op0 + (A 10)ozr = (1,v)oge » Yo € H'(Q)

Avu=|yu| p.p.T
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Donnons maintenant un résultat qui combine les lemmes 1.3.1 et 1.3.2 dans une version
adaptée a notre probleme. Il s’agit de montrer de maniere constructive l'existence de
multiplicateurs pour le probleme de Poiseuille avec les deux effets de seuil. C’est un
résultat qui nous sera utile dans ’analyse d’erreur en éléments finis.

LEMME 1.3.3 [l existe A\p € A(I') et Ag € A(Q) tel que:

(Vu, Vooza + Cr(yu, v)ozr + Bi(Ae, Vu)oza + S(Ar, y0)oar = (L v)oza , Vv € H'(Q)
IVul| = Xg.Vu p.p.surQ et |yu| = Apyu p.p. surl

PREUVE :

On reprend la méthode constructive de démonstration donnée dans [33]. Comme on peut
alors s’y attendre, on pose:

)‘g B Vul
o 1/2
(0% + IVu’|?)
)\5 _ ’Yué

b =
<52_|_ |’yu5|2>1/2

ot la régularisation u® € H'() est caractérisée par:

(V' Vo)oza + Cr(yu’, y0)ozr + Bi(Ag, Volosa + SO 1)osr = (Lv)oge . Yo e HY(Q)

En outre, il est clair que A3 € A(Q) et AL € A(T'). Les ensembles A(Q) et A(T') étant
convexes, bornés et fermés respectivement dans L*(Q) et L*(T'), on voit qu’il existe des
quantités Ag € A(Q) et Ap € A('), limite faible respectivement de AL et de AL

Comme on sait de plus (voir annexe C) que:
ggﬂf—uMmazo
alors, en faisant tendre § vers 0, on trouve:
(Vu, Vv)oga + Cr(vu,yv)ozr + Bi(Aq, Vv)oza + S(Ar, 7v)o2r = (1,v)o2:0
ce qui constitue la premiere partie de la démonstration.

Choisissons alors v = u dans cette relation. Nous voyons que:

(Vu, Vu)osa+ Cr(yu,yu)o2r + Bi(Aa, Vu)oz2.a + S(Ar, yu)o2r = (1, u)o 2.0
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et d’autre part, on se souvient qu’en choisissant v = 0 puis v = 2u dans le probleme
variationnel (1.24), nous obtenons:

(Vu, Vu)g o+ Cr(yu, yu)o2r + S/|’yu| dl' + Bi/ |IVu||de = (1,u)o 2.0
r Q

donc, par soustraction des deux résultats, il vient 1’égalité :

S/ (|vu] = Apyu) dI' + Bi/ (IVu|| = Aq.Vu) de =0
r Q

or, Ar.yu < |Ap| |yu| < |yu| et, de méme, ||[Vu|| — Aq.Vu > 0, on en déduit donc qu’en
fait,

IVul| — Ag.Vu =0
et

[yul = Aryu =0
CQFD. ]

REMARQUE 1.3.4 La construction des multiplicateurs passe par une régularisation des
termes liés aux seuils. La régularisation n’est pas notre objectif en ce qui concerne le calcul
numérique. Cependant, ¢’est une technique de preuve efficace et un point important de la
littérature, c¢’est pourquoi nous en présentons quelques aspects dans Uanneze C.

REMARQUE 1.3.5 Leslemmes 1.3.1 et 1.3.2 ont été énoncé ici pour un second membre
f constant et égal a 1, car cela correspond a notre probleme. En fait, Glowinski a énoncé
ces résultats dans [33] pour un second membre f € L*(1).






Chapitre 2

La méthode de discrétisation

Les méthodes de résolution les plus courantes pour les problemes de fluide a seuil ré-
gularisent le seuil (voir I'annexe C) dans le probleme 1.25. Cela permet d’utiliser un
algorithme de Newton qui résout 1’équation variationnelle résultante. Comme nous ’avons
déja précisé, cela ne correspond pas a notre démarche, car:

un modele «régularisé» est un modele qui est différent du modele «a seuil»: il n’y a
plus de zones rigides mais des zones de faible déformation et de méme, il n’y a plus
de zones d’adhérence,

— des estimations d’erreur (voir ’annexe C) montrent que la convergence de la solution
régularisée vers une solution du probleme a seuil peut étre lente,

— les temps de calculs pour la méthode de Newton explosent ! quand le petit parametre
de régularisation tend vers 0 (car alors on fait tendre le modele régularisé vers le
modele a seuil non régulier),

— l'introduction d’un parametre supplémentaire a gérer (le petit parametre de régu-

larisation) ne nous semble pas souhaitable (c’est une complication de plus qui est

génante en pratique).

Notre méthode est donc établie pour le modele de Bingham et la loi de glissement sans
régularisation. Elle consiste en une nouvelle combinaison de trois techniques:

1. une approximation par éléments finis mixtes,
2. un algorithme de lagrangien augmenté?,

3. un procédé d’adaptation de maillage.

1. Ceci peut probablement étre évité en utilisant des méthodes de Newton généralisées, dans ce cas, il
n’est plus nécessaire de régulariser.

2. Nous n’avons pas suivi la stratégie consistant & utiliser une méthode de Newton généralisée (comme
dans [1]) car la mise en ceuvre du lagrangien augmenté nous parraissait plus simple et a donné des
résultats satisfaisants.

79
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Chacun de ces trois aspects fait 'objet d’une section particuliere de ce chapitre. Ajoutons
que nous avons programmeé cette méthode en C++4 et que nous avons intégré a notre code
un mailleur anisotrope [40]-[41] pour réaliser la technique d’adaptation de maillage.

Le lecteur intéressé par les aspects pratiques pourra se reporter directement aux sec-
tions 2.2 et 2.3.

2.1 Choix d’une méthode d’éléments finis

Nous commencerons par décrire ’approximation variationnelle du probleme continu (1.9)-
(1.13), puis nous fixerons les espaces approchés dans le cadre de la méthode des éléments
finis. Pour des raisons pratiques qui apparaitront dans la section 2.2, nous introduirons une
variante du probleme approché avec des formules explicites. Une formulation a un champ
viendra clore cette section. Cette derniere formulation sera utilisée dans le chapitre 3.

2.1.1 Probleme variationnel approché

On se donne X,(Q) ¢ HYQ), Th() C L*(Q)?, et TH(I') C L*T') des sous-espaces

vectoriels de dimension finie, pilotée par un parametre i > 0.

On considere alors I'analogue discret de (1.9)-(1.13):

PROBLEME 2.1.1 Trouver up € Xh(ﬂ), d, € ThLQ); o, < Th(ﬂ), Zp € Th(F) et s, € Th(F)
tels que, pour toutes fonctions test up € X,(Q), dy € Th(R), T, € Th(Q), Zp € TH(I') et
Sp € Tu(D), on ait:

(dp,, dy, — dp)oza + Bi(|dilosa — [drlos.e) > (oh, di — dp)osa (2.1)
(@h.dr)oza = (Oh, VU)o (2.2)

Cr(zn,Zh — zn)oar + S(Zhloar — |zhloar) > (8,20 — zh)o2r (2.3)
(Shy 2zn)o.20 = (ShyYUn)o2r (2.4)

(oh, VUp)oz.a+ (sh, YUn)o2r = (1,Th)o2.0 (2.5)

On peut alors montrer la:
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PROPOSITION 2.1.1 Supposons qu’il existe des constantes ¢} et ¢, indépendantes de h
telles que :

M > c’1|VUh|072;Q 5 Yy, € Xh(Q)

(¢)  sup

EhETh(Q) |Eh|072§Q

(17) . S?gr)% > dlyvnloar Yo, € XR(Q)
SpELR 149

alors le probléeme 2.1.1 admet une solution dont les composantes uy, et zp sont uniques.

PREUVE :

La démonstration d’existence et d’unicité que nous avons faite dans le cas du probleme
continu (1.9)-(1.13) peut encore s’appliquer. Avec les notations (1.17)-(1.20), les relations
définissant le probleme discret 2.1.1 sont en effet équivalentes au systeme:

a((dp,z); (dp —dp,Zn — 21) ) + x(dn, Z0) — X(dp, 21) > b ( (o, 81); (dp — dp,Zn — 21) )
b((@h,51); (dn,zn)) = c((Th,3n); un)

c((on,sn); un) = (1,Un)oz0

Nous aurons donc achevé la démonstration en appliquant, comme dans le cas continu,
le théoreme 1.2.1 (quitte a remplacer H'(Q) par X,(Q)). Cela repose donc sur une
vérification des hypotheses portant sur a, b, ¢ et y, dans ce théoreme. Or, en obser-
vant la preuve de la proposition 1.2.2, nous constatons que les conditions (i) et (ii) de la
proposition 2.1.1 sont bien des conditions suffisantes. En effet, quel que soit le choix des
sous-espaces de dimension finie:

e la condition d’ellipticité de @ ((i) du théoreme 1.2.1) reste assurée sur X, () x Ty(T'),
a étant en fait un produit scalaire,

e la condition inf-sup sur b ((ii) du théoreme 1.2.1) reste également vraie, b étant un
produit scalaire,

e la condition inf-sup sur ¢ ((iii) du Théoreme 1.2.1) est vérifiée lorsque (i) et (ii) sont
vraies, (ce qui apparait dans la preuve de la proposition 1.2.2)

e la propriété d’approximation de y par un y. adéquat ne dépend pas de @ = T}, (2) x T),(T')
(voir I'annexe C pour les régularisations possibles).

CQFD. ]

REMARQUE 2.1.1 Plus concrétement encore, si nous choisissons les espaces X,(Q) et
Th(T) tels que:

VXL(Q) C TH(Q)
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alors la condition inf-sup sur la forme bilinéaire (., V(.))o2.0 (condition (i) de la pro-
position 2.1.1) est satisfaite (nous pouvons prendre o, = V(v,) € Tp(Q)). De méme,
st

Y Xn(92) C TW(T)

alors la condition inf-sup sur (.,v(.))o2r (condition (ii) de la proposition 2.1.1) est vérifiée
(nous pouvons prendre 35, = v, € Ty(1)).

Avec un tel choix d’espaces, Uunique élément dp, € Ty(Q) vérifiant (2.2) est en fait défini
par:

dh = Vuh
et de meme :

Zh = Y Up

Contrairement au cas continu (voir lemme 1.2.1), nous ne pouvons pas affirmer I’équivalence
entre I'inéquation variationnelle (2.1) et la relation dj, = Fo(op,) et cela parce que Fg(oy,)
n’est pas nécessairement dans 75 (£2). Nous verrons plus loin un exemple ou dj, est donné
par Fo(oy), mais aussi des exemples ot ce n’est pas le cas.

2.1.2 Utilisation de la méthode des éléments finis

Nous souhaitons mettre en ceuvre une méthode d’éléments finis pour résoudre le probleme
(1.9)-(1.13). Autrement dit, nous allons fixer les espaces X, (), Th(Q2) et T),(I') dans
I’approximation variationnelle (2.1)-(2.5). Pour faciliter la description, nous considérons
dans cette partie que le domaine 2 est polygonal. Suivant Raviart et Thomas [55], on se
donne une triangulation 7, de €2, c’est-a-dire une décomposition finie de § telle que:

et vérifiant les propriétés:

1. chaque élément K de T, est un triangle;
2. les intérieurs de deux triangles de 7}, distincts sont disjoints;

3. toute aréte d’un triangle K € 7T, est soit aréte d’un autre triangle, soit une partie

de T.

Le parametre i est alors défini par:

h = max hg
KeTy,
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ou hg est le diametre du triangle K.
Remarquons que la condition 3 garantit que 7, définit un maillage de T

Voyons rapidement quelques définitions classiques, en suivant les notations de Raviart et
Thomas [55]. Désignons par Py I'espace des polynoémes homogenes de IR" dans IR de degré
inférieur ou égal a k, pour n valant 1 ou 2. Nous localisons les degrés de liberté a I’aide du
treillis principal ¥ (/) d’ordre k£ du triangle K. Dans la pratique, les valeurs k = 0,1, 2
vont nous suffire. Alors les définitions de ¥ (K) sont simples:

Yo(K) est le centre de I'élément K,

Y1(K) est 'ensemble des sommets de I’élément K,

Yo(K) est ensemble des sommets et des milieux des arrétes de I’élément K.
Pour une définition générale et d’autres exemples, on peut voir [55]. En outre, nous posons,
pour k > 0:

XFO(Q) = {vn € C°Q) ; valx € Py YK €Ty}

k,—1 . P .
Nous notons X;"7" () 'ensemble des fonctions définies sur €2, a valeur dans IR, dont la
restriction a K est dans Py, pour chaque K de 7. (Elles ne sont pas nécessairement conti-
. , . . 1 k,0 e
nues a la traversée d’une aréte, contrairement aux éléments de X,""(2)). Nous définissons
de maniere analogue:

X:’O(F) = {QL € C%T) ;5 (ule € Py ,VK € Ty, et pour toute arréte ¢ de K N F}

et X:’_I(F) désigne ’ensemble des fonctions définies sur I', a valeur réelle et dont la
restriction a e est dans P, pour chaque arréte e € K N 1", avec K € Tj,.

Voyons maintenant un exemple ot I'on peut facilement choisir les espaces X,(Q), T5(2)

et Th(F)

EXEMPLE 2.1.1 (Une approximation du probléme de Poiseuille)

Constdérons de maniére générale, pour k > 1:
Xa(02) = X;°(9)
Compte tenu de la proposition 2.1.1, nous pouvons choisir:

VX,(Q) C TwQ) = X77V71(0)?
YXHQ) C TH() = X7

Désormais nous allons uniquement considérer des approximations définies par cet exemple.
Les espaces approchés sont donc maintenant fixés avec k > 1 comme parametre.

La délicate et essentielle question de la convergence de ces méthodes d’approximation sera
abordée dans le chapitre 3, y compris lorsque le domaine ) n’est pas polygonal.

Venons maintenant a un aspect pratique important, dans le cadre de cet exemple.
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2.1.3 Introduction d’une formule explicite

Intéressons-nous a I'exemple 2.1.1 avec X,(Q) = X,°(Q) (approximation Pj-continue de
la vitesse), nous avons T),(9) = X}?’_I(Q). Cela nous fournit donc un exemple ou :

Fo(B),) € Tu() , VB, € Th()
Ainsi, si nous connaissons oy, il est facile de calculer dj, grace a la relation explicite:
dh = FQ(O'h)

Cependant, il n’en va pas de méme pour la loi de glissement puisque nous avons T (I") =
X, 2(I) et donc, si by, est un élément de T},(I'), nous ne pouvons pas affirmer que Fr(by) €
Th(T'). De plus, si nous considérons a nouveau 'exemple 2.1.1, mais avec k = 2, nous
constatons que cette fois-ci, Fo(8;) n’est pas dans T,(Q).

Cependant, comme nous le verrons en section 2.2, pour mettre en ceuvre concretement
une méthode de résolution, une formule reliant explicitement dj et o, ainsi que z, et
sp, est tres utile. L'utilisation de telles formules dans la section 2.2 nous conduira alors a
considérer une variante du probleme approché 2.1.1:

PROBLEME 2.1.2 Trouver Up € Xh(ﬂ), o, < Th(ﬂ), d, € Th(ﬂ), Sy € Th(F) el zp €
Th(T) tel que, pour toutes fonctions test up, € Xy (), &4 € Th(Q), et 55, € TH(I'), on ait:

d(a) = Fa(on(a) , Yai € Sur(K) , VK €T, (2.6)
(Th,dr)20 = (G4, Vup)an
an(@) = Fr(sa(ai)) , Vai € Su(e) , Ve= KT, VK €T, (2.7)
(3hs 2n)2r = (Bn, yun)2r
(o1, V)2 + (5,7Un)2r = (1,%)2:0

Dans la suite, lorsque nous ferons référence au probleme 2.1.2, nous supposerons que la
conclusion de la proposition 2.1.1 a encore lieu.

REMARQUE 2.1.2 (Lien avec une formule de quadrature)

Faire apparaitre de telles formules explicites implique Uintroduction de la formule de qua-
drature des trapézes dans les inéquations vartationnelles du probléeme approché 2.1.1. Rap-
pelons que ces formules de quadrature Iy, o et I sont définies par:

K) <
ox)de = I k(o) = %(X) Z o(a;) pour K € Ty et a; un sommet de K
K —
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mes(e)

2

Joterde = .00) -

€

2
Z o(a;) pour e = K N1 avee K €Ty, et a; un sommet de e
=1

et posons les notations: (&,&)na = Iha(&.&) et (G, G)rr = Inr(G () Si nous
remplagons maintenant les inéquations (2.1) et (2.3) par:

(dn,di = dp)ng + Bi(la(lldill) — Lne(lldil) > (ar.di — di)re , Vdi € Th(Q) (2.8)

Cr(zp.Zn — zi)nr + SUnr(1Zr]) — Inr(lzel)) > (8.2Zn — z0)er , VZ, € TH(I)  (2.9)

nous pouvons alors montrer le:

LEMME 2.1.1 Pour que Uinéquation (2.8) soit satisfaite, il suffit que la relation expli-
cite (2.6) soit vérifice. De méme, pour que Uinéquation (2.9) soit satisfaite, il suffit que
la relation explicite (2.7) soit vérifiée.

PREUVE :

Si nous définissons dy, par (2.6), alors, d’aprés le lemme 1.2.1, nous avons, pour tout

Ec R
di(a:).(€ — dulai)) + Bi(||€]|l — l[dn(ai)l]) > on(a:).(§ — dn(ar))

Soit maintenant K € Ty, et a; un sommet de K. En se donnant €, € Th(Q), en choisissant
& =&, (a;), puis, en multipliant cette inéquation par mes(K)/3, en sommant de 1 a 3 sur
Uindice 1 et enfin en sommant sur K € Ty, nous obtenons l'inéquation (2.8).

CQFD. []
Ce petit lemme donne un sens «variationnelr aux relations 2.6 et 2.7.

Dans la littérature sur approximation par éléments finis du probleme de Poiseuille, l'in-
troduction, pour k = 2, d’une formule de quadrature permettant d’approcher le terme
non-lin€aire |V ulo1.q est souvent présentée comme une difficulté technique (Glowinski
et al. [35], page 105, Glowinski [33], page 99). Dans notre cas, ¢’est une simplification
technique, permettant d’utiliser une relation explicite simple a mettre en cuvre, qui fait
apparaitre la formule de quadrature des trapézes dans le probléme approché.

2.1.4 Formulation a un champ

Nous aborderons au chapitre 3 ’analyse du probleme discret en nous ramenant a 1’étude
d’un probleme variationnel ou le seul champ inconnu est u, € X,(Q). Ce probleme va-
riationnel est une inéquation variationnelle que nous obtenons a partir de (2.1)-(2.5) par
élimination des champs o, dj, s;, et z,:
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PROBLEME 2.1.3 Trouver uy € X,(Q) tel que, pour tout vy, € X,(R), on ait :

(Vup, V(vp —up))oza + Cr(yun, y(vn — up))o2r
+ B (|VUh|0,1;Q — |Vuh|0,1;§z)
+5 (|vorlor — [vunloar) > (1, vp — un)o2i0

Une application du théoreme de Lions-Stampacchia (voir [49]) sur les inéquations varia-
tionnelles de seconde espece permet de montrer qu’il existe un unique uy satisfaisant le
probleme 2.1.3.

2.2 Choix d’un algorithme de lagrangien augmenté

2.2.1 Introduction

Il existe une famille d’algorithmes bien adaptée a nos non-linéarités de type «seuil». Il
s’agit des algorithmes de lagrangien augmenté. Ils sont présentés de maniere détaillée
dans les livres de Fortin et Glowinski [34] et de Glowinski et Le Tallec [37]. Le principe
d’une méthode de lagrangien augmenté consiste a appliquer un algorithme de calcul d’un
point de selle ((d, u, z); (o, s)), pour une fonctionnelle La; nommée Lagrangien augmenté,
qui dans notre cas (probleme 1.2.1) s’écrit :

Lot (A7) (@,5) = $[APq+ SFF2or + Bildlorr + SEoar — (1, @oza

+ (o, Vu—d)oza+ (5,77 — Z)oar

+ SHIVE - R0+ - Zar)
avec d et & dans L%(Q)?, 7 et 5 dans L3(I'), u dans H'(Q) et At > 0.

Un point de selle de La; est caractérisé par les relations (1.9)-(1.13) de notre formulation
variationnelle, ¢’est pourquoi nous disions que cette derniere est bien adaptée a ’écriture
d’un algorithme. Les algorithmes de lagrangien augmenté sont donc parametrés par un
nombre positif que nous notons At?. Il est en fait tout-a-fait possible d’utiliser une fonc-
tionnelle L, nommée lagrangien, indépendante de At, obtenue simplement en supprimant
de La¢ les termes dépendant de At. Cependant, nous allons voir que I'introduction de ce
parametre permet d’obtenir des étapes facile a résoudre dans les algorithmes.

Nous ne souhaitons pas ici entrer dans un exposé détaillé de la construction des algo-
rithmes (pour cela, voir [37]) mais plutot indiquer la facon concrete dont ils peuvent étre

3. Cette notation est justifiée par le fait qu’on peut construire ces algorithmes comme des schémas en
temps (voir Glowinski et Le Tallec [37], chapitre 3, section 5).
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mis en ceuvre. En outre, nous avons souhaité choisir I'un d’entre eux. Pour cela nous avons
décidé de comparer deux d’entre-eux :

o le plus simple, c’est-a-dire le schéma d’Uzawa,

e une version plus sophistiquée, le f-schéma, qui est plus rapide dans certains cas (voir

37)).

Ainsi, nous commencerons par donner directement les algorithmes obtenus dans notre si-
tuation particuliere, lorsqu’on applique les descriptions générales de Glowinski et Le Tal-
lec [37]. Nous détaillerons chaque étape du calcul, dans le cadre de la méthode d’éléments
finis choisie en section 2.1. Nous finirons par des résultats de convergence qui nous per-
mettrons de choisir un algorithme particulier.

Comme nous 'avons déja précisé, pour des raisons de simplicité de programmation, nous
introduirons dans nos algorithmes des formules explicites. Ceci nous conduira a supposer
que la solution calculée par les algorithmes vérifie le probleme discret 2.1.2. Précisons que
nous ne prouvons pas cette convergence, mais que ’ensemble de nos calculs numériques, au
chapitre 3, indiquent que la solution calculée via cette modification d’algorithme conserve
une précision satisfaisante.

2.2.2 Description de deux algorithmes

En utilisant les notations Fg(.) et Fp(.) définies au lemme 1.2.1, page 67, 'algorithme
d’Uzawa pour notre probleme prend la forme concrete suivante :

ALGORITHME 2.2.1 (Uzawa)

Soient u® € HY(Q), d° € L*(N)?, 2% € L*(T), s € LA(I') et o € L*(Q)%

Etant donnés u™ € HY(Q), d" € L*(Q)?, 2" € L*(I'), s" € L*(') et 0" € L*(Q)?, calculer
u"tt e HY(Q), d"tt e L*(Q)?, 2"t e LA(T), s"t € LA(T) et o™t € L*(Q)* comme

suit:

Etape 1:u"t! € HY(Q) résout un probléeme simple

—AtAu"tt = div (o™ — Atd™) + 1 sur
. (2.10)
gn +u™t =d"n + 2" — ﬁ(s” +o"n) sur T
Etape 2 : Résolution explicite des non-linéarités
amt = L Fo(o™ + AtVuyt!
xip1hel ) (2.11)

z

b= N _I_FCFFF(S” + Atyu™tt)



88 Chapitre 2 La méthode de discrétisation

Etape 3 Mise a jour des contraintes

o't = o" + At(Vu'tt —d"th)

Sn—I—l = Sn _I_ At (,Yun—l—l _ Zn—l—l) (212)

Le #-schéma combine les mémes étapes de maniere plus sophistiquée. En outre, comme
son nom l'indique, cet algorithme est parametré par un réel 0 €]0;1/2].

ALGORITHME 2.2.2 (0-schéma)

Soient u® € HY(Q), d° € L*(N)?, 2% € L*(T), s € LA(I') et o € L*(Q)%

Etape n : initialisation de d et z

d" = Fo(e" + Aty Vu™) 5 2" = Fr(s" + Atyyu”) (2.13)

Etape (n+8): calcul des champs u, o et s

— At Au" = div (e — At d") + 1 sur
oy 1 (2.14)
+u" =d"n+z —A—tl(s +o"n) sur T
ot =" + Aty (Vu ! —d7)
Sn—|—€ ——_ _I_ Atl (7 un—|—€ o Zn) (215)
Etape (n+1—190): caleul des champs d, z, o et s
dnti-? .= 1—|—At Fo(o™t? + At, Vurt?) (216)
1o Cr n n :
S = o A T+ Aty ™)
o.n—|—1—€ = o.n—|—€ _I_ Atz (Vun+€ o dn—|—1—€) (2 17)
Sn—|—1—€ — Sn—|—€ _I_ Atz (7 un—|—€ _ Zn—|—1—€) .
Etape (n+1): caleul des champs u, o et s
— At Au"t = div (om0 — A drt0) 41 sur
2.18
au”"'l _I_ u? dn—l—l—@ n _I_ Zn—|—1—€ o L(Sn—l—l—@ _I_ o.n—|—1—€ n) sur F ( )
?i . Atl .
o.n—l—l = o.n—|—1—€ _I_ Atl (Vun—l—l o dn—|—1—€) (2 19)
Sn—I—l = Sn—|—1—€ _I_ Atl (7 un—l—l o Zn—|—1—€) .

avec : Aty = OAL et : Aty = (1 — 20)At
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REMARQUE 2.2.1 Pour At = 0, lalgorithme 2.2.1 n’a pas de sens: on ne peul pas

n+1

calculer u et o™ n’évolue pas. Le méme remarque vaut pour le 8-schéma.

Nous voyons apparaitre trois types de sous-problemes:

e un sous-probleme linéaire simple consistant a résoudre une équation de Laplace avec
des conditions aux limites de type Robin,

e des calculs explicites correspondant aux non-linéarités,

e des calculs explicites correspondant a la mise a jour des multiplicateurs o™ et s”.

Nous avons décidé d’utiliser ces algorithmes en les écrivant au niveau discret. Autrement
dit, on discrétise chaque étape des algorithmes. Rappelons a cet effet que nous avons fixé
les espaces discrets comme suit, pour k > 1 (avec le notations de la section 2.1.2):

u, € Xp() = X°Q)
E—1,—1

O'h,dh - Th(Q) = Xh (Q)

Sp,2n € Th(F) = X:’O(F)

Nous allons voir chaque étape des algorithmes en détail dans les sections qui suivent.

2.2.3 Résolution du sous-probleme linéaire

[’approximation variationnelle des sous-problemes (2.10), (2.14) et (2.18) prend la forme:

At{(V wn, Vup)oza + (ywn,Yvn)ozr} = (Th, Vor)oz2.a + (Cry Y0r)o2r + (1, vp)o2a
Yo, € Xh(ﬂ)

un+1
Par exemple, pour Uzawa (étape (2.10)), wy, = ujt!, 7, = Atd7—a7 et (), = At%—sz.

Soit, une fois mis sous forme matricielle :
AW =F

Pour résoudre ce systéme, nous avons mis en ceuvre une factorisation LDLT de A. La
factorisation est effectuée une fois pour toute, avant les itérations de I’algorithme utilisé.
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2.2.4 Résolution explicite des non-linéarités

Considérons la discrétisation des étapes (2.11), (2.13) et (2.16). Nous effectuons des calculs
de la forme:

€i(a) = TH:Fa(B,)(a) aveca € Ty (K)
(2.20)
(pla) = CFCi —Ir(by)(a) avec a € Yy(e)

pour K € T}, et pour une arréte e du maillage de I' (les notations sont celles de la section

2.1) et avec r € {0, At, Aty}.

En fait, la construction des algorithmes 2.2.1 et 2.2.2 fait en premier lieu apparaitre aux
étapes (2.11), (2.13) et (2.16) des inéquations variationnelles de la forme:

(1 + T)(&,E - 6)0,2;9 + B {|€|0,1;Q - |E|O,1;Q} 2 (/Bag - 6)0,2;9
(2.21)

(CF + T)(QQ?E - C)O,?;F + S{|C|O,1;F - |C|O,1;F} 2 (b,z - C)O,Q;F

o & € L*N)? et ( € L*I'). Ces inéquations se traduisent par les formules expli-
cites (2.11), (2.13) et (2.16) pour notre probleme continu 1.2.1 (c’est une application
du lemme 1.2.1). De méme, si nous construisons les algorithmes a partir du probleme
discret 2.1.1, nous devons d’abord écrire des inéquations variationnelles de la forme:

(1 + r)(&hvgh - fh)0,2;ﬂ + Bi {|€h|0,1;9 - |Eh|0,l;ﬂ} > (/Bhvgh - €h>072;9
(2.22)

(Cr+7)(Chy Ch — Chozr + S{IChloair = [Chloar} = (brs € — Chozir
ou Eh € Th(ﬂ) et Eh € Th(F)

Ainsi, notre démarche consiste a appliquer les algorithmes de lagrangien augmenté au
probleme discret 2.1.1, puis a remplacer les inéquations (2.22) par les formules (2.20)
(ce qui donne alors un schéma différent). Ceci explique pourquoi nous avions introduit
le probleme variationnel approché 2.1.2, bien que nous n’ayons pas la preuve que les
algorithmes en calculent une solution. Plus précisément, dans la section suivante, nous
abordons les questions de convergence des algorithmes précédents.

2.2.5 Convergence et stabilité des algorithmes

La convergence de l'algorithme 2.2.1 est assurée par un théoreme énoncé et démontré
dans le livre de Glowinski et Le Tallec [37] (page 84-87) et aussi dans celui de Fortin et
Glowinski [34].
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THEOREME 2.2.1 (Convergence de l'algorithme d’Uzawa - Glowinski et Le Tallec, page
85)

L’algorithme 2.2.1 est convergent au sens suivant :

Il existe une solution (u,d, z,0,s) au probléme continu 1.2.1 telle que :

o u" — u dans H'(Q),
o d* — d dans L*(Q)?
o 2" — z dans L*(T),
e 0" — o dans L*(Q)*-faible,
o 5" —» s dans L*(T)-faible.

Y

De méme, nous pouvons en fait affirmer, suivant ces mémes auteurs, la convergence de
la suite (uf,dy, 2}, o), s}) vers une solution (uy, dp, zp, 04, $3) du probleme discret 2.1.1,
lorsque les inéquations (2.22) sont utilisées a la place des formules explicites.

Concernant la convergence du #-schéma, une réponse récente est donnée dans ’article de
Haubruge et al. [39]. L’algorithme 3.3 et la proposition 3.4 de cet article correspondent
a la situation ot on construit I'algorithme pour le probleme discret (on n’utilise pas de
formules explicites a la place des inéquations). Nous le traduisons ici avec nos notations.

THEOREME 2.2.2 (Convergence du 0-schéma - Haubruge et al. [39], pages 666-668)
Supposons que :
0 < Aty <At <4

Alors, il existe o, € Th(Q), dj, € Th(Q), zp, € Ty(D) et s, € Ty(1), tels que :

o, converge vers Oy,

d} converge vers dy,

S converge vers Sp,

zl' converge vers zy,

VuZ"'e converge vers dy,

d;, et o, vérifient la loi de comportement discréte (2.1),
zp, et sp vérifient la loi de glissement discréte (2.3),

S R I

oy, et s, vérifient la conservation de la quantité de mouvement discréte (2.5).

Nous venons d’aborder ’aspect théorique de la convergence, voyons a présent ’aspect
2

pratique. Considérons pour simplifier le cas de Uzawa. Donnons-nous une tolérance ¢ > 0

et le résidu:

R, = |dj — Vuplosa + |2 — yuploar
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(a)

Fi1G. 2.1 - (a) Résidu en fonction des itérations pour le §-schéma avec § = 0.1 : Conver-

gence pour At = 8, divergence pour At = 150 et régime transitoire pour At = 15; (b)
Résidu en fonction des itérations pour Ualgorithme d’Uzawa et plusieurs valeurs de At
illustrant le fait que Ualgorithme est convergent quel que soit At.

Nous considérons alors que la convergence a lieu lorsque:

R, <e (2.23)

Afin de comparer les algorithmes 2.2.1 et 2.2.2, nous les avons testés pour une section {)

carrée et X;,(Q) = X;’O(Q).

Le théoreme 2.2.2 indique que le #-schéma est conditionnellement stable. Nous savons que
la version que nous avons programmeée est différente de celle considérée dans ce théoreme
et nous voulons savoir si ce phénomene de stabilité conditionnelle est toujours vrai. En
testant cet algorithme, nous avons pu confirmer ce phénomene (voir figure Fig. 2.2.5). Ceci
est la raison pour laquelle nous avons choisi de ne pas 1'utiliser car de plus, la supériorité
du #-schéma sur Uzawa en terme de temps de calcul ne nous est pas apparue nettement.
Notre choix se porte donc, pour toute la suite, sur 1’algorithme d’Uzawa.

Pour conclure sur la convergence des algorithmes:

e nous savons que la version discrete de ’algorithme 2.2.1 dans laquelle on utilise les
inéquations (2.22) converge vers une solution du probleme discret 2.1.1,

e nous ne savons pas si la version discrete de ’algorithme 2.2.1 dans laquelle on utilise
les formules (2.20) converge vers une solution du probleme discret 2.1.2,
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e cependant, dans les simulations numériques qui seront présentées au chapitre 4, nous
avons pu observer une convergence vers 0 du résidu R,

o de plus, dans le cas de Poiseuille circulaire, nous allons voir au chapitre 3 des mesures
d’erreur entre u et u} qui montrent la convergence de 'algorithme vers une solution
approchée dont la précision semble identique a celle de wuy,.

2.3 Adaptation de maillage

Afin de capturer avec précision la frontiere des zones rigides, mais aussi celles des zones
d’adhérence, nous avons utilisé un logiciel générateur de maillage adapté, BAMG [40]. Ce
générateur peut construire un maillage adapté anisotrope, sur une approche de type Delau-
nay (voir [30]), a partir d’un champ représentatif fourni par I'utilisateur. Nous présentons
ici le principe de 'adaptation anisotrope employé par BAMG, puis notre procédé d utili-
sation du générateur de maillage BAMG. Il existe des ouvrages entiers sur la génération
et 'adaptation de maillage (voir par exemple le livre récent de Frey et George [27]) et
nous limitons donc ici naturellement la description au strict minimum.

2.3.1 Principe

Supposons que le probleme variationnel 2.1.2 soit résolu sur un maillage initial 7o.

On se donne un champ ¢ que l'on estime représentatif d’'un phénomene a préciser par
I’adaptation de maillage. On appellera ¢ le champ-clef.

Supposons que @ est approché par @, € X%’O(Q). L’erreur d’interpolation dans la direction
d € IR? est estimée par:

2

2 ¥ -
exd = hgq ErEl K

ou: hy g est la longueur de A dans la direction d,

% =d". H(p)d
et H(y) désigne le Hessien de
Po Py
e = | 55 G
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suivant Vallet [66], une fagon d’adapter le maillage au calcul de ), est de niveler 'erreur en
la rendant constante, indépendamment des triangles et dans toutes les directions. Notons
A1, Ag les valeurs propres de H(p) et dy, ds les vecteurs propres associés:

D D
— L =AM et —5 = A
od? ~ " aaz T

I'erreur ex q est indépendante de d et K lorsque exq, = €k 4,, ¢’est-a-dire quand :
h?@m |Ai| = h%r7d2|)\2| =eg, VK €7

ou eg > 0 est une constante indépendante de K.

Le Hessien H(p) étant connu sur K, on suppose que A Ay # 0.

On se donne la constante eg. On veut construire des triangles de longueur h; dans la
direction d;, avec h; = \/eo/|\i|, i = 1,2. Dans une métrique ou les deux vecteurs h;d;
(1 = 1,2) ont la méme norme, de tels triangles n’ont pas de direction privilégiée. Nous
introduisons donc la métrique M(p) dont les vecteurs propres sont ceux de H(yp) et les
valeurs propres sont |A;| et |Az|. La norme induite ||.||as satisfait alors:

Dans notre utilisation du code BAMG, ey est imposé par 'intermédiaire d’un parametre
¢o (voir pour les détails [41]):

co = 107%¢2 (sup  — inf )

Compte tenu de la relation (2.24), nous pouvons considérer que ¢y pilote la taille des
triangles. En fait c’est ainsi que ¢q est défini dans [41].

2.3.2 Un procédé de mise en ceuvre

Nous utilisons le principe précédent dans un procédé itératif en trois étapes:

1. A partir d’un maillage 7;, le probleme 2.1.2 est résolu par 'algorithme 2.2.1 (Uzawa).

2. On détermine ¢; € X%’O(Q) le champs-clef approché sur 7;, a partir des champs
calculés par 1’algorithme d’Uzawa.

3. A partir de ¢;, le générateur de maillage anisotrope BAMG [11, 40] construit une
approximation de la métrique M (y;) dans X;°(Q) et crée alors un nouveau maillage
Tiy1 de Q (en tenant également compte de ¢p).

On considere que le procédé a convergé lorsque le nombre d’éléments n’évolue plus.
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Une méthode numérique de résolution de problemes d’écoulements viscoplastiques doit
permettre la détermination précise de la frontiere des zones rigides. Il nous a donc semblé
naturel que le champs-clef fasse en sorte de raffiner le maillage pres de la frontiere des
zones rigides. [’analyse d’un cas mono-dimensionnel au chapitre [.2 a fait apparaitre ce
phénomene lorsque le critere suivant est utilisé:

ple) = VIIVull? + Bil| Vul (x)
Les chapitres suivants montreront que ce choix donne des résultats tres satisfaisants.

REMARQUE 2.3.1 Pour obtenir p; € X;’O(Q), nous calculons d’abord le champ discon-
tinu :

Zila) = VIIVur|l? + Bil[Vuyl(a)

pour a un sommet de triangle si u; € X;’O(Q) et

7= VIVl + Bil| Vuy|

sur chaque triangle K de T; si uj, € X;’O(Q). FEnsuite, nous projetons ¢; dans L*(Q) sur
X, Q).






Chapitre 3

Mesure et estimation d’erreur

3.1 Introduction

Les premiers résultats théoriques sur la convergence des méthodes d’éléments finis pour les
matériaux de Bingham concernent 1’écoulement de Poiseuille avec adhérence a la paroi.
C’est un probleme ou le champs inconnu est la vitesse u. Comme nous 'avons vu au
chapitre 1 (section 1.3), celle-ci vérifie alors I'inéquation variationnelle suivante:

(Vu, V(v = u))oza + Bi(|Volora — [Vulosa) > (Lv —wopa , Yve Hy(Q) (3.1)
et la solution approchée uy, vérifie:

(Vup, V(v —up))oza + Bi(|Vurlora — |Vurloaa) > (1o —uploza , Yor € Xip(9)
(3.2)

ott X;(9) est un sous-espace de Hy () de dimension finie.

Un théoreme de convergence forte été présenté par Glowinski, Lions et Trémolieres [35]
(théoreme 5.1 page 109)*. Ce résultat s’appuie sur I'estimation suivante (page 110 de [35])

it = ] i < mes(@)' {e+ Bi} e — ulhzn + mes() 2 rue — ulloza (3:3)
ou rp, vérifie:
lim |lo —rpvll12:0 =0, Yo € Hy(Q)
h—s0

Par exemple, 7, est un opérateur de projection ou bien d’interpolation. Dans ce cas, si
I'on choisit X}, () = X%’O(Q) N Hi(Q), alors en supposant que u € H?*(Q), nous avons

1. ce théoréme a été initialement énoncé dans le cas plus général o le second membre (1,v — u) est
remplacé par (f,v — u) avec f € L%(Q).

97
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||lu — rpulli 2.0 = O(h) et done, estimation abstraite (3.3) permet de conclure que:
[u = unll120 = O(h'?)

Pour le méme probleme avec adhérence a la paroi, et toujours avec X, () = X%’O(Q) N
H3(9), Glowinski [33] propose une estimation plus fine dans le cas particulier de la sec-
tion circulaire (cas présenté au chapitre 1 section 1.1). Cet auteur établit une estimation

d’erreur, dans la norme H!, en O <h\/ |1n(h)|>. Ceci est nettement meilleur que le O(h'/?)

obtenu jusqu’alors a l’aide de (3.3). L’auteur introduit un ensemble que nous allons utiliser
dans la suite. Il s’agit de ). défini par:

0. = (€0 [ Vu] > <)
[’estimation est alors obtenue en utilisant le fait que, dans ce cas particulier, on a:

da B
a. [Vul|

O(=In(e))

De plus, sous I’hypothese que cette propriété est satisfaite, 'auteur indique que cette
estimation en O(h+/|In(h)|) est encore valable pour n’importe quelle section . En outre,
Glowinski [33] remarque, sur la base d'une expérimentation numérique, que:

o u € Hi () NW=(Q),

e l'ensemble Qy = {x € Q;||Vu|| = 0} est un compact a frontiere réguliere.

Ces remarques nous servirons de points départ pour enrichir des hypotheses de régularité
classiques.

Toujours pour ce probleme avec adhérence a la paroi, mais en section quelconque, et
avec X,(Q) = X, °(Q) N H(Q), une ultime amélioration est obtenue en 1977 par Falk
et Mercier [24]. Glowinski et al. ont repris cette estimation dans ’annexe 5 de [36]. Les
auteurs montrent une estimation en O(h), autrement dit, I’estimation est la méme que
dans le cas linéaire. Pour atteindre ce résultat, une formulation différente mais équivalente
est utilisée, elle consiste a écrire le probleme en terme de gradient de vitesse d. Celui-ci est
alors approché par I'élément Py (autrement dit d;, € X"~ (2)?). La non-linéarité apparait
alors dans 'estimation d’erreur sous la forme:

1
1 = g < ol B [ [ F(@)lde — 5 [ dde
Q Q

. , oo 0,1
ot Ry, est 'opérateur de projection (au sens L*(2)?) sur le sous-espace X; (). Un cal-
cul montre que la différence des deux termes non-linéaires est négative, ce qui «escamote»
la non-linéarité dans l’estimation.
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En fait, I’étude de la littérature concernant ’approximation du probleme stationnaire
révele que:

e Il n’existe aucune estimation dans d’autres normes que H', en particulier une esti-
mation dans la norme L est un outil utile lorsqu’on souhaite étudier une situation
concrete d’écoulement.

e Dans le cas d’'un écoulement de Poiseuille, I’erreur en norme H! pour I"approxima-
tion Py est en O(h) (quitte a reformuler le probleme).

Ajoutons que lors de 'examen de la littérature, nous avons pu lire a plusieurs occasions
une phrase qui a retenu notre attention. Il s’agit d’une remarque faite a 'origine dans le
second volume de I'ouvrage de référence de Glowinski et al. [35], chapitre 5, paragraphe 3.5
«Sur lutilisation d’éléments finis d’ordre supérieur a 1»:

«...compte tenu de la régularité assez peu élevée de la solution, l'intérét d’uti-
liser, a nombre de degrés de liberté égal, des éléments finis d’ordre plus grand
que 1, n’est pas clairement établi.»

puis encore dans 'ouvrage de Glowinski [33], remarque 6.5, page 99:

“In these notes, only an approximation by piecewise linear finite elements has
been considered. This fact is justified by the existence of a reqularity limitation
for the solution.” “The numerical results which have been obtained, seem to
prove that for the same number of degrees of freedom the accuracies at the
nodes are of the same order for the finite elements of order 1 and 2.7

Plus tard, Kim [48], reprend cette argument dans un travail sur un probleme évolutif,
page 295:

“The use of piecewise linear finite elements is attributed to the limitation on
the regularity of solutions. The lack of regularity inhibits the use of high-order
finite elements, particularly when error estimates are sought.”

Examinons un instant les faits. Tout d’abord, 1976, pour Glowinski, Lions et Trémolieres,
le probleme reste assez ouvert. En 1980, Glowinski est également prudent et n’affirme
rien de définitif (“seem to prove”). En effet, a notre connaissance, il n’existe a cette date
aucune preuve nette que le choix P, ne peut jamais donner plus de précision que le choix
Pi. De plus, il est tout-a-fait nécessaire de préciser que pour chacune de ces remarques,
le contexte des maillages uniformes est sous-entendu.

Quelques problemes ouverts sont donc:

1. Analyser en détail des cas tres simples qui permettent de discuter sur la pertinence
de généraliser a des maillages non-uniformes la remarque de Glowinski et al.
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2. Etendre les travaux de Glowinski [33], c’est-a-dire exploiter la conjecture suivante :

HVUH O(=In(e))

3. Etendre, dans la mesure du possible, les travaux de Falk et Mercier [24] au cas plus
général d’une approximation de u qui n’est pas nécessairement P;.

4. Donner des estimations en norme L pour la vitesse et, en vue d’un controle précis
des frontieres rigide/fluide, il est important de pouvoir estimer la convergence de
Vuy vers Vu en norme L.

5. Compte tenu de l'aspect pratique de la formulation 2.1.2 avec formule explicite,
il est également souhaitable de reprendre ’ensemble de ces points pour une telle
formulation. En particulier, nous avons vu que cette simplification d’ordre pratique
impose la formule de quadrature des trapezes. Il est donc important de connaitre le
role d’une formule de quadrature donnée, autrement dit de connaitre les limitations
de cette simplification pratique.

6. Etendre Pensemble des considérations précédentes au cas ou il y a aussi glissement
a la paroi (suivant la loi introduite)

Vue ’étendue d’un tel travail, nous nous restreignons essentiellement a I"approximation
du probleme de Poiseuille, avec adhérence a la paroi, décrite par (3.1) et (3.2) et nous
aborderons le point 2. Notons que le point 1. a été abordé en guise d’introduction et de
motivation pour la présente analyse, dans la partie I. Nous effectuerons également une
premiere approche concernant la loi de glissement (point 6.), toujours dans le cadre du
point 2.

Nous développerons, dans les deux sections qui suivent, un travail soumis et accepté pour
publication [58].

Nous établirons une estimation abstraite de I’erreur sur la vitesse, en norme H', sur la

b
base des travaux de Glowinski [33]. Nous validerons quelques hypotheses de régularité
avec le cas d’un domaine circulaire ou la solution est connue explicitement mais aussi
avec les écoulements de Couette. Nous appliquerons ensuite notre estimation abstraite au
cas de I’élément Py, ou k pourra étre pris plus grand que 1. Les estimations ainsi obtenues
montreront 1'utilité d’adapter le maillage pour k > 1.

Nous poursuivrons en traitant le cas des domaines non-polygonaux et réguliers par la
technique isoparamétrique. Ceci permettra d’établir une estimation d’erreur concrete sur

un exemple particulier.

Nous tenterons d’ajouter le glissement a seuil dans le probleme, ce qui nous amenera a
compléter notre estimation abstraite, puis a discuter des hypotheses de régularité, ainsi
que des estimations concretes qui en découlent.

Enfin, nous terminerons par les résultats de tests numériques qui viendront confirmer que:

Avec un maillage convenable, pour un méme nombre de degrés de liberté, ap-
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proximation P, peut offrir une précision nettement supérieure a "approxima-
tion Py.

3.2 Estimations H' pour le modeéle de Bingham

Nous nous restreignons ici au cas d’'un ouvert {} polygonal. Nous établissons, dans ce
contexte, une estimation abstraite de ’erreur en norme H' pour le probleme (3.1) approché
par (3.2). Ensuite, nous appliquons cette estimation a I'approximation Pj-continue de u,
pour des maillages réguliers, quasi-uniformes ou non.

3.2.1 Une estimation abstraite

Observons ’hypothese suivante :

HYPOTHESE 3.2.1 (Glowinski, [33])

Pour tout ¢ > 0 assez petit, on a:

da B
o [Vul|

O(=In(e))

0. ={2 € 4[| Vul| > &}

Glowinski [33] indique que sous cette hypothese, on peut démontrer que la convergence de
la solution de I’écoulement de Poiseuille, avec adhérence a la paroi, pour des sections plus
générales que le disque, est en O(h+/|In(h)|) pour une approximation P; de la vitesse. Il en
laisse la démonstration au lecteur. Nous allons adapter cette démonstration en 1’étendant
dans un premier temps, sous une forme abstraite qui ne fixe pas un choix d’éléments finis
particuliers. Dans un deuxieme temps (dans les sections suivantes), nous envisagerons une
application aux éléments Py, k > 1 sur différents types de maillages.

Commencons par poser quelques notations, définitions et hypotheses qui seront d’un usage
constant dans la suite.

L’hypothese 3.2.1 induit 'utilisation des deux ensembles:
Qo ={x € Q||Vu| =0}

Qoe = N{Q UL} = {z € e = ||Vul| > 0}



102 Chapitre 3 Mesure et estimation d’erreur

a b _ +
) . o w

I'y

QF Vul £0]| | € Vu| > ¢

Fic. 3.1 — Les différentes partitions de ) utilisées pour établir une estimation d’erreur
dans le probleme de Poiseuille sans glissement.

Par commodité on appellera QT le complémentaire de €.

Nous considérons dans ce chapitre des maillages réguliers, que nous définissons en accord
avec la littérature sur les éléments finis (par exemple [21]).

DEFINITION 3.2.1

1. Une triangulation Ty, est dite réguliére, si le rapport % est majoré indépendamment
de K € T, par une constante strictement positive.

2. Une triangulation réguliére est dite uniformément réguliére (ou quasi-uniforme) sile
rapport hy [h est minoré indépendamment de K € Ty, par une constante strictement

positive.

On pourra parler de maillage régulier pour désigner une triangulation réguliere, de méme,
il nous arrivera de parler de maillages quasi-uniformes.

Nous définissons maintenant I'interface ['y entre les zones rigides et les zones déformées. 11
ne s’agit pas de 9€ car les zones rigides peuvent toucher I' (zones mortes). Nous posons

donc: 'y = 0Qp\I.

A Taide de T'g, nous pouvons définir w, C 2 comme étant la réunion des éléments qui

rencontrent I'y:
wp, = U {K; K € Tpy(wn)}
ou:
Tho(wpn) = {K € Tp; KNIy #£ 0}
On définit ensuite wy = NQo\wy, et w = QT \wy,.

Nous pouvons maintenant énoncer une estimation abstraite de I’erreur :
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PROPOSITION 3.2.1 Soit u € Hy(Q) la solution du probleme variationnel (3.1), et uj, €
X0 () la vitesse approchée solution de (3.2). Alors:

|u—uh|f72;9 < C{ v, _uﬁ,z;ﬁ
+ Bi|vh|1,1;w0
+  Bimes(w) [vn — 1 o, (3.4)
+ Bi.mes(ﬂoﬁ) lvp, — u|1,oo;9075r‘lw+

B
+ ?Z|Uh o u|%,2;ﬂaﬁw+ }
St, de plus, Uhypothese 3.2.1 est satisfaite, on a ['estimation :

|u—uh|f72;9 < C{ v, _uﬁ,z;ﬁ
+  Bi|vp|i 1w
+  Bimes(w) [vn — 1 o, (3.5)
+ Bimes(Qo.) |vn — U|1,oo;90,5r1w+
+ Billn(e)l|vr —ulf o0, nut

ou ¢ est une constante indépendante de Bi et h.

PREUVE :

On obtient comme dans [33] (page 104, (6.59)) la majoration suivante:

(up, — w,up — 2.0 < (up — u,vp — W) 2.0+ Bi(Ay — A, V(v —u))
Yo, € Xi(2) et VA, € A tel que A\, Vo, = ||V

ot on rappelle que A = {7 € L*(Q)?; ||| <1 p.p. Q} et que A € A vérifie: \.Vu =
||Vu|| ainsi que:

(3.6)

(u.0)iza + BilX, Vo) = (Lv) |, Vo € H(Q)

Les inégalités de Cauchy-Schwartz puis de Young donnent :

1 1
(un = on = whze < Slun = ulige + Flow — ulizq (3.7)

2
De sorte que I'inégalité (3.6) devient :

lun = ul} 5.0 < |on —ulf 5q + 2Bi(An — A, V(o —u)) (3.8)
Yo, € Xi(2) et VA, € A tel que A\, Vo, = ||V '

Décomposons le second terme du membre de droite dans (3.8) en écrivant O = wo Uwy, Uwt.
Cela donne trois termes a estimer:

e On sait (par définition) que sur wp, on a Vu = 0 et de plus, |[A|| < 1 et [|[A]] < 1.
On en déduit alors:

/ (A — A).V(vp —u)dae < 2|vp]11u
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e Considérons ensuite la fine couche wy,. Nous utilisons encore le fait que |A]| <1 et
IAn]] < 1. Cela donne:

/ (A — A).V(vp, —u)de < 2mes(wi)|vn — 1,00,
Wh

e Enfin, sur la zone w™, nous utilisons a nouveau une partition de 9 en écrivant
Q0 =0QpUQp. UQ.. Puisque wt N Qy =0, la somme sur wt se décompose en deux
termes, I'un sur Q. Nw™, Nautre sur Q. Nwt.

ee Dans . Nw™, nous reprenons la méme idée que dans wy, :

/ ()\h — )\)-V(Uh — u) de < Zmes(w"' N Qo@) |Uh — U|1,oo;w+n£20,5
UJ+r\IQ()75
S QmeS(QO,s) |Uh - u|1,oo;w+ﬁQO,a

ee Dans ). Nw™, nous pouvons expliciter le multiplicateur A pour presque tout
rEewt:
Vu

A=
V]|

et on utilise également le fait que le multiplicateur A, peut étre choisi comme

suit

Vvh .
T \% 0
e

sinon

Ainsi, lorsque Vv, = 0, nous écrivons :

[V (o = w|?

(A — A).V(vp —u) = A Vu=|Vu| =
[Vl

tandis que si Vuy, # 0, nous utilisons un lemme donné dans [33]:
LEMME 3.2.1 Pour tout (7,&) € (IR\{0})?, on a:

R P |

[ial| 41 B [l | I (9

cela permet d’obtenir un résultat semblable :

v v
(A —A).V(vp, —u) < HVg:H — HVZH IV (v, — u)|| da
V(vy — u)|]?
< 9 LV (vn
= TVull + [Vl
¥l

V]l
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On est donc amené a la relation :

V (v, — u)||?
M= MNV(vy, —u)de <2 Hh—dx
/mma( " )V (o ) - /wmm [Vull

si ’hypothese 3.2.1 est vraie, on écrit :

M —N.Vv, —u)de <2u—uv,]?2 . / _de
[ T <2l [

S 2 |u - Uhﬁ,oow"‘ﬁﬁa

)

< 2[In(e)] [u —val? g,

sinon, on a:

2 2
A, — N V(v, —u)de < vr —ul? .
/“era( A a ‘HVUH 0,00;w+OQa| s,
2 2
=TVl g, 1 it
2
S g|Uh - u|%,2;w‘"ﬁﬂE

Ainsi, en sommant ces différents termes, nous obtenons:

A=A V(v —u)) < 2|opl11w +2mes(wp) |vn — U1 00w, + 2mes(Qoe) [vn — Ul1,00:0

2[In(e)| [on —ulf .+ sous Phypothese 3.2.1

2 .
{ Slon — ul] 5.0, mwr sinon

105

0,al"1w+

(3.9)

Pour conclure, il suffit de combiner (3.7) avec I'estimation (3.9) et de reporter dans (3.8).

CQFD.

[

On constate que cet énoncé nécessite pour étre exploitable, de faire des hypotheses

supplémentaires au sujet de u. En effet, nous devons en particulier pouvoir évaluer ou, a

défaut, estimer la quantité mes({2g ). C’est en partie le role de la section suivante.

3.2.2 Un exemple concret

Nous allons observer dans cette section ce que valent les diverses quantités impliquant ¢

dans le cas particulier d'un domaine circulaire. Ceci nous permettra par la suite de faire

des hypotheses qui rendront concretes les estimations de la proposition 3.2.1. Indiquons

que nous revenons un peu plus en détails, dans 'annexe A, sur les résultats qui sont

présentés ici.
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Tout d’abord, nous avons déja signalé que Glowinski [33] a montré, pour I’écoulement de
Poiseuille avec section circulaire (2 = D(0, R), R > 0), que ’hypothese 3.2.1 est satisfaite,
ce qui est formulé par le:

LEMME 3.2.2 (Glowinski, [33], page 105)

Dans le cas d’un écoulement de Poiseuille avec section circulaire, on a l'identité :

da
a. [[Vull

=2m(l —2Bi —2¢) + 4n Bi (In(1 — 2B1) — In(2¢))

De plus, dans la section précédente, nous avons également fait intervenir la mesure de I’en-
semble {1y .. Cette quantité peut étre elle aussi rendue explicite dans le cas d’'un domaine
circulaire :

LEMME 3.2.3
Dans le cas d’un écoulement de Poiseuille avec section circulaire, on a l'identité :

mes(€y.) = dne(2 Bi + ¢)

Enfin, dans la suite, nous ferons référence au fait que:

w € WH=(Q) N WHL=(QT) | VE>0

Nous verrons dans la partie III, chapitre 3, que ces résultats sont encore vrais pour les
écoulements dits de Couette.

3.2.3 Application a des maillages réguliers

Nous allons a présent détailler les estimations générales (3.4)-(3.5) dans le contexte concret
suivant :

e nous nous placons dans les cas ou les propriétés décrites dans la section précédente
sont vraies,

e nous considérons le choix fixé en section 2.1, soit X,(Q) = X;f’o(ﬂ) N H(Q) pour
k> 1.

Nous allons utiliser un outil classique dont nous rappelons quelques propriétés utiles.

THEOREME 3.2.1 Soit T, une triangulation réguliére de Q. Pour un réel p > 1, Uopérateur
d’interpolation T, € LIW>P(Q)N W, 7 (Q); X:’O(Q) NWy P (Q)) défini, sur chaque élément
K par:

Hp(v)ix € Po(K) et Hy(v)(z) =v(zr), Ve € Yp(K)
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satisfait les estimations suivantes, pour tout entier m et tout réel s avec 0 < m < s+ 1
et l <s<k-:

[0 = (0 |mpe < et R olog 0, Yo € WHEP(Q)
ot la constante ¢ > 0 ne dépend pas de mes(€2).
On peut trouver ces résultats et leur démonstration dans le livre de Brenner et Scott [13].

Pour rendre concretes les estimations (3.4) et (3.5), nous allons utiliser plus particulierement :

|o — p(v)]1 2.0 < ch®|v|sp12:0 , Yo € Hs-|—1(Q)

[0 — (V) 1000 < 2 B |V|st1000 , Yo € WTE(Q)

Dans toute la suite, nous utiliserons une hypothese supplémentaire sur le maillage :
HYPOTHESE 3.2.2 Les deux conditions suivantes ont lieu :

(i) Le sous-maillage Ty, (wy,) est quasi-uniforme,

(i) Ty est réguliere,

de sorte qu’il existe une constante ¢(1'g) telle que:

mes(wy) < ¢(I'o)ho (3.10)

Par «réguliere» nous entendons suffisamment réguliere pour que l'existence de la rela-
tion (3.10) soit possible. Par exemple, dans le cas de Poiseuille circulaire, la frontiere
est un cercle, on peut donc considérer que wy, est contenu dans une couronne de rayons
(Bi — hg) et (Bi+ hg), soit mes(wy,) < 4nBihg (c’est un exemple qui fixe les idées bien
que 2 n’y soit pas polygonal).

THEOREME 3.2.2 Soit k > 1 dans la définition de X,(). On suppose le maillage
régulier et que Uhypothése 3.2.2 a liew. On suppose que u € W>(Q) N Wsthee(Q) et
que mes(€o ) = O(e). Alors:
. . 1/2
|u - uh|1,2;Q S Ch5|u|s—|—1,2;Q+ + Ch35/4 Bl|u|s—|—1,oo;ﬂ+ + BZ|U|2 >

s4+1,2;01
. 1/2
+ cho (holulz.q + Biluls,cn)"

et, de plus, sous Uhypothése 3.2.1, on a:

|u - uh|1,2;Q S ch? <|u|s—|—1,2;ﬂ+ + Bi |u|5+1700§9+ + Bis |1H(h)| |u|§—|—1,oo;ﬂ+>
+ ChO <h0 |u|§,oo;ﬂ + B |u|2700§9>1/2
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autrement dit :
[u—upliz0 = O (max{p(h), ho})

avec

sinon

h*+/|In(h)| sous Uhypothése 3.2.1
p(h) = J,35/4

PREUVE :

Avant toute chose, constatons qu’en choisissant v, = I, («) nous avons Vv, = 0 dans wy.
Ceci a deux conséquences qui simplifient les relations (3.4) et (3.5). D’une part |vp|1 1.0, =
0 et, d’autre part:

lu — Uhﬁ,z;ﬁ = |u — Uh|i2;w+ + u — Uhﬁ,z;wh
en effet, on a |u — vpl1 20, = |Vu — Voplo2.w, = 0.
Dans la suite, nous faisons donc ce choix vy = Il (u).
Les constantes positives seront systématiquement désignées par la lettre c.

A présent, nous allons estimer plusieurs groupes de termes.

e Commencons par un terme qui ne pose pas de difficulté particuliere :
S S
lu— Hp(u)]i gt < ch®|ufspr gt < eh®fufsp 20+

e Poursuivons avec les termes qui dépendent de . Posons a cet effet :

E(e,h,u)? = mes(Qo.)|u— Hh(u)h,oo;ﬂo,aﬁw
{ IIn(e)||u — T (u)? sous [’hypothese 3.2.1

1,00;907500\/"'
(1/€)|u - Hh(u)|i2;ﬂoysnw+ sinon

Compte tenu des propriétés de I, nous savons que:

|u - Hh(u)|1,oo;w+ S & h5|u|s—|—1,oo;w+ S & hs|u|s—|—1,oo;ﬂ+

|u - Hh(u)|1,2;w+ S & h5|u|s—|—1,2;w+ S & h5|u|s—|—1,2;ﬂ+

Choisissons ensuite ¢ = k%, ot § est un réel que nous allons déterminer de maniere
arendre F(e, h,u) le plus précis possible. Considérons d’abord le cas ou I'hypothese
3.2.1 n’a pas lieu. Nous avons, compte tenu de I’hypothese mes(2.) = O(e):

E(@, h, U)2 S Ch5+s|u|s+1,oo;ﬂ+ + Ch25_5|u|§+1,2;ﬂ+
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il convient donc de choisir § tel que § + k = 2s — §, c’est-a-dire: § = /2, d’ou:
E(z h < o35/ 2 /2 O34/
(57 ,u) > C <|u|s+1700;9+ + |u|s-|—1,2;§2+> - ( )
dans le cas ou 3.2.1 a lieu, on a:

E(e,h,u)* < Ch5+s|u|5+l,oo;ﬂ+ +¢d h*[In(h)| |u|§—|—1,oo;ﬂ+

on choisit donc ¢ = k, ce qui donne:

Ble,hyu) < b (fulr s + 5 ()] [l oge) = O (5*y/Tn(h)])
e Considérons a présent les termes liés a wy, et posons:
B(ho, u)2 = |u— Hh(u)ﬁ,z;wh + Bimes(wy) [u — Hp(w)]1 0o,
Sachant que u € W*°(Q), on a:
= T (w)]1.250, < €ho |U]2.250, < ¢homes(ws) Y2ty oo, < ¢homes(wy)Y?[u]2.000

ici, il est important de remarquer que la constante ¢ ne dépend pas de mes(wy, ). Enfin,
nous pouvons préciser la dépendance de mes(wy,) en hg en utilisant I’hypothese 3.2.2,
donc, 'erreur d’interpolation sur wj peut étre estimée par:

= 03 ()] 250, < €[]z 0
et d’autre part :
| = Iy (u) | coswn, < €holttfz,o0m, < €holulzeon
Ainsi, nous obtenons:
Bho,u) < eho (holuf} o + lulz20e0)"* = O(ho)
En sommant les différents termes ainsi estimés, on obtient le résultat annoncé.

CQFD. []

REMARQUE 3.2.1 Rappelons, pour comparaison, ce que donne, dans les mémes condi-
tions de régularité, Uestimation abstraite (3.3).

THEOREME 3.2.3 (Application de (3.3) aux maillages réguliers)

Soit k > 1 dans la définition de X,(Q). On suppose le maillage régulier avec Uhy-
pothése 3.2.2. On suppose que u € W*>=(Q) N HTH(QF). Alors:

i — wp|y00 = O <max {hﬁ/‘l7 hs/z})
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PREUVE :

Dans Uestimation (3.3), on peut prendre a nouveau rp(u) = Ily(uw). On désignera encore
toutes les constantes par la lettre ¢. Vu les propriétés de 1, on peut écrire :

|u - Hh(u)ﬁﬂ;ﬂ = |u - Hh(u)ﬁﬂ;wh + |u - Hh(u)ﬁﬂ;w"‘

Nous avons déja estimé chacun des termes du membre de droite et cela permet d’écrire :

1/2
|u - Hh(u)|172§9 <c <h8|u|§,oo,ﬂ + h25|u|§—|—1,2;9+> /

Par ailleurs, on a toujours:
u = T (u)loze < c(Q)]u — Wa(u)li 20

d’ou le résultat annoncé en injectant Uestimation de |u — Uy (u)|y 2.0 dans (3.3).

CQFD. ]

On peut immédiatement appliquer le théoreme 3.2.2 au cas d’un maillage quasi-uniforme
ol hg = h. Cela donne:

COROLLAIRE 3.2.1 Soit k > 1 dans la définition de X,(2). On suppose que u €
W2e(Q) N Wethee(Q1) ¥V s € [1;k] et que mes(Qo.) = O(e) . On suppose de plus

que le maillage est quasi-uniforme avec Uhypothese 3.2.2. Alors :

h3/4

st k=1
max{h, h>*/*} si k> 2

W—ummﬂﬂdﬂw)x{
En particulier, si s > 4/3, on a, pour k > 2 :
[ —upliz0 < c(Qu)h

St, de plus, Uhypothese 3.2.1 est satisfaite, alors :

ha/|In(h)| st k=1

— o < e(Qu) x .
= unlize < o(2,u) { max {h,hs |ln(h)|} st k>2
En particulier, si s > 1 et que h est assez petit, on a sous Uhypothese 3.2.1 et pour k > 2 :

lu — upli2.0 < c(Q,u)h

REMARQUE 3.2.2 Comparons a nouveau dans le corollaire suivant avec ce que donne
Uestimation (3.3) pour un maillage quasi-uniforme, en prenant h = hg dans le théoréme 3.2.3.
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COROLLAIRE  3.2.2 (Application de (3.3) aux maillages quasi-uniformes)

Soit k > 1 dans la définition de X,(). On suppose que u € W>(Q)n HTH(QT), V

s € [1;k]. On suppose de plus que le maillage est quasi-uniforme avec Uhypothése 3.2.2.
Alors :

T B O(hl/Z) st k=1
U — Up|1,2;0 = O(maX{h3/4,h5/2}) st k>2

En particulier, si s > 3/2 alors on a, pour k > 2:

|t — up|i20 = O(h*")

Pour des maillages quasi-uniformes, nous pouvons faire quelques comparaisons entre notre
estimation et la relation (3.3).

e Notre estimation abstraite donne de meilleurs résultats que (3.3), méme lorsqu’on
ne fait pas 'hypothese 3.2.1.

o [’hypothese 3.2.1 n’améliore nos résultats que pour & = 1, on retrouve alors le
résultat «quasi-optimal» de Glowinski [33], ce a quoi on pouvait s’attendre puisque
nous avons généralisé sa méthode.

e Dans tous les cas, nous ne pouvons pas obtenir d’estimation d’erreur plus précise
que O(h) en prenant k > 2 et le gain obtenu en prenant des éléments P, au lieu de
Py apparait comme étant faible.

e Sion fait I’hypothese 3.2.1, on ne gagne presque rien a utiliser ’approximation P,
ceci rejoint donc les remarques faites dans la littérature.

Dans toute cette partie, nous avons fait I’hypothese de régularité u € WHH=o(QF) (qui,
nous 'avons vu, est vraisemblable) qui nous a permis d’obtenir des estimations meilleurs
en P, qu'en Py.

Voyons ce que nous apporte cette hypothese de régularité locale, lorsque k& = 2. Pour
cela, nous allons la remplacer par une hypothese de régularité globale (ce qui est plus
fréquent dans les estimations d’erreur). Supposons donc que u € H*?~%(Q), Ya > 0.
Cette hypothese est loisible car elle a lieu, par exemple, pour Poiseuille circulaire (voir

annexe A).

Remarquons d’abord que les estimations P, du corollaire 3.2.2 peuvent encore «presque»
s’obtenir. En effet, cela revient a prendre s = 5/2 — o dans le théoreme 3.2.3, ce qui
donne:

lu— uply 20 = O(max{hy* K*/1=°}) | Ya >0
et donc, dans le cas quasi-uniforme:

|u — Uh|172;Q = O(h3/4_a) 5 Va >0
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En fait, il en va de méme lorsqu’on fait la méme hypothese globale ainsi que v € W2 (1)
et qu’on utilise notre estimation abstraite (de la proposition 3.2.1). En effet, reprenons la
démonstration du théoreme 3.2.2 en utilisant :

lu — Hp(u)|1 20+ < ¢a) h3/2_a|u|5/2_a72;9

ainsi que:

lu — Wi ()1 cowt < chlulzen
et:

| = T (u) 1000, < €ho |ul2coi0
Donc, si I’hypothese 3.2.1 n’a pas lieu:

BE(h,e,u) < eh' =2 (July oo + |U|§/2_a72;9>1/2 avec & = h'™

sinon, I’hypothese 3.2.1 a lieu et:

E(h,e,u) < ch (Julopon + (0| [ul} .q) """ avec e =h

enfin I'estimation de By(h,u) est inchangée. On trouve donc:

= w120 = O(max{ho, 3(h)}) avee 3(h) = { h+/|ln(h)| sous I’hypothese 3.2.1

hi=o sinon

(3.11)

et pour un maillage quasi-uniforme:
|u = upl12:0 = O(p(h))

Cela permet donc de conclure que, pour k£ = 2, sur un maillage quasi-uniforme, I’hypothese
de régularité locale u € W*t1:>2(Q%) apporte peu d’amélioration comparée a 1’hypothese
de régularité globale u € H®2=(2) N W2>(Q).

Cependant, comme on va le constater dans la suite, cette hypothese locale est d’un grand
intérét lorsqu’on s’intéresse aux maillages adaptés.

3.2.4 Application aux maillages réguliers non-uniformes

Dans les estimations d’erreurs sur des maillages quasi-uniformes, nous sommes freinés par
le terme mes(wy,), qui est toujours en O(hg). Sur un maillage adapté, nous pouvons faire
en sorte de controler ce terme en réduisant la taille des mailles dans wy,.
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Commencons par traduire le théoreme 3.2.2 en choisissant hy de maniere a minimiser
I’estimation d’erreur. Cela donne immédiatement 1’énoncé :

COROLLAIRE 3.2.83 Soit k > 2 dans la définition de Xp(2). On suppose le maillage
régulier avec Uhypothése 3.2.2. On suppose en outre que u € W*(Q)NW*t1>=(QF) avec
s €|1; K], et que mes(Qp) = O(e).

On pose:

(h) = h*+/|In(h)| sous Uhypothése 3.2.1
PU = pasa sitnon
Si ho = O(¢(h)), alors:

u = unfi20 = O (p(h))
Si on remplace I’hypothese locale u € W21 (QF) par 'hypothese globale u € H°/2=2(Q)N
W22(Q), compte tenu de (3.11), on obtient |u — upli 2.0 = O(@(h)) des que hg < G(h).
Autrement dit il ne semble plus utile d’adapter.
Ainsi, que 'hypothese 3.2.1 a lieu ou non, "amélioration apportée par la régularité locale

est clairement visible.

REMARQUE 3.2.3 Indiquons, pour comparaison, ce que donne le théoréme 3.2.3 dans
le cas ou l'on décide d’adapter, si nécessaire, le maillage :

COROLLAIRE  3.2.4 (application de (3.3) aux maillages adaptés régquliers)

Soit k > 2 dans la définition de X,(Q). On suppose le maillage régulier avec Uhy-
pothése 3.2.2. On suppose que u € W (Q) N H*T(QF), avee s €]1;k]. Si hg = O(h*/3),

alors:

[u = unhzn = O(h*?)

Les résultats du corollaire 3.2.3 donnent done de meilleurs estimations.

Ajoutons de plus que, lorsqu’on remplace la régularité locale par la régularité globale
u € H°?=2(Q), on ne peut rien améliorer en choisissant hy différent de h.

Dans le cadre des domaines non-polygonaux, nous exprimerons ’analogue de ce résultat
en terme de nombre de degrés de liberté N = dim(V}), pour le cas particulier de Poiseuille
circulaire.
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3.2.5 Convergence dans W pour k > 2

Il est possible d’obtenir une premiere estimation de |u — up|1,00.0 en utilisant I'inégalité
inverse. Cette remarque est faite et démontrée par Ciarlet dans [21], dans le cas linéaire
(probleme du Laplacien). Dans notre cas, une légere modification s’impose. De ce fait,
nous présentons une démonstration du résultat suivant :

PROPOSITION 3.2.2 Soit k > 2 dans la définition de X,(£2). On suppose le maillage
régulier avec Uhypothése 3.2.2. On suppose en outre que u € W*(Q)NW*t1>=(QF) avec
s> 1, et que mes(Qo.) = Ofe).

On pose:

o(h) = { h+/|In(h)| sous Uhypothése 3.2.1

h3s/4 sitnon
Si ho = O(¢(h)), alors:

U — Up|1000 = O (h_lc,o(h)>

PREUVE :
Tout d’abord, exprimons I'erreur |u — up|1 00,0 en fonction de |u — upli 2.0.
[’inégalité inverse de W1>() dans H'(Q) donne:
Jup — T ()1 00 < e.h™Hup — Ia(u) | 250
or, par I'inégalité triangulaire et les propriétés de II;, on a:

lup, — p(w)1 20 < Jup —ulio0 + |u—(u)|i 20
< |Uh - U|1,2;Q + C(h5|u|s+1,2;§z+ + h3/2|u|2,oo;9)

donc:
lun — T ()10 < ™ g — uli 20 + e(w, Q)R + hy/*h 1)
par ailleurs, les propriétés de II;, font que:
u = T (u)]i0c0 < € (P7fufspri000+ + holul2,000)

ces deux dernieres estimations fournissent une premiere conclusion via l’'inégalité triangu-
laire :

|u — uh|1,oo;Q S |uh — Hh(u)|1,oo;Q + |u - Hh(u)|1,oo;ﬂ
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les erreurs en normes W1 et en norme H'! sont ainsi reliées par :
= pl s < ()b o + g PR A B — )

Nous pouvons ensuite utiliser 'estimation en h et hy du théoreme 3.2.2. Ceci fournit
I’estimation :

= w1 < e, 0) (B0 + ho + by "R~ 4+ ™ max{p(h), ot ) (3.12)
Donc, finalement, pour un maillage adapté:

u—wp o0 < e(Q,u) (B84 o(h) + @(h)* 2R + h7lp(h)) < o(Qu)h o (h)
CQFD. D

REMARQUE 3.2.4 La relation (3.12) montre que la présente technique est trop grossiére
pour prouver la convergence dans WY sur des maillages quasi-uniformes. En outre, si
Uhypothése 3.2.1, n'est pas satisfaite, la convergence n'est assurée que pour s > 4/3.

3.3 Cas des domaines non polygonaux

3.3.1 Motivations

Nous avons utilisé comme exemple de référence le probleme de Poiseuille circulaire.

Ceci nous a permis de valider quelques hypotheses sur les propriétés de la vitesse u.
Cependant, pour une totale adéquation entre ces exemples de référence et une estimation
d’erreur, il faut tenir compte de la forme du domaine (), celui-ci n’étant pas polygonal
pour nos exemples.

Soit, donc, 2 un ouvert borné et régulier et non polygonal.

Lorsqu’on s’intéresse a des éléments d’ordre k& > 2, un contre-exemple classique montre
qu’on ne peut se contenter d’approcher 2 par un domaine {2, constitué de triangles
«droits».

Considérons en effet que () soit convexe mais non polygonal. Soit alors un domaine poly-
gonal £, auquel on associe une triangulation réguliere 7,. On suppose que £, approche
) au sens ou les sommets de € sont sur 0f) et ou chaque arréte de ), est une arréte
d’un élément K de 7;. On définit alors:

Xin(9) = {Uh € X;f’o(ﬂh) ; v, = 0 sur th}
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Comme ), C £, en étendant v, € X,(Q) & 0 hors de €, on a bien X,(Q) C Hj(Q) et
lapproximation est Hj()-conforme. Cependant, on peut montrer (voir [55]) que pour

tout v € H*(Q) N H(Q):
inf  |v— w120, =0h) st k=1
’UhEXh(Q)
inf  |v— w120, = O(h3/2) st k>2
’UhEXh(Q)

La premiere relation est agréable, mais la seconde ’est nettement moins car elle ne peut
étre améliorée (voir [55]) et induit une perte dans I'estimation d’erreur. En effet, a une
modification pres dans les hypotheses de régularité de u, cela implique, lorsque k > 2,
que:

1/2
= wnliza = ([ = wilf s, + [l png,) " < max{eh2, Juli s, } = O(h*?)

la derniere égalité venant du fait que, pour  assez régulier, d(x, 9Q) = O(h?), pour tout

T € 6Qh

Afin d’obtenir la méme précision que dans le cas polygonal, nous allons utiliser la technique
isoparamétrique.

3.3.2 Contexte isoparamétrique

Pour définir le contexte, on suit [21] et [13] dans le cadre des éléments triangulaires.

Nous disposons d’un domaine régulier €. Nous allons définir deux domaines approchés.
Le premier, noté ), est polygonal. Le second, nommé ), est constitué de triangles
curvilignes.

Soit, pour k > 1, (f, E, i) un élément fini triangulaire de référence. On note:

e [ la transformation isoparamétrique de T dans le triangle curviligne T,

e I’ la transformation affine associée définie sur 7 et a valeur dans le triangle (droit)
T,

o hr et pr respectivement le diametre et la rondeur de f,

o Gy = Fr(@) et ar = Fr(@) pour @ € 3.

Les transformations Fp définissent 2. Quant a ﬁh , il est défini par les ﬁT.

DEFINITION 3.3.1 Nous dirons qu’une triangulation isoparamétrique T, est réquliére si
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(voir [20]) :
1. il existe o > 0 tel que:
hy <opr; VT €77,

2. hy — 0,
3. chaque Fp reste proche de Fr au sens ou:

|CLZ'7T — 52'7T| = O(hk) (313)

pour tout a; sur une arréte de T,

Nous conserverons cette définition. Rappelons-en tout de méme une difficulté pratique.
bien connue Il semble assez naturel de choisir a; 7 sur d€) lorsque a; 7 est sur 9€2;,. En fait,
une telle opération ne permet pas d’obtenir une triangulation isoparamétrique réguliere,
car on a toujours:

d(z,00) = O(h%) , YT €T, , Yo e dl Nk,

On trouve des exemples de modification de la condition (3.13) dans [20]. Ces modifications
permettent de choisir les a; 7 de 9§ sur JQ tout en conservant les résultats d’approxi-
mation que nous allons énoncer.

En suivant [13] nous allons considérer des difféomorphismes:

Fh : ﬁh—>ﬂh
o ﬁh—>ﬂ

(I)h:FhOF_l : Q—}Qh

et nous ferons I’hypothese qu’il existe une constante €' > 0 indépendante de A telle que,
pour h assez petit, on ait: ||Jac(F})||oe < C, |[Jac(Fp) o < C, ||Jac(F)|o < C
et ||[Jac(F) o < C (Jac(.) désignant la matrice jacobienne). De plus, a 1’aide de

ME composante de Fj, par Fi = I, F". La

Popérateur d’interpolation IIj, on définit la 7€
construction de F' n’est pas triviale, elle est détaillée dans [13] dans le cas bidimensionnel

qui est le notre.

En outre, la régularité du maillage se traduit par la relation suivante, tres utile dans la
pratique:

Jac(®,) — I = O(h*) (3.14)
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Il nous sera également utile de rappeler que X,() = X;f’o(ﬂh) N H}(Q) et de définir
I’ensemble :

o . déf

Xh(ﬂ) = {Uh = Uth)h ; Up € Xh(ﬂ)}

dont les éléments sont définis sur © (alors que les éléments de X, () sont définis sur le
domaine , constitué des triangles curvilignes).

Notons enfin, pour simplifier, (.,.) = (., o2 , («,-)n = (-, o2, ((-,-) = (V(.), V(.)),
(()e = (V(), V())n, ainsi que [v] = y/(v,0), |v]s = /(v,0)n (o]l = /((v,v)),

o]l = v/ ((v,0))n, et Jgr(.) = [V ()]o1.0,- Nous noterons en outre Jg, le déterminant de
Jac(Py).
Le probleme discret consiste alors a trouver u; € X,(Q) tel que:
((unyvi = un))n + Bi(gn(ve) = gu(un)) = (Lvw —up)n 5 Vor € Xu(Q)
Rappelons qu’'un tel probleme possede une unique solution qui vérifie:
el + Bi ju(1r) < mes(@) gl (3.15)

cette derniere relation s’obtenant en choisissant vy, = 0.

Notons U, = upo®;, € )?h(ﬂ) Dans la suite, nous allons chercher a estimer la quantité

|U - ah|1,2;Q-

3.3.3 Premiere estimation non-conforme

Commencons par une premiere tentative qui reprend l'estimation présentée pour le cas
linéaire dans [13] (pages 212-213). Ceci conduit ici & un premier résultat non-optimal
correspondant au résultat de convergence de [35], lequel était donné dans le cas ou € est
polygonal.

PROPOSITION 3.3.1 Pour tout vy, € X,(Q), on a:

u— 7 p0 < clu—Onl] giq + ch® + e Bi {h* + |u = Tpl1 20}

PREUVE :

11 suffit de faire la démonstration pour v, la projection sur )?h(ﬂ) de u, définie par:

(B @) = ((w, @), Yn € Xu(9)
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Avec I'inégalité triangulaire, on peut écrire:
lu — Upli 20 < |u—Vpli 2.0+ [0n — Unl12:0
Soit ensuite Wy, € )?h(ﬂ), on a:
((on = Un, Wr)) = ((0n, @n)) = (Cun, wn )y + ((us s wa ), — ((un, @)
<{(1, @) + Bilju— @) — j(u)}
= AL wn)y + Bi(gn(un + wn) — gulua))}
+ ((un s wn)), = ((un s @)
= (17 ﬁ}h)_(lv wh)h
+ ((uns wn ), = ((un, @)
+  Bi{j(u—wn) = j(u) + gn(un +wn) — ga(un)}
=A + B 4+ Bi(C

L’estimation de A se fait comme dans le cas linéaire, par un changement de variable:

De méme pour B :
B = ((un, wp)), — ((@n, @y )) = (Jac(®p) 1.V, Jac(®p)1 .V, Jo, ) — ((Un, ©))
= ((Jac(®p)™" = ).V, Jac(®y) L. V. Jo, ) — (Vg (Jo,.Jac(®y)™" = 1).V@, )
< ch* |1 2.0 | 001 2.0

Pestimation de |ty|1 2.0 s’effectue de la maniere suivante ; on remarque que:

a0 = [IV8Pds = [ [Jac(®) 90 yade < el
Q Qn

et en faisant le changement de variable inverse puis en utilisant I'inégalité de Poincaré on
obtient :

[unln < cltinfoza < el 2
ces deux inégalités ainsi que (3.15) donnent donc:

nli 90 < ellunlly + ¢ Bign(un) < el plunln < e[ [@n] 20
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autrement dit :
|ah|1,2;Q <c |1|h =cC |1|0,2;Qrmh <c |1|0,2;Q
donc finalement :
B < Chk |f5h|1,2;9
Pour estimer le terme C', on choisit un wjy, particulier en posant :
Whp = VUp — Up

alors:

C

(u—@p) = j(u) + Ju(un + wi) = ju(un)
(v = On + ) — jnlun) + ju(on) — j(u)
01 ‘|‘ 02
on peut ensuite estimer le premier terme par des changements de variable:
Cy = jg(u— v+ un) — gulun)
= j(u — Oy + Un) — j(Tn) + (@) — jnlun)
< g(u =) + 3(un) — gn(un)
(v — Up) +/ {IVaLll = J(@n)[|Tac(®y) . V| } de

J
J

:j(u_@h)+f{y\vahy\_Hjac(q)h)—T.vahH} d:z;—l—/Q(l—J(q)h))HJac(CI)h)‘T.VﬁhHd:z;

< =00) + [ IVl = Jac(®)~" || dz + / 11— J( @) | ac( @)~ [V dx
< mes()Y2lu = B l1 20 + ch¥ (@)1 20 !
et en utilisant la majoration de |uy|1 2.0, précédemment établie, on trouve:
C, < mes(ﬂ)1/2|u — Upli2.0+ ch”

D’autre part :

G = ilon) = () = [ {ac(®) 790 e, + [V} da
= [ 5 Al act@) 755 = [ V5] } da
[ U930 = 198} do+ [ (V5] - [Vl da

< [ a1 act@0) " =[98 ds + [ o, = 1195 do + [ |95 = )] do
< el Buliza + mes() 2w — Blisg ’
et par définition de la projection, on a |Uy]1 2.0 < |ul|1 2.0 donc [Uh]1 2.0 < c:
Cy < ch® + mes(ﬂ)1/2|u — Upl12:0

On conclut en appliquant I'inégalité d’Young dans A et B.

CQFD. ]
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3.3.4 Seconde estimation non-conforme

Au regard de 'estimation que nous avons obtenue dans le cas polygonal, 1’estimation
q poly )
précédente doit étre améliorée en suivant la méme méthode.

On désigne encore par wy, la couche d’éléments qui contient la frontiere des zones rigides
et on définit de nouveau une partition de € a partir de wy, ;

Q=wy U q)gl(wh) Uwt
wo = Do\ P} (wr)
wh = QN0 (wp)

PROPOSITION 3.3.2 Soit v, € X,(Q). On pose:
My, = Ju =y} 50+ (Bi + 1) h* |u — |1 g0 + (Bi* + 1) B>
et:
N, = mes(q)gl(wh)) [0, — u|17oo;q>;1(wh) + |0 1,1:00 + mes(Qo) [V — u|17oo;90750w+

Alors, pour h assez petit, on a:
Bi
~ 12 . -~ 2
= Upl{ g0 < € % {Mh + Bi N, + = Vb = uli 2i0,mut

Et si de plus Uhypothese 3.2.1 est satisfaite, alors:
|u - ah|%,2;ﬁ S c X {Mh + B Nh + B |1H(€)| |@h - uﬁ,oo;ﬂaﬁw"'}

ou ¢ > 0 est une constante indépendante de h et de Bz.

PREUVE :

On procede en trois étape,

1. construction d’une inégalité analogue a (3.8),
2. estimation des termes dis a la différence entre les domaines €1, et €,

3. estimation des autres termes.
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Chaque étape est effectuée dans un lemme.

LEMME 3.3.1 (construction d’une inégalité analogue a (3.8))

Soient Mu) et Muy) des* multiplicateurs associés respectivement d u et uy, par les rela-

tions? :

{ ((u,v))+ Bi(Mu), Vo)=(1,v)
AMu).Vu=|Vu|| p.p.

{ (Cwnsvn))y + Bi(Aun), Vop), = (1, v),
Mup).Vuy, = [|[Vui|| p.p.

alors, pour tout A(vy,) et A(uyp,) tels que:

A©r). Vo, = || Vo

AMuy).Vuy, = [|[Vug|
on a estimation suivante :
ju—nlrn < (1,00 =)= (1, vn —un),
+ ACun, o =), = ((Un s Ur —un )} + ((u =, w—p)
b (M) Vlon— )y — (@), V{F,— 1))
+ (A@R) = Au), V(0 —u))

REMARQUE 3.3.1 Nous introduisons ici les notations A(uy) et AMuy). Remarquons que
A(uy) est différent de A(up) = Mug) o®p*.

PREUVE :

|U—%ﬁm = ((u—1up, u—1y,

)
=(1,0, —up)— (ANw), V(or, —up)) — ((wn, 0 —up)) + ((u—Up, u—"70p))

Bt (AMun), V(o —up) )yt
) — ((Un, O —n )} + ((u =g, u— 0y )

= (1,@%—&%)—(1, vh—uh)h
+ {Cuny v —wn )y — ((Un s U —un )} + ((u =, w =)
+  (Mun), Vo —un)), = (Au), V(0h =)
2. rappelons en effet que les multiplicateurs ne sont pas uniques
3. la notation A(u) ne cherche pas & désigner ’ensemble des multiplicateurs associés & u, mais seulement
I'un d’entre eux et a signifier qu’il dépend de u, afin de faciliter la lecture de la démonstration de ce lemme
(de méme pour A(uy))

4. ceci exclut 'usage de la notation concise mais ambigue Xh pour désigner A(up)
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on majore maintenant le terme non-linéaire,

le terme C figure dans I’énoncé, il reste donc a majorer Cy,

Gy = (Mun), V(or —up)) = (Au), V(0h —un))
= (Aun), V(0n =un)) = (Mu), V(0r —u)) = (Mu), V(e —up))

remarquons ensuite que, par définition, les multiplicateurs A(u) et A(wy) vérifient :

(A(un), V(v —un)) = (Mun), Vop) = j(un) < 5(vn) — 5 (un)

(Alw), V(un —u)) = (Mu), Vup) = j(u) < j(un) = j(u)
donc on obtient :
Cy < g(0n) = 3 (Un) + 5(1n) — J(u) = (Mw), V@0, —u)) = j(0n) — 3 (u) = (Au), V(0 —u))
et enfin, A\(vy) est tel que:
(A@n), V(u—=v3)) = (AMon), Vu) = 5(v) < j(u) — j(0n)
donc,

€ < (ABH) — Mu). V(B —u))

CQFD. ]

LEMME 3.3.2 (estimation des termes dus a la différence entre les domaines Qy, et Q)
On pose:

My = Ju =43 50+ (Bi+ 1) h* Ju = Bpl1 00 + (Bi* + 1) h*
alors :

w— G20 < ¢ My + 2 Bi (AB1) — Mu), V(T — u))
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PREUVE :

Certains termes présents au second membre de Iestimation du lemme (3.3.1) ont déja été
estimés dans la démonstration de la proposition (3.3.1). Nous avions alors:

(1,@h—ﬁh)—(1,vh—uh)h §C|@\h—ah| hk

~ ~ 3.16
< chF |0y — Unli2a ( )

et:
((un, vn —up )y, — ((Gn, O —an)) < ch” [0 — Gnl12:0 (3.17)
et, bien sur,
(W—ﬁmu—ﬂﬁﬁVk4MmmW—@hmSCW—%Em+éW—@ﬁm (3.18)
la derniere relation s’obtenant avec I'inégalité d’Young:
ab< gaz + %62

Il reste donc a majorer les termes non-linéaires qui apparaissent entre accolades dans le

lemme (3.3.1). Il s’agit de:

D= (Aun), Vi{vn —un))y = (Alun), V(0h —n)) ~
= (Rwn) = M) V@ =) )+ { (M) Flow =), = (Mun), V(=) ) |

= Dy + Dy
Or, on a:
= (M), V(on=w)), = (M), V(5 — ) )
- (X  (Jo, . Jac(®y) — 1).V (3}, — a,g) (3.19)
<ch |Uh—uh|129

Estimons maintenant Dy, cela s’effectue en deux étapes. Tout d’abord, considérons:

Vu
Aslusn) = 2 ~ 2)1/2
(6% + [[Vusal*)
N Vi,
As(Usp) = o

(8 + Vsl
ou ug; désigne la solution du probleme variationnel discret régularisé:

((U5h,vh))h + Bi()\g(u(gh), Vvh)h = (17Uh)h \V/Uh - Xh(ﬂ)
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On peut alors montrer qu’il existe une constante ¢ > 0 indépendante de h et de § tel que:

D;s = (X(g(um) ~Ms(Tsn), V(T — ah)> < ch* B — Tnl1on (3.20)

pour cela, on utilise un petit lemme démontré dans [63] et qui est analogue au lemme 3.2.1 :

LEMME 3.3.3 Soient & et ¢ deux éléments de IR?, alors, pour tout § >0, on a:

3 B ¢
(824 el (8¢

1€ — <l
<2
— &l + i<l

On pose alors:
§=Vus,09,
et:
¢ = & Jac(dy)

puis on pose encore, pour alléger I’écriture, w = v, — Uy, on a:

¢ ¢ }
Ds = — Vuw.dz
5 / {<52 e @

et, en appliquant le lemme (3.3.3), on obtient:

Ds <2 1€ — <l HVSD dz < 2/ 11— Jac(®,)|| | Vw|| x %dx < chf mes(ﬂ)1/2|w|1,z;9
@ (8% 4 [1€11%) 2 (6% + 11&l®)

ce qui prouve (3.20).

[’étape suivante, dans 'estimation de Dy, consiste a passer a la limite dans (3.20). Comme
pour le cas continu (voir [33]), on peut construire A(uj) comme limite faible dans L*(()?
de As(usp). Ainsi, on sait que:

lim As(usn) = AMuy) dans L*(€2,)*faible

§—0

on en déduit donc que:

lim Xg(uM) = X(uh) dans L*(Q)*-faible
5§—0

il reste & montrer que A;(usy) possede une limite faible X dans L*(2)? et que l'on peut
alors choisir A(uy) = A.
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Reprenant les arguments de la construction de A(uyp), nous pouvons dire que As(usy) est
borné dans A qui est un convexe fermé et borné dans L*(Q2)?, donc faiblement compact.
On peut alors extraire de As(Usp) une sous-suite, notée de la méme maniere, telle que:

lims__o Xs(Usp) = A dans L?(2)*faible
AeA

on voit donc que pour pouvoir choisir A(7y) = A, il suffit que X.Va, = ||V,
Soit x € Q, tel que ||[Vuy|| = 0. On a bien AVi,=0= IN&DAIR
Supposons maintenant qu’au contraire, x € ) est tel que ||[Vuy|| # 0. On sait que:

lim |V (usp — up)|p =0

§—0

On en déduit donc que:
lim |Vﬁ5h — Vah|072;g =0
§—0

on peut alors extraire de Vs, une sous-suite, notée de la méme maniere, qui converge
vers Vuy, presque partout sur (2.

Soit ¢ € D(2), on a, par définition de A(usy):

~ ~ Vus
/ )\5(U5h).VU5h.qb = . H AhH o)z
{z€Q; Vi, £0} {zeQ; Va,#0} (6% + || VUusi||?)

en faisant tendre § vers 0, on obtient alors:

/ NV = KA. (3.21)
{2€Q ; Vi, £0} {2€Q ; Vi, #0}

La convergence du membre de gauche provient de la convergence dans L*-faible de As(tusy)
vers A et de la convergence dans L*-fort de Vis,.¢ vers Viy,.¢.

La convergence du membre de droite s’obtient par application du théoreme de convergence
dominée de Lebesgue en remarquant qu’on a presque partout sur ) :

Vs
(6% + Vs nl*)

l/m‘ < ¢l e L'(®)

et:

INA
5£>no 2 =~ 2y/2”
(0% + [[Vusl?)

¢ = [[Vunll.o
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Enfin, de la relation (3.21), nous déduisons que, pour presque tout = tel que Vuy, # 0, on
a:

AV, = || Vi
En conclusion, on peut effectivement choisir A(,) = A.

Il reste a faire tendre § vers 0 dans Iestimation (3.20), en vertu des convergences faibles
que nous avons obtenues, nous pouvons alors écrire:

o~

D, = <)\(uh) —\@n), V(5 — a,g) < ch* [T — G120 (3.22)

Pour conclure la preuve de ce lemme, nous utilisons les inégalités (3.16), (3.17), (3.18) et
(3.19)(3.22) dans I’estimation du lemme 3.3.1 et I'inégalité d’Young pour écrire:

. . 1 .
|u_uh|%,2;ﬁ S c|u_vh|i2;ﬂ+ 6|U—Uh|%72;9
+ ¢ Bih* [0, — Unli 2
+  chF |, — Unli2a

+ (AO) = Aw), V(on —u))

S c |u - @h|%,2;ﬂ + %|u - ah|%,2;ﬁ
+ e Bihh |5y — uliq + ¢ B2 A* 4 Llu— ]2 g
+ chF |@\h — U|1,2;Q
_I_ ch?k
+ %|u - ahﬁ,?;ﬁ
+  (AOw) = Mu), V(U —u))

on en déduit que:

=Tl sn < elu—Bullpn+ e (Bit 1) b fu—iliza
+ e (Bt 1) b
+ 2 (A(WR) = Aw), V(U —u))

CQFD. ]

LEMME 3.3.4 (derniére étape de la preuve de la proposition 3.3.2)
On pose:

Np = mes(@gl(wh)) |V — U|1,oo;q>;1(wh) + mes($o,-) [05 — U|1,oo;ﬂo,mw+
on a alors:

N N L
(A@) = Aw), V(O =) < Ni+ [0 — ulipg.nu
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et sous ['hypothese 3.2.1:

(A©h) = Mu), V(0 —u)) < Ny + [In(e)] [0 — ulf o0.mr

PREUVE :
Il suffit de reprendre la preuve de la proposition 3.2.1 de convergence pour le cas polygonal.

CQFD. []

Pour achever la preuve de la proposition 3.3.2, on combine les estimations obtenues dans
les lemmes 3.3.2 et 3.3.4.

CQFD. []

3.3.5 Application

Nommons Il7 "opérateur d’interpolation d’une fonction définie aux points a7 d’un élément
(curviligne) T'. Les propriétés de cet opérateur ont été étudiées en détails dans [20]. Rap-
pelons seulement celles qui nous intéressent :

PROPOSITION 3.3.3 (propriétés de lp, [20]) Soit p € {2;+00}. Alors, pour tout h
assez petit et tout T € Ty,

k+1

o — Mo} < c (Z ||) Wh Vo € WHH(T)
=1

En particulier,

k+1

[v = a0}l 0, < c (Z |U|l,p;ﬂh> h* Yo e WP (Qy)

=1

Ajoutons qu’il est tout a fait possible de remplacer k& par un réel s € [1, k]. On peut voir
cela en appliquant la technique proposée dans le livre de Brenner et Scott [13], chapitre

12.
Remarquons maintenant, que, par un changement de variable,
mes(q)gl(wh)) < ¢mes(wy,)

car Jy-1 est uniformément borné sur (.
h
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L’analogue du théoreme 3.2.2 est alors obtenu en utilisant ces propriétés dans la proposi-
tion 3.3.2:

THEOREME 3.3.1 On suppose que u € W(Q) N Wt (QF). Si le maillage est
régulier, si Uhypothése 3.2.2 a lieu et st mes(Qo.) = O(e), alors, pour tout h assez petit,
on a:

lu — Upl120 =0 <max {ho, h(l)/2hk/2, c,o(h)})
ou l'on a posé:

o(h) = { h+/|In(h)| sous Uhypothése 3.2.1

p3s/4 sinon

En particulier, les corollaires 3.2.1 et 3.2.3 sont encore vrais.

REMARQUE 3.3.2 Ce dernier résultat s’applique immédiatement a notre exemple de
référence, ¢’est-a-dire a écoulement de Poiseuille circulaire.

Nous venons donc d’établir que ["utilisation d’éléments d’ordre supérieur entraine un gain
de précision sur les maillages adaptés.

Sinous écrivons 'analogue du corollaire 3.2.3 , nous utilisons le fait que le maillage est plus
dense le long de la frontiere des zones rigides. Nous devons alors vérifier que cela n’engage
pas un sur-cotut en nombre de degrés de liberté par rapport a un maillage quasi-uniforme
de méme pas h.

Pour cette raison, nous devons écrire la conclusion de ce corollaire de maniere a faire
apparaitre le nombre d’éléments N.. Cela suppose de bien connaitre la relation entre le
pas du maillage et le nombre d’éléments.

Nous nous sommes restreint au cas modele de Poiseuille circulaire pour lequel nous avons
mis au point une construction de maillage adapté. Ceci donne lieu a ’affirmation suivante :

LEMME 3.3.5 On considére le probleme de Poiseuille circulaire, avec 0 < Br < 1. [l
existe un maillage polygonal de  dont le nombre d’éléments N, vérifie, pour hg et h assez
petit :

N. =0 (h™ +h")

La construction de ce maillage parametré par hg, h et Bi est donnée en annexe D.

Dans le cas d’un maillage quasi-uniforme de pas h, le nombre d’éléments est donné par
Ny = O(h™?). Considérons alors le cas des éléments P;. Nous avons N. = O(h™?). On
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retrouve un cout du méme ordre que celui d’un maillage quasi-uniforme, pour
une erreur quasi-optimale.

Nous pouvons maintenant écrire le théoreme 3.2.3 avec N au lieu de h, en tenant compte
du lemme précédent. Pour rappeler le parametre pertinent N , on écrira uy au lieu de uy,.

THEOREME 38.3.2 Soit k > 1. On suppose que u est la solution du probléme de Poi-
seuille circulaire, avec 0 < Bi < 1.

(i) Pour un maillage quasi-uniforme Ty, possédant N éléments, on a:

N-1/2 st k>2
|aN — U|1,2;Q <ecX
N=Y2\/IIn(N)| si k=1

(ii) 1l existe un maillage régulier Ty, possédant N éléments, tel que:

N1 st k>3
|aN — U|1,2;Q <ecX
N=3k/8 g k<2

(iii) Il existe un maillage régulier T, possédant N éléments, tel que :

N=Y/|In(N)| st k>2
|aN — U|1,2;Q <cXx
N=F2/IIn(N)] si k<2

PREUVE :

(i) On remplace h par N='/% dans I'estimation sur les maillages quasi-uniformes.
(ii) Nous avons vu comment construire un maillage tel que hy < ¢ h3*/4,
Dans ce cas, N = O <# + W)
Si % > 2,alors: N =0 <W> et: h=0 (N_4/(3k)>, donc:
[y — uliz0 = O(R*M*) = O(NT)

Si % < 2, alors: N = O(%) et h = O(N_1/2>, donc:

iy — uli20 = O(K*/*) = O(N/%)
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(iii) Nous savons construire un maillage tel que mes(wy) < ch*.

Dans ce cas, N = O <h2 h1k>

Sik>2 alors: N = O(h’“) et:h:(’)<N_1/k>,donc:
iy — ul1z0 = O(h*/[In(h)]) = O(N~"/[In(N)])

Sik <2 alors: N = (’)( >eth:<N_1/2>,donc:

h2
iy — ulr.2:0 = O(NT*2/[In(N)])

CQFD. []

3.4 Introduction du glissement a seuil dans I’estima-
tion H'

Considérons le probleme de 1’écoulement d’un fluide de Bingham dans une conduite cylin-
drique de section quelconque € avec la loi de glissement a seuil introduite a la section 1.1.
Rappelons (voir section 1.3.1) que le champs de vitesse u, défini de maniere unique, vérifie,

Vo e HY(Q):

(V (v —u))oz.0+ Crivu,v(v —u))o2r

+ S{/|~yv|dF /|wldF} (3.23)
v i{ [ I9ellde = [ 19ulde} = (10 - w0z

Nous souhaitons ici reprendre la technique utilisée pour l'estimation d’erreur en norme
H' dans 'approximation élément fini du modele de Bingham avec adhérence a la paroi
(section 3.2). Rappelons que, dans le cas présent, u est approché par I'unique solution
up € Xp(2) de I'inéquation variationnelle suivante (voir la section 2.1.4):

(Vup, V(v —up))oza + Cr(yun, y(vn — up))o2r

+ S{/I’yvhldF /|’Wh|dr} (3.24)

b i{ [I9ulde = [ [9ulde} > (1o - weza . Fone (@)
Q Q

Dans un premier temps, nous établirons donc une estimation abstraite, puis, dans un
second temps, nous 'appliquerons a ’approximation Pj-continue de u, pour le cas ou

Bi=0.
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3.4.1 Une estimation abstraite

Commencons par établir une estimation abstraite de I’erreur en norme H*.

Nous avons besoin pour cela de retrouver un outil précieux, le multiplicateur de Lagrange
Ar, défini au bord I' de ) de la maniere suivante.

LEMME 3.4.1 Soient les ensembles :
A(Q) = {)\Q € LZ(Q)2 el < 1 p.p. sur Q}

AN = {)\ € L*T); |Ar| <1 p.p. sur F}
Il existe A\p € A(T') et Ag € A(Q) tel que :

(Vu, Vouloaa+ Cr(yu,y0)o2r + S/)\p ~yodl + Bi/)\g Vodzr = (1,v)020 , Yve H(Q)
r Q
IVu|| = Aa.Vu p.p.surQ et |yu| = Aryu p.p. surl

L’énoncé et la preuve de ce lemme ont déja été donnés dans la section 1.3.

I est également utile de pouvoir écrire une estimation du méme type que (3.8). Plus
précisément, nous avons le

LEMME 3.4.2 La solution u du probléme continu (3.23), les multiplicateurs Ar et Ag
associ€s par le lemme 1.3.3 et la solution up du probléme discret correspondant vérifient,
pour tout vy, € X;(9) :

lun = ulf 5.0 + Crlun —ulfop < (V(up —u), V(vn — u))o20
+ Cr(y(un —u),y(vn — u))ozr
+ S ()\{i — Ap) y(vp — w)dl (3.25)
I
_I_

Bi ()\g — Ag) V (v, —u)dx
Q

VAL € A(Q)  tel que N2V, = ||V
et VAL e A(T)  tel que Abyvy, = |yvy

La encore, ce lemme se démontre exactement comme la relation (3.8).
Désignons a présent (voir figure 3.2) par:

o I'. 'ensemble {z € I'; u(z) =0} et IT =T\T',,
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e Y. l'ensemble {x € I'; 0 < |u(z)| < e} et . =T\(I', Uo,e),

e v, la réunion des arrétes de 9€2;, qui contiennent au moins un point de transition

adhérence/glissement,

® o =1\ et 4t =TT\,

Nous pouvons maintenant énoncer une estimation abstraite :

PROPOSITION 3.4.1 Soit u € H*(Q) la solution du probléme variationnel (3.23), et
up € Xp(Q) la vitesse approchée associée. Alors on a, pour tout vy, dans X,(Q) :

|u - uh|%,2;Q + CYF|u - uh|(2J,2;F S

+ + +

+ + +

v, — uﬁ,z;ﬂ + Crlop — u|(2J,2;F
Bi |1, 1506

Bimes(wp) [vn — t|1,00u),
Bimes(Qoc) |vp — u|1,oo;9075r‘lw+

1
. g|Uh o u|%,2;ﬂaﬁw+
B1 da

o, IVull

|Uh - u|ioo;95rm+

(3.26)
S'vnlo,1

Smes(%)l/z [vn — o2,

Smes(y0,.)!/* o, — uo,270,.m+

1
§|Uh - u|(2)72;%rw+

dl’

Yul

2
|on = u|07<>0;%rw+

Ye

ou ¢ est une constante indépendante de Bi, S et h.

PREUVE :

On voit qu’il suffit de modifier la preuve de la proposition 3.2.1 en estimant de maniere

détaillée le terme:

[ O = ) o =

Ceci s’effectue d’'une maniere semblable a 'estimation de 1’autre terme non-linéaire en

facteur de Bi, autrement dit en découpant 'intégrale suivant les trois sous domaines de

[' =90 U~ Uyt (figure 3.2).

Tout d’abord, sur vy, on a par définition u = 0, et par ailleurs, |AX| < 1 et [Ap| < 1. 11

s’ensuit que:

Yo

/(%—Aawm—uﬁrsmemo
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N / \
¢ e e— Fe——
I' 7u=0 I'. Ju=0 N
‘* ‘* \E
T | ul > 0 Yo | > ju| >0 & )Q
Voo |lul>¢ -+ T

Fic. 3.2 = Découpage de ' pour établir une estimation d’erreur sur le probléeme de Poi-
seuille newtonien avec glissement a la paroi.

Concernant la zone 7, nous nous contentons a nouveau d’une estimation un peu grossiere
en utilisant le fait que |[AL — Ap| < AL+ [Ap| < 2:

/ ()\{i — Ap) Y(vp —u)dl' < 21(1(16s(’yh)1/2 lvon, — o2,

Yh

Enfin, nous décomposons vt = (y* Nyg:) U (77 N 7:). On a d’une part :
/ (AL = Ar) y(on = w)dl < 2mes(y" 0 y02)" [or = ufo,m0.0vt
Yty .

et, d’autre part, sur 7., u et v, sont non-nulles et les quantités AL et Ar peuvent alors étre
rendues explicites de la maniere suivante :

2 TOh g v 0
AL = signe(yvy) def REA L7
0 sinon
Ar = signe(yu) def yu
[l
or, dans le cas ou yv;, # 0, on obtient, de maniere analogue au lemme 3.2.1:
‘)\h A ‘ _ VR Ju |7(Uh B U)|
r— AI'| — - =
yorl Ivul ] = lyon] + vl
et dans le cas ou yv, =0, on a clairement :
2
ol + |yl

on obtient alors:

N
/ ()\1}i — )\r> y(vp —u)dl' < 2/ Mdr
vt .

St Y OB Tyl

1
z v (vn — ) |(2),2;%rw+

2 dI’
|7(Uh - u)|0700§'750’7+ /WE ’)/u|

<2 x
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CQFD. []

3.4.2 Application au cas ou Bi =0

Dans la suite nous convenons que mes(vy,) = O(hy), ou hy est destiné a étre plus petit
que h.

[espace X} (2) est & nouveau défini par X,(Q) = X:’O(Q), pour k > 1. Les maillages que
nous considérerons sont réguliers au sens déja introduit dans la définition 3.2.1.

Pour le probleme du glissement, nous ne disposons pas de théoreme de régularité, ni
d’exemples de solutions explicites ou la transition adhérence-glissement est matérialisée
par un ou plusieurs points sur la paroi. Nous devons donc étre tres prudents au sujet des
hypotheses de régularité.

Contrairement au cas ou l"adhérence est imposée, il est délicat d’émettre des hypotheses
sur mes({o ), car nous manquons d’écoulements de référence pour les justifier. Pour cette
raison, nous nous limitons en fait au cas ou Bi = 0. Dans un premier temps, nous ne
ferons donc pas non plus d’hypotheses sur mes(vo.). Nous discuterons néanmoins, a la
fin de cette section, de quelques hypotheses sur mes(vp.) dont les conséquences sont
intéressantes.

Compte tenu de I’estimation (3.26), nous partirons donc de la relation :

u—unl? g0 + CF [u — uplf o < lop = ulf 20 + CF [on —uld 5r
+ S |Uh|0,1;%
4+ Smes(y,)"? vy, — o2, (3.27)
+  Smes(y0,. N 7+) vy, — u|072;Wo,JW+
+ S zlon — U|(2),2;%m+

Comme pour le probleme de Bingham, nous prendrons v, = II,(u), 'opérateur d’inter-
polation I, étant défini au théoreme 3.2.1. Nous utiliserons le fait que y(II,(.)) peut
étre identifié a 'opérateur d’interpolation sur I' et nous ferons cette identification. Ceci
conduit en particulier a la simplification suivante :

|Uh|0,1;% = |Hh(u)|071;% =0

Estimons maintenant chacune des erreurs d’interpolation apparaissant dans ’estimation
(3.27), en utilisant une seule hypothese de régularité:

HYPOTHESE 3.4.1 [l existe t € [1,2[, tel que u € HTH(Q).
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Notons que puisque u € H*(2), on a u € C°(Q), ce qui implique que mes(yp- NyT) tend
vers (0 quand ¢ tend vers 0.

Pour la suite, nous choisissons € = ¢ghy ou ¢y > 0 est une constante que 'on se donne.
Nous allons voir qu'un tel choix de € n’est pas nécessairement un handicap.

e Commencons par observer le terme qui apparaitra comme le plus pénalisant dans
I’estimation d’erreur. Posons pour alléger 1’écriture:

¢(h1) = mes(70700 by 1 7+)
Par ailleurs, une application directe des propriétés de I, nous permet d’écrire:
|Hh(u) - U|o,2w+ < |Hh(u) - U|0,2;F < Cht+1/2|u|t+1/2,z;r

En outre, par continuité de I'application de trace, de H'*'(Q) dans H'*'/?(T') et vu
le choix de € = ¢g hy, on obtient finalement :

mes(yo, N 7+)1/2|Hh(u) - u|072;Wo,JW+ < cp(hy) ht‘l—l/z|u|7f-l-1,2;Q

e [l nous reste un terme lié¢ a ¢,
1 -
g|Hh(u) - u|(2J,2;w+ < chy 1h2t+1|u|7?+1,2;9

e le terme lié & 7, est estimé de maniere analogue, en remarquant que mes(y,) =
O(h1). Ceci procure 'estimation :

1/2 1/2 t+1/2
mes(7z) / () = ufozpy, < chy'™ X hy "7 uleriyz o,
41 i+1
< chi™ ulipijzor < ehy ulern e
e il reste a faire une estimation du terme d’interpolation sur € tout entier,

I, (u) — uly 20 < ¢ h'|ufm 20

t41/2
i) = wlogir < ch™ 2 uli 20
Ainsi, en tenant compte de ces diverses estimations, nous obtenons le:

THEOREME 3.4.1 On considére Bi = 0 dans le probleme (3.23). On fait Uhypothése de
régularité 3.4.1. On suppose que le maillage est régulier. Alors :

1/2
<|u - uh|%,2;Q + |u - uh|(2J,2;F>

< chlulpgagnted |u|if1,2;9 {¢(h1)1/2h(2t+1)/4 + hfl/zht“ﬂ + h(1t+1)/2}

ot Y(hy) tends vers 0 quand hy tend vers 0. Autrement dit, on a, pour un maillage quasi-
uniforme :

1/2
(Ju = unl} g + lu — wplgor) '~ = O ((R)V2REFD/A pUFD/2)
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Puisque ¢ est bornée, ce résultat nous conduit a une majoration grossiere en O(h%*4), en
supposant u € H*(Q), k = 1 et le maillage régulier.

REMARQUE 3.4.1 Considérons l'inégalité suivante, démontrée par lonescu et Touzani [46]
(la démonstration est disponible dans la thése de Nguyen [53]):

0[5,z < Wlozallvllizq . Yo € H'(Q)
Cela fournit un autre moyen pour estimer ['erreur d’interpolation :
[Ha(u) = uls o < Ma(u) = wlozal[Ta(u) — ull1 20

< ch!tt |l eq1 2.0 B |[w]|e41,2:0
< Ch2t+1||u||$+1,2;9

On retrouve la méme estimation de Uerreur d’interpolation que précédemment.

Nous pouvons discuter sur quelques hypotheses intéressantes a tenter de valider, concer-
nant mes(yo.c).

1. Si on fait 'hypothese:

mes(yoe) <1 e (3.28)

on simplifie le probleme car cela permet d’annuler un terme dans I'inégalité (3.27).

1

En effet, en prenant ¢g = Foosona alors:
1

mes(yo,e N ’y"’) =0

Une application aux maillages réguliers et adaptés est immédiate :

COROLLAIRE 3.4.1 On considére Bi = 0 dans le probléeme (3.23). Soit k > 1
dans la définition de X,(Q). On fait Uhypothése de régularité 3.4.1, avec t < k et
on considére que (3.28) a liew. On suppose que le maillage est régulier.

(a) Sile maillage est quasi-uniforme, alors :

/2

<|u — uhﬁ,z;ﬂ + |u — uh|(2J,2;F> — 0 <h(t+1)/2>

(b) Si le maillage est tel que hy = h®, avec § = % alors :

20+ 1)(t+1)
2(t+2)

On constate alors que le cas k = 1 est optimal avec un maillage quasi-uniforme, au
sens ou 1l donne:

(It = unl g+t — s Pp) ' = O(h7), ot 0 =

1/2
<|u - uh|%,2;Q + |u - uh|(2J,2;F> = O(h)

mais également au sens ou on a alors 6 = a = 1.
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2. On peut affaiblir ’hypothese précédente (c’est-a-dire mes(vyp.) = O(¢)) en considérant
que:

mes(yo,e) = (’)(51/2) (3.29)
Dans ce cas, on ne peut plus annuler ¢(hq), mais on peut préciser:
o) = O(h")

On peut alors constater que le cas & = 1 reste optimal :

COROLLAIRE 3.4.2 On considére Bi = 0 dans le probléeme (3.23). Soit k > 1
dans la définition de X,(Q). On fait Uhypothése de régularité 3.4.1, avec t < k et
on considére que (3.29) a liew. On suppose que le maillage est régulier. Alors :

<|U - Uh|%72;Q + |u — uh|372;r>1/2 =0 (h(t-l-l)/z)

3.5 Tests numériques

Nous avons voulu mettre a I’épreuve nos estimations d’erreur théoriques. Pour cela, nous
avons effectué une série de calculs numériques sur un cas test répondant parfaitement aux
hypotheses de régularité. Ce cas test est tout simplement I’exemple qui nous a inspiré les
hypotheses en question, a savoir le probleme de Poiseuille circulaire.

Nous avons programmé en C++ la méthode décrite au chapitre 2 (excepté le mailleur),
dans le cas de domaines polygonaux. Dans la mesure ou nous n’avons pas programmé la
technique isoparamétrique, nous avons en fait suivi la méme démarche que M. Fortin dans
sa these [26]. La figure 3.3 représente le principe de ce test. Si on appelle u la solution
associée & 0 = D(0;1), cette démarche consiste & restreindre u & un carré de coté /2
inscrit dans © = D(0;1). Il est clair que u est solution du probleme de Poiseuille sur ce
carré avec des conditions aux limites non-homogenes. C’est un probleme que nous pouvons
traiter avec notre outil de calcul.

Il est a noter que nous n’avons pas étudié la dépendance en Bi de 'erreur et que, dans
toute la suite, nous utilisons la valeur B: = 0.3, fixée une fois pour toutes. De plus, nous
imposons I'adhérence & la paroi du domaine circulaire®. Ceci nous place dans une situation
ou la zone rigide est importante, sans pour autant nous placer au voisinage du blocage.

Nos tests numériques consistent a mesurer 'erreur e, = Il (u) — u; dans la semi-norme
H'(Q) et dans la norme L>(£2) pour les approximations P, et P,, ainsi que pour des
maillages quasi-uniformes et adaptés. Nous avons employé 1’algorithme d’Uzawa décrit

5. notons que cela ne change rien car il n’y a pas de transition adhérence/glissement dans le cas d’une
section circulaire
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F1G. 3.3 — Principe du test numérique (emprunté a M. Fortin [26]) pour la mesure d’erreur
dans Uapprozimation par éléments finis.

dans la section 2.2. La procédure d’adaptation de maillage est celle que nous avons décrite
dans la section 2.3.

Pour effectuer nos comparaisons, nous avons utilisé trois familles de maillages:

1,11, 1
1. maillages quasi-uniformes de pas h € {g, 165 365 365 30° 160

2. maillages adaptés isotropes®, de coefficients ¢y € {\/_ 1; % ,5},
1.2 }
P 5 :

La derniere famille de maillage ne correspond a aucune de nos estimations d’erreur. Ce-

3. maillages adaptés anisotropes, de coefficients ¢y € {\/_ 1

pendant, nous avons voulu connaitre la différence entre un maillage adapté isotrope (soit
régulier) et un maillage adapté anisotrope sur les points suivants :

e Mesure de 'erreur a nombre de degrés de liberté identique,

e Précision au voisinage de la frontiere des zones rigides.

3.5.1 Un premier apercgu

Quelques-uns des maillages utilisés sont représentés avec la solution correspondante, sur
les figures Fig. 3.4, Fig. 3.5 et Fig. 3.6. La frontiere du bouchon rigide (représenté en gris

6. tout comme les maillages anisotropes, ces maillages sont générés par BAMG a l'aide du critére
p=+vo.Vu
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clair) ont été déterminées par 'isovaleur :
| Bn(on)|| = Bi

ol Ry, est l'opérateur de projection au sens L2(9)? sur X;°(Q)2. Comme on peut s’y
attendre, lorsque ¢y et hy diminuent, les maillages se densifient et la frontiere du bou-
chon rigide se précise. Remarquons tout de suite Fig. 3.4 que, pour des maillages quasi-
uniformes, la différence de précision entre Py et P; n’est pas visible. Par contre, on constate
la supériorité des résultats avec maillages adaptés sur les résultats avec maillages quasi-
uniformes.

Nous pouvons constater sur la figure Fig. 3.7 ’évolution du maillage et de la frontiere
des zones rigides au cours du procédé d’adaptation, dans le cas anisotrope. Nous voyons
nettement le maillage se densifier au voisinage de la frontiere de la zone rigide ce qui
est I'idée développée dans I’estimation d’erreur. Simultanément, la frontiere du bouchon
rigide se précise en prenant progressivement la forme d’un cercle.

Observons pour finir la figure Fig. 3.8. Elle représente, pour un méme nombre voisin de
degrés de liberté (entre 966 et 934), un maillage quasi-uniforme, un maillage adapté iso-
trope et un maillage adapté anisotrope, ainsi que la carte des zones rigides correspondant
a chacun de ces maillages. Nous pouvons constater la nette amélioration de la forme et de
la localisation de la frontiere du bouchon rigide dans le cas du maillage adapté anisotrope.
Notons également que le résultat le moins satisfaisant apparait dans le cas P,-uniforme.
En fait, on peut classer I'impression de précision sur ces figures de la maniere suivante :

Py-uniforme < Pj-uniforme < Ps-isotrope < Py-anisotrope

3.5.2 Controle de la mesure de ’erreur

Commencons par observer la figure 3.9. Nous nous sommes assuré, pour chacun des
maillages uniformes testés, que le résidu de 'algorithme était suffisamment faible pour
que deux décimales dans I'erreur ¢j, semblent stabilisées.

La dépendance au résidu de I'erreur |en|; 2.0 est présentée pour les cas Py et Py sur la
partie supérieure de la figure Fig. 3.9. Dans les deux cas, nous avons tracé les courbes
pour le plus grossier et le plus fin des maillages.

Bien entendu, nous avons controlé cette convergence de e, lorsque le résidu tend vers
0 pour tous les maillages utilisés, dans la semi-norme |.|; 2.0 mais aussi dans la norme

|-|0,oo;Q-

Un tel controle nous a paru indispensable dans une résolution ou une méthode itérative
est utilisée. Nous avons en effet constaté que certains auteurs de simulations numériques
n’ont pas pris ce genre de précautions et ont ainsi obtenu des résultats erronés. C’est le
cas par exemple de Huilgol et Panizza [43] qui, en utilisant le méme algorithme, avec une
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approximation Pp, sur un probleme de Poiseuille avec une section en «L» et adhérence a
la paroi, se contentent d’un résidus de I'ordre de 107*. On constate ici, que, pour notre
probleme qui est plus régulier, un tel résidu est trop faible si on prend un maillage de pas

h < 1/10.

Lorsqu’on observe la partie inférieure de la figure Fig. 3.9, on constate que, pour P, comme
pour Pp, la convergence sur des maillages uniformes semble étre du méme ordre, puisque
les deux courbes paraissent étre approximativement des droites de pente 1. Ceci vient
donc confirmer les affirmations de la littérature et coincide avec les estimations d’erreurs
que nous avons établies dans le cas d’une intégration exacte.

Observons a présent la figure Fig. 3.10. Nous avons controlé la convergence du processus
d’adaptation de maillage au sens suivant:

1. Le nombre d’élément de stabilise autour d’une valeur constante,
2. Les erreurs |ep|12.0 €t |€r]o,000 se stabilisent autour d’une valeur constante.

Nous nous sommes assuré de ce phénomene dans les cas isotropes et anisotropes, pour
chacun des maillages adaptés générés. La partie supérieure de la figure Fig. 3.10 montre
en exemple le cas anisotrope, pour deux valeurs de ¢y éloignées.

En outre, nous avons encore vérifié systématiquement la convergence de I'erreur avec le
résidu, comme l'illustre la partie inférieure gauche de la figure Fig. 3.10.

La conséquence de I'adaptation de maillage sur la convergence de l'erreur |e,|q 2.0 est
montrée, dans le cas anisotrope, sur la partie inférieure droite de la figure Fig. 3.10. Nous
obtenons approximativement une droite de pente 2 ce qui correspond au résultat attendu.

Précisons que nous avons effectué les mémes vérifications et observations dans le cas
isotrope et que les résultats obtenus sont tres semblables. Ceci va apparaitre plus en détail
dans la section suivante ou l'on compare des courbes de convergence pour les différents
types de maillages considérés.

3.5.3 Comparaison des résultats sur les trois types de maillages

Observons sur la figure Fig. 3.11, les courbes de convergence en semi-norme H'(Q) et en
norme L*(€). Nous pouvons nettement constater les points suivants :

o sur des maillages uniformes, on obtient, a une constante multiplicative pres, la méme
précision pour P; et P soit, pour N degrés de liberté: |u — unli 2.0 = (’)(N_l/z)

o l'adaptation de maillage en P, permet de rendre optimale la convergence P,, au
sens ot 'on observe, pour N degrés de liberté: |u — un|i 2.0 = O(N7!). De plus,
I’amélioration par rapport aux maillages uniformes est nettement visible.
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h=1/5 h=1/10 h=1/20 h=1/40

B

Fic. 3.4 — Les quatre maillages quasi-uniformes les moins fins utilisés pour les tests de
convergence sur le probléme de Poiseuille.

o sur des maillages adaptés avec P, on obtient, a une constante multiplicative pres,
la méme précision dans les cas isotropes et anisotropes.

Les deux premiers points correspondent donc aux estimations d’erreurs précédemment
établies dans le cas d’une formulation en inéquation variationnelle de la loi de compor-
tement approchée (probleme 2.1.1) et pour des maillages réguliers. Puisque nous avons
programmé une formule explicite dans nos algorithmes (voir section 2.2), le uj, que nous
calculons ici est différent de celui des estimations d’erreurs. Ainsi ces mesures comparées
aux estimations d’erreurs semblent bien montrer que I'introduction des formules explicites
dans les algorithmes permet une simplification de programmation tout en maintenant la
précision de ’approximation.
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Fic. 3.5 — Les quatre maillages isotropes utilisés pour les tests de convergence sur le

probleme de Poiseuille.
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FiG. 3.6 — Les quatre premiers maillages anisotropes utilisés pour les tests de convergence

sur le probléme de Poiseuille.
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maillage 0 maillage 1 maillage 2 maillage 10

Fic. 3.7 - Evolution du maillage et de la zone rigide au cours des itérations du procédé

d’adaptation, pour co = %

P-uniforme Py-uniforme Ps-1sotrope Ps-anisotrope

S5

S
225

</
=

A
vavAVAVALL

VA"

Wl

Ny = 966 Ny = 957 Nagi = 946 Nagg = 934

Fic. 3.8 — Maillages et zones rigides, pour un nombre voisin de degrés de liberté.
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107!
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10~4

el Résidu
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107 107° 1073 107!
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Bi=0.3

10—3_

10~*F .

1073

_4 511 !
107" T T T 1T T 2 10— +%

320 160 80 40 20 10 10 320 160 80 40 20 10 10

Fia. 3.9 — Mesure de Uerreur e, = Il,(u) — up en semi-norme H'(Q) sur un maillage
quasi-uniforme pour les approrimations Py et Py, en fonction du résidu et du pas h.
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Fic. 3.10 — Convergence du procédé d’adaptation de maillage anisotrope et détermination
de Uerreur e, = Iy(u) — uyp en semi-norme H*(Q) pour plusieurs valeurs du coefficient
co, dans le cas anisotrope.
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10—3_
1074
Naa Naay
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X~ |€h|0,oo;ﬂ
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10 P, anisotrope Wl 10—°
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Fia. 3.11 — Comparaisons de Uerreur e;, = I, (u) —uy, en semi-norme H'(Q) et en norme
L>(Q) : (a) Comparaison Py-uniforme et Py-uniforme ; (b) Comparaison Py-uniforme et
Py-anisotrope ; (¢) Comparaison Py adapté isotrope et anisotrope.






Chapitre 4

Simulation numérique pour une
section carrée

4.1 Introduction

Le probleme de I’écoulement d’un fluide de Bingham dans une conduite cylindrique avec
adhérence a la paroi a été abordé sous de nombreux aspects.

Une étude mathématique approfondie en a été faite par Mossolov et Miasnikov [50]-[51]-
[52]!. Ces auteurs ont dégagé certains résultats remarquables sur I’existence et la forme
des zones rigides. En particulier, ils ont été les premiers a caractériser la valeur critique
du seuil en écoulement a partir de laquelle le blocage a lieu.

Plus tard, Duvaut et Lions [23] clarifient la question de Iexistence et de I'unicité et renou-
vellent ’étude mathématique en utilisant le contexte des inéquations variationnelles. Ils
retrouvent certaines propriétés déja établies par Mossolov et Miasnikov. Ils en établissent
également de nouvelles.

L’étude numérique démarre avec la these de Fortin [26]. Les moyens informatiques de
I’époque ne permettaient cependant pas d’obtenir des résultats suffisamment précis pour
compléter les travaux de Mossolov et Miasnikov et de Duvaut et Lions. En outre, 'objectif
de Fortin était d’avantage de nature numérique que rhéologique.

Récemment, le modele régularisé de Bercovier-Engelman [6] (voir annexe régularisation)
a été utilisé par Taylor et Wilson [65] pour étudier le cas d’une section rectangulaire. Les
méthodes de lagrangien augmentée de Fortin-Glowinski [34] ont été utilisées par Huilgol
et Panizza [43] pour résoudre le cas d’une section en «L». Dans un travail récent, Saramito

1. D’ailleurs, M. Fortin parle dans sa theése du «probléme de Mossolov»
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et al. [60] traitent de maniere complete le cas de la section carré avec adhérence a toute
la paroi, par la méthode numérique décrite au chapitre 2. Les résultats obtenus sont alors
plus complets et plus précis que ceux de Taylor et Wilson, ils retrouvent et completent
les résultats de Mossolov et Miasnikov.

Le travail que nous proposons a pour but de prolonger ces différents résultats en rem-
placant la condition d’adhérence a la paroi par la condition de glissement. Le probleme aux
limites qui en résulte a été donné dans le chapitre 1, section 1.1. Rappelons que la formu-
lation variationnelle est donnée au chapitre 1 section 1.2 par les relations (1.9)-(1.13) et la
proposition 1.2.1, et que le probleme continu est bien posé (d’apres la proposition 1.2.3).

Nous proposons une étude numérique détaillée puis synthétique de la section carrée. Nous
avons utilisé pour cela la méthode d’éléments finis décrite au chapitre 2, section 2.1,
avec une approximation P; de la vitesse et Py des contraintes (voir I'exemple 2.1.1).
Nous appliquons ’algorithme 2.2.1 (Uzawa). Nous avons vu que cette démarche donne
un probleme discret bien posé (probleme 2.1.1, proposition 2.1.1 et exemple 2.1.1) et une
méthode d’approximation convergente (théoreme 2.2.1 et chapitre 3). Enfin, nous utilisons
le procédé d’adaptation de maillage décrit au chapitre 2 dans la section 2.3, avec ¢ = 1.
Remarquons tout de suite que notre solveur pour ce probleme est validé par les mesures
d’erreurs du chapitre 3, section 3.5.

4.2 Etude numérique de la section carrée

Le schéma Fig. 4.1 résume les éléments du probleme, dans le cas de la section carrée. La
section carrée possede un demi-co6té de longueur a. Ce sera notre longueur de référence.
La vitesse de référence est ici fixée a I'unité. Ceci donne ’expression des trois nombres
sans dimensions du probleme:

On fixera le nombre Cr a 'unité dans toute la suite.

Par soucis d’économie, nous utilisons la symétrie du probleme pour réduire au huitieme le
domaine de calcul. Les conditions aux limites sont alors précisées sur le schéma Fig. 4.1.b:

o (Glissement sur la paroi,

. g_u = 0 sur les axes de symétrie.
n

Nous allons dans la suite reprendre le vocabulaire employé par Saramito et al. [60], ou
rappelons-le, 'adhérence est imposée sur la paroi. Dans cet article, il est question de deux
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types de zones rigides:

e des zones mortes situées dans les coins,

e un bouchon situé au centre du domaine 2

et bien sir, une zone cisaillée qui les sépare. Ce sont les termes que nous emploierons.
Un vocabulaire spécifique au glissement sera introduit au cours de la présentation des
résultats. La figure Fig. 4.2 résume 'ensemble du vocabulaire employé dans ce travail.

4.2.1 Effet du glissement a seuil pour un modéle newtonien

Commencons par observer Fig. 4.3.a le profil de vitesse le long de la paroi, pour différentes
valeurs du seuil de glissement S. Chacun des profils décrit une courbe décroissante, de
tangente nulle a ’origine. De plus nous constatons qu’en chaque point, lorsque le nombre
S augmente, la vitesse décroit tout en restant positive. Nous pouvons remarquer qu’il
existe une partie de la paroi ou la vitesse est nulle (adhérence) et une autre ou la vitesse
est strictement positive (glissement). L’étendue de ces deux régions dépend de la valeur
de S. De maniere générale, nous voyons qu’il est toujours possible de délimiter la zone
de glissement par Uintervalle [0; Y7(95)] et la  zone d’adhérence par |Yr(5);1]. Le point
Yr(S) € [0;1] sera appelé point de transition. Nous constatons qu’il existe des valeurs
de S ou l'adhérence n’a jamais lieu (par exemple S = 0). Inversement, pour certaines
autres valeurs de 5, c’est le glissement qui n’a jamais lieu. Comme la vitesse décroit
uniformément avec S5, ceci fait apparaitre trois régimes d’écoulement.

1. Le premier correspond au cas ou le glissement a lieu tout le long de la paroi. Nous
constatons qu’il est déterminé par toutes les valeurs de S inférieures a une valeur
limite, notée Sg 2. Nous parlerons du régime de glissement total.

2. Le deuxieme correspond au cas ou, au contraire, |’adhérence est obtenue sur toute
la longueur de la paroi. Ce régime est obtenu pour les valeurs de S supérieures a
une valeur limite que I'on note S4 . Nous parlerons du régime d’adhérence totale.

3. Le dernier régime correspond a l’ensemble des valeurs de S comprises entre Sg et
Sa. Nous dirons qu’il s’agit du régime transitoire ou 'adhérence et le glissement
ont lieu chacun sur une partie de la paroi.

Dans le régime du glissement total, nous observons que chaque profil s’obtient a partir du
cas S = 0 par une simple translation. Plus précisément :

us;r(y) = wo,r(y) —

2. 'indice «G» vient de «glissement»
3. 'indice «A» vient de «adhérence»
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Cette relation s’obtient facilement en remarquant que g—z > 0. En effet la loi de glissement
s’écrit alors sur I':

8(u5 + S)

(us +5) = - on

et par ailleurs, on a sur Q: —A(ug+.5) = 1 Dong, en fait, pour S < S¢, la solution s’écrit
us = ug — 5, ou ug est la solution du probleme de Robin obtenu pour S = 0.

Il ressort de ces observations que les points importants a étudier sont :

e les valeurs de Sg et de Sy,

o le régime intermédiaire entre ces deux valeurs,

les régimes d’adhérence totale et de glissement total se ramenant respectivement a des
problemes de Dirichlet et de Robin. Observons maintenant, Fig. 4.3.b, I’évolution en
fonction de S, des valeurs extremales t,;, (minimum) et t,q, (maximum) de la vitesse
a la paroi. Comme nous l'avons vu, les profils de vitesse a la paroi s’obtiennent par
translation dans le régime de glissement total. Ceci explique que w,,;, €t w4, soient des
droites paralleles jusqu’a la valeur Sg ou w,,;, annule par définition de S¢. Dans le régime
transitoire, t,,,, semble s’annuler avec une tangente horizontale.

Considérons a présent sur la Fig. 4.4 I"évolution avec S du point de transition Y7(S5).
Nous avons procédé par dichotomie pour obtenir :

Sa =~ 0.674

Nous remarquons que la courbe semble présenter une tangente horizontale en S = S¢ et
une tangente verticale en S = S4.

Nous pouvons observer Fig. 4.5 les profils de vitesse selon la valeur de 5, sur les axes de
symétrie. Nous constatons a nouveau que ugs = ug — S pour S < Sg, puis les courbes
viennent s’aplatir sur le profil correspondant a S = 54 ou 'adhérence est totale. Les
figures Fig. 4.6.a et Fig. 4.6.b représentent, en fonction de S et sur tout le domaine,
respectivement la vitesse maximale et la vitesse moyenne (soit le débit). Comme pour
Umaz, les courbes sont affines pour S < S¢ puis, dans le régime transitoire elles semblent
atteindre une valeur constante (correspondant a S = S4) avec une tangente horizontale,
autrement dit la transition vers 'adhérence totale ne semble pas étre un phénomene
brutal.

Terminons cette section en observant un aspect typique des maillages obtenus par notre
procédé d’adaptation. La figure 4.7 présente le maillage final pour S = 0.385. La grossis-
sement du coin montre un resserrement du maillage autour du point de transition.
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4.2.2 Ecoulement A conditions de glissement fixées

Lorsque 1’on fixe le parametre S, on peut observer I’évolution des profils de vitesse ainsi
que des zones rigides, selon les variations de Bu.

Dans le cas particulier ou ’adhérence a la paroi est imposée, nous savons qu’il existe une
valeur Big > 0 a partir de laquelle ’écoulement est bloqué. Ceci a été démontré pour une
géométrie quelconque dans [23], la valeur de Big = # a été rendue explicite dans [50]

pour un domaine carré, et nous 1’avons retrouvée numériquement dans [60].

La présence du glissement modifie ce comportement. Les résultats obtenus dépendent alors
de la valeur de S. En particulier, nous avons mis en évidence I’existence d'un nombre Bi*
a partir duquel ’écoulement consiste en une translation en bloc de tout le matériau. La
vitesse de translation Ur de I’écoulement peut étre éventuellement nulle. Nous retrouvons
alors la situation de blocage.

Nous allons maintenant détailler deux cas de figure dans lesquels le comportement en
fonction de Bu differe. Dans le premier cas, Ur = 0, dans le second, Ur # 0.

Signalons tout de suite que la frontiere des zones rigides (représentées en gris clair par la
suite) a été déterminée par I'isovaleur :

[Br(on)|| = Bi

ol Ry, est 'opérateur de projection au sens L*(02)? sur X} °(Q)2.

4.2.2.1 Convergence vers le blocage de I’écoulement

Nous fixons ici la valeur de S = 0.6.

Observons tout d’abord sur la figure Fig. 4.8.a les profils de vitesse a la paroi, tracés en
fonction de la coordonné y, pour plusieurs valeurs de Bi. Chaque courbe est décroissante,
atteignant son maximum avec une tangente horizontale au centre de la paroi. Pour chaque
Bi > 0, nous voyons qu’il existe un point Y7 au dela duquel la vitesse a la paroi est nulle.
Il semble également que la tangente en Y7 ne soit pas horizontale.

Nous pouvons constater qu’en chaque point y, la vitesse a la paroi est une fonction
décroissante de Bi. Nous avons représenté cette décroissance sur la figure Fig. 4.8.b ou
I’'on peut observer la vitesse maximale a la paroi ., (c’est-a-dire la vitesse au centre,
en y = 0) en fonction de Bi. Nous voyons que, lorsque Bi est supérieur a une valeur limite
notée Biy (ici Biy ~ 0.36), la vitesse a la paroi est identiquement nulle, autrement dit, il

4. I'indice T rappelle le mot «Translation», en outre, ce nombre dépend a priori de S, ce que nous
avons effectivement établi.
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y a alors adhérence sur toute la paroi. La tangente en ce point ou ., r annule ne semble
pas étre horizontale. En fait, la courbe de w4, est presque une droite. Cela signifie que
la vitesse Uy, au centre de la paroi décroit régulierement avec Bi et ne ralentit pas au
voisinage de ’adhérence totale.

La position du point de transition adhérence/glissement Y7 est représentée en fonction de
Bi sur la figure Fig. 4.9. Le symbole A désigne les zones ou ’adhérence a lieu et G les zones
ou le glissement a lieu. Ceci permet de voir de maniere plus précise ce qui apparaissait
déja sur la figure Fig. 4.8.a; Y7 décroit vers 0 avec Bi. Nous constatons de plus que cette
décroissance augmente, la courbe présentant une tangente horizontale en Bi = 0 et une
tangente verticale au point Y7 = 0, ot nous retrouvons la valeur Bis (/ 0.36).

Ainsi, nous avons établi les points suivants:

o [l existe une valeur Biy au dessous de laquelle le matériau glisse au centre des parois
et adhere dans les coins. Si Bi > Bi4, 'adhérence a la paroi est totale.

e La vitesse a la paroi décroit avec Bi en chaque point de la paroi, la décroissance
étant réguliere au centre.

e La zone ou 'adhérence a lieu croit en accélérant avec Bi jusqu’a 1’adhérence totale

en Br = Big.

Observons a présent le comportement de la solution a 'intérieur du domaine d’écoulement.
En particulier, intéressons-nous au développement des zones rigides.

La figure Fig. 4.10.a montre les profils de vitesses suivant ’axe horizontal de symétrie,
pour plusieurs valeurs de Bi. On y observe des courbes décroissantes et concaves, attei-
gnant leur maximum au centre de I’écoulement. Nous pouvons constater que la vitesse en
chaque point décroit avec Bi. En outre, pres du centre de la paroi (x = 0), les courbes
présentent un plateau dont la longueur croit avec Bi. ’accroissement de ce plateau cor-
respond au développement d’un bouchon central en translation. Afin d’observer la vitesse
de translation du bouchon, nous avons représenté la vitesse maximum a0 (¢’est-a-dire
la vitesse au centre de Q) en fonction de Bi sur la figure 4.11.a. Nous observons alors que
Umaz:q décroit en ralentissant jusqu’a une valeur Br = Bip ~ 0.53 ou la vitesse devient
nulle, la tangente a la courbe de wy,q,.0 semble alors étre horizontale. La valeur particuliere
Bir =~ 0.53 est la valeur critique de blocage de ’écoulement. La valeur de Bir ~ 0.53 que
nous avons obtenue par le calcul numérique semble coincider avec la valeur de blocage
connue dans le cas d’un écoulement ou ’adhérence est imposée, c’est-a-dire :

2
T2+ 7

Ceci est cohérent avec le fait que, pour Bi €]Biy4; Bir[, 'adhérence a lieu sur toute la

Bir

paroi.

Sur la figure Fig. 4.10.b, nous voyons les profils de vitesses suivant 1’axe diagonal de
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symétrie, pour plusieurs valeurs de Bi.

On y observe encore des courbes décroissantes, atteignant leur maximum au centre de
I’écoulement. Nous pouvons encore constater que la vitesse décroit avec Bi en chaque
point de I’axe. Nous pouvons observer dans les coins (au voisinage de & = v/2) que la
vitesse est nulle. Ceci est cohérent avec les courbes de vitesse a la paroi de la figure Fig.
4.8.a, ou l'on voit que l"adhérence a lieu dans les coins. La figure Fig. 4.10.b apporte
cependant une information supplémentaire; nous constatons en effet que la vitesse est
nulle sur 'axe diagonale et au voisinage des coins sur une longueur qui dépend de la
valeur de Bi. Ceci suggere donc la présence de zones mortes.

Reportons-nous a présent sur la figure Fig. 4.12 ou nous observons le développement des
zones rigides en fonction de B, ainsi que les maillages adaptés associés. Le développement
des zones rigides est semblable a celui que nous connaissons déja dans le cas ou ’adhérence
est totale (voir [60]). Un bouchon central convexe, presque circulaire, se développe. Sa su-
perficie augmente lorsque Bi croit. Son bord s’aplatit alors en s’approchant de la paroi.
Le bouchon n’atteint la paroi que lorsque ’écoulement se bloque, en Bt = Bir. Simul-
tanément, dans les coins, une zone morte concave croit en superficie lorsqu’on augmente
la valeur de Bi. Dans ces conditions, I’épaisseur de la zone déformée se réduit progressive-
ment jusqu’au blocage ou les zones mortes dans les coins et le bouchon central fusionnent.

Nous avons représenté sur la figure Fig. 4.13 la distance &, entre le centre et le bord du
bouchon, ainsi que la distance &, entre le centre du carré et le bord de la zone morte. Ces
distances sont mesurées sur ’axe diagonal. Nous voyons que la croissance en taille des
deux zones rigides est analogue a celle que nous connaissons dans le cas ou 1’adhérence
est totale. En particulier, la croissance des zones accélere au voisinage du blocage.

Nous avons comparé la position du bord y,, de la zone morte avec Yr. Ces deux quantités
sont portées sur la figure Fig. 4.14 en fonction de Bi. Les deux courbes décroissent et
restent a une distance constante, puis au voisinage de Bia, Y7 s’éloigne de y,, en des-
cendant brutalement vers 0 (il y a alors adhérence), tandis que y,,, continue de décroitre
en accélérant jusqu’a une valeur particuliere. Il semble en fait que y,,(Bir) ~ Y7(0).
L’adhérence a donc lieu sur une partie de la paroi qui est toujours bien plus grande que
celle recouverte par la zone morte.

Enfin, observons la courbe représentant le débit en fonction de Bi, Fig. 4.11.b. La courbe
semble présenter deux régimes. Le premier régime se caractérise par une décroissance
constante du débit en fonction de Bi. Puis la décroissance diminue et la courbe semble
atteindre la valeur 0 (correspondant au blocage en Bi = Biy) avec une tangente horizon-
tale.

Finalement, nous avons identifié, pour la valeur So = 0.6, trois régimes distincts d’écou-
lement :

1. adhérence dans les coins et glissement a la paroi pour Bi € [0; Biy],
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2. adhérence totale pour Bi €]Bia; Bir],
3. blocage pour Bi > Bir,

avec, dans chacun des deux premiers régime, le développement simultané d’un bouchon
central quasi-circulaire et d’une zone morte concave dans chaque coin, toutes les zones
rigides étant séparées par une couche cisaillée d’autant plus fine que B est grand.

4.2.2.2 Convergence vers une translation en bloc

Nous fixons ici la valeur de S = 0.45. Nous allons comparer les résultats obtenus pour
cette valeur a ceux obtenus pour S = 0.6.

Commencons par observer le comportement de la solution a l'intérieur du domaine d’é-
coulement, pour cela, considérons d’abord la figure Fig. 4.16. Nous y voyons les profils
de vitesse sur ’axe de symétrie horizontal, pour plusieurs valeurs de Bi. Comme dans
le cas précédent (section 4.2.2.1), les courbes sont concaves et, pour chaque point x de
I’axe, la vitesse décroit quand Bi croit. De plus, un plateau se développe pour Bi > 0
et occupe toute la largeur du domaine pour Bi > Bigc, ou Bigc & 0.5. Ceci correspond a
I’existence d’un bouchon central qui atteint la paroi pour Bi = Bi¢. De méme, on voit sur
la figure Fig. 4.16.b les profils de vitesse sur ’axe diagonal pour plusieurs valeurs de Bi.
Un plateau se développe et sa longueur croit avec Bi. Observons en particulier la vitesse
pres des coins (€ = v/2). Pour Bi = 0.2, la vitesse est nulle au voisinage des coins, mais
quand Bi croit, la vitesse devient strictement positive aux coins.

Ceci indique que, contrairement au cas précédent (section 4.2.2.1), si des zones mortes
peuvent se développer quand Bi est petit, elles disparaissent quand B augmente.

Voyons alors en détail le développement des zones rigides.

Sur la figure Fig. 4.17, on constate qu'un bouchon circulaire se développe effectivement
lorsque Bi croit. Ce bouchon entre en contact avec la paroi puis continue de se développer
en glissant sur la paroi lorsqu’on augmente la valeur de Bi. Finalement, pour B: >
Bir ~ 0.71, nous avons constaté que le bouchon occupe toute la section. Le contact du
bouchon avec la paroi marque une premiere différence importante avec la situation que
nous connaissions jusqu’a présent.

La vitesse du bouchon est donnée en fonction de Bz sur la figure Fig. 4.15.a. La vitesse
du bouchon décroit et tend vers une valeur constante Ur = 0.05, avec une tangente
horizontale en B: = Bip. Ceci montre que, pour Bi > Bip, ’écoulement consiste en
un unique bloc rigide en translation a la vitesse Ur = 0.05. Cette convergence vers un
glissement en bloc marque une deuxieme différence avec la situation de blocage que nous
connaissions jusqu’alors.
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Les zones mortes dans les coins sont représentées sur la figure Fig. 4.18, pour plusieurs
valeurs de Bi. Pour Bi > 0, les zones mortes se développent et augmentent leur super-
ficie quand B croit, ce qui est un phénomene que nous connaissons. Cependant, lorsque
Bi atteint puis dépasse une valeur particuliere, les zones mortes disparaissent progres-
sivement. Nous remarquons sur cette figure que le maillage se concentre essentiellement
sur la transition adhérence/glissement. Cette disparition des zones mortes constitue une
troisieme différence importante avec le cas précédent (section 4.2.2.1). De plus, une autre
différence importante est la taille des zones mortes, puisque dans le cas présent, elles sont
toujours tres petites.

Afin de comparer I’évolution des tailles des différentes zones rigides, nous avons représenté
(Fig. 4.19) en fonction de Bi, d’une part la distance &, entre le centre et le bord du
bouchon, et d’autre part, la distance &,, entre le centre du carré et le bord de la zone
morte, ces distances étant mesurées sur I’axe diagonal.

La courbe représentative de Bi — &,(B1) semble étre une droite, autrement dit, le bouchon
croit constamment jusqu’au blocage. D’autre part, la courbe de Bi — &(Bi), reportée
en Fig. 4.19.b, présente un minimum bien visible en Bi ~ 0.22, ce qui se rapporte au
fait que des petites zones mortes apparaissent, croissent, puis décroissent pour disparaitre
completement en B &~ 0.37.

Observons a présent les profils de vitesse sur la paroi, Fig. 4.20.a. Nous voyons que ces
courbes sont décroissantes, mais, contrairement au cas précédent (section 4.2.2.2), on ne
peut les comparer de maniere globale. En effet, lorsque Bi croit, la vitesse a la paroi décroit
pres du centre de la paroi, alors qu’elle croit pres des coins. Détaillons ce phénomene. Nous
constatons le développement d’un plateau au centre de la paroi, lorsque Bi atteint puis
dépasse une valeur Big. Ceci correspond aux situations ou le bouchon central entre en
contact avec la paroi (en Bi = Bi¢), puis continue a se développer. La longueur de la
paroi ou la vitesse est constante (qui correspond a longueur en contact avec le bouchon
central) augmente alors jusqu’a atteindre toute la longueur de la paroi pour la valeur
Bi = Bir. Nous voyons alors que pour Bi > Bip, la vitesse a la paroi est constante et
non-nulle, plus précisément, u = Ur = 0.05. Cela vient de ce que, pour Bi > Bip, tout le
matériaux présent dans la conduite se translate en bloc a la vitesse Ur.

Par ailleurs, nous constatons l'existence d’'un nombre Big &~ 0.37 au dela duquel le glis-
sement est total. Pour Bi < Big, le glissement est partiel et est délimité par le point de
transition Y7. Nous avons représenté Y7 en fonction de Bi sur la figure Fig. 4.21.b. Nous
pouvons alors effectivement constater que la courbe de Y7 est croissante avec Bi. Elle ne
parait pas présenter de tangentes horizontales ni en B: = 0 ni en Bi = Big, sa croissance
semble réguliere.

Nous avons également comparé (Fig. 4.21.a) Y7 avec la position de la frontiere y,, des
zones mortes. Nous retrouvons sur la courbe Bi — y,,,(B1) les variations déja décrites des
zones mortes : accroissement jusqu’en B: &~ 0.22, puis décroissance jusqu’en Bi = Big ou
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le glissement total a lieu. Les deux courbes se rejoignent en B: = Big, autrement dit, les
zones mortes ne disparaissent que lorsque le glissement est total. Remarquons de plus que
les deux courbes sont distinctes a ’approche de Big, c’est-a-dire que que la frontiere des
zones mortes ne coincide pas avec la limite des zones ou "adhérence a lieu.

On peut observer la variation de la vitesse w4, au centre de la paroi sur la figure
Fig. 4.20.b. C’est aussi la vitesse du bouchon central lorsque B: > Bic. Nous observons
une décroissance constante de ., jusqu’au voisinage de Bir. Puis, la décroissance
diminue et la courbe de ., semble atteindre la valeur Up (en Bi = Big) avec une
tangente horizontale.

Enfin, nous avons représenté la courbe de débit (Fig. 4.15.b). Le débit décroit régulierement,
puis, atteint la valeur Ur =~ 0.05 en Bi = Big avec une tangente horizontale.

Nous avons donc montré que:

o [l existe une valeur Big ~ 0.37 au dessus de laquelle le matériau glisse sur toute la
paroi, et en dessous de laquelle le glissement est partiel.

o La zone ou 'adhérence a lieu décroit avec Bi jusqu’au glissement total en Bi = Big.

e Un bouchon central se développe quand Bt croit.

e Le bouchon atteint la paroi pour Bi = Big ~ 0.5.

e Le bouchon remplit toute la conduite quand Bt > Bir ~ 0.71, le matériau se
translate alors a la vitesse constante Ur = 0.05.

e Des petites zones mortes se développent quand Bi croit, puis disparaissent pour

B1 < Bice.

4.2.3 Détermination des différents régimes d’écoulement

Dans le cas d’un modele newtonien (section 4.2.1), nous avons montré I’existence de deux
nombres S4 et S caractérisant le type de profil de vitesse au bord du domaine € ;

e pour 0 < 5 < Sg, le matériau glisse sur toute la surface de la paroi,
e pour Sy < 5, le matériau adhere sur toute la surface de la paroi,

e pour Sg < 5 < Sy, 'adhérence a lieu dans les coins tandis que le matériau glisse
sur le reste de la paroi.

En étudiant le role de Bi pour S # 0 (section 4.2.2.2 et 4.2.2.1) nous avons vu que ces
nombres existent encore pour Bi # 0. En effet, pour deux valeurs distinctes de S, nous
obtenons dans un cas une valeur Bi = Bir de blocage® et dans autre cas une valeur
Bi = Big de translation totale®.

5. pour cette valeur de Bi, S4 =5
6. pour cette valeur de Bi, S¢ = S
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Nous avons donc cherché a préciser ceci en déterminant I’évolution de S, et de Si en
fonction de Bi. Nous avons également établi la valeur de Bir en fonction de S.

Ces trois courbes sont représentées sur la figure de synthese Fig. 4.22.a. Elles délimitent
les cinq différents régimes d’écoulement, nous avons associé a ces régimes des symboles
représentés sur cette figure:

1. A signifie que I'adhérence a la paroi est totale,
2. G signifie que le glissement a la paroi est totale,

3. A+ G signifie que 'adhérence a lieu dans les coins alors que le matériau glisse sur
le reste de la paroi,

4. B signifie que I’écoulement est bloqué,

5. T signifie que le matériau se translate en bloc a une vitesse non-nulle.

Nous pouvons observer que la courbe Bi — S4(Bt) décroit alors qu’au contraire, la courbe
Bi + S¢(B1) croit. Les deux courbes se rejoignent en un point X = (Big(S7), S1) ~
(0.71,0.5). Puis, pour Bi > Bip(St), elles sont confondues.

Constatons de plus, que Bip(S) ne varie que dans le court intervalle S € [Sp;0.53], passant

alors de la valeur Bip(St) = Bir(0) ~ 0.71 a la valeur Bip(0.53) = Bir(o0) dgf 5 ‘|‘2\/E'

Ainsi, pour S fixé, lorsque Bi croit, I’écoulement tend :

e soit vers une situation d’adhérence totale, puis de blocage (cas ou So > S7), la
valeur Bip(oo) de blocage est alors indépendante de S si So — St est assez grand,

e soit vers une situation de glissement total, puis de translation en bloc ( cas ou
S < St), la valeur Big = Bip(0) est alors indépendante de S.

Sur la figure Fig. 4.22.b, nous avons représenté les trois courbes limites au voisinage
de So = St, car leur comportement dans cette zone est particulier. Nous voyons alors
nettement les changements de courbure de S4 et S qui dessinent une pointe allongée de
sommet X.

De plus, il apparait que la courbe de S — Bir(S) ne connait, en fait, de variations que
lorsqu’elle se confond avec la courbe Bi — S4(Bi), ce qui a lieu pour les valeurs de
S comprises dans 'intervalle [S4(Bir(oc); St]. Nous devons alors nous attarder sur les
bornes de cet intervalle car nous trouvons que S4(Bir(oo)) = Bir(oo).

Cela signifie que, pour S fixé entre Bip(oo) et St, lorsque Bi croit, le glissement a toujours
lieu sur une partie de la paroi jusqu’a la valeur de blocage Bi = Bir(S) (comprise entre

BZT(OO) et BZT(O))
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Nous pouvons expliquer pourquoi Big reste égal a Bir(oo) quand S > Sy, en rappelant
un résultat démontré dans [33] et [23]. Celui-ci indique dans le cas présent que, si S et Bi
sont tels que yu = 0, alors, il existe une valeur Bip définie par:

/

vdx
Bir = sup { ——+———: v € Hy(N) et /HVUH de #0
/HVUH dx @
Q
et telle que v = 0 p.p. si B1 > Bir et w > 0 sinon. Ainsi, on voit que cette valeur est
indépendante de S et ceci reste vrai tant que yu = 0 de part et d’autre de la courbe

Ajoutons que nos résultats au sujet de la limite du régime de blocage est en bon accord
avec les travaux mathématiques de lonescu et Sofonea [45]. Les résultats de ces auteurs
s’énoncent comme suit :

THEOREME 4.2.1 (lonesu-Sofonea [45], théoréme 4.1., page 294)

1. L’ensemble B est convexe et fermé,
2. 5i (B1,5) € B, alors [Bi,+o00[x[5; +oo[C B,
3. Il existe des nombres Ly et Ly tels que: B C [Lq,+oo[x[Lg; +o0l.

Suivant toujours les mémes auteurs, nous pouvons préciser ce résultat en introduisant la
fonction :

(B, S) = inf { Bi||Volloa + Shyoloar — (1, v)oge 3 v € H(Q) et [Vollgoq + holsor =1}
La fonction Fj est concave semi-continue supérieurement, pour Bi et S fixés, Fi(.,5)

et Fy(B1,.) sont croissantes et les nombres L; et Ly sont alors déterminés comme suit
(voir [45], Lemme 2.1, page 294):

Ly = lim inf{Bi>0; Fi(Bi,5) >0}
S—r+oco

L, = lim inf{S>0; Fi(Bi,5) <0}
Bi—+4co

En fait, d’apres nos résultats, nous pouvons préciser que Ly = St et que, pour le carré,

Ly = Bir(o0) = 5 fﬁ.

Un second résultat caractérise les valeurs bloquantes de Bt en fonction de S':

THEOREME 4.2.2 (lonesu-Sofonea [45], théoréme 5., page 295)
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Définissons” G| : IRy — IRy ; par:

/vd:z;— /|’yv|dF
G1(S) = sup s v e () et/HVdex#O (4.1)
/HVUHd:L' @

Pour tout S > ST, nous avons les propriétés suivantes :

1. Gy est une fonction convezxe et décroissante,

2. Bi > G1(9) si, et seulement si, (Bi,S) € B

Pour S €]57; +oc], le nombre GG1(5) correspond a la valeur critique de Bi que nous avons

notée Bir(5).

Nous avons comparé les régimes d’écoulement obtenus pour la section carrée avec ceux
connus pour la section circulaire. Sur la figure Fig. 4.22.c, les quatre différents régimes
du cas circulaire sont limités par les droites verticales et horizontales (en traits pleins) et
désignés par:

A?: adhérence,
G : glissement,

T°: translation,

B?: blocage.

- =

nous y avons également reporté en pointillé les courbes de la figure Fig. 4.22.a délimitant
les régimes dans le cas de la section carrée.

Nous avons pu observer les variations de la vitesse de translation Uz le long de la courbe
S+ Bir(S) et constaté qu’il est possible de rendre explicite cette vitesse:

1 . 1
UT(S):{é_S s1 S>ST—7

0 SInon

Nous retrouvons exactement la situation de la section circulaire. Ceci conduit a se deman-
der si la valeur de St est indépendante de la géométrie. De plus, dans la zone T', nous
pouvons nous demander si la vitesse de translation reste constante (par rapport a Bi)
lorsque B1 croit. On obtient une réponse plus complete par le petit raisonnement suivant.

7. la notation G est celle de I'article [45]
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Soient (.5, Bi) un couple de valeur de parametre pris dans la zone T'. La vitesse u est donc
constante (par rapport & x) et positive®. La loi de glissement que nous écrivions:

[rutc—mwar s [icar = [uar} = [s=ruir vee )

peut alors prendre la forme plus simple:

/FvuﬁdF+S/F|11j—|§dF2/Fs§dF V¢ e LX)

Ceci s’obtient en remplacant ( par yu + A(, avec A un réel positif, puis en divisant par A
et faisant enfin tendre A vers 0.

Autrement dit, comme u est une constante positive, nous obtenons:

u/Fg“dF+S/F§dF2/Fs§dF V¢ € LA(T) (4.2)

Souvenons-nous maintenant que I’équation d’équilibre s’écrit :

/U.Vv.dx—l—/S’yUdF = /v.d:z; Yo € Hl(ﬂ)
Q r Q

donc, compte tenu de la relation (4.2), dans laquelle nous choisissons ( = yv, nous obte-
nons :

/U.Vv.dx—l— (u—l—S)/’yvdF = /v.d:z; Yo € Hl(ﬂ)
Q r Q

en particulier, si nous choisissons v = u, nous avons:
/U.Vu.d:l; + (u + Sull'| = u|Q|
Q

or, par hypothese Vu = 0, donc, finalement, nous obtenons la relation :

0
u:UT(Q,S):H—S

ce qui permet également de donner la valeur de St en fonction de la géométrie. Il suffit
en effet pour cela de faire v = 0 dans la relation explicitant u, nous obtenons donc?:

1l
T

8. Le fait que u est positive semble évident. Ajoutons néanmoins que cela peut se démontrer en utilisant

St

une méthode donnée dans [23]. Ces auteurs ont en fait démontré que u > 0 dans le cas qui correspond a
I’adhérence a la paroi.

9. pour établir la valeur de Sp, nous réalisons en fait implicitement ’hypotheése intuitive et, surtout,
validée par le calcul numérique, qui consiste a envisager que la vitesse est monotone le long de la courbe

S — Bip(S)
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Ceci montre le role de la géométrie dans la localisation des zones T' et B de la figure Fig.
4.22. Pour une carré de demi-coté 1, on retrouve effectivement la méme valeur de St que
pour le cercle de rayon 1, par contre, pour un triangle équilatéral de c6té L, on aurait

St = \/gL et pour un rectangle de cotés 1 et ¢, on aurait: S; = z—5—. ce qui acheve

51+ &)

de convaincre, de maniere concrete, que St dépend nettement de la géométrie.

Nous avons pu constater dans les sections 4.2.2.1 et 4.2.2.2 que la dépendance en B
s’exprime de maniere différente selon que S est inférieur ou au contraire supérieur a St.
Qu’en est-il des cas intermédiaires?

Nous avons voulu comparer le comportement des frontieres rigides/fluides ainsi que celui
du point de transition Y7 en fonction de Bi pour quelques valeurs de S représentatives
des différents écoulements possibles.

Le schéma Fig. 4.22.d montre les valeurs particulieres que nous avons choisies pour effec-
tuer ces comparaisons.

Nous savons que, pour S = 0.45, lorsque B1 croit, I’écoulement tend vers une translation
en bloc (section 4.2.2.2), Y7 croit alors vers 1. Inversement, pour S = 0.6, la situation
finale est un blocage et Y7 décroit vers 0.

En observant la figure Fig. 4.23.b, nous voyons que, pour S > S, toutes les courbes
tendent vers 0, et ce de plus en plus brutalement lorsque S tend vers Sy. (En particulier
n’oublions pas que pour S = S7, la situation de blocage a lieu bien que la courbe croissent
vers | mais sans jamais atteindre cette valeur). De plus, pour les valeurs intermédiaires
entre So = 0.5 et So = 0.53, les courbes croissent vers un maximum avant de décroitre
vers 0.

Nous avons comparé Fig. 4.23.a les frontieres des zones rigides, exprimées en fonctions de
Bi pour les valeurs de S indiquées par le schéma Fig. 4.22.d. Nous pouvons constater que,
pour Bi fixé, les zones rigides (le bouchon comme les zones mortes) sont d’autant plus
étendues que S est grand. De plus, la réduction puis disparition des zones mortes semble
étre phénomene limité au cas ou S < Sp, dans ce cas, le bouchon croit jusqu’a remplir
completement le domaine d’écoulement en Bi: = Bip. Lorsqu’au contraire, S > S, la
taille des zones mortes augmente jusqu’au blocage en Bi = Bir ou elles rencontrent le
bouchon.

Ces dernieres considérations sur la transition adhérence-glissement et les frontieres des
zones rigides nous amenent a définir trois sous-régimes de A + G':

e AG1: C’est un régime que nous avons observé dans la section 4.2.2.1 (avec S =
0.6). 1l est défini par les couples de parametres (S5, Bi) de A + G tels que S >
Sa(Bir(+00)) 2 0.53. Lorsque Bi croit, 'adhérence devient totale (régime A).

e AG2: Il s’agit d’un régime que nous venons d’étudier de maniere synthétique (avec
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S =10.5,59=0.515 et S =0.53). Il est défini par les couples de parametres (5, Bt)
de A+ G tels que 1/2 = Sp < 5 < Sy4(Bir(4+00)) ~ 0.53. Lorsque Bi croit, le
blocage intervient simultanément avec ’adhérence totale (régime B).

e AG3: Nous avons étudié ce régime dans la section 4.2.2.2 (avec S = 0.45). Il est
défini par les couples de parametres (S, Bi) de A+G tels que S < St = 1/2. Lorsque
Bi croit, le glissement devient total (régime (7).

Pour conclure, nous avons résumé les configurations et comportements du point de tran-
sition et des frontieres des zones rigides sur les figures Fig. 4.24 et Fig. 4.25.

4.3 Conclusion

Nous avons posé un probleme original en introduisant le glissement a seuil dans un
probleme académique : I’écoulement d’un matériau viscoplastique dans une conduite droite
de section constante.

Nous avons résolu numériquement, a I’aide d’une méthode originale, le cas particulier de
la section carrée.

Nous avons pu déterminer pour ce cas 'existence de cinq régimes (A, A+ G, G, Bet T)
et de trois sous-régimes (AGy, AG, et AG5) d’écoulement.

Nous avons entre autre établi:

e les valeurs frontieres de Bi et S entre ces différents régimes (Fig. 4.22),

e I’évolution des zones rigides et des points de transition adhérence/glissement en
fonction des deux nombres sans dimension, dans chacun de ces huit régimes (Fig.

4.24 et Fig. 4.25).

Finissons sur une remarque en rapport avec les résultats du chapitre 3, qui amenent des
perspectives sur le travail du présent chapitre. D’apres le chapitre 3, lorsque u satisfait
certaines conditions, ’amélioration de la précision ne semble pas avoir lieu avec un maillage
adapté et une approximation Pj-continue de u. Cependant, nous ne savons pas si u vérifie,
pour une section carrée, les dites conditions. C’est pourquoi, nous avons malgré tout décidé
d’utiliser le procédé d’adaptation de maillage. Nous avons pu constater une amélioration
apparente de la précision des frontieres des zones rigides. Cependant, reconnaissons que le
fait d’avoir obtenu une maillage adapté a 'issue du procédé peut avoir plusieurs raisons :

1. Il est possible que les conditions sur u rendant optimal un maillage quasi-uniforme
n’aient pas lieu; dans ce cas, on peut admettre que 'adaptation est utile. En parti-
culier, pour le probleme du glissement, nous avons peu de certitudes sur le caractere
optimal d’un maillage quasi-uniforme.

2. 1l est également possible que le critere d’adaptation utilisé corresponde bien au cas
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P, (comme les résultats numérique du chapitre 3 semblent I'indiquer), mais soit trop
fort pour une approximation P;; dans ce cas, nous aurions obtenu, pour un méme
cott, une meilleure précision globale avec une approximation F;.

Il serait donc intéressant de reprendre cette étude en choisissant une approximation FP,-
continue de la vitesse u et de comparer les résultats.
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oy = 0

(a) (b)

Fig. 4.1 — Ecoulement dans une conduite droite de section carrée; (a) géométrie du

probléme ; (b) domaine de calcul et ses conditions aux limites.

zone d’adhérence —# L zone morte

point de transition

bouchon
zone de glissement
frontiere du bouchon

frontiere de la zone morte

L

FiG. 4.2 — Représentation des différentes aspects caractéristiques de [’écoulement.
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Fi1G. 4.3 — Vitesse sur le bord pour Bi = 0: (a) pour plusieurs valeur de S ; (b) valeurs

extremales en fonction de S.

0035; 3
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Fia. 4.4 — Ordonnée Yr du point de transition adhérence/glissement en fonction de S,

pour un maillage adapté et pour Bi = 0.
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0 T 1 0 T

(c) (d)

Fic. 4.5 — Profils de vitesse sur les aves de symétrie pour plusieurs valeurs de S et
pour Bi = 0: (a) sur Uaze diagonal pour 0 < S < Sys; (b) sur l'axe diagonal pour
S <8 < Say (¢) sur Uaze horizontal pour 0 < S < Sy ; (d) sur Uaze horizontal pour
Se <S5 <S4

—_
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F1G. 4.6 — (a) Vitesse mazimale en fonction de S, pour Bi = 0. (b) Débit en fonction de

S, pour Bi = 0.
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1

NN

0.99

0

Fia. 4.7 — Zoom au wvoisinage du point de transition adhérence/glissement, sur le
quinzieme maillage adapté, pour S = 0.385 et Bi1 = 0.
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0.03 0.024
Bi=0 Umaz.I S =0.6
ur S =0.6
Bi =0.1
Bi =0.2
Bi =0.3
0 0 '

0 Y 0.7 0 0.36
() (b)

FiG. 4.8 — Vitesse sur le bord a S = 0.6 (régime mixte ou adhérence et glissement co-
existent) : (a) pour plusieurs valeur de Bi; (b) valeur maximale en fonction de Bi.

0.58

0

0 Bi 036 0.5

Fia. 4.9 — Ordonnée Yy de la transition adhérence/glissement en fonction de Bi pour un
maillage adapté et S = 0.6.
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0.35

0.35

Fic. 4.10 — Profils de vitesse pour plusieurs valeur de B et S = 0.6 :

laxe horizontal; (b) coupes suivant laxe diagonal.

0.31

Umaz

B

(a)

|
0.53 0.6

0.15

q

V2

(a) coupes suivant

0

B

(b)

|
0.530.6

Fi1G. 4.11 — (a) Vitesse maximale wpmqz 0 €n fonction de Bi, pour S = 0.6 ; (b) Débit w en
fonction de Bi, pour S = 0.6.
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B1 =0.25

B =04

Bi1=0.5

Fi1G. 4.12 — Maillages adaptés et écoulement correspondant (zones rigides en gris clair,
zones déformées en gris foncé et isovaleurs de la vitesse) pour S = 0.6 et plusieurs valeurs

de Bu.
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Em

&

S =10.6

0% Bi 05306

Fic. 4.13 — Position sur la diagonale du carré de la frontiére &,, de la zone morte et de
la frontiére & du bouchon, en fonction de Bi, pour un maillage adapté et avec S = 0.6.

Bi 0.36

Fia. 4.14 — Ordonnées Yy de la transition adhérence/glissement et y,, de la frontiére de
la zone morte sur la paroi, en fonction de Bi, pour un maillage adapté et avec S = 0.6.
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0.39

Umaz

(b)
FiG. 4.15 — (a) Valeur mazimale wyqq0 de la vitesse en fonction de Bi, pour S = 0.45.
(b) Débit w en fonction de Bi, pour S = 0.45.

0.45 0.45

e = 0.9

0 T 1 0 £ V2
(a) (b)

F1G. 4.16 — Profils de vitesse pour plusieurs valeur de Bi et S = 0.45: (a) coupes suivant
laxe horizontal; (b) coupes suivant laxe diagonal.
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B =0.15

Bi = 0.45

Bi = 0.55

Fi1G. 4.17 — Maillages adaptés et écoulement correspondant (zones rigides en gris clair,
zones déformées en gris foncé et isovaleurs de la vitesse) pour S = 0.45 et plusieurs
valeurs de Bu.
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B1 = 0.05

B1 =0.25

B =10.35

F1G. 4.18 — Maillages adaptés et écoulement correspondant (zone morte en gris clair, zone
déformée en gris foncé) au voisinage du coin pour S = 0.45 et plusieurs valeurs de Bu.
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V2 : V2
m é’m

&

0 Bi 071 0.9 B 02 o037
)

(a) (b

Fic. 4.19 — Position sur la diagonale du carré de la frontiére &,, de la zone morte et de
la frontiere &, du bouchon, en fonction de Bi, pour un maillage adapté et aveec S = 0.45 :
(a) superposition des courbes Bi w— &, (Bi) et Bi — &(Bi); (b) zoom sur la courbe
Bi— &,(Bi).

0.13 : 0.12
Bi =10

Umaz,I

ur S =045

0.05

F1G. 4.20 — Vitesse sur le bord pour S = 0.45 (régime mixte ot adhérence et glissement
coexistent) : (a) pour Bi € {0;0.1;0.2;0.3;0.4;0.5;0.6} ; (b) valeur maximale en fonction
de Bz.
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(b)

Fia. 4.21 — Position y,, de la frontiere de la zone morte et Yp du point de transition
adhérence/glissement, sur la paroi, en fonction de Bi, pour un maillage adapté et S =
0.45 : (a) comparaison de y,, et Yr ; (b) courbe Yr seule.
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Fia. 4.22 — Détermination et étude des cing principaux régimes d’écoulement pour une sec-
tion carrée : (a) courbes séparant les régimes ; (b) zoom au voisinage du point commun aux
cing régimes; (c¢) comparaison des cing régimes (délimités en pointillés) avec les quatre
régimes A°, BY, G° et T° du cas circulaire (délimités en traits pleins) ; (d) représentation
en poitillé des diverses valeurs de S auzquelles [’étude de la dépendance de [’écoulement
en Bi a été effectuée.
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Fia. 4.23 — FEvolution des frontieres en fonction de Bi, pour plusieurs valeurs de S :

(a) positions &, de la zone morte et & du bouchon sur la diagonale du carré; (b) position
Yr du point de transition adhérence/glissement.
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Fia. 4.24 — Représentation schématique de [’écoulement dans les régimes A et GG
quand Bi croit: évolution des frontiéres des zones rigides et des points de transition
adhérence/glissement.
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Fia. 4.25 — Représentation schématique de [’écoulement dans les sous-régimes AGy, AG,
et AGs de A+ G quand Bu croit : évolution des frontieres des zones rigides et des points
de transition adhérence/glissement.
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Ecoulements bidimensionnels sans
glissement
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Cette partie est essentiellement orientée vers la simulation numérique d’écoulements bi-
dimensionnels et bornés de fluides de Bingham, sans glissement a la paroi.

La méthode numérique utilisée dans la partie Il est a nouveau employée avec quelques
modifications. Afin de permettre une lecture indépendante, nous reprenons rapidement
la description du modele et de sa formulation variationnelle, ainsi que la description de
la méthode numérique. Ceci induit quelques redondances qui permettent de limiter les
renvoies aux parties I et II. Nous donnons également les résultats de tests numériques
qui valident notre mise en ceuvre de la méthode de résolution. Nous terminons par des
résultats de simulation numérique sur un probleme lié aux écoulements contenant des
particules.






Chapitre 1

Généralités sur le probléeme continu

L’ensemble de ce bref chapitre est une succession de rappels utiles pour la compréhension
des chapitres qui suivent. Nous commencons par reprendre le modele présenté dans la
partie I, lorsque ©Q C IR? et dans le cas ou la condition de glissement n’a pas lieu, c’est-
a-dire quand I's = (). Ensuite, nous rappelons des résultats de la littérature concernant :

e une formulation variationnelle a quatre champs inconnus qui est bien adaptée a
I’écriture d’'un algorithme de lagrangien augmenté,

o |’existence et I'unicité d’une solution.

Nous finissons en indiquant rapidement d’autres formulations classiques. Nous renvoyons
a I’annexe B pour des résultats de régularité de u.

1.1 Modélisation des écoulements considérés

Nous considérons dans toute la suite des expressions sans dimension. Rappelons que nous
négligeons l'inertie, les écoulements étant considérés lents. Le probleme que nous allons
résoudre consiste alors a trouver (u, o, p) vérifiant les relations qui suivent :

d= D(u) (1.1)
dive—Vp+f=0
divu=10

ainsi que la loi de comportement sans dimension :

déf | 0 s1 HUH < B,
2d = FQ(O‘) = { Hg-—H(HO-H —B@) sinon

(1.4)
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Et avec les conditions aux limites:

u=up sur I'p (15)

ocn=0 sur 'y

UOL. Les

Le seul nombre sans dimension qui apparait ici est le nombre de Bingham B: = U

données sont un terme source f et une vitesse up imposée sur I'p.

1.2 Formulation directe a plusieurs champs

Apres avoir défini le cadre fonctionnel, nous allons donner une formulation avec quatre
champs inconnus:

le champ de vecteur de la vitesse u,

le champ de tenseur des contraintes o,

le champ de tenseur des taux de déformation d = D(u),

et enfin le champ scalaire de la pression p.
Comme pour les écoulements de Poiseuille, nous choisissons cette formulation parce qu’elle
est bien adaptée a ’écriture d’un algorithme. Nous rappellerons ensuite un résultat d’exis-

tence et unicité. Finalement, une réduction a deux champs, vitesse u et pression p, est
proposée en écho a la formulation mixte du probleme de Stokes.

Pour simplifier, nous supposerons ici que up = 0.

1.2.1 Formulation variationnelle

Définissons les espaces fonctionnels suivants:
X(Q) = {veHY (Q)?; v=0sur I'p}
V(Q) = {veX(),; divv =0}

TQ) = {rel*(Q)**;r=r"}

ey = 1@ ={oe @) [ade=of

Nous munissons X (§2) du produit scalaire (D(v), D(W))o2.0, ce qui en fait un espace de
Hilbert, lorsque mes(I'p) est non nulle. L’espace V() est muni du produit scalaire induit
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par X (). Les espaces T'(2) et M(Q) sont munis du produit scalaire L? classique, qu’on
notera simplement (.,.) en I'absence d’ambiguité. Nous conviendrons de noter dans la
suite les fonctions tests surmontées d’une barre.

Nous allons considérer le probleme variationnel suivant :

PROBLEME 1.2.1 Trouwver d € T(Q), o € T(Q), u € X(Q) et p € M(Q), vérifiant
les relations suivantes, pour toutes fonctions test d € T(Q), 7 € T(Q), w € X(Q) et
peMQ):

2(d.d — d)ozs + Bi(|dlos:a — |dora) > (0.d — d)ozg (1.6)
(7. d)ora = (7, D(u))o20 (1.7)

(o, D(@))o2:0 — (p, divT)o i = (£, Wo 20 (1.8)

(P, divu)og0 =0 (1.9)

Nous considérons l’ensemble de ces relations comme étant la formulation variationnelle
du probléme constitué par les relations (1.1)-(1.5)".

1.2.2 Existence et unicité d’une solution

Nous pouvons utiliser directement un résultat démontré dans [57]:

PROPOSITION 1.2.1 [] existe une solution (o,u,d,p) au probléeme 1.2.1, de plus, u et
d sont uniques. En outre, les relations (1.6)-(1.9) sont équivalentes a:

2(d, d = d)oza + Bi(ldloe — |dlosa) > (0.d = d)oza (1.10)
(@, d)oz = (7, D(u))o.20 (1.11)
(0. D(@))oz = (£, Wozn (1.12)

avec les fonctions test d € T(Q), T € T(Q) etw € V(Q).

REMARQUE 1.2.1 Comme nous 'avons déja signalé dans la remarque 1.1.1 de la par-
tie 11, les contraintes ne sont pas nécessairement uniques.

1. Le détail de la formulation est effectuée dans [57]
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1.3 Reéduction du nombre de champs inconnus

Remarquons qu’en éliminant les champs o et d, nous obtenons un probleme en vitesse-
pression dont la structure linéaire sous-jacente (Bi = 0) est celle d’un probleme de Stokes :

PROBLEME 1.3.1 Trouver u € X(Q) et p € M(Q) tel que, pour tout v.€ X(Q) et
g€ M), on ait:

{ 2(D(u), D(v =) + Bi (|D(v)lo.:0 = [D(u)lo,ne) = (p, div(v —u)) > (f,v —u)
(¢, divu) =0

Reddy [56] a analysé un probleme abstrait correspondant qui permet d’établir 'existence
deu € X(Q) et p e M(Q) ainsi que I'unicité de u. On peut voir par exemple a ce sujet
Pexposé détaillé de [12].

Ajoutons enfin qu’en choisissant v € V(€Q), nous obtenons une formulation dont le seul
champ inconnu est u:

PROBLEME 1.3.2 Trouver u € V(Q) tel que, pour tout v € V(Q), on ait :

2(D(u), D(v —u)) + Bi (|D(V)]o:0 — [D()|o0) = (f, v —u)

C’est la formulation qui est souvent employée dans les travaux d’analyse mathématique
(voir Duvaut et Lions [23]).



Chapitre 2

Description de la méthode
numérique

Dans ce chapitre, nous adaptons la méthode présentée dans la partie II, au chapitre 2.
Ceci nous conduit donc a présenter dans trois sections consécutives les différents aspects
de la combinaison originale:

1. une approximation par éléments finis mixtes,
2. un algorithme de lagrangien augmenté,

3. un procédé d’adaptation de maillage.

L’introduction de la pression p comme inconnue du probleme nécessitera quelques déve-
loppements spécifiques, notamment en ce qui concerne ’algorithme de résolution, dans la
section 2.3.

Précisons encore que, de méme que dans la partie I, nous avons effectué la programmation
de cette méthode en C++, excepté le générateur de maillage bamg [40]-[41] qui a été
intégré dans notre code pour mettre en ceuvre la technique d’adaptation de maillage.

2.1 Choix d’une méthode d’éléments finis

Comme dans la section 2.1 de la partie II, nous commencons par donner le probleme
variationnel approché, puis nous fixons les espaces approchés via une méthode mixte
particuliere d’éléments finis. Enfin, pour des raisons pratiques qui apparaitrons a la sec-
tion 2.3, nous introduisons une formule explicitant "approximation du taux de déformation
en fonction de la contrainte approchée, en remplacement d’une inéquation variationnelle
dans le probleme variationnel approché.
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2.1.1 Probleme variationnel approché

On se donne X, (Q) C X(Q), Th(Q2) C T(N) et M (Q) C M() des sous-espaces vectoriels

de dimension finie, pilotée par un parametre i > 0.

On considere alors I'analogue discret de (1.6)-(1.9):

PROBLEME 2.1.1 Trouveruy, € X,(Q), o), € Th(ﬂ),_dh € Th(Q) et pr, € My(R) tels que,
pour toutes fonctions test a, € Xp(Q), 75 € Th(Q2) et dy € TH(Q), on ait :

2 (dy, dy — dy) + Bi([dulorsa — |dlore) = (o0, dy — dy) (2.1)
(@n.dy) = (Fn. D(uy)) (2.2)

(04, D(T,)) — (pp, div T,) = (£,1,) (2.3)

(B div u,) = 0 (2.4)

Le résultat suivant est démontré dans [57]:

PROPOSITION 2.1.1 Supposons qu’il existe des constantes ¢y, ¢y indépendantes de h
telles que :

@) sup @ PO S D lesa s Yva € Xa(Q)

O'hETh(Q) |O-h|072§Q

. di
(id) s;p(mw > lgloza s Yar € My(9)
VREAR 143

alors le probléeme 2.1.1 admet une solution dont les composantes uy, et dj, sont uniques.

REMARQUE 2.1.1 Plus concrétement encore, st nous choisissons :
D(X(92)) C Th()

alors la condition inf-sup sur la forme bilinéaire (., D(.)) (condition (i) de la proposi-
tion 2.1.1) est satisfaite (on peut prendre o, = D(vy,) € Th(2)).

Avec un tel choix d’espaces, lunique €lément dy, € T),(Q) vérifiant (2.2) est en fait défini
par:
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2.1.2 Utilisation de la méthode des éléments finis

Nous souhaitons mettre en ceuvre une méthode d’éléments finis pour résoudre le probleme
(1.6)-(1.9). Pour faciliter la description, nous considérons dans cette partie que le domaine
Q0 est polygonal. Nous utilisons & nouveau les notations de Raviart et Thomas [55] qui
ont été rappelées dans la partie I (Chapitre 2, section 2.1) et nous nous donnons une
triangulation 7j, de . Voyons maintenant un exemple ou 'on peut facilement choisir les

espaces X, (Q), M,(9Q) et T,().
ExXEMPLE 2.1.1 (Elément de Taylor-Hood)

L’ouvrage de Brezzi et Fortin [16] mais aussi le livre de Girault et Raviart [32] contiennent
de nombreux exemples d’espaces X3, () et Mu(Q) vérifiant la condition inf-sup sur la
forme (., div(.)) ((i1) de la proposition 2.1.1). Considérons ici l'un des plus populaires :
l’élément de Taylor-Hood.

1l s’agit de se donner les espaces approchés suivants :

Xa(©) = X0 N X(Q)
My(Q) = X;°(9)

D’apreés la proposition 2.1.1 (et la remarque qui la suit), nous pouvons alors choisir:
D(Xn(Q) CTw() = {m € X, 71 () mo=7 }

Rappelons que, pour un triangle K, les ensembles ¥1(K) et Yo(K) invoqués ici sont res-
pectivement constitués des sommets de K et de la réunion des sommets et des milieux des
arrétes de K.

(C’est cette approximation que nous avons mise en ceuvre. Dans la suite, nous considérons
donc que les espaces approchés sont fixés comme dans cet exemple.

2.1.3 Introduction d’une formule explicite

Nous avons déja remarqué pour le probleme de Poiseuille (dans la partie 1, section 2.1),
que nous ne pouvons pas affirmer 1’équivalence entre 1'inéquation variationnelle (2.1) et
la relation 2d, = Fqo(op,) et cela parce que Fy(oy,) n’est pas nécessairement dans Tj,(2).
Précisément, dans le cadre de I’exemple 2.1.1 nous constatons que Fg(o,) n’est pas
dans 75,(Q). Or, dans le contexte des algorithmes de lagrangien augmenté, nous avons
vu (dans la partie II) qu’il est agréable de disposer d’une relation analogue a la loi de
comportement pour relier dj, et o), et que ceci nous amene ainsi a considérer la variante
suivante du probleme 2.1.1:
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PROBLEME 2.1.2 Trouver u, < Xh(ﬂ), o € Th(ﬂ), d € Th(ﬂ) el p, € Mh(ﬂ) tels
que, pour toutes fonctions test uy, € X,(Q), o, € Th(Q) et p, € Mu(Q), on ait:

th(ai) = FQ(O'}L(GZ')) , Va; € 21([() , VK eT, (25)

(@h,dn) = (@h, D(uy))
(O'h, D(ﬁh)) — (ph,diV ﬁh) = (f,ﬁh)

(ﬁh,div uh) =0

Dans la suite, il nous arrivera de faire référence au probleme 2.1.2. Nous supposerons alors
que la conclusion de la proposition 2.1.1 a encore lieu.

REMARQUE 2.1.2 Rappelons une remarque effectuée dans la partie 11, qui reste valable
ict et qui donne une sens «variationnel a la formule explicite (2.5). Soit linéquation
variationnelle :

2(dp,dy, — dp)na + Bi(na(dy) — jualdn)) > (on,dy — dp)na , Ydy € TH())  (2.6)

ot les notations sont celles déja introduite dans la partie 11; (., )pq €t joa(.) désignent
respectivement le produit scalaire L*(Q) et la semi-norme |D(.)|o.1.0 ot Uintégration est
remplacée par la formule de quadrature des trapézes. Pour que lUinéquation (2.6) soit
satisfaite, il suffit que la relation explicite (2.5) soit vérifiée.

2.1.4 Formulation a deux champs

L’élimination des champs o}, et dj, conduit au probleme mixte:

PROBLEME 2.1.3
Trouver uy, € X,(Q) et pp, € My(2) tels que, pour toutes fonctions test v, € X;(2) et
qn € Myp(2), on ait:

{ 2(D(uy), D(:v

(qh, div uh)

8_ w)) + Bi(|D(vi)loe — [D(up)loe) — (pr, div (v —up)) > (£, vy — uy)

L’analyse d’un probleme abstrait analogue a été effectué par Reddy et Hahn [38] et permet
de conclure! & I'existence d’'un unique uy, € X;(Q) et d’un p, € M, () sous la condition
inf-sup sur la forme (., div ()) et le couple (X, (£2), My(£)), soit en fait un résultat analogue

1. par application du théoréme 5.1, page 1791 de [38]
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au théoreme bien connu d’existence et d’unicité pour le probléme de Stokes? (voir a
nouveau Brezzi et Fortin [16] ou Girault et Raviart [32]).

Pour obtenir une formulation «en uy», nous prenons v; dans ’analogue discret de V() :
Vi(Q) = {vi € Xn(Q) 5 (qn,div vy) =0, Vg, € Mp(Q)}
et nous obtenons ainsi le:
PROBLEME 2.1.4 Trouver uy, € V,(Q) tel que, pour tout v, € Vi, (), on ait :
2(D(up), D(vi, —up)) + Bi ([D(va)loasa — [D(an)|oe) = (£, vy — uy)
Une application du théoreme de Lions-Stampacchia (voir [49]) sur les inéquations varia-

tionnelles de seconde espece permet de montrer qu’il existe un unique uy satisfaisant le
probleme 2.1.4.

2.2 Adaptation de maillage

Nous utilisons le méme mailleur anisotrope BAMG et le méme procédé de mise en ceuvre
que dans le cas des écoulements de Poiseuille (Partie II, chapitre 2, section 2.3). Le
critere pour I'adaptation est de nouveau défini par la racine carrée de ’énergie mécanique
dissipée :

ple) = /o : D(u)(z) = V/||D()]]* + Bil| D(w)]|(x)

Rappelons que le choix de ce critere trouve une justification dans ’analyse du cas mono-
dimensionnel de la partie I, chapitre 2. Ajoutons que les résultats des mesures d’erreurs ef-
fectuées pour le probleme de Poiseuille dans la partie II, chapitre 3 encouragent également
ce choix.

2.3 Algorithme de lagrangien augmenté

Compte tenu de sa stabilité inconditionnelle, nous avions choisi 1’algorithme d’Uzawa
pour le probleme de Poiseuille. Pour les écoulements bidimensionnels, nous faisons le
meéme choix et pour la méme raison. Nous allons donc rappeler la forme de I"algorithme
dans le cas présent et détailler les aspects spécifiques qui n’apparaissaient pas pour les
écoulements de Poiseuille. Rappelons que dans toute la suite, 'approximation de Taylor
et Hood fixe le choix des espaces approchés, suivant I'exemple 2.1.1.

2. correspondant ici au cas ou Bt = 0
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2.3.1 Description de ’algorithme

Comme dans la partie II, nous pouvons préciser pourquoi la formulation variationnelle
(1.6)-(1.9) est bien adaptée a I’écriture d’un algorithme de lagrangien augmenté. En fait,
il sera plus commode d’utiliser la formulation équivalente (1.10)-(1.12) pour pouvoir ap-
pliquer le formalisme de [37]. Nous verrons plus loin que cela n’empeche pas le calcul d’un
champ de pression p. Rappelons donc en deux mots le principe de tels algorithmes avant
de présenter sous une forme concrete ’algorithme d’Uzawa appliqué a notre probleme
d’écoulement.

Une méthode de lagrangien augmenté consiste en un algorithme itératif, qui détermine un
point de selle ((d,u); o), pour une fonctionnelle La; nommée lagrangien augmenté. Dans
notre cas, ce lagrangien augmenté prend la forme suivante:

La¢ ((d.0);@) = |dff .0+ Bildloye — (f,W)o20

+ (@, D(W) — d)o20

+ BUDE) — 424

pour d et & dans T'(2) et W dans V() et o At est le parametre d’augmentation.

En effet, les points de selle de cette fonctionnelle sont caractérisés par les relations (1.10)-
(1.12), ce qui motive une telle formulation variationnelle : celle-ci permet en effet d’utiliser
les méthodes de calcul de point de selle pour déterminer une solution de notre probleme.
Nous allons voir dans la suite que, grace au parametre At > 0, les étapes dans ’algorithme
de calcul de point selle que nous utilisons sont faciles a résoudre, alors que ce ne serait plus
le cas si At était nul. (autrement dit si on appliquait le méme algorithme directement a la
fonctionnelle Lo nommée lagrangien au lieu de Latsg). Ceci est donce une justification du
choix d’utiliser La; (au lieu de Lg) pour déterminer un point de selle ((d,u); o) solution

de (1.10)-(1.12).

Dans le cadre des méthodes de lagrangien augmenté, 1’algorithme d’Uzawa pour notre
probleme prend la forme concrete suivante (avec la notation Fg(.) de la section 1.1):

ALGORITHME 2.3.1 (Uzawa)
Soient u® € X(Q), p® € M(Q), 6 € T(Q) et d° € T(Q).

Etant donnés d™ € T(Q) et o™ € T(Q), calculer u™t € X(Q), p"*tt € M(Q), d"t' € T(Q)
et a" Tt € T(Q) comme suit :
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Etape 1 : (u™tt pmthy € X(Q) x M(Q) résout un probléeme de Stokes

o Staurt £ vt = div (00 - Atd) +f
divu™t =0

(2.7)
sur I'p ut' =up
sur T'y AtD(u"t')n = Atd* — o".n
Etape 2 : Résolution explicite des non-linéarités
1
"t = Fo(o” + AtD(u™! 2.8
s Falo” + AD( ) (2.9
Etape 3 Mise a jour des contraintes
o™t ="+ At (D(u”‘H) — dn+1) (2.9)

Nous voyons apparaitre trois types de sous-problemes:

e un sous-probleme de Stokes,
e des calculs explicites correspondant aux non-linéarités,

e des calculs explicites correspondant a la mise a jour du multiplicateur ™.

Tout comme dans la partie II, nous avons décidé d’utiliser cet algorithme en ’écrivant
au niveau discret. Autrement dit, on discrétise chaque étape de ’algorithme. Nous allons
voir cela en détail dans les sections qui suivent.

2.3.2 Résolution du sous-probleme de Stokes

Le sous-probleme de Stokes est la seule étape qui n’est pas explicite, il convient donc de
détailler sa résolution, méme si cela est désormais classique. Voici tout d’abord la forme
des sous-problemes discrets que nous devons résoudre :

PROBLEME 2.3.1 Etant donné 7, € Th(Q), trouver wy, € X;(Q) et p, € My(Q), tels
que pour tout v, € X,(Q) et tout g, € My(2) :

{ AHD(wp), D(vi)) = (pr,div vi) = (Th, D(Vi))o2:2 + (£, Vi)o2:i0
(qh, div Wh) =0

Rappelons alors un résultat abstrait désormais bien connu (voir par exemple Brezzi et
Fortin [16] ou Girault et Raviart [32]).
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THEOREME 2.3.1 Soient X et Y deux espaces de Hilbert, a et b deux formes bilinéaires
et continues respectivement sur X x X et X xY. Soit g € X'. On considere les conditions :
(i) alw,0) = allaly , Yo e X

by,
(i) sup St = eyl Yy e Y

avec ¢ el ¢y deux constantes strictement positives. On note :

Xy ={T€X;0b(y7)=0,VyeY}

Si (i) est satisfaite, alors il existe un unique x € X, tel que: a(x,T) = (¢,T) , VT € X,
De plus, sous la condition (ii), il existe y € Y vérifiant :

{ a(x,7) 4+ b(y,T) = (¢9,7) VT eX
b(y,z) =10 VyevY

et cet y est unique.

Dans le cas concret qui nous préoccupe, nous avons donc X = X,(Q), Y = M, (Q) et
(9:; Vi) = (m, D(vn)) + (£, Vi)
a(wp,vp) = At(D(wy), D(vy))

blgn, vih) = —(qn,divvy)

Le choix des espaces X;(2) et M, () que nous avons fait et qui, rappelons le, garantit les
hypotheses de la proposition 2.1.1, nous assure donc 'existence d’un unique w;, € X ()
mais aussi d’un unique p, € Mp(Q) vérifiant le probleme 2.3.1. Il est alors possible de
montrer (voir par exemple [16]) que la méthode des éléments finis nous conduit a résoudre
un probleme matriciel de la forme:

(oo ) (0 )=(5)

la méthode réputée la plus efficace (voir [37]) pour résoudre un tel probleme est a nouveau
une méthode de lagrangien augmentée. Rappelons que la forme de cette sous-résolution
itérative est alors:

T E+1 T~ __ RT pk
{(A—I—,oB BYWitt = F+ B"G—-B"'P (2.10)

Pk-l—l — Pk ‘|‘,0B Wk-l—l

La convergence de W*+! vers W est d’autant plus rapide que p > 0 est grand (voir
Glowinski et LeTallec [37]). Dans nos calculs numériques, pour résoudre le systeme linéaire
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associé a la matrice A, = A + pBT B, nous avons choisi d’effectuer, une fois pour toute
avant la boucle de I’algorithme 2.3.1, une factorisation LDLT de A,.

Nous avons choisi la valeur p = 107 dans nos calculs. Le critere d’arrét || B W || < 10710
a été retenu pour 'algorithme (2.10).

Sur I’ensemble de nos calculs numériques (chapitres 3 et 4), nous avons constaté que dans
les toutes premieres itérations de I'algorithme 2.3.1, trois ou quatre itérations de (2.10)
sont nécessaires dans le meilleur des cas et une vingtaine dans le pire des cas. Ensuite,
le nombre d’itérations de (2.10) décroit rapidement au fil des itérations de 'algorithme
2.3.1 et s’établit a une seule itération.

2.3.3 Résolution explicite de la non-linéarité

Considérons la discrétisation de 1’étape (2.8). Nous effectuons des calculs de la forme:

En(a) = w (2.11)
2+ At
pour chaque sommet a des triangles K € 7,. Comme nous ’avons déja remarqué dans
la partie II, nous pouvons considérer que cette démarche consiste a introduire une for-
mule explicite a la place d’'une inéquation variationnelle dans 1’algorithme de lagrangien
augmenté appliqué au probleme discret 2.1.1. Cela nous conduit alors a penser que nous
résolvons ainsi le probleme variationnel approché avec formule explicite 2.1.2.

2.3.4 Convergence de P’algorithme

Rappelons que la convergence de 1’algorithme 2.3.1 est assurée par un théoreme énoncé
et démontré dans le livre de Glowinski et LeTallec [37] (page 84-87) et aussi dans Fortin
et Glowinski [34].






Chapitre 3

Mesures d’erreur

Nous souhaitons ici valider le solveur de la partie III mettant en ceuvre:

e 'approximation par éléments finis décrite dans ’exemple 2.1.1,
o le procédé d’adaptation de maillage décrit section 2.2,

e 'algorithme de résolution 2.3.1 (Uzawa).

C’est le solveur utilisé dans le chapitre 4.

Nous avons choisi d’effectuer des tests de convergence sur le probleme de Couette car
nous connaissons explicitement sa solution, et de plus, celle-ci n’étant pas polynomiale
par morceaux, ’erreur ne peut étre nulle.

Nous commencerons par présenter rapidement le probleme de Couette sous une forme
sans dimension, puis nous donnerons des résultats de mesure d’erreur d’approximation
sur la vitesse u. En outre, nous dirons un mot sur les estimations d’erreurs connues pour
le probleme des écoulements confinés de fluides de Bingham, et sur les améliorations
possibles dans le cas de Couette.

3.1 Présentation du cas test

Nous considérons I’écoulement laminaire permanent entre deux cylindres coaxiaux tour-
nants a base circulaire. Dans ce probleme, nous supposons que le matériau adhere a la
paroi des cylindres. Nous faisons donc les hypotheses simplificatrices d’usage pour cet
écoulement, c’est-a-dire:

Ju

1. les cylindres ont un grand allongement, autrement dit: 9. = 0,
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Fic. 3.1 — Représentation schématique de [’écoulement de Couette.

2. I’écoulement est de révolution autour de I'axe (O e.), c’est-a-dire: %—101 =0,

3. la vitesse ne possede qu'une seule composante non-nulle uy sur ey et uy = rw, w
étant la vitesse angulaire.

Les expressions dimensionnées de la solution sont données dans "annexe A.

Nous choisissons la longueur caractéristique égale au rayon extérieur R. et la vitesse
caractéristique U est la vitesse au bord externe, soit U = R.w.. On pose de plus ¥ =
nU/R. = nw,. Les parametres sans dimension sont wy = w;/w. et 1o = R;/R. et, bien
J¢ L _ 0Og
T]U T NWe

sur, on a toujours le nombre Bi = . Alors nous pouvons écrire la solution sans

dimension.

Nous définit les nombres Ky = Ko(Bi,rg,wp) et rs > 0 par:

. n K B 141 1 K
= W _ n -
0 212 2 ré Bi
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0°50.1 10  Bi 107

Fic. 3.2 — Frontiéres rs; des zones rigides en fonction de Bi, dans un écoulement de
Couelte, pour différents rapports wy et ro = 1/2.

puis, nous posons :

Ky s re < 1
K — —2(1 —wy —1B@ In(ro)) sinon
R

L’écoulement est alors déterminé par les relations:

K
oro(r) = -3
. r K {1 1 .
wo(r) = wo—len<%>—7<r—2—¥> sir<r,
1 sinon

La figure 3.2 montre a titre d’indication la position de la frontiere entre les zones rigides
et les zones cisaillées en fonction de Bi pour différentes valeurs de wy et pour r fixé a la

valeur % .

3.2 Tests de convergence

Les calculs ont été menés pour une géométrie fixe, définie par ro = % La rotation relative
wo a également été fixée a la valeur % Nous pouvons voir sur la figure 3.2 qu’il existe
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un Big tel qu'il n’y ait pas de zones rigides si Bi € [0; Big], nous en avons calculé la
valeur avec la formule (A.2). Dans notre cas particulier, ou nous avons fixé rq et wg, nous

1

pouvons calculer Big = . Afin d’observer I'influence du terme non-linéaire du

3—2In(2)
probleme, nous avons effectué les calculs pour la valeur B: = 10. Nous pouvons alors
vérifier que Big = m < Bi = 10, nous sommes donc dans une situation ou il

existe une couronne rigide et une couronne cisaillée, avec r; /2 0.63. Cette derniere valeur
est calculée numériquement par une méthode de Newton appliquée a la relation (A.1)
donnant K.

Nous avons tout d’abord considéré une famille de maillages quasi-uniformes, de densités
croissantes. Précisément, si hg est le pas du premier maillage, le pas du n-ieme maillage
est h, = 2—2 Ceci nous a permis de tester les aspects indépendants de 'adaptation de
maillage. Nous avons pris hg = 0.078539816 ~ 7/20. Les quatre maillages utilisés pour
les tests sont représentés Fig. 3.6.

Afin de nous assurer de la validité de nos résultats, nous avons observé:

e l'indépendance de I’erreur vis-a-vis des parametres de I’algorithme, en s’assurant que
le résidu de 'algorithme était suffisamment faible pour que l’erreur n’en dépende
plus,

o le pas du maillage est assez petit pour obtenir une valeur asymptotique fiable du
taux de convergence.

Ce sont les mémes précautions que lorsque nous avons effectué des mesures d’erreurs sur le
probleme de Poiseuille, partie 11, chapitre 3. Dans le cas présent, nos mesures sont moins
poussées car nous souhaitons seulement valider notre solveur.

Il faut remarquer a quel point il est important de faire converger I’algorithme de résolution
du probleme. Les tableaux de la figure Fig. 3.3 montrent les erreurs obtenues pour chaque
norme et chaque maillage, en fonction de la tolérance ¢. Les calculs ont été effectués avec

At = 10.

Il est a prévoir que pour At plus grand, la sensibilité a la valeur du résidu est bien plus
importante. Rappelons-nous en effet que le résidu controle en particulier la convergence
vers zéro du terme D(u} ) —d}. Or ce terme apparait sous la forme At x (D(u})—d}) dans
chaque sous-probleme de 1’algorithme. Lorsque nous ferons des calculs sur des problemes
plus complexes dont la solution analytique ne nous est pas connue, il sera donc impératif de
controler la valeur des résidus et de ne pas prendre At trop grand (a moins de connaitre une
valeur optimale pour At qui soit tres grande), sans quoi, I’erreur pourrait étre arbitraire et
ceci pourrait avoir entre autre des conséquences importantes sur la détermination précise
des frontieres des zones rigides.

La figure 3.4 résume les résultats de convergence obtenus.
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e | len(Woza | len(w)locoa | len(u)]i e
10~1 || 0.004383 0.01676 0.0532441
1072 || 0.00282397 | 0.012362 0.038666
1072 | 0.00188375 | 0.00957819 | 0.0290291
1074 || 0.00195029 | 0.00954669 | 0.0297197
107° || 0.00214155 | 0.010349 0.031781
107% || 0.00213745 | 0.01033 0.0317359

(a) h = h()

e | len(W]oza | len(u)lon | [en(u)li e
1071 || 0.00486288 0.0178027 0.0568677
1072 || 0.00148606 0.00689919 | 0.0239223
1072 || 0.000927849 | 0.00559909 | 0.0177734
10~% || 0.000893885 | 0.00527649 | 0.0170144
107" || 0.000871497 | 0.00514149 | 0.0167053
107% || 0.000866144 | 0.00510299 | 0.0166168

_ ho
(b) h =%

e | len(W]oza | len(u)loon | [en(u)li e
1071 || 0.00529259 0.0188563 0.0613895
1072 || 0.000538895 | 0.00367968 | 0.0107184
1072 || 0.000259073 | 0.0019665 0.00654161
10~% || 0.000176973 | 0.00160531 | 0.00524781
107" || 0.000168874 | 0.00152872 | 0.00510163
107% || 0.000168375 | 0.00152522 | 0.00509359

_ ho
() h=7%

e | len(Woza | len(w)ocn | len(u)li g
1071 || 0.00536305 0.0191507 0.0620498
1072 || 0.00041975 0.00246991 0.00805735
102 | 0.000150369 | 0.00124385 0.00393995
1074 || 5.45518e-05 | 0.000502428 | 0.00222854
107° || 3.90681e-05 | 0.000343094 | 0.00164664
107° || 3.83533e-05 | 0.000328514 | 0.00161554

_ hg
(d) h =%

1071
en(w)] %% xe

1072 J== X oo —— 3¢

10—3 =

—4 ] ] ] ]

107107°107*1072107210~*

-5

107107°107*1072107%10"

207

Fi1G. 3.3 — Sensibilité de Uerreur ep(u) = u — uy, a la tolérance £ du résidu de ’algo-
rithme 2.3.1 dans Uapprozimation Py du probleme de Couette, pour At = 10, et Bi = 10.
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h/ho || len(W)lozia | [en(W)]ooon | [en(u)]ize
1 0.00213753 0.01033 0.0317368
1/2 0.000867613 | 0.00512329 0.0166455
1/4 0.000168375 | 0.00152522 0.00509359
1/8 3.83533e-05 | 0.000328514 | 0.00161554

OO ==

e e ol

DN ==
—

FiG. 3.4 — Convergence vers 0 (quand h — 0) des erreurs dans Uapproximation Py du
probleme de Couette, pour des maillages quasi-uniformes avec Bi = 10.

La convergence apparait clairement sur cette figure, ce qui valide le solveur sur les
maillages quasi-uniformes.

Nous avons également voulu vérifier que ’adaptation de maillage fournit une amélioration
de l'erreur. Nous avons donc effectué un cycle d’adaptation de maillage avec ¢y = 1.
Quelques-uns des maillages obtenus au cours de ce cycle sont représentés Fig. 3.7. Nous
pouvons constater sur la figure 3.5, que 'erreur diminue nettement dans toutes les normes
ol nous ’avons mesurée. En particulier, les erreurs en norme H' et L* sont divisées par
10. Bien siir, nous nous sommes assuré, comme pour le cas Poiseuille, que le procédé
d’adaptation de maillage avait "convergé” au sens ou le nombre d’éléments ainsi que les
erreurs mesurées semblent osciller autour d’une valeur constante, a partir d’un nombre
suffisant de remaillages. Dans le cas présent, nous voyons 'erreur H! se stabilise au voi-
sinage de la valeur 3 x 1073, Reconnaissons que les courbes ont un aspect chaotique qui
rend difficile I'appréciation de la convergence du procédé.

Nous considérons, compte tenu de ’ensemble de ces résultats, que notre solveur est validé.

3.3 Sur les estimations d’erreur

Des travaux récents de Han et Reddy [38] étendent les résultats de Glowinski, Lions
et Trémolieres [35] au cas d’une formulation mixte a deux champs présentant la méme
structure que notre probleme, lorsque celui-ci est formulé en vitesse-pression (autrement
dit le probleme 1.3.1). Ainsi, dans notre cas, les résultats de Han et Reddy donnent alors,
pour tout vy € X, () et ¢, € ML(Q):

|11 - Uh|1,2;Q < C{|U - Vh|1,2;Q + |11 - Vh|i/22;9 + |p - qh|o,2;9}
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i || résidu len(Wloza | len(w)foosn | len(u)]ize
0 | 6.39469e-07 | 0.00213753 | 0.01033 0.0317368

5 || 4.72028e-07 | 5.94251e-05 | 0.000676575 | 0.00227544
10 || 5.96939e-07 | 5.55213e-05 | 0.00059237 0.00229222
15 || 6.5547e-07 6.53697e-05 | 0.000997714 | 0.00303551

Fic. 3.5 — Diminution de Uerreur d’approximation P, du probleme de Couette au cours
de Uadaptation de maillage, a partir du maillage uniforme de pas hg, avec ¢g = 1, pour

Bi1=10.

La méthode de Han et Reddy consiste a combiner les techniques utilisées dans [35] a
celles exposées par Brezzi et Fortin [16] et Girault et Raviart [32] pour le cas linéaire.
[’estimation abstraite sur la vitesse ainsi obtenue ne donne pas d’amélioration de 'ordre
de convergence obtenu dans [35]. Il est possible de montrer (voir annexe A) que pour
Couette, u € H?7%(Q), Ya > 0, en outre p = 0 convient de sorte qu’en utilisant
lopérateur d’interpolation (défini dans la partie II) pour concrétiser cette estimation,
nous obtenons alors:

lu—uplipe <c { uls /20 20h® 7 + |u|éﬁ_a,z;ah3/4_a} =0 (h¥*7")

Il semble cependant que ce dernier résultat sous-estime nos mesures. En effet, nous avons
mesuré un pente moyenne de 1.43 pour la courbe de convergence en norme H' (Fig. 3.4).

En fait, nous avons pu vérifier que le probleme de Couette satisfait les hypotheses de
régularité, qui, dans le cas de Poiseuille circulaire, garantissent une estimation en O(h?
avec des maillages adaptés. Rappelons que ces hypotheses sont :

ueW=(Q)n H({z € @ [|D(w)] # 0})

dzx
= O(|Ine])
/{er ; Ip)s< 1P|

mes({z € Q; 0 < ||D(u)| <¢e}) =0(¢)
Or, nous avons dans le cas présent les propriétés suivantes (voir I'annexe A):

LEMME 3.3.1 (deux identités utiles pour Couette)

[In()]),
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h = ho/8
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Fic. 3.6 — Les quatre maillages quasi-uniformes utilisés pour valider le solveur d’écoule-
ments bidimensionnels sur le probléeme de Couette.
maillage 0 maillage 1 maillage 2 maillage 15

>
A
SR

N TR
SN ) \/
VA YA
< <

Fic. 3.7 — Quatre maillages du cycle d’adaptation utilisé pour valider le solveur d’écoule-
ments bidimensionnels sur le probléeme de Couette.

Dans le cas d’un écoulement de Couelte, les identités suivantes sont satisfaites :

2
. 11—
/ da WT? rg B L r? In(e)
—_— = —/— - — = ny|y — — Inle
wea s Ip>3 1P| Bi | r2  Bite Bi+e

m@qxen;o<qum<eD=W@< : )

Bi+e
et, de plus:

we W) AW (e € Q5 [ D)) #0}) , Yk 20

Ainsi, il semble possible d’envisager que les résultats du chapitre I1.3 puissent se généraliser

a des problemes en vitesse-pression. En particulier, ceci amene comme perspective, pour

le présent travail, un approfondissement des mesures d’erreurs que nous n’avons effectuées
ici que dans le but de valider le code de calcul.



Chapitre 4

Effet de paroi sur I’écoulement
autour d’un cylindre

4.1 Introduction

Nous avons décidé d’étudier l'effet de paroi dans le probleme de I’écoulement d’un fluide
de Bingham autour d’un cylindre en déplacement a vitesse constante entre deux plaques
paralleles.

Nous avons choisi d’aborder ce probleme car il constitue le point de départ pour I’étude des
écoulements contenant des particules. Toutefois, il ne s’agit pas uniquement d’un probleme
de physique fondamentale intéressant. Ce probleme constitue en effet un cas test pour
lequel la précision des méthodes numériques utilisées est mise a I’épreuve car il comporte
plusieurs difficultés de natures différentes. En effet, nous verrons que certaines zones rigides
sont de petites tailles et donc a priori difficiles a obtenir de maniere précise et, d’autre
part, nous verrons que la solution présente une singularité au sommet du cylindre: les
contraintes de cisaillement y tendent vers I'infini.

Notre probleme, ainsi qu’'un probleme analogue, 1’écoulement autour d’une particule
sphérique, ont été étudiés intensivement pour des fluides visco-élastiques (voir par exemple
les travaux numériques récents de Huang et Feng [42] ainsi que les références de cet article
sur effet de paroi pour le cylindre).

Concernant les fluides a seuil, les références sur le cylindre sont moins abondantes. On peut
citer les premiers travaux expérimentaux de Yoshioka et Adachi [67] et ceux de Brooks
et Whitmore [17]-[18] sur la mesure du coefficient de trainée. A notre connaissance, il
n’existe aucun travail numérique sur le probleme que nous envisageons ici.

211
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Cependant, des travaux numériques récents traitent le cas voisin de la particule. Beris
et al. [7] ont étudié le cas d’un milieu infini par une méthode de transformation de do-
maines, et le modele bivisqueux de Bercovier-Engleman [6]. Blackery et Mitsoulis [10] se
sont intéressés aux effets de paroi en utilisant une méthode d’éléments finis et le modele
bivisqueux de Papanastasiou [54], ils ont considéré pour cela un rapport de diametre
tube/particule > 2, c’est la situation que nous appellerons ici «loin des bords». La méme
étude est également faite par Mitsoulis et Beaulne [5] dans le cas du modele d’Herschel-
Bulkley. D’autre part, de nombreux travaux expérimentaux ont traité le probleme de la
particule sphérique, mais toujours pour la situation que nous nommons «loin des bords».
Une revue détaillée en est faite par Chhabra et Uhlherr [19]. Il faut ajouter a cette revue
les travaux récents de Atapattu et al. [2]-[3] concernant notamment les effets de paroi et
la forme de la frontiere des zones déformées.

Finalement, ’examen de la littérature révele que:

e le cas du cylindre n’a jamais été traité numériquement pour les modeles viscoplas-
tiques,

e les travaux expérimentaux et numériques concernant le cas voisin de la particule
sphérique ne considerent pas les situations ou la paroi est tres proche de la parti-
cule (c’est-a-dire les cas ou le rapport des diametres de la particule et du tube la
contenant est plus petit que 2).

Dans le présent travail, nous proposons donc une étude originale en traitant numériquement,
pour le cas du cylindre, les effets de paroi «pres des bords» (c’est-a-dire lorsque la dis-
tance entre la paroi et le cylindre devient petite devant le rayon du cylindre). Nous allons
déterminer le comportement de la vitesse et des contraintes. En particulier nous établirons
les frontieres des zones déformées et le coefficient de trainée.

4.2 Aspect général

4.2.1 Description du probleme

Le schéma Fig. 4.1 résume les éléments du problemes que nous considérons ici. Un cylindre
infini de rayon R est en translation verticale a vitesse constante U, entre deux plaques
distantes d’une largeur H.

La longueur de référence est le rayon R du cylindre. La vitesse de référence est la vitesse
U de translation du cylindre. nous obtenons donc les deux nombres sans dimension du
probleme:
H-R
R

o = >0
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Bi— 7okt
nU

Le nombre « désigne donc la longueur sans dimension de l'interstice entre la plaque et le
cylindre.

ar soucis d’économie, nous utilisons la symétrie horizontale et verticale pour réduire au
P d’ ) til la symétrie h tale et verticale p d

quart le domaine de calcul (voir le schéma Fig. 4.1). Ceci donne les conditions aux limites
sur les axes de symétrie:

on=20
et sur la paroi des plaques ainsi qu’en amont :
u=>0

et enfin sur la paroi du cylindre:

4.2.2 Les différentes zones de I’écoulement

Commencons par observer de maniere globale ’allure de I’écoulement, Fig. 4.2 et fixons
a cette occasion une terminologie concise.

L’écoulement présente quatre types de zones distinctes comme le montrent les figures
Fig. 4.3 (et les zooms Fig. 4.4 et Fig. 4.5) ainsi que le schéma Fig. 4.2:

1. Une zone déformée entoure le cylindre. Nous nommerons sa frontiere enveloppe.
Nous voyons que celle-ci est en contact avec la paroi. Beris et al. [7] ont déterminé
une forme de ce type dans le cas d’une particule sphérique et d’un milieu infini.

2. Deux zones rigides, en forme de pointes, sont situées sur I'axe de ’écoulement et
collées a la proue et a la poupe du cylindre. Ce sont deux zones mortes, toujours
incluses dans la zone perturbée. Pour le probleme analogue de la particule sphérique,
elles sont désignées parfois dans la littérature par le nom de «callotes polaires». Ceci
est moins adapté au cas d’un cylindre, nous parlerons plutét de pointes.

3. Deux zones rigides ovales aux extrémités anguleuses sont situées a l'intérieur de
la zone déformée, et chacune est placée entre la paroi et le cylindre, de maniere
symétrique par rapport a ’axe de I’écoulement. Nous nommerons ces zones noyauz.

4. Une zone plastique qui contient la zone déformée. C’est le matériau viscoplastique
dans lequel le cylindre se déplace.
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Ces zones ont été déterminées en utilisant le critere de Von Mises sur le champ discret
op,; Nous déterminons la frontiere des zones rigides par 'isovaleur: ||o|| = Bi.

En outre, la fonction de courant est calculée par une approximation P, continue du

probleme:
—/AY =rotu dans 2
?Tﬁ =0 sur ’axe de symétrie coupant l'interstice
=0 en amont, sur la paroi et sur 'axe de I’écoulement
Y= —y sur la paroi du cylindre

Ceci revient donc bien a considérer que le cylindre se déplace et que la matiere est inerte
loin de celui-ci. L’allure de la zone déformée ainsi que 'existence de la pointe sont des
éléments familiers pour qui s’intéresse a ’écoulement d’un fluide a seuil autour d’un objet
en translation.

En effet, la bibliographie sur I’écoulement de matériaux viscoplastiques autour d’une bille
sphérique établit ces phénomenes (pour a > 1), amenant alors la discussion sur la forme
précise de I'enveloppe et de la pointe, en fonction de parametres tels que o et Bi. (voir
dans la revue de Chhabra et Uhlherr [19] les nombreuses références concernant la pointe
et ’enveloppe).

[’existence du noyau est, par contre, un élément original qui n’est jamais mentionné pour
le modele de Bingham. Notons que les rares travaux sur le cylindre n’ont jamais mis en
évidence l'allure des frontieres des zones rigides, donc en particulier du noyau.

Dans le cas d’une particule sphérique, il est a noter qu’un noyau a été obtenu par Beaulne
et Mitsoulis [5] via un calcul numérique et a 'aide de modele bivisqueux de Papanas-
tasiou [54] pour le modele de Herschel-Bulkley. Il s’agit alors plutot d’un «anneau» de
matiere rigide qui entoure la particule!. Remarquons que, dans ce cas particulier, Iexis-
tence d’un tel anneau n’est possible que si le champs des vitesses dans cette zone consiste
uniquement en une translation parallele a ’axe de ’écoulement. En effet, si ce n’est pas
le cas, la composante de rotation fait se déformer I’anneau de matiere rigide, ce qui est
contradictoire! Ajoutons que Beris et al. remarquent la présence d’un tore ou le champs
des vitesses est «proche» de celui de solide rigide et précisent qu’il est impossible d’avoir
une zone rigide dans ce tore. Nous pouvons maintenant commencer a observer le role de
a sur les différents phénomenes que nous venons de décrire.

Nous pouvons déja constater sur les figures Fig. 4.3, Fig. 4.4 et Fig. 4.5 que la diminution
de a entraine une réduction de la taille de chacune des trois zones. Nous voyons en
particulier la réduction de l’extension totale de 'enveloppe. De méme, le noyau ne fait
pas que s’aplatir quand « diminue, il conserve la méme forme ovale et sa superficie diminue
(Fig. 4.4). La pointe voit elle aussi sa superficie diminuer tandis que sa forme est conservée
(Fig. 4.5). Notons que les noyaux sur la figure Fig. 4.4 sont représentés de maniere dilatée ;
nous avons ramené l'interstice de longueur « a la longueur 1. Nous pouvons ainsi comparer

1. Beaulne et Mitsoulis parlent d’«ilots»
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la taille relative des noyaux dans I'interstice et constater une réduction tres nette de celle-
cl.

Par ailleurs, nous pouvons observer les lignes de courant Fig. 4.3. Nous voyons alors la
trajectoire des particules de matiere déplacées par le passage du cylindre. Chaque particule
déplacée revient a sa position initiale apres le passage du cylindre. Nous pouvons alors
distinguer deux types de lignes. D’une part, des lignes partent horizontalement du cylindre,
le contournent puis reviennent symétriquement de 1’autre c6té du cylindre en contact avec
celui-ci. En particulier, la ligne de niveau > = 107° souligne la frontiere de ’enveloppe.
D’autre part, puisque la vitesse a la paroi de la plaque est nulle, il existe un point sur
I’axe de I'interstice ou la vitesse est également nulle. Les particules situées entre ce point
et le cylindre ont une trajectoire en forme de boucle. Ce point particulier ou la vitesse est
nulle est donc le centre d'un petit tourbillon situé juste au dessus du sommet du cylindre.
La ligne frontiere de ce tourbillon est 'isovaleur ¢» = —1. [’augmentation du cisaillement
dans l'interstice quand « diminue est souligné par le resserement des lignes. Nous pouvons
voir, Fig. 4.4, que les lignes ne s’écartent pas dans le noyau rigide ce qui est cohérent avec
le fait que la matiere ne s’y déforme pas. Le tourbillon s’aplatit quand « diminue alors
que la valeur de ¥ au centre diminue. Ceci est susceptible d’indiquer un accroissement
du cisaillement, a condition que ¢ au centre ne diminue pas trop vite. (nous verrons cet
aspect plus loin avec la vitesse et les contraintes sur cet axe) Sur la figure Fig. 4.5, nous
voyons que les lignes de courant sont horizontales dans toutes la partie rigides. En effet
la vitesse est constante et parallele a 'axe dans cette zone car celle-ci subit le méme
mouvement que le cylindre.

Dans la suite, nous allons développer et préciser ces différents aspects.

4.2.3 Role de I’adaptation et convergence par rapport au maillage

Les différentes zones de 1’écoulement sont de tailles tres différentes. En particulier la pointe
peut étre tres petite et il importe d’avoir un maillage bien adapté pour en connaitre la
forme précise. Ceci apparait d’ailleurs nettement dans les travaux de Beris et al. [7] ou
un maillage bien adapté ([7], figure 3. page 227) permet de capturer la courbure de la
pointe (voir figure 9, page 233) et de I'enveloppe?, dans le cas de la particule sphérique
en milieu infini. Par comparaison, les travaux de Blackery et Mitsoulis [10] ne permettent
pas une résolution aussi précise, faute d’un maillage non-adapté (voir la comparaison des
deux travaux, [10], page 74, Fig. 12)

Signalons qu’a chaque valeur de «, nous avons fait correspondre un maillage initial uni-
forme et volontairement tres grossier, ceci afin de ne pas influencer le processus d’adapta-
tion de maillage en présumant de I’allure de la solution finale. Nous souhaitons montrer

2. modulo la perte de précision induite par "approximation bivisqueuse du modéle de Bingham
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ainsi que le maillage s’adapte facilement aux détails les plus fins, ce qui signifie que nous
pouvons obtenir des résultats précis méme lorsque nous ne connaissons pas a l’avance
I’allure de la solution.

Ajoutons par ailleurs que les maillages initiaux n’ont pas tous le méme pas, c’est-a-dire
que ce pas initial i = h%(«) n’est pas constant par rapport a a. En effet, avoir h® constant
par rapport a « impose de prendre h° égale a la plus petite valeur de a étudiée (il faut au
moins un élément dans 'interstice!), or cela conduit a des maillages initiaux inutilement
denses lorsque a est plus grand. Par exemple, si h° = a,,;, = 1/16, nous avons 32 éléments
dans l'interstice pour a = 2, ce qui nous semble inutilement volumineux pour un maillage
initial. Nous avons donc choisi h°(a) de maniere a avoir d’une part une centaine d’éléments
pour a = 2, ce qui correspond & h°(2) = 1/2, puis d’autre part de maniere & conserver un
élément dans 'interstice, soit la répartition?:

o, v ) 12 51 a>1/2
h(a)_{oz st a<1/2

En outre, pour obtenir une solution «satisfaisante», chaque valeur de o requiert une valeur
particuliere de ¢y, c’est pourquoi les résultats que nous présentons ont été obtenus avec
une valeur de ¢g comprise, selon les cas, entre 1 et 1/4.

Dans toute la suite de cette section, sauf mention explicite du contraire, nous considérons
le cas particulier ou @ = 1 et B: = 10. La valeur de ¢y que nous avons utilisée dans le
processus d’adaptation est alors de 1/2.

Voyons tout d’abord, Fig. 4.6, comment le maillage et la solution se précisent au cours
d’un cycle d’adaptation. Le maillage initial (N = 0) est grossier, I’enveloppe est donc elle-
meéme tres grossiere. De plus le noyau et la pointe n’apparaissent pas. Le second maillage
(N = 1) est beaucoup plus dense dans la zone déformée en particulier dans 'interstice.
Ceci fait apparaitre le noyau. En outre, la forme de I"enveloppe apparait. Le maillage
suivant (N = 2) commence & s’adapter aux différentes frontieres. Nous voyons les formes
de I’enveloppe et du noyau devenir plus nettes. De plus, la pointe apparait pour la premiere
fois. Le dernier maillage (N = 9) est nettement resserré sur les frontieres. Il est également
moins dense que le second (N = 1) dans les parties de la zone déformée ou la dissipation
d’énergie est faible (autrement dit dans la zone déformée mais loin de 'interstice).

Les lignes de courant se précisent plus rapidement que les frontieres, car la résolution de
la fonction de courant (P) est plus précise que celle des contraintes ( P;-discontinue). En
particulier la ligne d’enveloppe et la frontiere du tourbillon sont nettement identifiables
des le premier maillage adapté.

Nous avons représenté en détail le maillage et les frontieres des zones sur la figure Fig. 4.7.

3. qui ne prétend pas étre la meilleure mais nous a paru convenable pour un maillage initial dans le
cadre d’une étude des effets de paroi
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Nous pouvons en particulier observer I’allongement et ’aplatissement des triangles le long
des frontieres de la pointe et du noyau.

Nous disposons donc d’'un procédé qui permet de déterminer de maniere tres précise la
courbure et les proportions des frontieres des zones rigides. En particulier, dans le cas
précis de la figure Fig. 4.7, nous pouvons constater sans équivoque que la pointe n’est pas
arrondie et que le noyau est convexe, avec des extrémités pointues.

Nous devons également souligner un autre aspect important de I’adaptation de maillage ; la
contrainte au sommet du cylindre est singuliere. Nous devons donc étre capable d’obtenir
un maillage suffisamment fin et adapté a cette singularité. Nous avons représenté sur
la figure Fig. 4.8.a le dernier maillage du cycle d’adaptation (N = 9) au voisinage de la
singularité et, Fig. 4.8.b, le deuxieme invariant du tenseur des contraintes. La courbe ainsi
obtenue montre la nécessité de prendre des mailles localement inférieures 4 1072 pour voir
I'indice de la singularité apparaitre.

Nous avons également porté sur la figure Fig. 4.9 cette méme courbe pour chaque maillage
du cycle d’adaptation. Nous voyons alors la solution se préciser jusqu’a une finesse de
maille de 10™*. Nous avons représenté, a titre d’exemple, Fig. 4.10, le nombre d’éléments
des maillages en fonction des itérations du cycle d’adaptation. Ce nombre augmente ra-
pidement, puis se stabilise pour N > 5, ce que nous pouvons interpréter comme une
convergence du processus d’adaptation. Cette convergence du nombre d’éléments a été
observée pour tous les calculs dont nous présentons les résultats.

Nous avons déja mentionné que, pour certaines valeurs de «, choisir ¢ = 1 suffit a
obtenir une solution d’allure «satisfaisante». Cela signifie concretement que la singularité
est résolue et que les frontieres des zones rigides apparaissent nettement. Cependant,
lorsque « diminue, les contours des zones rigides, notamment la pointe, n’apparaissent
pas avec une précision suffisante. Il semble alors nécessaire de choisir ¢y plus petit que
1. Rappelons en effet que le processus d’adaptation de maillage a pour but de niveler
Ierreur. Or, lorsque « diminue, le niveau des déformations augmente dans l'interstice,
tandis qu’ailleurs (en particulier au voisinage de la pointe), il reste borné. Alors 'erreur
sur le premier maillage augmente lorsque o diminue. Donc, pour que ’erreur au voisinage
de la pointe soit la méme que dans 'interstice, il devient nécessaire d’avoir un maillage
dense dans l'interstice, alors, que, au niveau de la pointe, le maillage peut étre assez
grossier. Ceci explique que, lorsque o diminue, le maillage se densifie de plus en plus dans
interstice au détriment d’autres zones. Pour obtenir des frontieres de zones rigides plus
nettes, il faut alors exiger une erreur locale plus faible, soit choisir ¢ plus petit que 1.

La figure Fig. 4.11 montre, dans le cas particulier Bi = 10 et a = 1/4, comme le profil de
|lo|] — Bi se précise sur I'axe de 1’écoulement, lorsque nous prenons ¢y = 27" et que nous
choisissons n = 0, 1, 2. La courbe pour ¢y = 1 est nettement distincte de des deux courbes
co = 1/2 et ¢g = 1/4 qui sont presque confondues. Ceci permet de de constater un point
important qui est la convergence des frontieres y, de la pointe et y. de 1’enveloppe sur cet
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axe.

4.3 Effet de la paroi sur la vitesse et les contraintes

Nous souhaitons étudier les effets géométriques (autrement dit la dépendance en «), pour
Bi non nul. A cet effet nous choisissons une valeur de Bi qui, nous I'espérons, n’entre pas
un cas tres particulier. Une valeur particulierement petite nous rapproche du cas limite
ou les effets visqueux dominent, au contraire une valeur particulierement grande nous
rapproche du cas limite ou les effet plastiques dominent. Ainsi, dans toute cette partie,
Bi est fixée a la valeur B: = 10, ou aucun des deux effets ne nous a paru nettement
dominer autre.

Nous avons pris soin de vérifier que le domaine de calcul est suffisamment long pour ne pas
perturber la solution. Pour cela, nous nous sommes référés a 1’extension y. de ’enveloppe
sur ’axe de symétrie parallele a la paroi en fonction de la longueur I du domaine de
calcul. Nous avons fait les calculs pour une longueur . = 10R et L = 5R, cela pour
chaque «, sans observer de changements significatifs dans la valeur de I’extension y..

4.3.1 Comportement sur ’axe de symétrie traversant l’inter-
stice

Considérons en détail le comportement de la solution dans l'interstice. En particulier,

observons les variations des contraintes et de la vitesse sur 1’axe de symétrie. Notons qu’a
x—1
a

cet effet nous utiliserons de préférence ’abscisse normalisée & = , afin de pouvoir

facilement comparer les quantités entre elles, en fonction de a.

Commencons par étudier le role de « sur le tenseur des contraintes o. La figure Fig. 4.12.a
représente ||| sur ’axe de Uinterstice, pour plusieurs valeurs de «, en fonction de abscisse
T €]0; 1] précédemment définie. Chaque courbe tend vers +oo en 0, décroit jusqu’a une
valeur nulle en & (), puis ||o|| — Bt devient a nouveau positif en un point #2(a) > #1(«)
et croit jusqu’a une valeur finie en & = 1. Ceci est la manifestation de trois phénomenes:

1. la contrainte est singuliere au sommet du cylindre (c’est une singularité géométrique),

2. il existe une zone rigide (ou ||o]| < Bi), que nous nommons noyau située vers le
milieu de I'interstice,

3. le cisaillement est intense a la paroi.

Nous voyons que le cisaillement a la paroi croit lorsque a diminue. Ceci est caractéristique
des effets de paroi, du moins lorsque I"adhérence est imposée (voir par exemple les travaux
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cités en introduction).

La singularité des contraintes est également un phénomene connu pour les écoulements
avec ce type de géométrie. Sur la figure Fig. 4.13, nous pouvons voir, pour différentes
valeurs de a, la quantité ||o|| au voisinage de la singularité. Nous voyons que la pente des
courbes est indépendante de a. Plus précisément, nous avons, au voisinage de x = 1:

|o(x)|| — Bi = ¢(a)(x — 1)—0.084

cla) = 0.0 a<<1

(le coefficient c(«) est représenté sur la figure Fig. 4.13.b)

La présence du noyau est plus inhabituelle. Nous voyons que la place relative qu’il occupe
diminue lorsque o diminue. Cette diminution est représentée sur la figure Fig. 4.12.b ou
nous pouvons voir I’évolution des frontieres #; et &3 en fonction de a. Lorsque « décroit,
la courbe de i croit et converge vers une valeur limite #1(0) = 1/2. Par contre, la courbe
de 75 se compose de deux parties monotones. Pour o décroissant vers 1, &, croit vers
un maximum, puis lorsque « tend vers 0, &5 décroit vers la valeur limite 2(0) = 1/2.
Si nous détaillons d’avantage, nous constatons que, pour o < 1, le noyau vient se placer
au centre de l'interstice, alors que, pour a > 1, il est plus proche du cylindre que de
la paroi. De plus, pour o < 1, nous pouvons constater que la taille relative du noyau
tend vers 0 lorsque o tend vers 0. Ceci n’est pas une évidence ; en effet, I’hypothese selon
laquelle 3 — 1 est une constante ¢ non-nulle n’est pas absurde, car cela signifie alors tout
simplement que la taille («réelle») du noyau vaut x5(a) — 21(a) = ca, ce qui a un sens
des que ¢ < 1. Le noyau s’aplatit donc nettement plus vite que I'interstice. Remarquons
que ’évolution de la taille relative du noyau met en évidence le role central de la valeur
a =1 qui permet de délimiter les situations prés du bord des situations loin du bord.

Observons a présent, Fig. 4.14, le profil de vitesse u; dans l'interstice, suivant 'axe de
symétrie, pour différentes valeurs de a. Les courbes sont semblables a celles que nous
obtiendrions en «penchant» un profil de Poiseuille. Plus précisément, elles présentent un
plateau central qui n’est pas horizontal, ce qui révele un déplacement de solide rigide
dont la composante de rotation n’est pas nulle, ceci correspond au noyau rigide identifié
précédemment et ajoute ainsi une information : la matiere dans ce noyau est en rotation (la
vitesse de rotation étant alors la pente du plateau). Sur la figure Fig. 4.14.b, nous pouvons
comparer la largeur relative du plateau en fonction de a. Nous retrouvons 'observation
déja faite avec les contraintes; la largeur relative diminue avec «, lorsque a < 1. Compte
tenu de ce qui précede, il est assez naturel d’étudier en détail la composante de rotation
rot u. (Notons que la figure Fig. 4.14.b ne nous permet pas de comparer facilement les
pentes des plateaux, celles-ci étant faussées d’un facteur o par la représentation a l’aide
de abscisse )

La quantité rot u est représentée sur la figure Fig. 4.15 pour plusieurs valeurs de a. Nous
constatons a nouveau la présence d’un plateau, qui correspond a la pente des plateaux
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des courbes de vitesse que nous venons d’observer. La valeur de rot u dans ce plateau
correspond donc a la vitesse de rotation dans le noyau rigide.

La représentation de rot u en fonction de &, au voisinage des plateaux (Fig.4.15.c) permet
de constater que la vitesse de rotation w dans le noyau croit lorsque a diminue. Cette
croissance est représentée sur la figure Fig. 4.15.d. Nous y voyons nettement w tendre vers
I'infini en accélérant quand « tend vers 0. Plus précisément, nous avons pu établir que:

—16/25
2

wla)=ca a<<1

4.3.2 Comportement sur ’axe parallele a la paroi

Nous considérons a présent le comportement de la vitesse et des contraintes sur 'axe
de symétrie parallele a la paroi. La figure Fig. 4.16.a représente les profils de vitesse sur
cet axe, pour différentes valeurs de a. La vitesse reste nulle sur une courte distance au
voisinage du cylindre, puis croit jusqu’a la valeur constante 0. La distance sur laquelle la
vitesse varie diminue lorsque « tend vers 0 et semble tendre vers une constante non-nulle.
Ceci suggere que la zone déformée sur cet axe ne disparait pas progressivement, ce qui
n’est pas a priori intuitif.

Poursuivons en observant les contraintes sur cet axe de symétrie, pour plusieurs valeurs de
a, Fig. 4.16.b. Nous pouvons constater une réduction de I’extension de la pointe et de la
zone déformée lorsque o diminue. Ceci est en accord avec les observations sur la vitesse.
En outre, lorsque « diminue, nous pouvons constater que 'intensité de la déformation
augmente.

L’extension y, de la pointe et 'extension y. de l'enveloppe sont portées, en fonction de
a, sur la figure Fig. 4.17. Nous voyons alors se préciser les observations précédentes; y,.
et y, tendent vers des valeurs non-nulles et nettement distinctes lorsque a tend vers 0.

4.3.3 Coefficient de trainée

Le coefficient de trainée a été calculé suivant la définition (Batchelor [4], page 233):

1 1 ) L X
CD = %pUQ X E X /* (O'tot.n).ede = @

cyl

ou 'exposant * fait référence aux quantités dimensionnées et :

X = / (Utot.n).exds
r

cyl
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est la quantité que nous avons calculée et représentée en fonction de o et pour Bi = 10
sur la figure Fig. 4.18. Nous avons pu établir le comportement asymptotique de X, pour
o << 1:

X=Ca™*  a<<1

4.4 Conclusion

Notre méthode numérique nous a permis d’établir de maniere précise les faits suivants:

o quand « tend vers 0, la taille relative du noyau tend vers 0 et sa vitesse de rotation
~16/25
b

tend vers 'infini comme «

e lorsque a tend vers 0 'extension y, de la pointe ainsi que celle y. de 1’enveloppe
tendent vers des valeurs constantes, non-nulles et nettement distinctes. Le profil de
vitesse tend également vers une courbe limite.

e Le coefficient de trainée tend vers I'infini comme a~%/* quand o tends vers 0.

e La contrainte est singuliere au sommet du cylindre et l'indice de la singularité est
indépendant de «, la loi de ||o]| a été établie au voisinage du sommet, pour o << 1.

Nous avons donc réussi a traiter un probleme contenant plusieurs difficultés. Ceci nous a
permis de constater la bonne tenue de notre méthode numérique et d’obtenir des résultat
originaux.
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Fic. 4.1 — Cylindre de rayon R en translation a vitesse constante U entre deux plaques
paralléles et proches distantes de 2H ; Conditions auz limites et domaine de calcul.

=0
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enveloppe

pointe

noyau

zone déformée

Q 2 Q

FiGa. 4.2 — Représentation schématiques des différentes zones de Uécoulement ; zones
déformées en gris foncé, zones rigides en gris clair, section du cylindre en blanc.
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M=

F1G. 4.3 — Zones rigides (gris clair), zone déformée (gris foncé) et lignes de courant au
voisinage du cylindre (blanc), calculées pour plusieurs valeurs de o et Bi = 10.
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A

7

7

r

FiG. 4.4 — Noyau rigide (gris clair), zone déformée (gris foncé) et lignes de courant
dans tout linterstice, calculés pour Bi = 10 et plusieurs valeurs de «, avec zoom sur le
tourbillon au sommet du cylindre.



226 Chapitre 4 Eflet de paroi sur I'écoulement autour d’un cylindre

_ _ 1 1
a =1 =3 — 1

Fi1G. 4.5 — Zone morte (gris clair) en forme de pointe collée au cylindre (blanc), zone
déformée (gris foncé) et lignes de courant a la proue du cylindre, calculées pour Bi = 10
et plusieurs valeurs de «.
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Fic. 4.6 — Exemple d'un cycle d’adaptation de maillage, pour Bi = 10 et a = 1. Colonne
de gauche : quatre maillages successifs du voisinage du cylindre (blanc) ; colonne de droite :
zones rigides (gris clair), zone déformée (gris foncé) et lignes de courant calculées sur

chacun des maillages.
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un cyele d’adaptation pour Bi = 10 et

FiG. 4.7 — Plusieurs aspects du dernier maillage d

s

ee

a =1, et écoulement caleulé sur ce maillage (zones rigides en gris clair, zone déform

en gris fonc€ et lignes de courant). (a): aspect global ; (b) : zoom sur la pointe morte a

la

(d) : zoom sur le tourbillon au sommet

proue du cylindre ; (c) : zoom dans tout Uinterstice ;

du cylindre.
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F1G. 4.8 — Voisinage du sommet du cylindre pour Bi =10 et o = 1: (a) zoom du dernier
maillage d’un cycle d’adaptation; (b) singularité du deuxiéme invariant des contraintes.

1
107

102

Fic. 4.9 — Singularité du deuxrieme invariant des contraintes au voisinage du sommet du
cylindre, pour différents maillages (0 < i < 9) du cycle d’adaptation, avec Bi = 10 et

a=1.
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3000
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|
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FiG. 4.10 — Nombre d’éléments en fonction du nombre d’itération dans le cycle d’adapta-
tion pour Bi =10, a =1 et ¢g = 1.

19
lo ] Bi =10
a=1/4

By y—1 = 54

FiGg. 4.11 — Affinement de ||o|| sur Uaxe de Uécoulement, au voisinage de la proue du
cylindre, pour Bi = 10, o = 1/4 et co € {1/4;1/2;1}.
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Fia. 4.12 — Détermination de l’épaisseur du noyau rigide dans Uinterstice, pour B = 10 :
(a) deuxiéme invariant des contraintes sur Uaxe de symétrie traversant Uinterstice, pour
plusieurs valeurs de « ; (b) frontiéres x1 et ¥y du noyau sur Uaxe de symétrie traversant
['interstice, en fonction de .
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Fic. 4.13 — Singularité des contraintes au voisinage du sommet du cylindre, pour B1 = 10 :
(a) deuxiéme invariant des contraintes sur Uaxe de symétrie traversant Uinterstice, pour
plusieurs valeurs de o ; (b) coefficient c¢(a) de la singularité en fonction de o, dans la

Jormule ||o|| = c(a)(x — 1)%0%4,

Bi1 =10

Fic. 4.14 — Vitesse sur Uaze de symétrie traversant linterstice, pour Bi = 10 et plusieurs
valeurs de o :(a) les courbes sont simplement superposées; (b) Uinterstice est dilaté de

10; o vers ]0;1].
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FiGg. 4.15 — Taux de rotation rot (u) sur l'axe de symétrie traversant ['interstice, pour
Bi =10 et plusieurs valeurs de o : (a) en fonction de y, (b) en fonction de & et (c) en vue
rapprochée au voisinage des plateauz. (d) Vitesse de rotation w dans le noyau en fonction

de «.




234 Chapitre 4 Eflet de paroi sur I'écoulement autour d’un cylindre

19

3/2 Bi() y—1 3/2

(b)

Fic. 4.16 — Comportement au voisinage du cylindre, sur ['axze de [’écoulement, pour Bi =
10 et plusieurs valeurs de « : (a) profil de vitesse ; (b) deuxiéme invariant des contraintes.
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Fi1G. 4.17 — Frontiéres x, de la pointe el x. de 'enveloppe sur laze de l'écoulement, pour

Bi =10, en fonction de a.
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Fic. 4.18 — Coefficient de trainée C'x = % en fonction de o pour Bi = 10
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Annexe A

Quelques résultats utiles pour
Poiseuille et Couette

Probleme de Poiseuille circulaire dimensionné

Les expressions qui suivent sont données dans [25]. En supposant une symétrie radiale, la
seule composante non-nulle du tenseur des contraintes est o, .. Elle est alors déterminée
de maniere unique par ’expression :

_Ir
2

et la vitesse u est donnée comme une fonction de r par 'expression :

_w} sir>200

1 ! 20,
u(r) =u(l) + %(R—Zao/f)z % { (R —200/f) f

Opr =

1 sinon

avec la vitesse au bord donnée par:
R —2s,
2c
u(l) = d

0 sinon

sifTR>3g

Probleme de Couette dimensionné

La solution analytique avec des quantités dimensionnées se présente sous la forme suivante.
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Si on appelle C'/L le couple par unité de longueur du cylindre interne, on a:

C

Org — ————
" or L r?

si on pose R; = 27TCL

- la vitesse de rotation est donnée par:
0

wi + 47T(;;L (# - r%) — Goin(r/R;) i Ri<r <R,

w(r) =

W, si B, <r < R,

lorsque Ry < R., la continuité de w a U'interface rigide/fluide s’exprime par:

C 09 141 c
We —Wj = ————— — — n|-———
4mn L R?  2n 21 L R0y

Mais, lorsqu’au contraire, R; > R., on a une autre condition :

_ ey o1 oo (R
e u)2_47T77L R?  R? nn R;

Dans le but d’écrire un probleme sans dimension, nous choisissons la longueur caractéristique
égale au rayon extérieur R, et la vitesse caractéristique U est la vitesse au bord externe,
soit U = R, w,. Si on pose ¥ =nU/R. = nw., on a:

Org C % 1 K % 1 K C
= = I N =
X 27 Lnw R? <L>2 TR% avee 27 Lw, R
R, R,
et aussi:

R, C 17 We
e = [’7
R, 27 L Rg oo o A

dans la zone cisaillée, on écrit :

w(r) w1 C 1 1 o0 1n< r Re>

We :w_e+§27r77LweRz <&>2_<r>2 _Uwe R. R;

€ €

quant a la condition de continuité, elle s’exprime sous la forme suivante:

! w; 1 C y R, 2 09 L4 R, 2>< C Xwen
we 2 2mn L R?w, R; 21w, t R; 21 L R*w.n 0o
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Nous voyons apparaitre des parametres sans dimension wy = w;/we, et 1o = R;/ R, et
. . ! . ool o
bien, stir, on a toujours le nombre Bi = 770U = 77636'
Donc finalement, si Ky = Ko(Bi,ro,wo) est une constante définie par la condition de
continuité :
Ky B 1 Ko
l=wo+———1|14+In| 5— Al
rag -7 (100 (55)) D

et rs par:

[ Ko
rs = e
B

alors, dans le cas ou ry < 1, on peut poser K = Ky, sinon, K est donné par la relation
explicite (traduisant le fait que w(1) =1):

—2(1 —wg — Biln(ro))
1— 1

2
)

K =

et on vérifie alors que ’écoulement est déterminé par :

K
org(r) = =l
. K {1 1 .
wofr) = wo—len<rL>—%<r—2—%> slr < r,
1 sinon

Absence de zones rigides avec B: # () pour Couette

On peut donner la valeur de Big telle qu’aucune zone rigide n’existe pour Bi < Big, on
I’obtient en écrivant qu’alors r; = 1, ce qui se traduit par K = Big. Alors, cette derniere
égalité une fois introduite dans 'une des deux expressions donnant K', nous obtenons:

Big = — 2L =<0) (A.2)

Plus généralement, en connexion avec les estimations d’erreurs du chapitre 11.3 et les
possibilités d’extension mentionnées au chapitre I11.3, nous pouvons chercher a montrer
que:

deg > 0,Ve <eg, IBi. >0,V Bi < Big, ||D(u)]| >¢e, Vr€lrgl]
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La quantité ||D(u)|| est alors connue explicitement. Rappelons en effet que si on définit:

on a:
. K )
D)} = llo]] = Bi = — — Bi

le minimum de cette derniere expression est donc atteint en r = 1, donc on va résoudre:

1 —1
Bi {2 n(rol) —1p>e-20
1 L _ 1
e e
Or, d’une part,
5 In(ro) 1<
1
2

équivaut a:
2reln(ro) +1 — 12 >0

ce qui est toujours vrai car le membre de gauche est une fonction décroissante sur [0, 1]

et valant 0 en r = 1.

D’autre part,

équivaut a:

Donc on obtient, pour € < &g
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Calculs pour les estimations d’erreurs

Deux identités pour Couette

Commengons par établir r. tel Qo. = {(r;0) € Q; r. <r <rs}. Nous avons:

K
— —Bi=¢
donc, si on se souvient que r, = % décrit la frontiere rigide/fluide, on peut établir:
5 K Bir?

7

" Bi+e Bite

alors, o, est une couronne dont on détermine facilement Iaire (premiere identité):

B €
= 2 _ 2 = 2 — = 2 =
mes(Qoe) = m(r; —rl) =nr; X (1 BT 5) T, X (Bi n 5) O(e)

A présent, calculons une seconde identité:

/ e = / rdr 2—”/“@
B . . T B 2 2
Qe HD(U)H {(r0)eQro<r<re} 7{% — Bj {2 o T T

2
o
2
S

2 2 . -
_Try Ty B r

=B rg_Bi+5+ln Bige | )

= O(|In(e)])

Calcul de mes(€).) pour Poiseuille

Commengons par établir r. tel Qp. = {(r;0) € Q; ry < r < r.}. Rappelons a cet effet

I’expression du cisaillement : o = —%. On résout donc 'équation :

r. )
— — Bi=¢

2

et on obtient alors: r. = 2(e + Bi) et ry = 2Bi, d’ou 'expression de mes(§y. ) :

mes(Q.) = m(r? —r?) = 47 e(2Bi + &) = O(e)
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Remarques sur la régularité de u
Ici, nous désignons par u la vitesse pour Couette ou pour Poiseuille circulaire. Pour
simplifier, nous notons F au lieu de £, pour chaque espace fonctionnel £ et n > 1.

Nous avons dit plusieurs fois que u € W2>(2) N W *(QF), pour tout k& > 0 et, en effet
il est clair que u € CH(Q) N W2=(Q) N CH(Q+), pour tout k > 0. Nous avons aussi utilisé
le fait u € H?27(Q), Y > 0. Cette régularité provient de’:

Viu e L) N BV(Q) — W*?(Q) pour s< 1 —1/pet Vp>1
Ce qui donne, en particulier, pour p = 2:
Viu € L=(Q) N BV(Q) — HY*72(Q)
Vérifions que V2u € BV(£2). Nous savons que:
u € Wre(Q)NnW(QF) et V2u = 0 dans

donc, pour ¢ € CH(Q) telle que |po.0.0 < 1, nous avons:

/V2udivgod:1; = Viudivep dr = Vzugo.ndF—/ V3u g dz
Q

Qt To Qt
S |u|2,oo;QmeS(F0) + |u|3,1;Q+

et ainsi nous avons bien V?u € BV(Q).

1. un tel argument a été utilisé par H. Brezis dans [15]



Annexe B

Reégularité de la vitesse pour un
écoulement stationnaire et confiné

L’établissement d’estimations d’erreur dans les méthodes d’éléments finis nécessite de
faire des hypotheses de régularité. C’est pourquoi nous dressons ici I’état de I'art sur la
régularité de la vitesse u pour le probleme de 1’écoulement stationnaire et confiné d’un
fluide a seuil, modélisé a 'aide de la loi de comportement de Bingham ou de Herschel-

Bulkley.

Cas d’un fluide de Bingham avec adhérence a la paroi

Tout d’abord, concernant le probleme de Poiseuille, nous disposons d’une extension du
résultat classique de régularité connu pour ’équation de Laplace.

THEOREME B.0.1 (Brezis, [14]) Soit f € L*(R). Soit u l'unique solution de Uinéquation
variationnelle :

(Vu, V(v —u))oza+ Bi(|Vvlora — |Vulora) > (f,v —u)ong Yo € Hy(Q)
On a:
u € Hy(Q) N H*(N)
et si, de plus, § est convexe, on a:

[ull22:2 < (2, Bi)| floza

247
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Puis, pour le probleme plus général d’un écoulement confiné quelconque, sans prise en
compte de l'inertie, avec des conditions de Dirichlet homogene, nous savons qu’il existe
une unique solution u € HE(Q)V (voir [49]). De plus, nous pouvons énoncer des résultats
récents de régularité Holderienne.

THEOREME B.0.2 (Seregin, [61], [62], [63])
1. Sife L2(M)N, alorsu € HE (Q)V.
2. Sif e L2 (Q)N avec A > 0, alors il existe un ouvert O+ C Q tel que:

D(u) € C*"( QNN v e [0, )]
| D(u)|[(z) >0 Vz € QF
ID(u)][(z) = 0 p.p.x € Q\QF

Sif e LMY avee A > 0, alors D(u) € CO(Q)N*N,

Ces résultats s’appuient sur une régularisation du probleme initial via la fonctionnelle :

jitw) = [ {VEFTDWI - o} da (B.1)

La continuité holderienne sur 2% s’obtient grace a une estimation de type Campanato
(voir [31]). Plus précisément, il est démontré que:

Ulz,p) <e(N,v) <%> v (U(z,R) + R*) , Vp€l0,R[, Vz € B(z,11)

ou:
déf 1

U(ER) E B e, P00~ (DI do

et u >0, B(z,r) CC Qetr; <r/8 Ainsi, D(u) est dans I'espace de Campanato:

£2,N+2V(Q+)N><N N CO,V(Q+)N><N
Cas du modele de Herschel-Bulkley avec adhérence a
la paroi

Dans [28], le modele d’Herschel-Bulkley rhéo-fluidifiant (I’exposant de la loi de puissance
p vérifie 1 < p < 2) est traité pour des conditions de Dirichlet, sans prise en compte de
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I'inertie. Il s’agit d’une extension du résultat de régularité Holderienne énoncé dans le

théoreme (B.0.2).

THEOREME B.0.3 On définit les deux ensembles :

&é
2 :ef {:L' € Q; x est un point de Lebesgue de D(u) et

. 1 P _
ey | Dt = (D) | e = o}

dé
o Wi e o pu) 0}
Alors, on a:

1. Q% est un owvert et D(u) € CO*(QU)N*N | pour tout a €]0,1],
2. Vu € CO (U )V*N | pour tout o €]0, 1.

La, encore, la démonstration passe par une régularisation de |D(.)[o1.0 en 7s5(.) telle que
définie en (B.1). L’auteur démontre la convergence forte dans W'*(Q) de la solution
régularisée u;s vers la solution u. Ceci lui permet un passage a la limite dans ’estimation :

E(us; B(xo,t"R)) < 27" E(us; B(zo, R)) (B.2)

ou:

R; wO))/B(R;xo) ||D(V) N (D(V))l’o,RHp dx

1D(vV) = (D(V))ao,r] | dee
B(R;®o)

et zo € 5, R > 0 et t > 0 sont fixés indépendamment de § et & > 0 est un en-

tier quelconque. L’estimation (B.2) est délicate a obtenir et constitue 'essentiel de la
démonstration. Elle permet de conclure que D(us) et D(u) sont dans C%%( B(zo; R/2))V*N.

Remarquons que le cas rhéo-épaississant (p > 2) n’a pas été traité a notre connaissance
bien qu’il corresponde a un ensemble important de situations.
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Cas d’un modele de Bingham; prise en compte de
P’inertie

Commencons par rappeler les résultats de Duvaut et Lions [23] au sujet d’une solution

faible.

THEOREME B.0.4 On définit l'espace fonctionnel :

de :
V zef{v € Hy()N ; divv =0}
Il existe un unique u € V vérifiant ['inéquation vartationnelle :

(D(u), D(v —u)) + Bi(|D(V)|or.o — |PD()|ore) + (0.V)u,v—u) > (f,v—u), VveV

La démonstration utilise une régularisation de |D(.)|o1.0. La prise en compte de I'inertie
est ensuite effectuée par Fuchs et Seregin dans [29]. Cependant, dans cette étude, les
nombres sans dimensions sont fixés a 'unité. Ainsi, les effets tels que la perte d’unicité
attendue pour Re >> 1 (par analogie avec Navier-Stokes), ainsi qu’une éventuelle perte de
régularité, ne sont pas envisagés. La régularité obtenue est alors la méme qu’en 1’absence
d’inertie.

THEOREME B.0.5 1. Sif e L*(Q)Y, alors u € HE ()Y,
2. Sif e LPN2(N, alors u € H2 ()N 0 CO(Q)N, pour tout a €]0; 1],
3. Sif e L2V )N pour un p €]0; 1], alors on a de plus:
(a) D(u) € Ly (QN*F,
(b) Si N =2, alors D(u) est continu sur {2,
(¢) il existe un ouvert QF tel que D(u) € CONQN)VN pour X €]0, u et sur lequel
D(u) # 0; de plus, D(u) =0 p.p. sur Q\Q7T.

La méthode de démonstration consiste a établir la régularité du terme d’inertie, puis
a considérer le second membre: f = f — (u.V)u Il est alors possible de conclure, en
appliquant les théoremes connus dans le cas ou l'inertie est négligée. La régularité du
terme d’inertie est établie dans le lemme:

LEMME B.0.1 1. Sif € L}Q)V, alors (u.V)u € Li;iv_z—"za(ﬂ)N, pour tout o €
2. Sif e LPN2(MN, alors (u.V)u € LZ’N_ZHQ(Q)N, pour tout o €]0; 1].

) loc

Les auteurs disent avoir échoué a obtenir des résultats analogues dans le cas du modele
d’Herschel-Bulkley, sauf dans certains cas rhéo-fluidifiants.



Annexe C

Reégularisation du modele de
Bingham

La plupart des auteurs de travaux de simulations numériques sur les fluides a seuils n’uti-
lisent pas ce que nous appelons ici des modéles avec un vrai seuil' | comme par exemple
les modeles de Bingham et d’Herschel-Bulkley. En effet, pour des raisons pratiques de
mise en ceuvre, des modeles de loi de comportement transformant 1’effet de seuil en un
phénomene régulier sont utilisés. Etant introduites comme des lois de comportement, nous
considérons ces régularisations comme des modeles a part entiere et nous les nommons
modéles bivisqueuz.?.

Par ailleurs, 1’idée de «variante réguliere» des modeles avec un vrai seuil était déja connue
depuis les travaux de [23]. Dans ces travaux, c’est le probleme variationnel dont I'inconnue
est la vitesse qui est modifié®. Cette modification est alors un outil commode pour effec-
tuer des démonstrations d’analyse mathématique. La régularisation n’y est pas introduite
comme une loi de comportement bien qu’il soit possible d’en écrire une. Nous parlerons
alors de modéles régularisants?.

1. Nous parlons de vrai seuil lorsque la loi de comportement exprime exactement le seuil via un critére
de plasticité de type Von Mises.

2. Cette dénomination est utilisée dans quelques articles de la littérature pour désigner certains modeles
régularisant le seuil. Le terme «bivisqueux» vient simplement du fait que, dans la loi de comportement, le
terme représentant ’effet de seuil (ici régularisé!) peut étre considéré comme un second terme visqueux,
de viscosité non-linéaire et réguliére

3. L'inéquation variationnelle en u, est transformée en équation variationnelle, plus facile & manipuler.
De plus, la fonctionnelle d’énergie associée est alors Gateaux-différentiable.

4. Les modeles bivisqueux pourrait étre aussi appelés régularisant car, précisément, ils régularisent la
loi de comportement des modéles avec vrai seuil. Cependant, nous choisissons de faire une distinction
entre deux classes de modéles ; les uns étant introduits comme des modeéles mécaniques, les autres comme
Iexpression d’une technique mathématique. Au dela de I'aspect pratique (concrétement, c’est souvent
lui qui domine dans le choix du modéle), la préférence d’un modéle bivisqueux & un modéle & vrai seuil
renvolie a une discussion sur l’existence du seuil et & sa représentation mathématique. L utilisation d’un
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Bien qu’étant utilisés le plus souvent pour des travaux théoriques, les modeles régularisants
peuvent également étre utilisés pour des travaux numériques. Cependant, il s’avere que
les modeles les plus populaires dans la littérature numériques sont les modeles bivisqueux,
introduits par [8] et [54]. Curieusement, il n’existe pas, du moins a notre connaissance,
de vérification au sujet de ces modeles concernant l’existence et 'unicité de la solution
régularisée. De plus, la qualité de I'approximation est souvent décrite a priori de maniere
empirique et, a posteriori a 'aide de quelques tests numériques.

Dans la suite, nous allons décrire, dans un cadre unifié, '’ensemble de ces différents
modeles. La régularisation (quelle que soit la classe de modele) fait toujours interve-
nir un parametre que nous noterons . La vitesse associee sera toujours notée u.. Nous
commencerons par rappeler les résultats mathématiques de [35] au sujet des modeles
régularisants. Puis, nous présenterons les principaux modeles bivisqueux en faisant les
vérifications élémentaires suivantes:

e cxistence d’une solution bivisqueuse u.,
e unicité de cette solution,

e estimation de la convergence de u. vers u.

Rappels sur les modéles régularisants de [35]

On considere, pour ¢ > 0, les fonctions convexes de classe C:

Qi.(t) =Vt et —¢

%{1—608(5—;)} st t<eg

t—5<12> st I >¢

s (1) =

s

La fonctionnelle j est remplacée par une fonctionnelle différentiable:

jielv) = / &1.(| D)) de (1)

et on pose:

Jo(v):/QHD(v)Hde—/Qf.vdx

modele régularisant présuppose au contraire le choix d’un modeéle avec vrai seuil, que l'on traite de
maniere approchée; via la technique des modéles régularisants.
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On définit alors le probleme régularisé (P.) consistant a minimiser la fonctionnelle .J =

Jo + Bi ji..
THEOREME C.0.6 ([35], proposition 6.1. et théoréme 6.1., page 114)

Les problémes approchés (Py.) admettent chacun une unique solution ul € V' caractérisée
par:

(D), D(v))+ Bi < jj.(u}),v>=(f,v),¥VveV

€

ainst que :
(D(u), D(v — ul)) + Bi (jio(v) — ji-(ul)) > (£,v — ), Vv eV

De plus, la régularisation est justifice par ['estimation :

|1ltlS - 11|1,2;Q < Cl\/g

Les résultats initialement énoncés dans [35] concernent le probleme de Poiseuille en section
quelconque, mais la démonstration convient encore dans le cas général. Fn effet, celle-ci
repose d’une part sur les propriétés suivantes de .J:

convexité,

continuité,
différentiabilité,

. 1im|v|172;ﬂ—>+00 J(V) = 400

qui garantissent ’existence et 1'unicité, ainsi que 1’équivalence des deux formulations va-
riationnelles. D’autre part, I’estimation de la convergence de u! vers u est obtenue grace
a la relation :

lul —uli 20 < Bi{(ji(n) = j(u)) + (j(ul) — jic(ul)) }

avec J(v) = |D(V)|o1.0. Cette relation s’établit dans le cas général comme dans le cas de
Poiseuille. On utilise ensuite une propriété de @, :

|t — (I)ls(t)| S Cci &

Dans les modeles bivisqueux, nous essayerons, a chaque fois que c’est possible, de retrouver
les arguments de cette démonstration.

Les auteurs précisent que 'estimation du théoreme (C.0.6) n’est probablement pas op-
timale. Ils donnent dans le cas unidimensionnel ou f = 1 et pour [ = 1 une estimation
H'(0;1) plus précise ainsi qu’une estimation L>(0;1).

THEOREME C.0.7 ([35], Théoréme 6.2, page 116)
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En écoulement non-bloqué, on a:

Hui — uHLoo(O;l) < c.e

lJug — UHH(}(O;I) < c.ey/|In(e)]

Les auteurs font de la preuve un exercice de calcul. Ils conjecturent dans le cas de Poi-
seuille, en section quelconque, une convergence H' en O(£%/?).

Vérifications élémentaires sur les modeles bivisqueux

Dans la suite, les modeles bivisqueux seront d’abord écrits tels qu’introduits dans la
littérature, puis formulés a 'aide du parametre ¢, sous une forme adimensionnelle.

Modele bivisqueux de Beverly et Tanner [8]

La loi de comportement bivisqueuse est introduite dans [8] sous la forme:

2n, D(u) si[[D(u)]] < e
o= (C.2)

D(u .
2n D(u) + UOW sinon

Les zones rigides y sont remplacées par des zones tres visqueuses, ou la viscosité vaut 7,.
Le parametre v. permet de délimiter ces zones. Une fois adimensionné, cette loi s’écrit :

27 D(u) i [[D(u)] <

u ZM sinon
200w+ B

avec les deux parametres sans dimension :

e la «viscosité plastique» sans dimension®: 77 = 77—7’,

e le seuil (sans dimension) des faibles déformations: ¢ = 3/?]—[’, U et L étant respecti-
vement une vitesse et une longueur caractéristiques.

5. «viscosité plastique» est le nom donné a 7, par Tanner et al. dans leurs articles
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Afin de garantir la continuité de ||| a la traversée de l'interface entre les zones rigides et
les zones déformées, on ajoute a cette relation la condition suivante:

_—1—|-Bi
= 2e

ceci nous permet d’éliminer 77 de la relation constitutive sans dimension. Nous écrivons
alors la loi bivisqueuse sous la forme:

D(u)

5 si|[Dlu)] <e
o = 2D(u) + Bi x
D(u) .
D] "

Pour une telle loi, on obtient facilement la formulation variationnelle:
(Dlus.), DIv)) + Bi(® (I D(uso) ) Dlus.), D)) = (£,v) , ¥veV  (C3)
ou l'on a posé:

+ st t<¢

[\D|-
oy | W
N0

(I)gs(t) —
t st t>¢

On constate que la fonctionnelle Gateaux-différentiable j3. associée a ®3. par la relation
(C.1) remplit parfaitement les conditions requises dans la démonstration de (C.0.6) pour
obtenir I'existence, 'unicité et la convergence, donc:

PROPOSITION C.0.1 Les résultats du théoréme (C.0.6) s’appliquent au probléme de mi-
nimisation (Ps.) associ€ a la fonction ®s.. Les formulations variationnelles ainsi obtenues
coincident avee la formulation variationnelle (C.3) du modéle bivisqueux (C.2).

Modele de Papanastasiou, [54]

Le modele bivisqueux de Papanastasiou a été introduit par [54] sous la forme:

1 — e_m|D(u)|

UZQUD(U)—I-O'OW

D(u) (C.4)

[exposant m est destiné (du moins en théorie) a tendre vers 0. Nous noterons de préférence

€= %, par soucis d’homogénéité des notations. La loi sans dimension s’écrit alors:

o =2D(u) + Bi (1 . e_HﬂgzM) Dlu)

[D(u)]
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La formulation variationnelle associée est donc:
(D(us), D(v)) + Bi®) (| D)) Dlws.), D)) = (£.v) , ¥veV ()
ou l'on a posé:
Oy (t) = |t +ee/e

On peut définir encore une fois une fonctionnelle Gateaux-différentiable j4. par (C.1)
(pour [ = 4). Les conditions requises dans la démonstration de (C.0.6) pour obtenir I’exis-
tence, 'unicité et la convergence sont encore une fois satisfaites par cette fonctionnelle.
On peut donc encore énoncer:

PROPOSITION C.0.2 Les résultats du théoréme (C.0.6) s’appliquent au probléme de mi-
nimisation (Py.) associ€ a la fonction ®4.. Les formulations variationnelles ainsi obtenues
coincident avee la formulation variationnelle (C.5) du modéle bivisqueux (C.4).



Annexe D

Construction d’un maillage adapté
du domaine circulaire

Cette annexe donne de maniere détaillée la construction d’un maillage adapté pour le
probleme de Poiseuille circulaire avec condition d’adhérence a la paroi. Les triangles de ce
maillage sont droits. Pour reprendre les notations de la section II.3.3, on construit donc
ici Q. Rappelons que les propriétés de la triangulation 7j, a construire sont :

(i) Th est réguliere, de pas h,
(ii) la sous-triangulation de 7}, constituée des triangles qui rencontrent la frontiere I'y
des zones rigides (et dont la réunion est notée! wy,) est quasi-uniforme de pas ho,

(iii) Le nombre d’éléments de Ty, est en O(1/hg + 1/1?).

Dans cette construction, la principale difficulté est de montrer que les triangles ne s’ap-
platissent pas quand h tends vers 0: leur qualité reste bornée (propriété (i)). Il nous a
paru plus simple de construire un maillage de pas proportionnel a ki, ce qui ne change pas
les indispensables propriétés (ii) et (iii).

Cette construction consiste en quatre étapes. Dans chacune des étapes, on construit une
partie de la triangulation 7}, de €. Les étapes sont les suivantes :

1. Construction de la triangulation définissant wy,.

2. Construction d’une triangulation réguliere de transition entre wy, et une triangulation
quasi-uniforme de pas h voisine de la frontiere de ). La réunion des triangles ainsi
construits est une partie de £ notée w..

3. Construction des triangles de 7T, qui rencontrent le bouchon rigide et qui ne ren-
contrent pas l'intérieur de wy,. Rappelons que la réunion de ces triangles est notée

1. les notations sont celles du chapitre 11.3
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Wo.
4. Construction d’une triangulation quasi-uniforme de pas h voisine de la frontiere de

Q.

En fait wy, sera constitué des deux premieres couches de triangles dans la construction de
we. A chaque étape, on donne, pour la sous-triangulation concernée:

e le principe de construction,
o la longueur des arrétes des triangles,
e un encadrement de la qualité des triangles,

o quelques ordres de grandeurs indispensables pour vérifier que la triangulation de €}
que I'on construit répond bien aux exigences précédemment rappelées (par exemples,
on pourra donner le nombre d’éléments en fonction de h).

Rappelons que la qualité d’un triangle K est définie par:

hi

PK

dK =

ou pg est la rondeur de K c’est-a-dire le diametre du cercle inscrit dans K. Le nombre
hy est le diametre de K, soit en fait la longueur de la plus grande aréte.

Si un triangle K a ses arétes de longueurs a, b, ¢, on désigne ce triangle par (a,b,c) (on
fait volontairement la confusion entre le nom d’une aréte et le nom de la variable qui
désigne sa longueur).

Tous les triangles construits dans ce maillage sont isoceles. Ceci simplifie le calcul de px
qui vaut de maniere générale le double du rapport de la surface au périmetre. Pour un
triangle K = (a, a,b), on obtient:

o :b(a2_62/4)1/2 :é a—b/2 1/2
b 2 \a+b/2

20 + b
Détaillons a présent les quatre étapes de la construction.

1. On sait que la frontiere du bouchon est un cercle C' de rayon r..
Nous allons considérer que des segments de longueurs hg sont disposés consécutivement
sur (/, autrement dit nous considérons un maillage uniforme de C' par des segments
de longueur hy. Chaque segment est la corde d’un arc d’angle «y.
Comme en fait il ne loge pas forcément un nombre entier de tels segments sur C,
nous simplifions le probleme en considérant le cercle Cy qui est la réunion d’arcs
consécutifs de longueur de corde hg. Dans la suite, cette simplification nous conduit
a utiliser rg et Cy au lieu de 7, et C.
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Le sous-domaine wy, est alors constitué des deux premieres couches de triangles dans

la construction suivante de ws,.

2. La construction de la zone de transition w., reliant wy, a une zone maillée de maniere

quasi-uniforme avec un pas h, est schématisée sur la figure Fig. D.1.a. On procede
par récurrence a partir de Cy de centre O de rayon rg, maillé avec un pas ho.

e Le principe de construction est le suivant (pour ¢ > 0):

On dispose un maillage uniforme d’un cercle C; de rayon r; et de centre O
par des segments de longueur h;.

On construit une premiere couche de triangles isoceles K tels que K
possede d’une part une aréte appartenant au maillage de C; et, d’autre
part, une aréte de longueur h; sur un rayon de C;. Ces triangles (h;, h;, ;)
ont chacun un sommet qui n’est pas sur C;. Ces sommets sont sur un cercle
de Ciyq de rayon riy; = r; + h;.

On construit une seconde couche de triangles isoceles K tels qu'une aréte
de K s’obtienne en reliant deux sommets consécutifs placés sur C;y;. On
note alors h;q; la longueur de ces arétes. On obtient alors des triangles
(ai, a;, hi-l—l)-

On définit l'entier n par h, < h < 0,h,. On stoppe le processus de
construction lorsque ¢ = n. On obtient alors un maillage du cercle C,,
par des arétes de longueur en O(h).

Pour ¢+ = 0, on obtient ainsi, avec les trois premieres étapes de ce principe, tous
les triangles qui constituent wy,.

e On peut relier h; et r; par I'intermédiaire de I’angle «a;, défini par la relation :

hi = 2r; sin(e;/2)

On définit le taux d’allongement par h;11 = 8; h;. 1l est explicitement relié a

I’angle «; :
iy hi
hi+ri=rigg=c—F—=0; ——
TS i 2 sin(oy) 2 sin(a;)
d’ou:
sin(ay) ]
0= ——"~+2 i
sin(a;/2) + 2sin(a)

Remarquons que 2 < 8; < 2 + /2 lorsque 0 < o; < 7/2.
On peut calculer les quantités n; (hauteur du triangle (a;, a;, hiy1)) et a; en
fonction de h;, 0; et ;-

hit1/2 hi b: !
an(a;) T+ 1 — 7 2 (tan(ai) sm(ozi/2)>
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en utilisant 'expression de #;, cela donne la formule suivante:

n; = h; (cos(a;) — sin(e;/2))

/ h? »
a; = 7722 —|— Z4—+1 = %\/4 (COS(O{Z') — SiH(Oéi/Q))z ‘|‘ (922

e La qualité des triangles (h;, hi,a;) et (a;, a;,hit1) est bornée indépendemment
de hg et h, comme le montrent les calculs qui suivent.

Puis:

ee Triangle (h;, hi,a;):

Le diametre hx et la rondeur px de ce triangle sont définis par:

a; hZ — CLZ/Q 1/2
h( — h“ i t K = — - @
x = max{h;, a;} et pp 5 (hi n Gi/2>

Remarquons alors que a;/h; croit strictement sur ]0; 7 /2[ de v/2 vers v/2 + /2,

on en déduit que hx = a;. La qualité ¢x vérifie, pour o; €]0;7/2]:
—9 hZ—I-ClZ/Q 1/2_2 1—|—a2/2h2 1/2
K = hi—ai/Z - 1—@2/2h2
puis finalement :

1/2 1/2

1+ 5vV2+ V2 , 1+\/7§
> gK >
- 5vV2+ V2 V2

2
ee Triangle (a;, a;, hit1):

hx = max{a;, hiy1} et pg =

hivy (@i — hipa/2)\
2 a; + hit1/2

Puisque /2 +v2 > a;/hi > V2 et 242 > 0; > 2, on a hiyy/a; =
0;hifa; >2/v/2+ 2> 1,onen déduit que b = hiyq et on peut exprimer

puis encadrer la qualité:

0;h;\ ”
_5 a; + hit1/2 1/2_2 1+2—Gi
I = a; — hi_|_1/2 N 1 — 02 hz
2@2'

1/2 1
1 N
1+\/T§\/2+\/§ +1/2+\/§

> qr > 2

SNEENE o
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e Le nombre d’éléments N, de ces n couches externes est donné par:

NBZZ?)_W:Z 37T :6_7T(1_2_n)< 6T _ 6T :127T(r0—|—h0)

2200 Qg ~ sin(ag)  sin(ag) 04 ho

Comme 0, €]2;2 + /2[ (pour aq €]0;7/2[), on voit que:

1
Ne:O(h_())

o [’épaisseur e = r, — rg du sous-maillage ainsi construit vaut:

sin(ap/2)
Y TN R R
o (Siﬂ(an/Q) s >

C’est aussi la somme des h;, pour 7 allant de 0 a n. C’est en effectuant cette
somme pour différentes valeurs de r que nous avons pu vérifier (numériquement)
que ’épaisseur e est proportionnelle a i et donc tend vers 0 lorsque h tends
vers 0, avec hg = h? (voir figure Fig. D.3). Ceci garantit que, pour h assez
petit, w. est bien inclus dans 2.

3. On reprend la construction de w, mais en progressant vers le centre de wy. Les
définitions r;, h;, a;, 8; et n; sont maintenues.
La figure Fig. D.1.b montre le principe de construction.
La construction est arrétée lorsque ’angle «; devient trop grand. Plus précisément,
la derniere couche est caractérisée par 'entier n tel que:

@ _ T s
L o a. — —
2 16 "

on joint alors les sommets de €, a l'origine, ce qui construit un nombre de tri-

angles compris entre 16 et 32 et dont la qualité est nécessairement encadrée par des
constantes positives. Ce choix de «. est guidé par les calculs qui suivent.

e Nous avons toujours:
hi = 2r; sin(e;/2)
Mais cette fois-ci, la valeur de #; est modifiée :

sin(ay)

- sin(a;/2)

— 2 sin(a;)

Une telle valeur de 0; est supérieure (strictement) a 1 lorsque o; < a.. On peut
prendre a. = 7/8. L’expression de n; n’est plus la méme:

his1/2 h; 1 s
t )= —=nmn=5\= N
) = T <sm<%/2> tan(a»)
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Puis, vu I'expression de #;, on trouve:

n; = h; (cos(ay) + sin(e;/2))

Enfin, on calcule la longueur «; :

h? h;
2 iy : )+ sin(a;/2))? + 67
n; + 4 2 \/4(COS(O%) sin(ai/2))? +0;

o Vérifions la régularité des triangles.

Triangle (h;, hi, a;):

a; hZ — CLZ/Q 12
h(: h“ i t K = . —
xk = max{h;,a;} et pp (2 hi‘|‘ai/2>

On peut vérifier que le rapport a;/h; décroit sur ]0;7/3[ de v/2 & 1. On en
déduit donc que hx = a; et, de plus, on peut encadrer la qualité:

1/2

1/2 1+
1++v2/2
NEESCEA Y for 7 RV
1—+/2/2 1—ﬁ

Triangle (hig1, @i, a;):

hiyi (@i — hit1/2 12
hi = hiti,a t px =
x = max{h;y1,a;} et px 5 (ai /2

On utilise alors le fait que, pour o5 €]0;7/3[, a;/h: €]V/2;1[ et que, pour
a; €]0;7/8[, 0; €]1;2[. Ceciimplique que sur ce dernier intervalle, a;/h;11 €
]1/2;v/2[. En fait, on peut voir que a;/h;1; est décroissante (par rapport
a «;), donc, en calculant la valeur pour a; = 0, on trouve a;/h;y1 €
V2/2;V2.

Comme on le voit, il n’est pas possible de fixer définitivement hg, a moins
de choisir a, plus petit que /8. On va plutot faire deux calculs.

Lorsque hy = h;y1, on obtient:

1/2 2a; L1 1/2
V2 -1 " 2a; 2\/5 1
o
Lorsque hj = a;, on obtient:
2a; 1/2

ot
mﬁ2f+1 >%:2m hit1 o3 V2+1
V2 -1 hipr \ 2ai _ W2 -1
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e Par le méme calcul que pour w,, on trouve un cotut N; vérifiant :

=0 (5)

e [’épaisseur de w; est toujours inférieure a rqo par construction.

4. On acheve la construction du maillage en ajoutant a ce qui précede un maillage
quasi-uniforme de pas proportionnel a A qui permet de «remplir» le domaine 2.

On procede a nouveau de proche en proche, a partir de la n

eme couche de w,.

Pour simplifier, nous posons pour la suite a = «,, /2.

e Décrivons formellement le procédé de construction schématisé sur la figure

Fig. D.2.

On

construit la (¢ + 1)*™° couche a partir de la "™ de la maniere suivante :

On dispose d’un nombre fixé d’aretes (égal a 2m/cy,) disposées sur un
cercle que nous notons a nouveau C; (pour i = 0, c’est le cercle que nous
appelions C), précédemment). Chacun de ces segments est la corde d’un
arc de longueur a.

Soit un des segment de longueur H;. Le rayon passant par le milieux de ce
segment coupe un cercle C;1; de rayon R;;1. Ce point d’intersection est le
sommet d’un triangle dont un des c6tés est notre segment de longueur H;.
Nous noterons (a;, a;, H;) le triangle isocele ainsi construit.

Les sommets des triangles (a;, a;, H;) qui sont situés sur C;41 peuvent étre
reliés pour former des segments consécutifs de longueur H;yq. On définit
ainsi des triangles (a;, a;, H;11). Il sera commode d’introduire un taux d’ac-
croissement 6 = H; 1/ H;.

On se donne une regle de construction en imposant que a; = H;11. Ceci
permet de fixer 8 et donc aussi H;y1, R;y1 et a; en fonction de H; et 6.
On stoppe la construction & la (n — 1)®™¢ couche si n est tel que OR,_; <
R < 0* R,_;. Dans ce cas, on met en place une derniere couche en modi-
fiant 1égerement le principe de la construction précédente. La modification
consiste a remplacer C,, par df). La regle de construction a; = H;;; n’a
évidemment plus lieu (a moins que §R,, = R). Par commodité, on notera

0 le nombre tel que: R = QRn 1, on remarque alors que § < 0 < 02,

e Nous pouvons calculer les différentes grandeurs introduites dans la description
du procédé de construction.

On

a encore:

H; =2 R;sin(a)

puisque H;1y = 0H;, on a de méme R,y = 0R;. La hauteur 7; du triangle
(a;,a;,0H;) est donnée par:

GHi/Z_t (0r) = '_& 0 1
Ri+n Aoy = 2 \tan(a) sin(«)
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e Controlons la qualité des triangles de la derniere (n

Annexe D Construction d’un maillage adapté du domaine circulaire

On voit que n; > 0si 8 > 1/cos(a) (pour o < 7/2). C'est une condition a
prendre en considération lors du calcul de 6. De plus, la longueur a; est donnée

par:
] N 6> H? _ E 0 1
=\ 4 2 tan(a)  sin(a)

enfin la regle de construction a; = § H; implique que:

0 (i~ ).

ce qui donne tous calculs effectués:

1

0= cos(ar) — \/gsin(oz)

La fonction o — () croit strictement de 1 vers 400 sur I'intervalle |0; 7/6][ et
est négative sur |m/6; +oco[. Ceci suggere un choix de o disons inférieur a m/12
ce qui s’'interprete comme une condition du type «h est assez petit». en outre,
on peut vérifier que n; > 0 puisque § > 1/ cos(a).

Le triangle (a;, a;, H;1) est équilatéral par construction (c’est la regle que 1’on
s’est fixée). Observons la qualité du triangle isocele (a;, a;, H;).

hx = max{a;, H;} = max{H; 41, H;} = H;11

et:

2

PK =

Hi CLZ'—HZ'/Q 1/2_Hi Hi-l—l_Hi/Z 1/2_ HZ (9—1/2 1/2
2 \a;+ H;/2 2 \ Hiyy + H;/2 0+1/2

on peut donc encadrer facilement la qualité en considérant que « €]0;7/12].
En fait, on peut constater que la qualité est croissante sur cet intervalle de
valeurs de a.

0+1/2\"*
15> g =20 23
V5 > q (0_1/2> >2V/3

Pour la borne inférieure, on fait @ = 0, pour la borne supérieure, on utilise
I’encadrement 1 < 0 < 2.

eme) couche. Posons :

1/2

o=t (o))
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On peut remarquer que ¢ — a(¢) est une fonction croissante et que a(¢) >

dh,_1 si, et seulement si, ¢ > #. Sachant que 7 €)0;0*[, on en déduit I’enca-
drement :

o~

a(0?) > a(f) > Oh,_,

o~

puis, en notant que a, = a(f):

s 1+i roo 2 L)
2 6* \tan(a)  sin(a) hy1

or, nous pouvons écrire :

1 0* 1 _0—1 N 1 0 1 0—1 3
0 \tan(a) sin(a)/ tan(a) 0 \tan(a) sin(a) tan( )
La derniere égalité provient de la définition de 6. Il apparait par un calcul

0—1

simple que le terme fan(a) tends vers v/3 lorsque a tends vers 0. On en déduit

V13

que a,/h,_1 est majoré par une quantité qui tends vers 5 On utilisera le
fait que, pour « (et donc h) assez petit, on a:

V13 >

s f> 1
hn—l

ce qui va simplifier 'encadrement de la qualité.

ee Triangle (ap, an, hp_1):

hn_ tp — hn— 2
hIx" = maX{amhn—l} = dn et PE = 2 1 (an + hn—1?2>

la détermination de hx provient de l'encadrement de a,/h,_1. Celui-ci
fournit de plus:

1/2
2\/_ 1—|—2\/_>QI(:2an (an/hn—1+1/2> >i
b1 \ @n/hn-1 —1/2 2v/13 — 1

ee Triangle (an,an,ghn_l):

~ ~ 1/2
~ Oh,,_ R — Y
hx = max{a,,0h,_1} = a, et px = ) R A/
2 an/hn_l + 0/2

A nouveau, I'encadrement de a,/h,_; est utile et fournit :

9 h a2\ N3
2/ 1_|_2/ >(H(:Aan an/ n—l‘l’/\/ S
) an/hny — 0/2 213 — 1

n—1
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e Le nombre d’éléments de chaque couche est constant et égal a:

N'_27T< 2m _47TRO<47TRg
o sin(a)  Hy h

Comme 0" est borné par R, /Ry < 1/rg, H, est borné par Hgy/ro. De plus,
nous savons, dapres la construction de w, que Hy = h,, €]h/0,;h[Clh/(2 +
V2); h[. Ainsi, en appelant h, le pas du maillage construit dans cette étape,
nous obtenons que h, €|Ho; H,[C]h/(2 + /2); h/ro]. Ceci permet de conclure
que ce sous-maillage est quasi-uniforme, de pas proportionnel a h, et donc, le
nombre d’éléments est en O(h™?), ce qui était souhaité.

REMARQUE D.0.1 Nous avons simplifi€ la construction en faisant une hypothése liant
ho et r.. En fait ces deux quantités sont indépendantes.

Dans la pratique, le cercle a partir duquel se construit wy, peut étre pris comme étant le
plus grand cercle Cy de rayon ro < r. qui soit réunion d’arcs consécutifs de longueur de
corde égale a hg.

La frontiére des zones rigides (le cercle C') est alors contenue dans une ou deux couches
d’éléments de w. On entend ici par «couche» la réunion des triangles qui maillent la cou-
ronne définie par deux cercles C; et Cjq.

On peut alors considérer que la réunion de ces j'™ et (€ventuellement) (j + 1)me
couches constitue wy. Pour cela, il faut toutefois s’assurer que la valeur de j est bornée
indépendamment de hg car le maillage de wy, doit étre quasi-uniforme par rapport a hg.
Nous avons vérifié ce point précis par des calculs numériques pour plusieurs valeurs de r,
et de h (avec hg = h?) et trouvons que 1y > r. > ro.
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Tit1

FiGg. D.1 - Construction des triangles constituant les deux sous-domaines wy (a gauche)
et we (a droite) du domaine circulaire Q.



268 Annexe D Construction d’un maillage adapté du domaine circulaire

FiG. D.2 — Maillage quasi-uniforme entre le sous-domaine w, et la frontiére 9S) de Q. A
droite : construction de la derniére couche, au bord de ().

107!
1072
1073

1074

| | | | h
107210741073 10721071 1

1072

Fic. D.3 - Epaisseur du domaine de transition w. en fonction du pas h du maillage Ty,
de Q, avec le pas minimum ho = h* et pour les rayons ro € {1/10;2/10;3/10;4/10} qui
définissent la frontiere du bouchon rigide.



