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5R�esum�eCe travail d�e
rit une m�ethode num�erique mise en �uvre pour un probl�eme d'in�equationsvariationnelles, ave
 une analyse de 
onvergen
e suivie d'appli
ations 
on
r�etes. Les in�e-quations sont issues de lois rh�eologiques d�e
rivant deux e�ets de seuil : un seuil en �e
ou-lement et un seuil de glissement �a la paroi. La m�ethode doit d�eterminer ave
 pr�e
isionles fronti�eres de zones rigides et de zones de glissement. A 
et e�et, elle se 
ompose d'unalgorithme de lagrangien augment�e, d'une dis
r�etisation par �el�ements �nis Pk et d'unpro
�ed�e d'adaptation de maillage.En l'absen
e de glissement, nous d�emontrons que l'adaptation de maillage permet d'am�e-liorer l'erreur pour k � 2. Dans le 
as mono-dimensionnel, 
ette id�ee est illustr�ee parle 
al
ul expli
ite de l'erreur. Pour un 
as bidimensionnel parti
ulier, nous obtenons uneestimation H1 quasi-optimale pour k = 2, 
ette estimation est 
on�rm�ee num�eriquement.Un probl�eme d'�e
oulement parti
ulier est ensuite r�esolu num�eriquement ; des valeurs 
ri-tiques des deux seuils sont obtenues. L'ensemble montre l'eÆ
a
it�e de la m�ethode surun 
as 
on
ret. En�n, en l'absen
e de glissement, sur un probl�eme plus 
omplexe, ave
une g�eom�etrie induisant une singularit�e, nous obtenons des r�esultats num�eriques pr�e
ismontrant que la m�ethode est eÆ
a
e sur des 
as volumineux.Mots-
lefs : in�equations variationnelles { mod�ele de Bingham { glissement { �el�ements�nis { adaptation de maillage { estimation d'erreur { simulation num�erique { �e
oulementdans une 
onduite { �e
oulement autour d'un 
ylindreAbstra
tThis work des
ribe a numeri
al method applied to a problem involving variational in-equalities, with a 
onvergen
e analysis and some 
on
retes appli
ations. The inequalities
ome from rheologi
al laws, des
ribing two threshold phenomena : a 
ow threshold and athreshold for slip at the wall. The method must a

urately 
at
h boundaries of both rigidzones and slip zones. For that purpose, it 
onsists in an Augmented Lagrangian algorithm,a Pk �nite element method and a mesh adaptation pro
ess.When no slip o

urs, we point out the improvement of the error for k � 2 thanks tothe mesh adaptation. In the mono-dimensional 
ase, the expli
it 
omputation of the errorillustrates this phenomenon. Furthermore, on a parti
ular bidimensional 
ase, the meshre�nement permits to show a quasi-optimal H1 estimate for k = 2.A parti
ular 
ow is then numeri
ally solved ; 
riti
al values of the two thresholds are
aught, showing the eÆ
ien
y of the method. Finally, on a more 
omplex problem with asingularity and no-slip 
ondition, we obtain a

urate numeri
al results, showing that themethod is eÆ
ient for 
omplex 
ows.key words : variational inequalities { Bingham model { slip at the wall { �nite element{ mesh adaptation { error estimate { numeri
al simulation { 
ow in pipe { 
ow around a
ylinder





7Introdu
tionLe pr�esent travail a pour obje
tif d'�elaborer une m�ethode num�erique pr�e
ise et eÆ
a
epour r�esoudre 
ertaines in�equations variationnelles qui proviennent d'�e
oulements ave
e�ets de seuil.Qu'entend-on exa
tement par e�et de seuil ? Si un ph�enom�ene se produit d�es lors qu'unequantit�e d�epasse une valeur 
ritique, alors nous parlons d'e�et de seuil. Nous quali�onspr�e
is�ement de seuil 
ette valeur 
ritique. C'est un e�et largement r�epandu dans de nom-breux domaines. Nous avons pour notre part 
hoisi de nous int�eresser �a des e�ets deseuil pr�esents dans le domaine de la m�e
anique des mat�eriaux en �e
oulement. Ainsi nous
onsid�erons d'une part 
e qu'on appelle un 
uide �a seuil et d'autre part, un ph�enom�enede glissement �a seuil.Dans un 
uide �a seuil, l'e�et de seuil est un ph�enom�ene lo
al : lorsque la 
ontrainte d�epasselo
alement une 
ertain seuil (un seuil en �e
oulement), le mat�eriau se d�eforme lo
alement,ailleurs, le mat�eriau se 
omporte 
omme un solide rigide. Notons imm�ediatement une
ons�equen
e importante : le mat�eriau peut se 
omporter enti�erement 
omme un soliderigide, 
'est un ph�enom�ene souvent nomm�e blo
age et qui survient la plupart du tempslorsque le seuil est tr�es grand. Le ph�enom�ene de glissement �a seuil est �egalement lo
al :lorsque la for
e tangentielle �a la paroi d�epasse un 
ertain seuil (un seuil de glissement),le mat�eriau se met �a glisser, alors qu'ailleurs, il adh�ere �a la paroi. Ce type de ph�enom�eneest 
onnu du le
teur familier des lois de frottement de la m�e
anique des solides. Indi-quons tout de suite que notre int�erêt se portant essentiellement sur l'e�et de seuil, nousutiliserons les mod�eles les plus simples qui d�e
rivent 
et e�et.Dans le 
adre de nos probl�emes de m�e
anique, 
'est la physique du probl�eme qui vad�eterminer les qualit�es requises pour une m�ethode num�erique eÆ
a
e et op�erationnelle.Sans rentrer pour l'instant dans les d�etails, indiquons que le 
ara
t�ere lo
al des e�etsde seuil que nous 
onsid�erons 
onduit �a l'existen
e de fronti�eres internes �a l'�e
oulement.L'enjeu qui apparâ�t alors quasi-naturellement est le suivant : d�eterminer ave
 pr�e
ision lalo
alisation et la forme de 
es fronti�eres internes. Une 
ons�equen
e imm�ediate et 
ru
ialeest la d�etermination pr�e
ise de la valeur de blo
age du seuil en �e
oulement, 
'est-�a-direla valeur �a partir de laquelle les zones rigides o

upent tout le domaine de l'�e
oulement(
'est 
e qu'on appelle un probl�eme d'analyse limite). Ce
i ressort d'ailleurs nettement dela litt�erature sur la simulation num�erique des �e
oulements de 
uide �a seuil et il y est 
lairqu'il s'agit d'un probl�eme diÆ
ile.Lorsqu'on souhaite d�eterminer num�eriquement de telles fronti�eres, on est 
onfront�e �a unediÆ
ult�e majeure : de nombreux 
odes de r�esolution des probl�emes non-lin�eaires s'ap-puient sur des m�ethodes de Newton qui ne peuvent pas s'appliquer dire
tement 1 dans1. Il existe en e�et des variantes dites ((Newton g�en�eralis�e)) et ((quasi-Newton)) qui sont intensivementd�evelopp�ees depuis peu (voir P. Alart [1℄) dans le but d'être appliqu�ees �a des probl�emes semblables aunôtre.



8le 
as pr�esent. Si on d�esire malgr�e tout les utiliser dire
tement, une ressour
e 
onsiste �ar�egulariser les mod�eles. C'est un pro
�ed�e assez r�epandu dans la litt�erature, son int�erêt pra-tique �etant l'utilisation dire
te de 
odes pr�eexistant. Malheureusement 
ette r�egularisationrevient �a rempla
er les zones rigides par des zones de tr�es faible d�eformation. De même, leszones d'adh�eren
e �a la paroi deviennent des zones o�u la vitesse �a la paroi est tr�es faible.Dans de telles 
onditions, la notion de fronti�ere des zones d�eform�ees n'a �evidemmentplus lieu, 
e qui rend parti
uli�erement d�eli
ate l'analyse des r�esultats. En e�et, �a partir dequelle valeur doit-on 
onsid�erer que la tr�es faible d�eformation 
orrespond �a une zone rigideplutôt qu'�a une zone d�eform�ee? Dans 
ertains 
as, des 
rit�eres existent, qui prennent en
onsid�eration le param�etre qui pilote la r�egularisation. N�eanmoins, les r�esultats obtenusd�ependent de 
e param�etre, or, il nous semble que 
ette d�ependan
e n'est pas souhaitable,dans la mesure o�u nous pouvons nous en passer.Nous avons don
 
hoisi une appro
he moins r�epandue 
ar elle n�e
essite le d�eveloppementd'un outil de 
al
ul num�erique. Nous ne r�egularisons pas les seuils et nous mettons en�uvre un algorithme dit de lagrangien augment�e pour un probl�eme dis
r�etis�e par �el�ements�nis. A l'issue d'un 
al
ul num�erique, la solution appro
h�ee qui est 
al
ul�ee fait apparâ�tredes zones rigides appro
h�ees. Le 
hamp appro
h�e 
orrespondant au taux de d�eformationsy est r�eellement nul et non tr�es faible. La notion de zones rigides pour la solution 
al
ul�eeest don
 sans �equivoque. La pr�e
ision du 
al
ul et don
 des fronti�eres n'est ainsi li�eequ'�a la pr�e
ision de l'approximation par �el�ements �nis. Ce
i est le premier point quisatisfait notre d�esir de pr�e
ision 
on
ernant la d�etermination des fronti�eres des zonesrigides et d'adh�eren
e. Puisque la pr�e
ision des fronti�eres ne semble plus li�ee qu'�a 
ellede l'approximation par �el�ements �nis, nous 
her
hons �a renfor
er 
ette derni�ere. C'est 
eque nous avons souhait�e faire en adaptant les maillages.Il nous a sembl�e important de montrer que notre m�ethode �etait op�erationnelle sur des 
as
on
rets. C'est pourquoi nous l'avons utilis�ee pour �etudier deux probl�emes fondamentaux.Le premier est l'�e
oulement de mati�ere vis
oplastique dans une 
onduite droite de se
tion
arr�ee, sous l'a
tion motri
e d'une 
hute de pression. Ce probl�eme 
lassique est enri
hipar l'introdu
tion du glissement �a seuil. Un exemple 
lassique de 
e type de probl�emeest l'�e
oulement de bitume dans les pipe-line. Le se
ond probl�eme est en rapport ave
 las�edimentation d'objets dans des mat�eriaux vis
oplastiques. On peut par exemple penser�a des mor
eaux de fruits dans une 
uve de 
on�ture, ou en
ore �a des 
ailloux dans du
iment.Dans la mesure o�u nous avons abord�e deux aspe
ts parti
uliers et 
ompl�ementaires d'unmême probl�eme g�en�eral, 
e rapport se 
ompose de trois parties : une premi�ere partieintrodu
tive et deux parties d�eveloppant 
ha
une un 
as parti
ulier.La premi�ere partie expose le mod�ele g�en�eral �a partir duquel nous avons travaill�e. L'analysede l'approximation par �el�ements �nis d'un probl�eme mono-dimensionnel tr�es simple y estd�etaill�ee, a�n d'amener simplement les id�ees qui seront d�evelopp�ees dans les 
ontextesplus g�en�eraux des parties II et III.



9Dans la partie II nous nous int�eressons aux �e
oulements dans des 
onduites droites dese
tion 
onstante, tandis que la partie III 
on
erne les �e
oulements bidimensionnels, lentset 
on�n�es, sans glissement �a la paroi. Les parties II et III suivent un plan identique.� Le mod�ele y est tout d'abord r�esum�e dans un premier 
hapitre, en tenant 
omptedu 
ontexte parti
ulier des �e
oulements 
onsid�er�es. Une formulation variationnelle
onvenant bien �a l'�elaboration d'une m�ethode num�erique est ensuite donn�ee.� Une pr�esentation de notre m�ethode num�erique est faite dans un deuxi�eme 
hapitre.Apr�es avoir abord�e les questions d'existen
e et d'uni
it�e du probl�eme variationnelappro
h�e, nous pr�e
isons les aspe
ts 
on
rets de la m�ethode num�erique qui est uti-lis�ee dans les 
hapitres de simulation num�erique.� L'analyse num�erique de l'approximation par �el�ements �nis est abord�ee dans untroisi�eme 
hapitre. Nous souhaitons en parti
ulier mettre l'a

ent sur l'utilit�e des�el�ements �nis d'ordre sup�erieur �a 1, �a 
ondition de 
ompenser le manque de r�egularit�edes solutions par l'adaptation de maillage.Une analyse d�etaill�ee est e�e
tu�ee dans la partie II. Dans un premier temps, nous
onsid�erons que la 
ondition de glissement n'a pas lieu et, dans 
e 
ontexte, nousg�en�eralisons pour un domaine polygonal une d�emonstration de Glowinski [33℄ pourmontrer, sous 
ertaines hypoth�eses non 
lassiques mais r�ealistes, que l'estimationd'erreur H1 peut être am�elior�ee pour une approximation P2 lorsqu'un maillage
onvenable est utilis�e. Cette id�ee est pr�e
is�ee sur le 
as parti
ulier du domaine
ir
ulaire o�u la solution est 
onnue expli
itement ; nous �etendons notre r�esultat viala te
hnique isoparam�etrique et obtenons alors une estimation quasi-optimale. Lesestimations obtenues sont nettement 
on�rm�ees par des tests de mesures d'erreur.Dans un se
ond temps, nous e�e
tuons une estimation H1 lorsque le glissement alieu sur toute la paroi, mais pour un seuil en �e
oulement nul.Dans la partie III, l'analyse de 
onvergen
e se limite �a des mesures d'erreur, quimontrent que les estimations de la partie II sont sus
eptibles d'être �etendues �a des
as plus g�en�eraux.� Le quatri�eme 
hapitre des parties II et III 
on
erne la simulation num�erique deprobl�emes 
on
rets.Ainsi dans la partie II, nous 
her
hons �a r�esoudre le probl�eme de Poiseuille pourune se
tion 
arr�ee, par le 
al
ul num�erique. La m�ethode prouve alors son eÆ-
a
it�e, bien que l'approximation soit seulement P1. Cinq r�egimes d'�e
oulementssont d�etermin�es ainsi que l'�evolution des zones rigides et des points de transi-tion adh�eren
e/glissement dans 
es di��erents r�egimes. Ce 
hapitre peut aussi être
onsid�er�e 
omme une mise �a l'�epreuve et une validation de la m�ethode. L'introdu
-tion du glissement rend en fait le probl�eme peu 
lassique, 
e qui donne aux r�esultatsobtenus un int�erêt propre du point de vue de la m�e
anique.Dans la partie III, nous abordons la r�esolution num�erique d'un probl�eme bidimen-sionnel plus 
omplexe. Il s'agit de l'�e
oulement in
ompressible autour d'un 
ylindreen translation �a vitesse 
onstante entre deux plaques parall�eles. La pression est unein
onnue et la g�eom�etrie induit une singularit�e. Des r�esultats pr�e
is sont obtenus.



10 En parti
ulier, l'adaptation de maillage permet �a nouveau de d�eterminer nettementdi��erentes zones rigides et de montrer leur �evolution selon la distan
e entre le 
y-lindre et la plaque. Ce 
hapitre montre que notre m�ethode peut r�esoudre pr�e
is�ementdes probl�emes 
omplexes. En outre, pr�e
isons que l'�etude des 
es e�ets de paroi estnouvelle.A�n de permettre une le
ture ind�ependante des parties II et III, on pourra trouverquelques petites redondan
es, notamment dans la pr�esentation de la m�ethode num�erique.Le diagramme de le
ture de 
e rapport est pr�esent�e sur la �gure 1. Le le
teur int�eress�epar la simulation num�erique pourra lire le premier 
hapitre de 
ha
une des trois partiespuis se reporter au dernier 
hapitre des parties II et III.Le le
teur int�eress�e par la mise en �uvre de notre m�ethode pourra essentiellement sereporter aux se
tions II.2.2, II.2.3 et III.2.2, III.2.3.Le reste du rapport 
on
erne essentiellement l'analyse num�erique.
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Simulationnum�erique Simulationnum�eriqueTests deEstimations

Introdu
tion
E
oulement dansune 
onduite droite


onvergen
e(MEF)et mesured'erreur (MEF)
Mod�ele parti
ulier

PARTIE I
PARTIE II

M�ethode num�eriqueM�ethode num�erique Mod�ele parti
ulier
Mod�ele g�en�eral sans glissementProbl�eme 2DPARTIE IIIAnalyseNum�eriqueen 1D
Fig. 1 { Plan du rapport





13NotationsLes notations utilis�ees dans tout le rapport sont d�e�nies i
i.Param�etres rh�eologiques, nombres sans dimension et 
hamps
f : 
oeÆ
ient de fri
tionsg : seuil de glissement� : vis
osit�e�0 : Seuil de 
ontrainteBi : nombre de Bingham, nombre sans dimension proportionnel au seuil d'�e
oulementS : seuil de glissement sans dimension, nombre sans dimension proportionnel au seuilde glissementCF : 
oeÆ
ient de fri
tion sans dimension�tot : tenseur des 
ontraintes� : d�eviateur du tenseur des 
ontraintesu : ve
teur des vitessesd = D(u) : tenseur des taux de d�eformationp : pressionEspa
es fon
tionnels et normesW s;p(
), Hs(
) : espa
es de SobolevLp;�(
) : espa
e de MorreyBV (
) : fon
tions �a variations born�eesLp;�(
) : espa
e de Campanatoj:js;p;
 : semi-norme usuelle sur W s;p(
)k:ks;p;
 : norme usuelle sur W s;p(
)X(
) : espa
e des 
hamps de vitessesV (
) : fv 2 X(
) ; divv = 0gM(
) : espa
es des pressionsT (
) : espa
e des 
ontraintes(:; :) : produit s
alaire usuel sur L2(
)k:k : norme eu
lidienne sur IRn, n � 1



14Domaines et sous-domaines
 : domaine d'�e
oulement, ouvert de IR2
0 : zones rigides, partie de 
 sur laquelle D(u) = 0
+ : zones d�eform�ees, partie de 
 sur laquelle D(u) 6= 0
0;" : partie de 
 sur laquelle kD(u)k 2℄0; "[ pour " > 0
" : partie de 
 sur laquelle kD(u)k > "Dis
r�etisation�K : rondeur du triangle K, diam�etre du 
er
le ins
rithK : diam�etre du triangle K, longueur de la plus grande arête de KqK : qualit�e du triangle K, rapport du diam�etre �a la rondeur de K!h : r�eunion des �el�ements d'un maillage de 
 qui ren
ontrent la fronti�ere des zonesrigides!+ : r�eunion des �el�ements d'un maillage de 
 qui ren
ontrent les zones d�eform�ees etqui ne sont pas in
lus dans !h!0 : r�eunion des �el�ements d'un maillage de 
 qui ren
ontrent les zones rigides et quine sont pas in
lus dans !h
h : r�eunion des arêtes du bord d'un maillage de 
 qui ren
ontrent les points detransition adh�eren
e/glissement
+ : r�eunion des arêtes d'un maillage de 
 qui ren
ontrent les parties du bord de 
o�u le glissement a lieu et qui ne sont pas in
luses dans 
h
0 : r�eunion des arêtes d'un maillage de 
 qui ren
ontrent les parties du bord de 
o�u l'adh�eren
e a lieu et qui ne sont pas in
luses dans 
hExpressions parti
uli�eresF
(�) d�ef= ( �k�k(k�k �Bi) si k�k � Bi0 sinond�e�nit le taux de d�eformation dans le mod�ele de Bingham, lorsque � = �.F�S(b) d�ef= ( 1CF bkbk(kbk � S) si kbk � S0 sinond�e�nit la vitesse tangente �a la paroi dans la loi de glissement lorsque b = �(�:n)t.mes(E) : mesure de Lebesgue de E � IRN .B(x0; �) = �x 2 IRN ; kx� x0k < �	



15Notations sp�e
i�ques au probl�eme de PoiseuilleLe notations qui suivent sont utilis�ees dans la partie II, au 
hapitre 4, pour d�e
rire lesdi��erents r�egimes d'�e
oulement dans le probl�eme de Poiseuille. Sauf mention expli
ite du
ontraire, 
es notations se rapportent au 
as d'une se
tion 
arr�ee.BiA : Valeur limite de Bi au del�a de laquelle le mat�eriau adh�ere �a toute la paroiBiB : Valeur limite de Bi au del�a de laquelle le mat�eriau est bloqu�eBiG : Valeur limite de Bi au del�a de laquelle le mat�eriau glisse sur toute la paroiBiT : Valeur limite de Bi au del�a de laquelle le mat�eriau se translate en blo
BiC : Valeur limite de Bi au del�a de laquelle le bou
hon est en 
onta
t ave
 la paroisur toute la paroiST : Valeur limite de S au dessous de laquelle le mat�eriau se translate en blo
, pourBi > BiT et au del�a de laquelle le blo
age a lieu pour Bi > BiBSG : Valeur limite de S au dessous de laquelle le mat�eriau glisse sur toute la paroiSA : Valeur limite de S au dessous de laquelle le mat�eriau adh�ere �a toute la paroiYT : Ordonn�ee d'un point de transition adh�eren
e/glissementUT : Vitesse du mat�eriau lorsque 
elui-
i se translate en blo
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rô�t : �evolution des fronti�eres des zonesrigides et des points de transition adh�eren
e/glissement. . . . . . . . . . . . 1833.1 Repr�esentation s
h�ematique de l'�e
oulement de Couette. . . . . . . . . . . 2043.2 Fronti�eres rs des zones rigides en fon
tion de Bi, dans un �e
oulement deCouette, pour di��erents rapports !0 et r0 = 1=2. . . . . . . . . . . . . . . . 2053.3 Sensibilit�e de l'erreur eh(u) = u � uh �a la tol�eran
e " du r�esidu de l'al-gorithme 2.3.1 dans l'approximation P2 du probl�eme de Couette, pour�t = 10, et Bi = 10. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2073.4 Convergen
e vers 0 (quand h �! 0) des erreurs dans l'approximation P2du probl�eme de Couette, pour des maillages quasi-uniformes ave
 Bi = 10. 208



TABLE DES FIGURES 273.5 Diminution de l'erreur d'approximation P2 du probl�eme de Couette au
ours de l'adaptation de maillage, �a partir du maillage uniforme de pas h0,ave
 
0 = 1, pour Bi = 10. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2093.6 Les quatre maillages quasi-uniformes utilis�es pour valider le solveur d'�e
ou-lements bidimensionnels sur le probl�eme de Couette. . . . . . . . . . . . . . 2103.7 Quatre maillages du 
y
le d'adaptation utilis�e pour valider le solveur d'�e-
oulements bidimensionnels sur le probl�eme de Couette. . . . . . . . . . . . 2104.1 Cylindre de rayonR en translation �a vitesse 
onstante U entre deux plaquesparall�eles et pro
hes distantes de 2H ; Conditions aux limites et domainede 
al
ul. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2224.2 Repr�esentation s
h�ematiques des di��erentes zones de l'�e
oulement ; zonesd�eform�ees en gris fon
�e, zones rigides en gris 
lair, se
tion du 
ylindre enblan
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2234.3 Zones rigides (gris 
lair), zone d�eform�ee (gris fon
�e) et lignes de 
ourantau voisinage du 
ylindre (blan
), 
al
ul�ees pour plusieurs valeurs de � etBi = 10. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2244.4 Noyau rigide (gris 
lair), zone d�eform�ee (gris fon
�e) et lignes de 
ourantdans tout l'intersti
e, 
al
ul�es pour Bi = 10 et plusieurs valeurs de �, ave
zoom sur le tourbillon au sommet du 
ylindre. . . . . . . . . . . . . . . . . 2254.5 Zone morte (gris 
lair) en forme de pointe 
oll�ee au 
ylindre (blan
), zoned�eform�ee (gris fon
�e) et lignes de 
ourant �a la proue du 
ylindre, 
al
ul�eespour Bi = 10 et plusieurs valeurs de �. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2264.6 Exemple d'un 
y
le d'adaptation de maillage, pour Bi = 10 et � = 1.Colonne de gau
he : quatre maillages su

essifs du voisinage du 
ylindre(blan
) ; 
olonne de droite : zones rigides (gris 
lair), zone d�eform�ee (grisfon
�e) et lignes de 
ourant 
al
ul�ees sur 
ha
un des maillages. . . . . . . . 2274.7 Plusieurs aspe
ts du dernier maillage d'un 
y
le d'adaptation pour Bi = 10et � = 1, et �e
oulement 
al
ul�e sur 
e maillage (zones rigides en gris 
lair,zone d�eform�ee en gris fon
�e et lignes de 
ourant). (a) : aspe
t global ; (b) :zoom sur la pointe morte �a la proue du 
ylindre ; (
) : zoom dans toutl'intersti
e ; (d) : zoom sur le tourbillon au sommet du 
ylindre. . . . . . . . 2284.8 Voisinage du sommet du 
ylindre pour Bi = 10 et � = 1 : (a) zoom dudernier maillage d'un 
y
le d'adaptation ; (b) singularit�e du deuxi�eme in-variant des 
ontraintes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229



28 TABLE DES FIGURES4.9 Singularit�e du deuxi�eme invariant des 
ontraintes au voisinage du sommetdu 
ylindre, pour di��erents maillages (0 � i � 9) du 
y
le d'adaptation,ave
 Bi = 10 et � = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2294.10 Nombre d'�el�ements en fon
tion du nombre d'it�eration dans le 
y
le d'adap-tation pour Bi = 10, � = 1 et 
0 = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2304.11 AÆnement de k�k sur l'axe de l'�e
oulement, au voisinage de la proue du
ylindre, pour Bi = 10, � = 1=4 et 
0 2 f1=4; 1=2; 1g. . . . . . . . . . . . . 2304.12 D�etermination de l'�epaisseur du noyau rigide dans l'intersti
e, pour Bi =10 : (a) deuxi�eme invariant des 
ontraintes sur l'axe de sym�etrie traversantl'intersti
e, pour plusieurs valeurs de � ; (b) fronti�eres x1 et x2 du noyausur l'axe de sym�etrie traversant l'intersti
e, en fon
tion de �. . . . . . . . . 2314.13 Singularit�e des 
ontraintes au voisinage du sommet du 
ylindre, pour Bi =10 : (a) deuxi�eme invariant des 
ontraintes sur l'axe de sym�etrie traversantl'intersti
e, pour plusieurs valeurs de � ; (b) 
oeÆ
ient 
(�) de la singularit�een fon
tion de �, dans la formule k�k = 
(�)(x� 1)0:084. . . . . . . . . . . 2324.14 Vitesse sur l'axe de sym�etrie traversant l'intersti
e, pour Bi = 10 et plu-sieurs valeurs de � :(a) les 
ourbes sont simplement superpos�ees ; (b) l'in-tersti
e est dilat�e de ℄0;�[ vers ℄0; 1[. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2324.15 Taux de rotation rot (u) sur l'axe de sym�etrie traversant l'intersti
e, pourBi = 10 et plusieurs valeurs de � : (a) en fon
tion de y, (b) en fon
tionde x et (
) en vue rappro
h�ee au voisinage des plateaux. (d) Vitesse derotation ! dans le noyau en fon
tion de �. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2334.16 Comportement au voisinage du 
ylindre, sur l'axe de l'�e
oulement, pourBi = 10 et plusieurs valeurs de � : (a) pro�l de vitesse ; (b) deuxi�emeinvariant des 
ontraintes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2344.17 Fronti�eres xp de la pointe et xe de l'enveloppe sur l'axe de l'�e
oulement,pour Bi = 10, en fon
tion de �. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2344.18 CoeÆ
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33L'obje
tif de 
ette premi�ere partie est d'introduire les probl�emes que nous souhaitonsaborder dans les parties II et III.Ainsi, le mod�ele d'�e
oulement qui nous pr�eo

upe est tout d'abord pr�esent�e de mani�ereg�en�erale dans un premier 
hapitre. Ce sont deux 
as parti
uliers de 
e mod�ele g�en�eral quiseront ensuite explor�es dans les parties II et III.Le se
ond 
hapitre aborde, pour un probl�eme tr�es simple, quelques-unes des parti
ula-rit�es de l'approximation par �el�ements �nis du mod�ele. Les r�esultats obtenus permettronsde justi�er la d�emar
he adopt�ee dans les parties II et III pour 
onstruire une m�ethodenum�erique pr�e
ise.





Chapitre 1Mod�elisation des �e
oulements
onsid�er�esNous allons pr�esenter les relations qui permettent de d�e
rire des �e
oulements stationnaires,lents et 
on�n�es de mat�eriaux vis
oplastiques.Apr�es avoir rappel�e la forme 
lassique des lois de 
onservation, nous d�e
rirons une loi de
omportement fr�equemment utilis�ee dans la litt�erature sur les mat�eriaux vis
oplastiques.Cette loi parti
uli�ere, nomm�ee traditionnellement le mod�ele de Bingham, nous sembleêtre la plus simple parmi 
elles qui d�e
rivent un e�et de seuil en �e
oulement. Elle permetdon
 de satisfaire notre volont�e de traiter essentiellement la diÆ
ult�e du seuil. Suivant lamême id�ee, nous pr�esenterons ensuite une loi simple de glissement �a seuil. Finalement,l'ensemble des relations ainsi pr�esent�ees sera �e
rit sous une forme sans dimension.1.1 Lois de 
onservationUn 
uide vis
oplastique homog�ene, de densit�e �, s'�e
oulant �a la vitesse u dans un domaine
 � IRN (N � 1) ob�eit aux lois de 
onservation de la quantit�e de mouvement et de lamasse suivantes : �dudt = div�tot + f ;���t + div (�u) = 0;o�u on a pos�e : dudt = �u�t + (u:r)u;35
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oulements 
onsid�er�es�tot = � � pI;d = D(u) = ru+ (ru)T2 ;�tot d�esigne le tenseur des 
ontraintes de Cau
hy, � son d�eviateur, p est identi��ee �a unepression et d sera appel�e le taux de d�eformation. Nous faisons l'hypoth�ese que la densit�e� est 
onstante, 
e qui implique : divu = 0. Alors les �equations deviennent :�dudt = div� �rp + fdivu = 0De plus, nous 
onsid�erons des �e
oulements stationnaires o�u l'inertie (u:r)u est n�egligeable.Ce
i r�eduit en
ore la 
onservation de la quantit�e de mouvement :div� �rp + f = 0 (1.1)divu = 0 (1.2)1.2 Relation 
onstitutive et loi de vis
osit�eNous allons maintenant relier le d�eviateur � du tenseur des 
ontraintes au taux ded�eformation d, 
'est-�a-dire �e
rire une relation 
onstitutive (on parlera aussi de loi de
omportement).L'e�et de seuil d'�e
oulement est 
ara
t�eris�e par l'existen
e d'un niveau de 
ontraintes, unseuil, en de�
a duquel il n'y a pas de d�eformation (d = 0). Ce
i introduit naturellementun seuil de 
ontrainte d'�e
oulement �0 > 0 et rend n�e
essaire l'utilisation d'un moyende 
omparaison de �0 ave
 les 
ontraintes �. Ce moyen est appel�e 
rit�ere de plasti
it�e.Lorsque les 
ontraintes fran
hissent le seuil �0 (au sens du 
rit�ere de plasti
it�e), le mat�eriause d�eforme et sa vis
osit�e � intervient. Il existe plusieurs 
rit�eres de plasti
it�e et on peutimaginer de nombreuses lois de d�ependan
e entre � et d.Comme notre pr�eo

upation prin
ipale va être de traiter des diÆ
ult�es propres �a l'e�etde seuil, nous nous limiterons dans la suite de mani�ere ex
lusive �a l'�etude d'une loi de
omportement parti
uli�ere : le mod�ele de Bingham (Bingham [9℄). En e�et, parmi lesmod�eles 
lassiques pr�esentant un e�et de seuil, 
elui-
i nous semble le plus simple, puisquesa vis
osit�e � est 
onstante.



1.2 Relation 
onstitutive et loi de vis
osit�e 37Nous d�e�nissons �a pr�esent le mod�ele de Bingham par :� = ( �0 dkdk + 2�d si d 6= 0ind�etermin�e ave
 k�k � �0 sinon (1.3)soit aussi, de mani�ere �equivalente :d = ( 0 si k�k < �012� �k�k (k�k � �0) sinon (1.4)Le 
rit�ere de plasti
it�e k�k < �0 est appel�e 
rit�ere de Von Mises, o�u k:k est la normeeu
lidienne sur IRN�N .Pour �0 = 0, on retrouve la 
lassique loi lin�eaire dite newtonienne : � = 2 � d. Le mod�elede Bingham est don
 une extension de la loi de 
omportement newtonienne, par l'intro-du
tion d'un e�et de seuil, e�et non-lin�eaire.Signalons que, dans la loi (1.3), lorsque la vis
osit�e varie en loi de puissan
e par rapport�a kdk: �(kdk2) = �kdkr�2 ave
 r > 1on parle du mod�ele d'Hers
hel-Bulkley. C'est un mod�ele qui sert de r�ef�eren
e dans denombreux travaux exp�erimentaux et qui est, �a 
e titre, souvent utilis�e dans des travauxde simulation num�erique. Il nous arrivera don
 parfois dans 
e rapport de faire r�ef�eren
e�a des travaux utilisant 
e mod�ele, lorsque 
eux-
i traitent essentiellement des e�ets li�esau seuil �0. Dans le 
as du mod�ele d'Hers
hel-Bulkley, la relation (1.4) donne :d = 8<: �k�k �k�k � �02� �1=(r�1) si k�k � �0 � 00 sinonEn e�et, vu l'expression de � et la relation (1.4), nous avons :2�kdkr�2d = ( 0 si k�k < �0�k�k (k�k � �0) sinonnous en d�eduisons imm�ediatement une expression de la norme kdk de d :kdk = 8<: 0 si k�k < �0�k�k � �02� �1=(r�1) sinon
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oulements 
onsid�er�esainsi, nous pouvons 
on
lure que :d = 8<: 0 si k�k < �0�k�k �k�k � �02� �� 1kdkr�2 sinon= 8<: 0 si k�k < �0�k�k �k�k � �02� �1=(r�1) sinonLorsque 1 < r < 2, on parle d'un mat�eriau rh�eo-�epaississant, quand au 
ontraire r > 2, onparle d'un mat�eriau rh�eo-
uidi�ant. Le 
as r = 2 
orrespond �a une vis
osit�e � 
onstanteet nous retrouvons les relations �equivalentes (1.3) et (1.4).1.3 Conditions aux limites, loi de glissementLa fronti�ere � de 
 est suppos�ee partitionn�ee en �D, �N et �S, ave
 �D [ �S 6= ;, surlesquelles nous d�e�nissons les 
onditions suivantes :u = uD sur �D�:n = 0 sur �No�u n est d�e�nie sur � et d�esigne la normale ext�erieure �a 
. En outre, pour un ve
teurw 2 IRN , la 
omposante tangentielle au bord � est d�e�nie par :wt = w � (w:n)nSur �S , nous imposons une 
ondition de glissement �a seuil. Cette loi se 
onstruit paranalogie ave
 la loi de 
omportement. De mani�ere g�en�erale, nous pouvons nous donnerune fon
tion 
f > 0 et �e
rire une telle loi sous la forme :u:n = 0
f (ut)ut =8<: 0 si k (�tot:n)t k < sg;� (�tot:n)tk (�tot:n)t k(k (�tot:n)t k � sg) sinon (1.5)Dans 
ette loi, sg d�esigne un seuil de glissement au dessous duquel l'adh�eren
e �a lieu. Tout
omme pour la loi de 
omportement, nous 
hoisissons la loi la plus simple en 
onsid�erantpour la suite 
f 
onstant. Ce
i nous permettra d'isoler les ph�enom�enes et les diÆ
ult�esli�es �a l'existen
e du seuil de glissement sg. Signalons que 
ette loi simple a �et�e propos�eepar A. Fortin et al. [25℄.Remarque 1.3.1



1.4 Adimensionnement 391. Dans 
ette loi, nous pouvons rempla
er �tot par � 
ar :(�tot:n)t = ((� � pI):n)t = (�:n)t � p(n:t) = (�:n)t2. Dans la pratique, la 
ondition sur �N sera utilis�ee pour traduire une 
onditionde sym�etrie, 
e qui permet de r�eduire le volume des 
al
uls lors d'une simulationnum�erique.Indiquons en outre, que d'autres lois de glissement ont �et�e propos�ees par Iones
u etVernes
u [47℄ pour des �e
oulements de 
uide de Bingham. Ces lois s'apparentent �a deslois de frottement de Coulomb et sg n'y est pas 
onstant. Ces lois prennent la forme :8<: u:n = 0k (�:n)t k � sg : � k (�:n)t k < sg =) ut = 0k (�:n)t k = sg =) ut = �� (�:n)t ; � > 0 (1.6)Lorsque sg = �j (�:n) :nj, (ave
 � un 
oeÆ
ient> 0) nous obtenons une loi de Coulomb,lorsque sg = �(�0+kD(u)k), nous obtenons une loi propos�ee par Cristes
u et Suli
iu [22℄.Ces lois sont plus diÆ
iles �a manipuler que (1.5) ave
 
f et sg 
onstants 
ar elles 
om-pliquent l'e�et de seuil en rendant le seuil de glissement d�ependant des 
hamps � ou u.Ce
i 
onstitue une diÆ
ult�e qui ne 
orrespond pas �a notre obje
tif.1.4 AdimensionnementNous proposons maintenant d'�e
rire les relations (1.1)-(1.5) sous une forme sans dimen-sion. Dans 
ette se
tion, nous mettons un tilde sur les grandeurs sans dimension.Soient U et L des grandeurs de r�ef�eren
e :u = Ueu ; uD = UfuD ; x = Lex:L'�equation de 
onservation de la quantit�e de mouvement (1.1) devient :1L(gdiv� � erp) + f = 0et nous avons toujours : gdiv eu=0.Par ailleurs, d = (U=L) ~d, don
 nous obtenons pour la loi de 
omportement (1.3) :� = 8<: k�k < �0 si ~d = 02 �UL ~d+ �0 ~dk ~dk sinon
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oulements 
onsid�er�espuis, en posant � = �UL et Bi = �0� , nous trouvons une expression de la loi de 
ompor-tement sans dimension :~� = �� = 8<: ke�k < Bi si ed = 02 ed +Bi edkedk sinonDe même, lorsque nous �e
rivons la loi de 
omportement sous la forme (1.4), nous obtenons :UL ed = ( 0 si �ke�k < �012� e�ke�k (�ke�k � �0) sinonsoit : 2ed = ( 0 si ke�k < Bie�ke�k (ke�k �Bi) sinonNous pouvons ensuite �e
rire l'�equation de 
onservation de la quantit�e de mouvement ave
�g�tot = �tot : gdiv e� � erep +ef = 0o�u nous avons pos�e : ~f = L2�U f .En�n, la loi de glissement (1.5) devient :eu:n = 0
f Ueut = 8<: 0 si k (g�tot:n)t k < sg� ;� (g�tot:n)tk (g�tot:n)t k(�k (g�tot:n)t k � sg) sinonSoit, �nalement :eu:n = 0CF eut = 8<: 0 si k (g�tot:n)t k < S;� (g�tot:n)tk (g�tot:n)t k(k (g�tot:n)t k � S) sinono�u nous avons pos�e : CF = 
f U� et S = sg� .1.5 Mod�ele retenuNous 
onsid�erons d�esormais des grandeurs �e
rites sans dimension. L'absen
e d'ambigu��t�enous permet d'omettre les tildes sur 
es grandeurs. Les probl�emes que nous allons r�esoudre



1.5 Mod�ele retenu 41dans les parties II et III 
onsistent alors �a trouver (u; �; p) v�eri�ant les relations quisuivent : d = D(u) (1.7)div� �rp + f = 0 (1.8)divu = 0 (1.9)ainsi que l'une des deux relations �equivalentes d�esignant la loi de 
omportement sansdimension : � = ( k�k < Bi si d = 02 d +Bi dkdk sinon (1.10)2 d = ( 0 si k�k < Bi;�k�k (k�k �Bi) sinon (1.11)Ave
 les 
onditions aux limites : u = uD sur �D�:n = 0 sur �Nu:n = 0 sur �S (1.12)et la relation suivante, d�esignant la loi de glissement sur �S :CF ut = 8<: 0 si k (�:n)t k < S;� (�:n)tk (�:n)t k(k (�:n)t k � S) sinon (1.13)Dans la partie II, la pression p sera en fait une donn�ee et, dans la partie III, nous envisa-gerons une situation o�u �S = ;. Ainsi, dans 
ha
une de 
es parties, nous aborderons desdiÆ
ult�es de nature di��erente.R�e
apitulons en�n les di��erents param�etres sans dimension et leur signi�
ation.Bi = �0LU � : nombre de Bingham,S = sg� : seuil de glissement sans dimension,CF = 
f U� : 
oeÆ
ient de frottement sans dimension.Finalement, outre la g�eom�etrie et les nombres sans dimension, les donn�ees sont un termesour
e f et une vitesse impos�ee sur �D : uD.Bien sûr, le 
hoix des grandeurs de r�ef�eren
e U et L d�epend des probl�emes 
on
rets quel'on 
onsid�ere et d'autres nombres sans dimension peuvent apparâ�tre. 
'est le 
as parexemple lorsqu'un param�etre pilote une 
on�guration de la g�eom�etrie (la distan
e entredeux plaques, par exemple, dans le dernier 
hapitre de la partie III).





Chapitre 2Analyse d'une approximation du 
asmono-dimensionnelNous souhaitons dans 
e 
hapitre d�e
rire en d�etail l'approximation par �el�ements �nis d'un
as tr�es simple, a�n de �xer les id�ees sur les diÆ
ult�es �a envisager dans un 
adre plusg�en�eral.Nous 
ommen�
ons don
 par d�e
rire un probl�eme mono-dimensionnel dont nous donnonsla solution expli
itement, puis nous d�e
rivons le probl�eme appro
h�e par �el�ements �nis.Pour une approximation 
ontinue et aÆne par mor
eau (P1-
ontinue) de la vitesse, nous
al
ulons expli
itement la solution appro
h�ee, ainsi que l'erreur d'approximation dansles normes H1, W 1;1 et L1. La même op�eration est r�ep�et�ee pour une approximation
ontinue quadratique par mor
eau (P2-
ontinue) de la vitesse. Les r�esultats obtenus pour
es deux approximations parti
uli�eres sont �nalement 
ompar�es et montrent alors l'utilit�ed'adapter le maillage au voisinage des fronti�ere de la zone rigide, pour l'approximationquadratique.2.1 Probl�eme de Poiseuille planLe probl�eme 
onsid�er�e i
i est s
h�ematis�e par la �gure 2.1.Soit deux plaques parall�eles s�epar�ees par une distan
e 2L. Un 
uide de Bingham, de seuil�0, est mis en mouvement entre 
es deux plaques sous l'a
tion d'une 
hute de pression f .Nous supposons que le mat�eriau adh�ere �a la paroi.Un tel �e
oulement est nomm�e "Poiseuille plan". C'est une approximation de l'�e
oulementdans une 
onduite re
tiligne de se
tion re
tangulaire, o�u le re
tangle qui 
onstitue la43



44 Chapitre 2 Analyse d'une approximation du 
as mono-dimensionnele1 e3O LLuFig. 2.1 { Repr�esentation s
h�ematique de l'�e
oulement entre deux plaques parall�eles, ou((Poiseuille plan)).se
tion poss�ede un 
ôt�e tr�es grand devant l'autre. En 
ons�equen
e, la vitesse n'a qu'une
omposante non-nulle, not�ee u, suivant l'axe e3, et elle ne d�epend que de x 2℄ � L;L[(elle est 
onsid�er�ee 
onstante par rapport �a y). De même la 
ontrainte de 
isaillement estrepr�esent�ee par un 
hamps s
alaire not�e i
i � et ne d�epend que de x.Par sym�etrie, nous sommes ramen�es �a l'intervalle ℄0;L[, quitte �a poser la 
ondition desym�etrie : �(0) = 0Une fois d�e�ni le nombre sans dimension :Bi = �0Lfnous posons 
 =℄0; 1[, �S = ;, �N = f0g ainsi que �D = f1g et 
her
hons �a trouver lasolution du probl�eme mono-dimensionnel suivant, 
ompos�e de la loi de 
omportement, dela loi de 
onservation de la quantit�e de mouvement, de la 
ondition de sym�etrie en x = 0et de la 
ondition d'adh�eren
e en x = 1 :Probl�eme 2.1.1 Trouver des fon
tions u et � d�e�nies sur ℄0; 1[ telles que :8>>>>>>>><>>>>>>>>: dudx(x) = F
(�) d�ef= ( �(x)j�(x)j(j�(x)j �Bi) si j�(x)j > Bi0 sinond�dx (x) = �1�(0) = 0u(1) = 0



2.2 Probl�eme appro
h�e par �el�ements �nis 45I
i la 
ondition d'in
ompressibilit�e divu = 0 est automatiquement satisfaite puisqueu(x; y; z) = u(x)e3. La solution de 
e probl�eme s'obtient ais�ement et �gure dans denombreux ouvrages (voir par exemple dans [33℄, les relations (6.13) et (6.14) page 94). Ils'agit de : �(x) = �xet pour Bi < 1, on a : d(x) d�ef= dudx(x) = � Bi� x si x > Bi0 sinonu(x) = 8>><>>: (Bi� 1)22 � (Bi� x)22 si x > Bi(Bi� 1)22 sinonPour Bi � 1, la vitesse u est identiquement nulle, l'�e
oulement est bloqu�e.En outre, si nous posons : X(
) = �v 2 H1(0; 1) ; v(1) = 0	il est possible de montrer 1 que les 
hamps u 2 X(
), � 2 L2(0; 1) et d 2 L2(0; 1) satisfont,pour tous v 2 X(
), � 2 L2(0; 1) et � 2 L2(0; 1), les relations :Z 10 �(x)dvdx(x) dx = Z 10 v(x) dxZ 10 d(x)(�(x)� d(x)) dx+BiZ 10 j�(x)jdx�BiZ 10 jd(x)jdx � Z 10 �(x)(�(x)� d(x)) dxZ 10 � (x)d(x) dx = Z 10 � (x)dudx(x) dx (2.1)Ces relations 
onstituent la formulation variationnelle du probl�eme 2.1.1 et permettentde d�e�nir un ((probl�eme appro
h�e)) via la m�ethode des �el�ements �nis.2.2 Probl�eme appro
h�e par �el�ements �nisSoient a0 = 0 < a1 <...< an�1 < an = 1 les points d'une subdivision de ℄0; 1[ quid�e�nit un maillage de 
. Le milieu des mailles ℄ai; ai+1[ sera not�e ai+1=2 et leur longueur�xi = ai+1 � ai. On posera en outre h = max0�i�n�1�xi.1. nous le ferons dans un 
adre plus g�en�eral dans les parties II et III



46 Chapitre 2 Analyse d'une approximation du 
as mono-dimensionnelD�e�nissons maintenant les espa
es ve
toriels de dimension �nie dans lesquels nous allons
her
her les approximations uh de la vitesse et �h de la 
ontrainte de 
isaillement. Pourk � 0 nous notons 
lassiquement Pk l'ensemble des polynômes de degr�e k et nous posons :Xk;�1h (0; 1) = �vh :℄0; 1[�! IR ; vhj℄ai;ai+1[ 2 Pk ; 8 i = 0; :::; n� 1	Xk;0h (0; 1) = Xk;�1h (0; 1) \ C0[0; 1℄Dans la suite, nous souhaitons �etudier l'erreur eh = u� uh pour l'approximation :uh 2 Xk;0h (0; 1) \X(
) ; ave
 k = 1 et k = 2Ave
 un tel 
hoix pour uh, nous avons duhdx 2 Xk�1;�1h (0; 1) et il semble don
 naturel de
her
her : �h 2 Xk�1;�1h (0; 1)Nous pouvons en fait justi�er rigoureusement 
e 
hoix d'espa
e pour la 
ontrainte en�e
rivant le probl�eme appro
h�e. Compte tenu de la formulation variationnelle (2.1), nous�e
rivons un probl�eme appro
h�e 
omme suit :Z 10 �h(x)dvhdx (x) dx = Z 10 vh(x) dx; 8 vh 2 Xk;0h (0; 1)Z 10 dh(x)(�h(x)� dh(x)) dx+ BiZ 10 j�h(x)jdx�BiZ 10 jdh(x)jdx� Z 10 �h(x)(�h(x)� dh(x)) dx; 8 �h 2 Xk�1;�1h (0; 1)Z 10 �h(x)dh(x) dx = Z 10 �h(x)duhdx (x) dx; 8 �h 2 Xk�1;�1h (0; 1)il est alors possible de montrer qu'ave
 notre 
hoix d'espa
es, il existe une solution(�h; uh; dh) et que uh et dh sont uniques 2. En fait, nous allons 
onsid�erer dans 
e 
ha-pitre un probl�eme appro
h�e qui pr�esente un int�erêt pratique pour l'�e
riture d'algorithmesdans des 
ontextes plus g�en�eraux (parties II et III) :Probl�eme 2.2.1Z 10 �h(x)dvhdx (x) dx = Z 10 vh(x) dx ; 8vh 2 Xk;0h (0; 1)2. nous montrerons 
e
i dans la partie II



2.3 Approximation P1 de la vitesse 47et sur ℄ai; ai+1[, ave
 0 � i � n� 1 :si k = 1; dh = F
(�h)si k = 2; dh(aj) = F
(�h(aj)) ; j = i; i� 1Nous allons maintenant 
onstruire expli
itement uh et �h pour 
e dernier probl�eme, puisnous 
al
ulerons les erreurs jehj1;2;
, jehj1;1;
 et jehj0;1;
 a�n de 
omparer les approxima-tions pour k = 1 et k = 2.Remarque 2.2.1 (Utilisation de la formule expli
ite)Dans les situations plus g�en�erales des parties II et III, nous 
onsid�ererons le probl�emeappro
h�e sans formule expli
ite pour 
e qui est des questions d'estimation d'erreur, poursimpli�er l'analyse. Cependant, pour le 
al
ul num�erique, nous utiliserons les formulesexpli
ites par
e que la programmation des algorithmes s'en trouve simpli��ee. Les testsnum�eriques nous permettrons de 
onstater que la m�ethode qui est programm�ee (ave
 lesformules expli
ites) donne des r�esultats qui sont en bon a

ord ave
 les r�esultats th�eoriquesd'estimation d'erreur.2.3 Approximation P1 de la vitesseFixons, pour toute 
ette partie, k = 1.Les fon
tions �h et dh �etant 
onstantes sur 
haque maille, nous noterons �i+1=2 et di+1=2leur valeur sur la maille ℄ai; ai+1[ (pour 0 � i � n � 1). Nous noterons �egalement �i lafon
tion de base de X1;0h (0; 1) asso
i�ees �a ai (pour 0 � i � n). La fon
tion de base deX1;�1h (0; 1) asso
i�ee �a ai+1=2 sera not�ee  i+1=2. Rappelons l'expression de 
es fon
tions debase. Pour 1 � i � n� 1, nous avons :�i(x) = 8>><>>: x� ai�1�xi�1 sur ℄ai�1; ai[ai+1 � x�xi sur ℄ai; ai+1[0 sur ℄0; ai�1[[℄ai+1; 1[et pour les points extrêmes a0 = 0 et an = 1 :�0(x) = ( a1 � x�x0 sur ℄0; a1[0 sur ℄a1; 1[ �n(x) = ( 0 sur ℄0; an�1[1� x�xn�1 sur ℄an�1; 1[et pour 0 � i � n� 1 :  i+1=2 = � 1 sur ℄ai; ai+1[0 sur ℄0; ai[[℄ai+1; 1[



48 Chapitre 2 Analyse d'une approximation du 
as mono-dimensionnelCommen�
ons par 
al
uler la fon
tion �h. Nous avons :Z 10 �h(x)d�idx (x) dx = Z 10 �i(x) dx ; 1 � i � n � 1Compte tenu de l'expression de �i :Z aiai�1�h(x)d�idx (x) dx+ Z ai+1ai �h(x)d�idx (x) dx = Z ai+1ai�1 �i(x) dx = �xi�1 +�xi2 d�ef= �xi�1=2d'o�u : �i+1=2 � �i�1=2�xi�1=2 = �1 ; 1 � i � n� 1 (2.2)D'autre part, pour i = 0 : Z �x00 �h(x)�00(x) dx = �x02autrement dit : �1=2 = ��x02 (2.3)des relations (2.2) et (2.3), nous d�eduisons, par r�e
urren
e, que �h est 
ara
t�eris�e par :�i+1=2 = �(ai+1=2)Ensuite, nous remarquons que, pour i � 0 :di+1=2 = F
(�i+1=2) = F
(�(ai+1=2)) = d(ai+1=2)En parti
ulier, nous remarquons que, sur ℄0;x0[, d = dh = 0.Pour simpli�er, nous 
onsid�erons d�esormais deux nombres h > 0 et h0 > 0 ainsi qu'unintervalle K0 =℄x0;x0 + h0[ tels que :� K0 est l'unique maille 
ontenant le point x = Bi,� le pas du maillage est 
onstant et �egal �a h en dehors de K0.Nous 
onnaissons �h et dh, 
al
ulons maintenant l'expression de uh. On sait que uh estl'unique primitive de dh satisfaisant la 
ondition uh(1) = 0. Ainsi, pour 0 � i � n � 1 etx 2℄ai; ai+1[\℄x0+ h0; 1[, nous avons :uh(x) = Z ai+11 dh(y) dy + Z xai+1dh(y) dy= Z ai+11 d(y) dy + (x� ai+1)d(ai+1=2)= (Bi� 1)22 � (Bi� ai+1)22 + (x� ai+1)d(ai+1=2)



2.3 Approximation P1 de la vitesse 49L'�egalit�e Z ai+11 dh(y) dy = Z ai+11 d(y) dy exprime l'�egalit�e des aires repr�esent�ees par 
ha-
une des deux int�egrales et est visible sur la �gure Fig. 2.2.De même, sur K0, nous �e
rivons :uh(x) = Z x0+h01 dh(y) dy + Z xx0+h0dh(y) dy= Z x0+h01 d(y) dy + (x� x0 � h0)d(x0 + h0=2)= (Bi� 1)22 � (Bi� x0 � h0)22 + (x� x0 � h0)d(x0 + h0=2)et en�n, sur ℄0;x0[, uh est 
onstant et vaut, par 
ontinuit�e en x0 :uh(x0) = (1 �Bi)22 � (x0 + h0 �Bi)22 � h0 d(x0 + h0=2)R�esumons les expressions obtenues pour �h, dh et uh :Proposition 2.3.1 Les quantit�es �h, dh et uh v�eri�ant le probl�eme 2.2.1 s'�expli
itent
omme suit : �h(x) = � �(i� 1=2)h si x 2℄0;x0[[ ℄x0 + h0; 1[�x0 � h0=2 si x 2℄x0;x0 + h0[dh(x) =8<: Bi� (i� 1=2)h si x 2℄x0 + h0; 1[Bi� x0 � h0=2 si x 2℄x0;x0 + h0[ et Bi < x0 + h0=20 sinonuh(x) =8>>><>>>: (1 �Bi)22 � (ai+1 �Bi)22 + (x� ai+1)(Bi� ai � h=2) sur ℄ai; ai+1[\℄x0 + h0; 1[(1 �Bi)22 � (x0 + h0 �Bi)22 + (x� x0 � h0)d(x0 + h0=2) sur ℄x0;x0 + h0[(1 �Bi)22 � (x0 + h0 �Bi)22 � h0 d(x0 + h0=2) sur ℄0;x0[On peut maintenant 
al
uler fa
ilement di��erentes normes d'erreur pour eh = u� uh.Proposition 2.3.2 L'erreur eh entre la solution u du probl�eme 2.1.1 et la solutionappro
h�ee uh v�eri�e : jehj1;1;
 = max�h2 ; �h0�



50 Chapitre 2 Analyse d'une approximation du 
as mono-dimensionneljehj1;2;
 = �1�Bi12 h2 + � � 212 h0h2 + 
h30�1=2jehj0;1;
 = max�h28 ; Æ h20�et les 
onstantes �, �, 
 et Æ ne d�ependent pas de h et sont born�ees ind�ependamment deh0, elles sont d�e�nies par : � = Bi� x0h0 2 [0; 1℄� = � 1� � si Bi > x0 + h0=21=2 sinon
 = ( (1 � �)33 si Bi > x0 + h0=2124 + 13(� � 1=2)3 + �(� � 1=2)2 sinonÆ = 8><>: (1 � �)22 si Bi > x0 + h0=2max� 18 ; (1 � �)22 + �� 12 � sinonPreuve :Commen�
ons par 
al
uler l'erreur d� dh en norme L1(0; 1) :jd� dhj0;1;℄x0+h0;1[ = d(1 � h)� d(1)2 = h2Si Bi > x0 + h0=2, on a :jd � dhj0;1;℄x0;x0+h0 [ = jd(x0 + h0)j = h0 + x0 �Bi = (1� �)h0Si au 
ontraire Bi � x0 + h0=2, on a :jd� dhj0;1;℄x0;x0+h0[ = jd(x0 + h0)� d(x0 + h0=2)j = h02don
 on obtient l'erreur dans la norme L1(0; 1) :jehj1;1;
 = jd � dhj0;1;
 = max�h2 ; �h0�



2.3 Approximation P1 de la vitesse 51ave
 une 
onstante � ne d�ependant que de la 
onstru
tion du maillage :� = � 1� � si Bi > x0 + h0=21=2 sinonCal
ulons maintenant l'erreur dans la norme H1(0; 1).Si Bi > x0 + h0=2 : Z x0+h0x0 jd� dhj2(y) dy = (1� �)33 h30sinon : Z x0+h0x0 jd� dhj2(y) dy = h30� 124 + 13(� � 1=2)3 + �(�� 1=2)2�de plus, le 
al
ul sur l'intervalle ℄x0 + h0; 1[ donne :Z 1x0+h0 jd� dhj2(y) dy = 1� (x0 + h0)h � h312 = 1 � x0 � h012 h2 = 1�Bi12 h2 + � � 212 h0h2Finalement, nous obtenons l'erreur :ju� uhj1;2;
 = �1�Bi12 h2 + � � 212 h0h2 + 
h30�1=2ave
 les 
onstantes :
 = ( (1� �)33 si Bi > x0 + h0=2124 + 13(�� 1=2)3 + �(� � 1=2)2 sinonFinissons ave
 le 
al
ul de jehj0;1;
. Nous avons, si Bi > x0 + h0=2 :eh(x) = 8>><>>: 12(x� ai+1)(ai � x) sur ℄ai; ai+1[\℄x0+ h0; 1[12(x� x0 � h0)(2Bi� x0 � h0 � x) sur ℄Bi;x0+ h0[(Bi� x0 � h0)22 sur ℄0;Bi[et si au 
ontraire Bi � x0 + h0=2 :eh(x) =8>>>>><>>>>>: 12(x� ai+1)(ai � x) sur ℄ai; ai+1[\℄x0 + h0; 1[12(x� x0 � h0)(x0 � x) sur ℄Bi;x0 + h0[(� � 1)22 h20 � (x� x0 � h0)(�� 1=2)h0 sur ℄x0;Bi[(� � 1)22 h20 + (�� 1=2)h20 sur ℄0;x0[



52 Chapitre 2 Analyse d'une approximation du 
as mono-dimensionneldon
 : jehj0;1;℄x0+h0;1[ = ����eh�ai + ai+12 ����� = h28jehj0;1;℄Bi;x0+h0[ = 8<: ���eh �h0 + 2x02 ���� = h208 si Bi � x0 + h0=2jeh(Bi)j = (�� 1)22 h20 sinonjehj0;1;℄0;Bi[ = 8><>: jeh(x0)j = �(�� 1)22 + � � 1=2� h20 si Bi � x0 + h0=2(�� 1)22 h20 sinon
qfd.2.4 Approximation P2 de la vitesseFixons, pour toute 
ette partie, k = 2.La fon
tion �h �etant dis
ontinue, nous noterons ��i et �+i les valeurs de �h respe
tivement�a gau
he et �a droite du point ai. Nous adopterons de même les notations d�i et d+i .Nous noterons �egalement  �i et  �i les fon
tions de base de X1;�1h (0; 1) asso
i�ees �a ai. Lesfon
tions de base de X2;0h (0; 1) asso
i�ees �a ai seront not�ees �i et nous �e
rirons �i+1=2 
ellesasso
i�ees �a ai+1=2.Rappelons l'expression de 
es fon
tions de base :8i; 0 < i < n ; �i =8>>><>>>: x� ai�1�xi�1 x� ai�1=2�xi�1=2 sur ℄ai�1; ai[ai+1 � x�xi ai+1=2 � x�xi=2 sur ℄ai; ai+1[0 sur ℄0; ai�1[ [ ℄ai+1; 1[�0 = ( �x0 � x�x0 �x0=2 � x�x0=2 sur ℄0;�x0[0 sur ℄�x0; 1[8i; 0 � i < n ; �i+1=2 = ( x� ai�xi=2 ai+1 � x�xi=2 sur ℄ai; ai+1[0 sur ℄0; ai[ [ ℄ai+1; 1[ �i (x) = x� ai�1�xi�1 1Ki�1 ;  +i (x) = ai+1 � x�xi 1Ki



2.4 Approximation P2 de la vitesse 53o�u 1Kj est la fon
tion 
ara
t�eristique de l'intervalle Kj , valant 1 sur Kj et 0 ailleurs.Remarquons en premier lieu que �h = �. Nous avons en e�et :Z 10 �h(x)d�i+1=2dx (x) dx = Z 10 �i+1=2(x) dxdon
 nous d�eduisons en int�egrant par partie sur le support de �i+1=2 que :�Z ai+1ai d�hdx (x)�i+1=2(x) dx = Z ai+1ai �i+1=2(x) dxor, sur ℄ai; ai+1[, on a : �h(x) = �+i  +i (x) + ��i+1 �i+1(x)et 
'est pourquoi, sur 
et intervalle, d�hdx est 
onstant et vaut :��i+1 � �+i�xidon
 nous trouvons �nalement la relation de type ((di��eren
e-�nie)) :��i+1 � �+i�xi = �1 sur ℄ai; ai+1[ (2.4)Par ailleurs, nous pouvons aussi �e
rire :Z 10 �h(x)d�idx (x) dx = Z 10 �i(x) dx
e qui se traduit par :Z aiai�1=2�h(x)d�idx (x) dx+ Z ai+1=2ai �h(x)d�idx (x) dx = Z ai+1=2ai�1=2 �i(x) dxen e�e
tuant des int�egrations par partie au premier membre, nous trouvons :��i � �+i � ��i � �+i�1�xi�1 Z aiai�1=2�i(x) dx� ��i+1 � �+i�xi Z ai+1=2ai �i(x) dx = Z ai+1=2ai�1=2 �i(x) dx(2.5)Le même 
al
ul ave
 �0 fournit :��+0 � ��1 � �+0�x0 Z �x00 �0(x) dx = Z �x00 �0(x) dx (2.6)



54 Chapitre 2 Analyse d'une approximation du 
as mono-dimensionnelEn utilisant (2.4) dans (2.5) et dans (2.6) (ave
 i = 0), on trouve que :��i = �+i et �0 = 0autrement dit, �h est une fon
tion 
ontinue v�eri�ant :�h(0) = 0 et d�hdx (x) = �1 dans ℄0; 1[nous voyons alors que �h est d�etermin�e de mani�ere unique et que �h(x) = �(x) = �x.Compte tenu de 
ette premi�ere remarque, nous avons :d�i = d+i = d(ai) = F
(�(ai))don
 dh est en fait 
ontinue et plus pr�e
is�ement en
ore, si nous appelons K0 =℄x0;x0+h0[l'�el�ement qui 
ontient le point x = Bi, nous 
onstatons en observant l'expression de dqu'en fait : d � dh = 0 sur ℄0; 1[nK0.Puisque dh(x0) = 0 et que dh(x0 + h) = d(x0 + h) = Bi� x0 � h0, nous pouvons donnerl'expression de dh sur K0 de la mani�ere suivante :dh = ( d = Bi� x si x 2℄0; 1[nK0(Bi� x0 � h0)x� x0h0 sinonnous en d�eduisons alors l'expression de uh, l'unique primitive de dh telle que uh(1) = 0.Avant de 
al
uler l'erreur d'approximation, r�esumons l'expression des 
hamps appro
h�es�h, dh et uh :Proposition 2.4.1 Les quantit�es appro
h�ees �h 2 X1;�1h (0; 1), dh 2 X1;�1h (0; 1) etuh 2 X2;0h (0; 1) sont donn�ees par les expressions :�h(x) = �(x) = �xdh(x) = 8<: Bi� x sur ℄x0 + h0; 1[(�� 1)(x� x0) sur ℄x0;x0 + h0[0 sur ℄0;x0[uh(x) = 8>>><>>>: (1�Bi)22 � (x�Bi)22 sur ℄x0 + h0; 1[(1�Bi)22 + (� � 1)(x� x0)22 + �(1 � �)2 h20 sur ℄x0;x0 + h0[(1�Bi)22 + �(1 � �)2 h20 sur ℄0;x0[o�u � est d�e�ni 
omme dans la proposition 2.3.2.



2.5 Con
lusion 55De 
e
i nous pouvons ais�ement d�eduire l'erreur d� dh en 
haque point x 2℄0; 1[ :d � dh = 8<: 0 sur ℄0;x0[ [ ℄x0 + h0; 1[Bi� x� (�� 1)(x� x0) sur ℄Bi;x0 + h0[�(�� 1)(x� x0) sur ℄x0;Bi[et ainsi, nous obtenons l'erreur dans la norme L1(0; 1) :jd � dhj0;1;
 = jd� dhj0;1;K0 = jdh(Bi)j = �(�� 1)h0o�u � est d�e�ni 
omme dans le 
as o�u k = 1 par � = Bi� x0h0 2 [0; 1℄. Nous pouvons�egalement 
al
uler : jd� dhj0;2;
 = jd� dhj0;2;K0 = �(� � 1)p3 h3=20En�n, nous pouvons exprimer l'erreur eh en 
haque point x 2℄0; 1[ :eh(x) = u(x)� uh(x) = 8>>>>><>>>>>: 0 sur ℄x0 + h0; 1[�(x�Bi)22 � (�� 1)(x� x0)22 � �(1 � �)2 h20 sur ℄Bi;x0+ h0[�(�� 1)(x� x0)22 � �(1 � �)2 h20 sur ℄x0;Bi[��(1� �)2 h20 sur ℄0;x0[nous pouvons en d�eduire l'erreur sur u dans la norme L1(0; 1).En 
on
lusion, en utilisant 
e qui pr�e
�ede et le fait que par d�e�nition jd�dhj0;2;
 = jehj1;2;
et jd� dhj0;1;
 = jehj1;1;
, nous obtenons :Proposition 2.4.2 L'erreur eh entre la solution u du probl�eme 2.1.1 et la solutionappro
h�ee uh v�eri�e : jehj1;2;
 = �(�� 1)p3 h3=20jehj1;1;
 = �(� � 1)h0jehj0;1;
 = �(1 � �)2 h202.5 Con
lusionEn 
omparant les propositions 2.3.2 et 2.4.2, nous pouvons 
onstater les faits suivants :1. En maillage uniforme (h0 = h), nous avons pour k = 1 ou k = 2 : jehj0;1;
 = O(h2)et jehj1;1;
 = O(h). Seule la norme H1(
) est plus pr�e
ise en P2 (en O(h3=2)) qu'enP1 (en O(h)).



56 Chapitre 2 Analyse d'une approximation du 
as mono-dimensionnel2. L'adaptation de maillage (h0 6= h) ne permet pas d'am�eliorer l'erreur en P1, 
e quirend, en 
e sens, le maillage uniforme optimal pour l'approximation P1 de la vitesse.3. Ave
 un maillage adapt�e (h0 6= h) et une approximation P2 de la vitesse, on peutatteindre une pr�e
ision arbitraire ave
 seulement trois �el�ements (
e qui fait six degr�esde libert�e, 
ompte tenu de la 
ondition uh(1) = 0).Ainsi, nous pouvons 
on
lure qu'ave
 un maillage 
onvenable (h0 assez petit), pour unmême nombre de degr�es de libert�e, l'approximation P2 de la vitesse donne nettement plusde pr�e
ision que l'approximation P1.Pour des probl�emes plus 
omplexes, nous pouvons don
 esp�erer, grâ
e �a l'adaptationdu maillage, atteindre la pr�e
ision donn�ee par l'op�erateur d'interpolation, et 
ela sansengager un sur-
oût en degr�es de libert�e par rapport au 
as ((P1-uniforme)). Toutefois, ilnous faudra trouver un moyen pour raÆner automatiquement le maillage au voisinage desfronti�eres des zones rigides. Notre 
as mono-dimensionnel peut donner une indi
ation �a
e sujet. En e�et, il semble que la quantit�e suivante permette 
e raÆnement :'(x) =p�(x)u0(x) =8<: px(x�Bi) si x � Bi0 sinonPr�e
isons 
ela. Si nous 
onsid�erons 'h l'interpol�e P1 de ', nous avons :j'� 'hj1;1;℄ai;ai+1[ � 
j'00j0;1;℄ai;ai+1[�xipour avoir une erreur en O(
0), il nous suÆt don
 de 
onsid�erer :�xi = 
0j'00j0;1;℄ai;ai+1 [alors, en observant que :'00(x) = 8>><>>: �Bi2=4fx(x�Bi)g3=2 si x � Bi0 sinonnous voyons que �xi tend vers 0 au voisinage des fronti�eres des zones rigides.Remarque 2.5.1 Dans la mesure o�u l'avantage du 
hoix k = 2 sur le 
hoix k = 1ressort nettement, nous n'avons pas 
her
h�e �a g�en�eraliser les 
al
uls de eh pour d'autresvaleurs de k. Nous pouvons quand même remarquer, que, pour k � 2, � 2 Xk�1;0h (0; 1) �Xk�1;�1h (0; 1), par 
ons�equent, le 
hoix �h = � 
onvient. On trouve alors �a nouveau qued = dh en dehors de K0 =℄x0;x0+ h0[ (l'unique maille 
ontenant la valeur Bi). Ainsi, ona : jehj1;q;
 = jehj1;q;K0 ; 8q 2 [1;+1℄



2.5 Con
lusion 57De même, u = uh sur ℄x0 + h0; 1[ (
ar u0h = dh = sur 
et intervalle et uh(1) = 0) etpuisque u est 
ontinue en x0 et 
onstante sur ℄0;x0[, nous avons uh = uh(x0) sur ℄0;x0[et don
 : jehj0;1;
 = jehj0;1;K0Remarque 2.5.2 Il est 
onnu (voir Glowinski et al. [36℄), que u v�eri�e l'in�equationvariationnelle de se
onde esp�e
e suivante :Z 10 dudx(x)�dvdx(x)� dudx(x)� dx+ BiZ 10 ���dvdx(x)��� dx�BiZ 10 ���dudx(x)��� dx� Z 10 f(x) (v(x)� u(x)) dx ; 8 v 2 X(
)o�u l'on a pos�e f(x) = 1 sur ℄0; 1[. Soit uh 2 X1;0h (0; 1)\X(
) l'approximation par �el�ements�nis P1 de 
e probl�eme, d�e�nie par :Z 10 duhdx (x)�dvhdx (x)� duhdx (x)� dx+ BiZ 10 ���dvhdx (x)��� dx�BiZ 10 ���duhdx (x)��� dx� Z 10 f(x) (vh(x)� uh(x)) dx ; 8 vh 2 X1;0h (0; 1) \X(
)Lorsque f est un �el�ement quel
onque de L2(0; 1), il est d�emontr�e dans [36℄ que :ku� uhk1;2;℄0;1[ = O(h)nous retrouvons don
 le même ordre que 
elui �etabli en se
tion 2.3. Toutefois, 
'est uneapproximation di��erente de 
elle 
onsid�er�ee se
tion 2.3 puisqu'au
une formule expli
iten'y intervient. Dans la partie II, 
hapitre 3, nous nous int�eresserons �a l'estimation del'erreur pour 
e type d'approximation, lorsque le domaine 
 est bidimensionnel.
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as mono-dimensionnel
x

h0 = 0:2h = 0:2P1 d dhBi 1x0+h0x00Bi � 10 x
h0 = 0:2P2ddhBi 1x0+h0x00Bi � 10

x
h0 = 0:2h = 0:2P1uuh Bi 1x0+h0x00

(Bi� 1)22
0 x

h0 = 0:2P2uhu Bi 1x0+h0x00
(Bi� 1)22

0Fig. 2.2 { Vitesse u et taux de d�eformation d pour le mod�ele mono-dimensionnel del'�e
oulement de Poiseuille plan, 
ompar�es aux approximations uh et dh par �el�ements �nisP1 et P2.



Deuxi�eme partie�E
oulements en 
onduite droite
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61Dans 
ette partie, nous explorons quelques aspe
ts de l'analyse et de la simulation num�e-riques pour un 
as parti
ulier du mod�ele g�en�eral pr�esent�e dans la partie I.Nous 
ommen
erons par pr�e
iser le mod�ele parti
ulier que nous 
onsid�erons i
i, puis nousen donnerons des formulations bien adapt�ees �a l'�e
riture d'une m�ethode num�erique et �aune analyse de 
onvergen
e. La des
ription d�etaill�ee d'une m�ethode num�erique est ensuiter�ealis�ee et 
ompl�et�ee par des r�esultats de 
onvergen
e pour l'approximation par �el�ements�nis. En�n la simulation num�erique d'un 
as parti
ulier a
h�eve 
ette partie en donnantdes r�esultats de m�e
anique 
on
rets.





Chapitre 1G�en�eralit�es sur le probl�eme 
ontinuLe but de 
e 
hapitre est de donner plusieurs formulations du mod�ele g�en�eral pr�esent�edans la partie I, dans un 
as parti
ulier o�u la loi de glissement s'applique sur toute laparoi � du domaine 
, soit � = �S , et o�u la pression p est donn�ee.Tout d'abord, nous �e
rivons 
e mod�ele parti
ulier. Ensuite, nous en donnons une for-mulation variationnelle �a plusieurs 
hamps in
onnus qui est bien adapt�ee �a l'�e
ritured'un algorithme. En�n nous donnerons quelques formulations plus 
lassiques dont le seul
hamp in
onnu est la vitesse, 
ar elles 
onstituerons des outils int�eressants pour l'analysede l'erreur d'approximation par �el�ements �nis au 
hapitre 3.1.1 �E
riture du mod�ele pour les �e
oulements de Poi-seuilleNous 
onsid�erons l'�e
oulement laminaire permanent dans une 
onduite re
tiligne de se
-tion 
onstante 
 � IR2 et d'axe e3, sous l'a
tion d'une variation 
onstante de pressionnot�ee f > 0. La loi de glissement est impos�ee sur toute la paroi du 
ylindre. Par la suite,nous nommerons 
ette situation Probl�eme de Poiseuille 1. Lorsque 
 sera un disque, nousparlerons pour simpli�er du probl�eme de ((Poiseuille 
ir
ulaire)).La �gure Fig. 1.1 r�esume le probl�eme que nous d�e
rivons.Le 
hamp des vitesses est 
olin�eaire �a l'axe e3 du 
ylindre et n'a don
 qu'une 
omposantenon-nulle u3, que nous nommerons en
ore u par un abus de notation volontaire. La relation1. En fait, on devrait plutôt parler de probl�eme de Poiseuille g�en�eralis�e, 
ar les �e
oulement dit ((dePoiseuille)) 
onsid�erent la 
ondition d'adh�eren
e �a la paroi.63
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ontinu
e2 O e3 e1

f �

Fig. 1.1 { Portion d'une 
onduite 
ylindrique de se
tion 
 dans laquelle s'�e
oule un 
uidede Bingham sous l'a
tion d'une variation 
onstante f de pression.d'in
ompressibilit�e divu = 0 est don
 automatiquement satisfaite. Les seules 
omposantesnon-nulles du d�eviateur � du tenseur des 
ontraintes sont les 
isaillements �32 et �31. Letenseur � peut don
 être repr�esent�e par un ve
teur de IR2, en
ore not�e � = (�31; �32). Laloi de 
omportement et la 
onservation de la quantit�e de mouvement s'�e
rivent alors :ru = ( 0 si k�k � �01� �k�k (k�k � �0) sinon (1.1)div� + f = 0 (1.2)L'�e
riture de la loi de glissement se simpli�e �egalement. En e�et le ve
teur (�:n)t devientle s
alaire �:n et le ve
teur ut devient le s
alaire u. Nous pouvons alors �e
rire sur � :u = ( 0 si j�:nj � sg�1
f �:nj�:nj (j�:nj � sg) sinon (1.3)On adimensionne le probl�eme (1.1) - (1.3) en 
onsid�erant a une longueur 
ara
t�eristiquede la se
tion 
 et U = a2f=�. Les trois nombres sans dimension deviennent :Bi = �0af ; CF = 
fa� ; S = sgafDans toute la suite, nous �e
rirons pour simpli�er � et u les 
hamps sans dimension. Nous



1.1 �E
riture du mod�ele pour les �e
oulements de Poiseuille 65
u(r)C1Bou
honBou
hon r 2Bi

Fig. 1.2 { Repr�esentation s
h�ematique de la solution d'un probl�eme de Poiseuille, lorsque
 est un disque, pour S � 1=2. La taille du bou
hon augmente proportionnellement �a Biet le blo
age a lieu pour Bi � 1=2 (Dans le 
as o�u S < 1=2, le blo
age est rempla
�e parune translation en blo
 du mat�eriau).
her
hons alors �a r�esoudre le syst�eme suivant :sur � ; u = F�(��:n) d�ef= 8><>: �1CF �:nj�:nj(j�:nj � S) si j�:nj > S0 sinon (1.4)ru = F
(�) d�ef= 8><>: �k�k(k�k �Bi) si k�k > Bi0 sinon (1.5)div� = �1 (1.6)Signalons que les notations F
(:) et F�(:) seront d'un usage 
onstant dans toute la suite.Dans le 
as o�u 
 est un disque, la solution est 
onnue expli
itement et nous l'avonsrepr�esent�ee s
h�ematiquement sur la �gure 1.2. Son expression est donn�ee par exempledans Glowinski [33℄ dans le 
as o�u l'adh�eren
e est impos�ee �a la paroi. Dans le 
as o�ula 
ondition de glissement a lieu sur toute la paroi, on peut trouver un 
al
ul d�etaill�edans Fortin et al. [25℄. Il est 
ommode d'�e
rire la solution en 
oordonn�ees 
ylindriques.
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ontinuLa vitesse u est donn�ee, pour Bi < 12 , par :u(r) = 8>><>>: 1 � r24 +Bi(r� 1) si 2Bi < r < 1�Bi� 12�2 sinon 9>>=>>;+ 1CF 8<: 12 � S si S < 120 sinonNous voyons que le blo
age 
omplet a lieu lorsque : S � 12 et Bi � 12 .Lorsque S � 12 , l'�e
oulement pr�esente un bou
hon 
entral 
ir
ulaire dont le rayon granditproportionnellement �a Bi, puis, quand Bi d�epasse la valeur 12, l'�e
oulement tout entier
onsiste en un bou
hon qui se translate en glissant �a la paroi �a la vitesse 
onstante1CF �12 � S�.Nous renvoyons �a l'annexe A pour les expressions dimensionn�ees.Remarque 1.1.1 (Non-uni
it�e des 
ontraintes)Les 
omposantes non-nulles du tenseur des 
ontraintes sont �� z et �r z. Cependant, ilest 
lassique d'imposer une sym�etrie radiale en �e
rivant �� z = 0. La 
onservation de laquantit�e de mouvement donne alors : �r z = �r2de sorte que les 
ontraintes sont d�etermin�ees de mani�ere unique. Par 
ontre, il est re-marqu�e dans le livre de Glowinski, Lions et Tr�emoli�eres [35℄, volume 2, pages 103-104,que si nous n'imposons pas 
ette 
ondition de sym�etrie, nous pouvons obtenir une in�nit�ede solutions possibles pour �� z. L'uni
it�e des 
ontraintes est don
 
onditionn�ee, dans 
etexemple, par une hypoth�ese de sym�etrie radiale.1.2 Formulation dire
te �a plusieurs 
hampsNous allons donner une formulation bien adapt�ee �a l'�e
riture d'un algorithme. Cette for-mulation 
omporte 
inq 
hamps in
onnus :� le 
hamp s
alaire de la vitesse u,� le 
hamp de ve
teur des 
ontraintes de 
isaillement �,� le 
hamp s
alaire de la 
omposante normale �a la paroi des 
ontraintes s = ��:n,� le 
hamp de ve
teur du gradient de vitesse d =ru,� le 
hamp s
alaire de la vitesse �a la paroi, soit la tra
e de u sur � : z = 
u.



1.2 Formulation dire
te �a plusieurs 
hamps 67Cette formulation est assortie d'un r�esultat d'existen
e et uni
it�e, l'uni
it�e �etant partielle.Un tel r�esultat est analogue au 
as o�u la 
ondition d'adh�eren
e est impos�ee sur toute laparoi. Ce dernier 
as est expos�e dans [57℄.1.2.1 Formulation variationnelleNous supposons i
i que 
 est un ouvert de IR2 suÆsamment r�egulier pour donner un sens �a
e qui suit. Nous munissonsH1(
) du produit s
alaire (rv;rw)0;2;
+CF (
v; 
w)0;2;�, 
equi en fait un espa
e de Hilbert, le 
oeÆ
ient CF �etant stri
tement positif. Le produit s
a-laire L2 
lassique sera not�e simplement (:; :) en l'absen
e d'ambigu��t�e. Nous 
onviendronsde noter dans la suite les fon
tions tests surmont�ees d'une barre.Commen�
ons par le lemme suivant, tr�es utile pour la suite :Lemme 1.2.11. �Etant donn�es deux ve
teurs � et � de IR2, les relations suivantes sont �equivalentes :(i) � = ( � +Bi �k�k si � 6= 0ind�etermin�e ave
 k�k � Bi Sinon(ii) � = F
(�) d�ef= ( �k�k(k�k �Bi) si k�k � Bi0 sinon(iii) �:(� � �) +Bi(k�k � k�k) � �:(� � �) ; 8 � 2 IR2Si � et � sont deux �el�ements de L2(
)2, les relations (i) � (iii) (prises au senspresque partout sur 
) sont �equivalentes �a :(iv) (�; � � �)0;2;
 +Bi(j�j0;1;
 � j�j0;1;
) � (�; � � �)0;2;
 ; 8 � 2 L2(
)22. De même, pour deux s
alaires � et b de IR, les relations suivantes sont �equivalentes :(i) � = F�(b) d�ef= ( 1CF bjbj(jbj � S) si jbj � S0 sinon(ii) CF �(� � �) + S(j�j � j�j) � b(� � �) ; 8 � 2 IRet pour deux �el�ements � et b de L2(�), les relations (i)� (ii) (prises au sens presquepartout sur �) sont �equivalentes �a :(iii) CF (�; � � �)0;2;� + S(j�j0;1;� � j�j0;1;�) � (b; � � �)0;2;� ; 8 � 2 L2(�)Preuve :Les parties 1 et 2 du lemme se d�emontrant de mani�ere identique, nous limitons i
i notrepreuve �a la partie 1.
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ontinuLes �equivalen
es entre (i), (ii) et (iii) ont �et�e montr�ees dans Sofonea et Iones
u [64℄. Ilreste don
 �a montrer que, lorsque � et � appartiennent �a L2(
)2, 
es assertions (i)� (iii)(prises au sens presque partout sur 
) sont �equivalentes �a (iv).Pour 
ommen
er, en 
hoisissant � = �(x), ave
 � 2 L2(
)2 dans (iii) puis en int�egrantsur 
, nous 
onstatons que (iii) implique (iv).R�e
iproquement, nous allons maintenant montrer que (iv) implique (i). Soit 
+ = fx 2
 ; k�k(x) > 0g et notons Int(
+) son int�erieur. Soit, de plus, ' 2 L2 (Int(
+))2
ompl�et�ee par 0 en dehors de Int(
+), de mani�ere �a en faire un �el�ement de L2(
)2.En 
hoisissant dans (iv) � = � + �', pour un s
alaire � > 0, et en divisant (iv) par �,nous trouvons :(� � �;')0;2;Int(
+) +Bi j� + �'j0;2;Int(
+) � j�j0;2;Int(
+)� � 0puisque � n'est pas nul presque partout sur Int(
+), nous pouvons faire tendre � vers 0et obtenir : �� +Bi �k�k � �;'�0;2;Int(
+) � 0 ; 8' 2 L2 �Int(
+)�2et ainsi nous trouvons la premi�ere partie de (i) :� +Bi �k�k � � = 0 ; si � 6= 0 (1.7)Consid�erons par ailleurs une petite boule ouverte B(x0; ") de 
entre x0 et de rayon " > 0,
ontenue dans l'ensemble fx 2 
 ; �(x) = 0g. Nous 
hoisissons 
ette fois dans (iv) � =� + 1B(x0;")�, o�u 1B(x0;") d�esigne la fon
tion 
ara
t�eristique de B(x0; "). Nous obtenonsalors : BiZB(x0;")k�kdx � ZB(x0;")k�k2 dxdon
, en divisant par mes(B(x0; ")) et en faisant tendre " vers 0, nous obtenons (pourpresque tout x0 tel que �(x0) = 0) : Bik�k � k�k2En utilisant (1=2)Bi2+(1=2)k�k2 � Bik�k, 
e
i revient don
 �a �e
rire la se
onde relationde (i) : Bi � k�k ; si � = 0 (1.8)Don
 en fait, 
ompte tenu des relations (1.7) et (1.8), nous 
on
luons �nalement que(iv) =) (i).
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qfd.Nous allons maintenant 
onsid�erer le probl�eme variationnel suivant :Probl�eme 1.2.1 Trouver d 2 L2(
)2, � 2 L2(
)2, u 2 H1(
) d'une part, et z 2L2(�) et s 2 L2(�) d'autre part, v�eri�ant les relations suivantes pour toutes fon
tions testd 2 L2(
)2, � 2 L2(
)2, u 2 H1(
), z 2 L2(�) et s 2 L2(�) :(d;d� d)0;2;
 +Bi(jdj0;1;
 � jdj0;1;
) � (�;d� d)0;2;
 (1.9)(�;d)0;2;
 = (�;ru)0;2;
 (1.10)CF (z; z � z)0;2;�+ S(jzj0;1;� � jzj0;1;�) � (s; z � z)0;2;� (1.11)(s; z)0;2;� = (s; 
u)0;2;� (1.12)(�;ru)0;2;
 + (s; 
u)0;2;� = (1; u)0;2;
 (1.13)L'ensemble de 
es relations 
onstitue d�esormais la formulation variationnelle du probl�eme(1.4)-(1.6) et nous pouvons en pr�e
iser l'interpr�etation :Proposition 1.2.1 Supposons que z, s, u, � et d satisfont le probl�eme variation-nel 1.2.1. Alors :(i) � 2 H(div ; 
),(ii) (�; u) est solution du probl�eme (1.4)-(1.6),(iii) d =ru p.p. dans 
,(iv) ��:n = s 2 L2(�) et(v) z = 
u 2 H1=2(�).PREUVE :D'apr�es (1.10), nous avons d = ru p.p. sur 
 et (1.5) est alors satisfaite en utilisant lapremi�ere partie du lemme 1.2.1.De plus, (en 
hoisissant u 2 H10 (
)) nous voyons que (1.13) signi�e que div� + 1 = 0est vraie dans H�1(
), mais 
omme fx 7! 1g 2 L2(
), (1.6) est obtenue presque partoutet on a � 2 H(div ; 
), �:n est don
 d�e�nie dans H�1=2(�). Nous pouvons alors �e
rire �apartir de (1.13) : h�:n; uiH�1=2(�);H1=2(�) + (s; 
u)0;2;� = (div� + 1; u)0;2;




70 Chapitre 1 G�en�eralit�es sur le probl�eme 
ontinuComme (1.6) est vraie p.p., le membre de droite s'annule. En outre, pour tout z 2 H1=2(�),nous pouvons trouver un u 2 H1(
) tel que z = 
u (surje
tivit�e de 
), don
 on obtient :h�:n+ s; ziH�1=2(�);H1=2(�) = 0
e qui signi�e que s = ��:n dans H�1=2(�) et don
 en fait dans L2(�), 
ar s appartient�a 
et espa
e.En utilisant ensuite 
ette relation ainsi que (1.12) dans la se
onde partie du lemme 1.2.1(quitte �a y rempla
er � par z et b par s), nous retrouvons la loi de glissement (1.4).
qfd.Remarque 1.2.1 Dans le 
as o�u l'adh�eren
e est impos�ee �a la paroi, la 
ondition u = 0rempla
e la loi de glissement (1.4) sur � et le probl�eme variationnel prend alors la forme :Probl�eme 1.2.2 Trouver d 2 L2(
)2, � 2 L2(
)2, u 2 H10 (
) v�eri�ant les relationssuivantes pour toutes fon
tions test d 2 L2(
)2, � 2 L2(
)2 et u 2 H10 (
) :(d;d� d)0;2;
 +Bi(jdj0;1;
 � jdj0;1;
) � (�;d� d)0;2;
 (1.14)(�;d)0;2;
 = (�;ru)0;2;
 (1.15)(�;ru)0;2;
 = (1; u)0;2;
 (1.16)1.2.2 Existen
e et uni
it�e d'une solutionNous allons �enon
er un r�esultat d'existen
e et d'uni
it�e en pro
�edant en trois �etapes :1. nous �e
rivons notre probl�eme dans un 
adre abstrait �a trois 
hamps in
onnus,2. nous rappelons un th�eor�eme d'existen
e et d'uni
it�e pour le probl�eme abstrait ainsiobtenu,3. nous appliquons le th�eor�eme.Commen�
ons par remarquer que que l'on peut �e
rire le probl�eme variationnel (1.9)-(1.13)sous une forme plus 
ondens�ee. Posons en e�et :a � (d; z) ; (d; z) � = (d;d)0;2;
 + CF (z; z)0;2;� (1.17)b � (�; s) ; (d; z) � = (�;d)0;2;
 + (s; z)0;2;� (1.18)
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hamps 71
 ( (�; s) ; v ) = (�;rv)0;2;
 + (s; 
v)0;2;� (1.19)�(d; z) = Bijdj0;1;
+ Sjzj0;1;� (1.20)nous observons alors que (1.9)-(1.13) est �equivalent �a :a � (d; z) ; (d� d; z � z) �+ �(d; z)� �(d; z) � b � (�; s) ; (d� d; z � z) � (1.21)b ( (�; s) ; (d; z) ) = 
 ( (�; s) ; u ) (1.22)
 ( (�; s) ; v ) = (1; v)0;2;
 (1.23)All�egeons maintenant les notations en posant ' = (d; z),  = (�; s) et � = L2(
)2�L2(�).Notre probl�eme prend alors la forme :Probl�eme 1.2.3 Trouver ('; ; u) 2 �� ��H1(
) tel que :8<: a(';'� ') �b( ;'� ') +�(')� �(') � 0 8' 2 �;�b( ;') +
( ; u) = 0 8 2 �;
( ; v) = (1; v) 8v 2 H1(
)En�n nous d�e�nissons en
ore deux sous-espa
es 2 :�C� = � 2 � ; 
( ; v) = 0 ; 8v 2 H1(
)	�BC� = f' 2 � ; b( ;') = 0 ; 8 2 �C�gNous pouvons alors utiliser un r�esultat d�emontr�e dans [57℄ :Th�eor�eme 1.2.1 On fait les hypoth�eses :(i) 9� > 0 ; a(';') � �k'k2� ; 8' 2 �BC�(ii) 9
1 > 0 ; sup'2� b( ;')k'k� � 
1k k� ; 8 2 �C�(iii) 9
2 > 0 ; sup 2� 
( ; v)k k� � 
2kvkH1(
) ; 8v 2 H1(
)on suppose de plus qu'il existe une fon
tionnelle �" qui appro
he � au sens suivant :(a) �" est 
onvexe, Gâteaux-di��erentiable, de d�eriv�ee not�ee �0",2. les notations pour 
es espa
es sont emprunt�ees �a D. Sandri [59℄ qui a �etudi�e la formulation �a trois
hamps du probl�eme de Stokes.



72 Chapitre 1 G�en�eralit�es sur le probl�eme 
ontinu(b) 0 � �"(�)� �(�) � C1 ", 8� 2 �,(
) k�0"(�)k�0 � C2, 8� 2 �.Alors il existe une solution ('; ;u) 2 � � ��H1(
) au probl�eme 1.2.3, et ' et u sontuniques.Pour appliquer le th�eor�eme 1.2.1, il nous suÆt alors de montrer la :Proposition 1.2.2 Les formes a, b et 
 d�e�nies par (1.17)-(1.19), ainsi que la fon
-tionnelle � d�e�nie par (1.20) satisfont les hypoth�eses du th�eor�eme 1.2.1.Preuve :V�eri�ons point par point 
haque hypoth�ese :� Ellipti
it�e de a :a � (d; z) ; (d; z) � = jdj20;2;
 + CF jzj20;2;� � minf1; CF g k(d; z)k2L2(
)2�L2(�)� b est un produit s
alaire sur L2(
)2�L2(�), don
 on a, pour tout (�; s) 2 L2(
)2�L2(�) : sup(d;z)2L2(
)2�L2(�) b � (�; s) ; (d; z) �k(d; z)kL2(
)2�L2(�) = k(�; s)kL2(
)2�L2(�)� la 
ondition inf-sup sur 
 est assur�ee par deux autres 
onditions inf-sup ; l'une por-tant sur la forme (:;r(:))0;2;
 et l'autre, sur la forme (:; 
(:))0;2;� :sup(�;s)2L2(
)2�L2(�)
 ( (�; s) ; v )k(�; s)k � 12 sup�2L2(
)2 (�;rv)0;2;
j�j0;2;
 + 12 sups2L2(�)(s; 
v)0;2;
jsj0;2;�= 12 fjrvj0;2;
+ j
vj0;2;�gEn�n, nous renvoyons �a l'annexe C pour l'approximation de � par un �" appropri�e.
qfd.Finalement, l'�equivalen
e entre (1.9)-(1.13) et (1.21)-(1.23), ainsi que la 
ombinaisons dela proposition 1.2.2 et du th�eor�eme 1.2.1 nous permettent d'�enon
er :Proposition 1.2.3 Il existe une solution (�; u;d; z; s) au probl�eme 1.2.1 et (u;d; z)est unique.Remarque 1.2.2 Comme nous l'avons d�ej�a signal�e dans la remarque 1.1.1, les 
on-traintes ne sont pas n�e
essairement uniques.



1.3 Formulations �a un seul 
hamp 73Remarque 1.2.3 Pour le 
as o�u l'adh�eren
e est impos�ee �a la paroi, nous voyons que leth�eor�eme 1.2.1 s'applique dire
tement au probl�eme 1.2.2, donnant �a nouveau l'existen
ede (�; u;d) et l'uni
it�e de (u;d).1.3 Formulations �a un seul 
hampL'analyse num�erique et th�eorique des probl�emes d'�e
oulements a tr�es souvent pour pointde d�epart une formulation variationnelle dont l'unique 
hamp in
onnu est la vitesseu. Pour le probl�eme de Bingham ave
 adh�eren
e �a la paroi, di��erentes formulations�equivalentes ont �et�e donn�ees par Duvaut et Lions [23℄ et par Glowinski [33℄. Nous propo-sons i
i de rappeler quelques unes de 
es di��erentes formulations dans le 
adre de notreprobl�eme ave
 glissement. Nous utiliserons en e�et, au 
hapitre 3, plusieurs de 
es formu-lations pour analyser l'erreur dans une m�ethode d'approximation par �el�ements �nis.1.3.1 In�equation variationnelle de se
onde esp�e
eL'�elimination des 
hamps d, �, s et z dans le probl�eme mixte (1.2.1) donne l'in�equationvariationnelle :(ru;r(v � u))0;2;
 + CF (
u; 
(v � u))0;2;�+ Bi fjrvj0;1;
 � jruj0;1;
g+ S fj
vj0;1;�� j
uj0;1;�g � (1; v � u)0;2;
 ; 8v 2 H1(
) (1.24)Remarque 1.3.1 Les lois (1.6) propos�ees par Iones
u et Vernes
u [47℄ induisent desformulations variationnelles plus 
omplexes (voir Iones
u [44℄). Cependant, lorsque sg est
onstant, un probl�eme pro
he de (1.24) est obtenu, soit l'in�equation variationnelle :(ru;r(v � u))0;2;
 +Bi fjrvj0;1;
� jruj0;1;
g+ S fj
vj0;1;�� j
uj0;1;�g � (1; v � u)0;2;
 ; 8v 2 H1(
)Ce
i 
orrespond don
 au 
as o�u CF = 0. Pour 
onserver l'ellipti
it�e sur H1(
) duprobl�eme, il faut alors en fait imposer une 
ondition d'adh�eren
e (u = 0) sur une partiede �, 
e qui permet de maintenir l'existen
e et l'uni
it�e de la solution.Remarque 1.3.2 Dans le 
as o�u l'adh�eren
e est impos�ee �a la paroi, nous obtenons leprototype des in�equations variationnelles de se
onde esp�e
e :(ru;r(v � u)) +Bi fjrvj0;1;
 � jruj0;1;
g � (1; v � u) ; 8v 2 H10 (
) (1.25)



74 Chapitre 1 G�en�eralit�es sur le probl�eme 
ontinu1.3.2 Introdu
tion d'un multipli
ateur dans les in�equations va-riationnellesPour nos estimations d'erreur au 
hapitre 3, il sera 
ommode de ramener les in�equationsvariationnelles de se
onde esp�e
e que nous avons ren
ontr�ees �a des �equations variation-nelles. Ce
i peut se faire en introduisant des multipli
ateurs de Lagrange.Pour le probl�eme de Bingham instationnaire, ave
 inertie et adh�eren
e �a la paroi, l'exis-ten
e et l'interpr�etation de tels multipli
ateurs ont �et�e �etudi�ees dans [23℄. Par ailleurs,dans le 
as d'une 
onduite re
tiligne de se
tion 
onstante o�u l'adh�eren
e �a la paroi a lieu,Glowinski [33℄ a donn�e un pro
�ed�e de 
onstru
tion des multipli
ateurs.Rappelons tout d'abord les r�esultats de Glowinski.Lemme 1.3.1 (existen
e d'un multipli
ateur - Glowinski [33℄, page 95, th�eor�eme 6.3.)Soit : �(
) = �� 2 L2(
)2 ; k�k � 1 p.p. 
	alors il existe � 2 �(
) tel que la solution u 2 H10 (
) de l'in�equation variationnelle (1.25)v�eri�e : (ru;rv) +Bi(�;rv) = (1; v) ; 8v 2 H10 (
)�:ru = kruk p.p. 
Remarque 1.3.3 Il est possible de pr�e
iser la nature et la forme de � en l'identi�ant �aune 
omposante des 
ontraintes qu'on peut nommer 
ontraintes plastiques. En e�et, reve-nons au probl�eme variationnel 1.2.2. On peut poser, dans 
ette formulation variationnelle�a trois 
hamps : � = Bi�+ d = Bi�+ruC'est un moyen de d�e�nir une quantit�e � 2 L2(
)2, 
ar nous avons vu (remarque 1.2.3)qu'il existe � 2 L2(
)2 et u 2 H10 (
) v�eri�ant le probl�eme 1.2.2 �a trois 
hamps, dans lequeld = ru. En �eliminant � dans l'�equation de 
onservation de la quantit�e de mouvement(1.16), nous obtenons alors :(ru;rv) +Bi(�;rv) = (1; v) ; 8v 2 H10 (
)De plus, le lemme 1.2.1 permet d'�e
rire la relation 
onstitutive (soit l'in�equation duprobl�eme �a trois 
hamps) sous une forme expli
ite, 
e qui permet de v�eri�er que :�:ru = kruk2 +Bi kruk ; p:p: x 2 
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hamp 75don
 : �:ru = kruk ; p:p: x 2 
Toujours, d'apr�es le lemme 1.2.1, la loi de 
omportement peut aussi s'�e
rire :� = ( ru+Bi rukruk si kruk 6= 0k�k < Bi sinonEn utilisant la d�e�nition de � dans 
ette derni�ere relation, nous obtenons :Bi�+ru = ( ru+Bi rukruk si kruk 6= 0kBi�+ruk < Bi sinonainsi, pour presque tout x 2 
, nous avons :� = ( rukruk si kruk 6= 0k�k < 1 sinonen parti
ulier, � 2 �(
). Nous pouvons don
 
hoisir � = �, 
e qui permet d'expli
iter� dans les zones d�eform�ees (o�u ru 6= 0). Ce 
hoix nous sera utile dans les estimationsd'erreur du 
hapitre 3.Remarquons en outre que le raisonnement que nous venons de faire est une autre d�emonstrationdu lemme 1.3.1.Pour un probl�eme de frottement en m�e
anique des solides, un r�esultat analogue a �et�e
onstruit :Lemme 1.3.2 (existen
e d'un multipli
ateur - Glowinski [33℄, page 79, th�eor�eme 5.3)Soit : �(�) = f� 2 L2(�) ; j� j � 1 p.p. �gL'in�equation variationnelle :(ru;rv)0;2;
 + (u; v � u)0;2;
 + j
vj0;1;�� j
uj0;1;� � (1; v) ; 8 v 2 H1(
) (1.26)poss�ede une solution unique u 2 H1(
) et il existe � 2 �(�) tel que l'in�equation (1.26)soit �equivalente �a :(ru;rv)0;2;
+ (u; v)0;2;
 + (�; 
v)0;2;� = (1; v)0;2;
 ; 8 v 2 H1(
)� 
u = j
uj p.p. �



76 Chapitre 1 G�en�eralit�es sur le probl�eme 
ontinuDonnons maintenant un r�esultat qui 
ombine les lemmes 1.3.1 et 1.3.2 dans une versionadapt�ee �a notre probl�eme. Il s'agit de montrer de mani�ere 
onstru
tive l'existen
e demultipli
ateurs pour le probl�eme de Poiseuille ave
 les deux e�ets de seuil. C'est unr�esultat qui nous sera utile dans l'analyse d'erreur en �el�ements �nis.Lemme 1.3.3 Il existe �� 2 �(�) et �
 2 �(
) tel que :(ru;rv)0;2;
 + CF (
u; 
v)0;2;�+Bi(�
;rv)0;2;
 + S(��; 
v)0;2;� = (1; v)0;2;
 ; 8v 2 H1(
)kruk = �
:ru p:p: sur 
 et j
uj = ��
u p:p: sur �Preuve :On reprend la m�ethode 
onstru
tive de d�emonstration donn�ee dans [33℄. Comme on peutalors s'y attendre, on pose : �Æ
 = ruÆ�Æ2 + kruÆk2�1=2�Æ� = 
uÆ�Æ2 + j
uÆj2�1=2o�u la r�egularisation uÆ 2 H1(
) est 
ara
t�eris�ee par :(ruÆ;rv)0;2;
 + CF (
uÆ; 
v)0;2;�+Bi(�Æ
;rv)0;2;
 + S(�Æ�; 
v)0;2;� = (1; v)0;2;
 ; 8v 2 H1(
)En outre, il est 
lair que �Æ
 2 �(
) et �Æ� 2 �(�). Les ensembles �(
) et �(�) �etant
onvexes, born�es et ferm�es respe
tivement dans L2(
) et L2(�), on voit qu'il existe desquantit�es �
 2 �(
) et �� 2 �(�), limite faible respe
tivement de �Æ
 et de �Æ�.Comme on sait de plus (voir annexe C) que :limÆ�!0 kuÆ � uk1;2;
 = 0alors, en faisant tendre Æ vers 0, on trouve :(ru;rv)0;2;
 + CF (
u; 
v)0;2;�+Bi(�
;rv)0;2;
 + S(��; 
v)0;2;� = (1; v)0;2;

e qui 
onstitue la premi�ere partie de la d�emonstration.Choisissons alors v = u dans 
ette relation. Nous voyons que :(ru;ru)0;2;
 + CF (
u; 
u)0;2;�+Bi(�
;ru)0;2;
 + S(��; 
u)0;2;� = (1; u)0;2;




1.3 Formulations �a un seul 
hamp 77et d'autre part, on se souvient qu'en 
hoisissant v = 0 puis v = 2u dans le probl�emevariationnel (1.24), nous obtenons :(ru;ru)0;2;
 + CF (
u; 
u)0;2;� + SZ�j
ujd� +BiZ
krukdx = (1; u)0;2;
don
, par soustra
tion des deux r�esultats, il vient l'�egalit�e :SZ� (j
uj � ��
u) d� +BiZ
 (kruk � �
:ru) dx = 0or, ��:
u � j��j j
uj � j
uj et, de même, kruk � �
:ru � 0, on en d�eduit don
 qu'enfait, kruk � �
:ru = 0et j
uj � �� 
u = 0
qfd.Remarque 1.3.4 La 
onstru
tion des multipli
ateurs passe par une r�egularisation destermes li�es aux seuils. La r�egularisation n'est pas notre obje
tif en 
e qui 
on
erne le 
al
ulnum�erique. Cependant, 
'est une te
hnique de preuve eÆ
a
e et un point important de lalitt�erature, 
'est pourquoi nous en pr�esentons quelques aspe
ts dans l'annexe C.Remarque 1.3.5 Les lemmes 1.3.1 et 1.3.2 ont �et�e �enon
�e i
i pour un se
ond membref 
onstant et �egal �a 1, 
ar 
ela 
orrespond �a notre probl�eme. En fait, Glowinski a �enon
�e
es r�esultats dans [33℄ pour un se
ond membre f 2 L2(
).





Chapitre 2La m�ethode de dis
r�etisationLes m�ethodes de r�esolution les plus 
ourantes pour les probl�emes de 
uide �a seuil r�e-gularisent le seuil (voir l'annexe C) dans le probl�eme 1.25. Cela permet d'utiliser unalgorithme de Newton qui r�esout l'�equation variationnelle r�esultante. Comme nous l'avonsd�ej�a pr�e
is�e, 
ela ne 
orrespond pas �a notre d�emar
he, 
ar :{ un mod�ele ((r�egularis�e)) est un mod�ele qui est di��erent du mod�ele ((�a seuil)) : il n'y aplus de zones rigides mais des zones de faible d�eformation et de même, il n'y a plusde zones d'adh�eren
e,{ des estimations d'erreur (voir l'annexe C) montrent que la 
onvergen
e de la solutionr�egularis�ee vers une solution du probl�eme �a seuil peut être lente,{ les temps de 
al
uls pour la m�ethode de Newton explosent 1 quand le petit param�etrede r�egularisation tend vers 0 (
ar alors on fait tendre le mod�ele r�egularis�e vers lemod�ele �a seuil non r�egulier),{ l'introdu
tion d'un param�etre suppl�ementaire �a g�erer (le petit param�etre de r�egu-larisation) ne nous semble pas souhaitable (
'est une 
ompli
ation de plus qui estgênante en pratique).Notre m�ethode est don
 �etablie pour le mod�ele de Bingham et la loi de glissement sansr�egularisation. Elle 
onsiste en une nouvelle 
ombinaison de trois te
hniques :1. une approximation par �el�ements �nis mixtes,2. un algorithme de lagrangien augment�e 2,3. un pro
�ed�e d'adaptation de maillage.1. Ce
i peut probablement être �evit�e en utilisant des m�ethodes de Newton g�en�eralis�ees, dans 
e 
as, iln'est plus n�e
essaire de r�egulariser.2. Nous n'avons pas suivi la strat�egie 
onsistant �a utiliser une m�ethode de Newton g�en�eralis�ee (
ommedans [1℄) 
ar la mise en �uvre du lagrangien augment�e nous parraissait plus simple et a donn�e desr�esultats satisfaisants. 79



80 Chapitre 2 La m�ethode de dis
r�etisationCha
un de 
es trois aspe
ts fait l'objet d'une se
tion parti
uli�ere de 
e 
hapitre. Ajoutonsque nous avons programm�e 
ette m�ethode en C++ et que nous avons int�egr�e �a notre 
odeun mailleur anisotrope [40℄-[41℄ pour r�ealiser la te
hnique d'adaptation de maillage.Le le
teur int�eress�e par les aspe
ts pratiques pourra se reporter dire
tement aux se
-tions 2.2 et 2.3.2.1 Choix d'une m�ethode d'�el�ements �nisNous 
ommen
erons par d�e
rire l'approximation variationnelle du probl�eme 
ontinu (1.9)-(1.13), puis nous �xerons les espa
es appro
h�es dans le 
adre de la m�ethode des �el�ements�nis. Pour des raisons pratiques qui apparâ�tront dans la se
tion 2.2, nous introduirons unevariante du probl�eme appro
h�e ave
 des formules expli
ites. Une formulation �a un 
hampviendra 
lore 
ette se
tion. Cette derni�ere formulation sera utilis�ee dans le 
hapitre 3.2.1.1 Probl�eme variationnel appro
h�eOn se donne Xh(
) � H1(
), Th(
) � L2(
)2, et Th(�) � L2(�) des sous-espa
esve
toriels de dimension �nie, pilot�ee par un param�etre h > 0.On 
onsid�ere alors l'analogue dis
ret de (1.9)-(1.13) :Probl�eme 2.1.1 Trouver uh 2 Xh(
), dh 2 Th(
), �h 2 Th(
), zh 2 Th(�) et sh 2 Th(�)tels que, pour toutes fon
tions test uh 2 Xh(
), dh 2 Th(
), �h 2 Th(
), zh 2 Th(�) etsh 2 Th(�), on ait :(dh;dh � dh)0;2;
 +Bi(jdhj0;1;
 � jdhj0;1;
) � (�h;dh � dh)0;2;
 (2.1)(�h;dh)0;2;
 = (�h;ruh)0;2;
 (2.2)CF (zh; zh � zh)0;2;� + S(jzhj0;1;� � jzhj0;1;�) � (s; zh � zh)0;2;� (2.3)(sh; zh)0;2;� = (sh; 
uh)0;2;� (2.4)(�h;ruh)0;2;
 + (sh; 
uh)0;2;� = (1; uh)0;2;
 (2.5)On peut alors montrer la :



2.1 Choix d'une m�ethode d'�el�ements �nis 81Proposition 2.1.1 Supposons qu'il existe des 
onstantes 
01 et 
02 ind�ependantes de htelles que : (i) sup�h2Th(
)(�h;rvh)0;2;
j�hj0;2;
 � 
01jrvhj0;2;
 ; 8vh 2 Xh(
)(ii) supsh2Th(�)(sh; 
vh)0;2;�jshj0;2;� � 
02j
vhj0;2;� ; 8vh 2 Xh(
)alors le probl�eme 2.1.1 admet une solution dont les 
omposantes uh et zh sont uniques.Preuve :La d�emonstration d'existen
e et d'uni
it�e que nous avons faite dans le 
as du probl�eme
ontinu (1.9)-(1.13) peut en
ore s'appliquer. Ave
 les notations (1.17)-(1.20), les relationsd�e�nissant le probl�eme dis
ret 2.1.1 sont en e�et �equivalentes au syst�eme :a � (dh; zh) ; (dh � dh; zh � zh) �+ �(dh; zh)� �(dh; zh) � b � (�h; sh) ; (dh � dh; zh � zh) �b ( (�h; sh) ; (dh; zh) ) = 
 ( (�h; sh) ; uh )
 ( (�h; sh) ; uh ) = (1; uh)0;2;
Nous aurons don
 a
hev�e la d�emonstration en appliquant, 
omme dans le 
as 
ontinu,le th�eor�eme 1.2.1 (quitte �a rempla
er H1(
) par Xh(
)). Cela repose don
 sur unev�eri�
ation des hypoth�eses portant sur a, b, 
 et �, dans 
e th�eor�eme. Or, en obser-vant la preuve de la proposition 1.2.2, nous 
onstatons que les 
onditions (i) et (ii) de laproposition 2.1.1 sont bien des 
onditions suÆsantes. En e�et, quel que soit le 
hoix dessous-espa
es de dimension �nie :� la 
ondition d'ellipti
it�e de a ((i) du th�eor�eme 1.2.1) reste assur�ee sur Xh(
)� Th(�),a �etant en fait un produit s
alaire,� la 
ondition inf-sup sur b ((ii) du th�eor�eme 1.2.1) reste �egalement vraie, b �etant unproduit s
alaire,� la 
ondition inf-sup sur 
 ((iii) du Th�eor�eme 1.2.1) est v�eri��ee lorsque (i) et (ii) sontvraies, (
e qui apparâ�t dans la preuve de la proposition 1.2.2)� la propri�et�e d'approximation de � par un �" ad�equat ne d�epend pas de � = Th(
)� Th(�)(voir l'annexe C pour les r�egularisations possibles).
qfd.Remarque 2.1.1 Plus 
on
r�etement en
ore, si nous 
hoisissons les espa
es Xh(
) etTh(�) tels que : rXh(
) � Th(
)



82 Chapitre 2 La m�ethode de dis
r�etisationalors la 
ondition inf-sup sur la forme bilin�eaire (:;r(:))0;2;
 (
ondition (i) de la pro-position 2.1.1) est satisfaite (nous pouvons prendre �h = r(vh) 2 Th(
)). De même,si : 
Xh(
) � Th(�)alors la 
ondition inf-sup sur (:; 
(:))0;2;� (
ondition (ii) de la proposition 2.1.1) est v�eri��ee(nous pouvons prendre sh = 
vh 2 Th(�)).Ave
 un tel 
hoix d'espa
es, l'unique �el�ement dh 2 Th(
) v�eri�ant (2.2) est en fait d�e�nipar : dh =ruhet de même : zh = 
 uhContrairement au 
as 
ontinu (voir lemme1.2.1), nous ne pouvons pas aÆrmer l'�equivalen
eentre l'in�equation variationnelle (2.1) et la relation dh = F
(�h) et 
ela par
e que F
(�h)n'est pas n�e
essairement dans Th(
). Nous verrons plus loin un exemple o�u dh est donn�epar F
(�h), mais aussi des exemples o�u 
e n'est pas le 
as.2.1.2 Utilisation de la m�ethode des �el�ements �nisNous souhaitons mettre en �uvre une m�ethode d'�el�ements �nis pour r�esoudre le probl�eme(1.9)-(1.13). Autrement dit, nous allons �xer les espa
es Xh(
), Th(
) et Th(�) dansl'approximation variationnelle (2.1)-(2.5). Pour fa
iliter la des
ription, nous 
onsid�eronsdans 
ette partie que le domaine 
 est polygonal. Suivant Raviart et Thomas [55℄, on sedonne une triangulation Th de 
, 
'est-�a-dire une d�e
omposition �nie de 
 telle que :
 = [K2ThKet v�eri�ant les propri�et�es :1. 
haque �el�ement K de Th est un triangle ;2. les int�erieurs de deux triangles de Th distin
ts sont disjoints ;3. toute arête d'un triangle K 2 Th est soit arête d'un autre triangle, soit une partiede �.Le param�etre h est alors d�e�ni par : h = maxK2Th hK



2.1 Choix d'une m�ethode d'�el�ements �nis 83o�u hK est le diam�etre du triangle K.Remarquons que la 
ondition 3 garantit que Th d�e�nit un maillage de �.Voyons rapidement quelques d�e�nitions 
lassiques, en suivant les notations de Raviart etThomas [55℄. D�esignons par Pk l'espa
e des polynômes homog�enes de IRn dans IR de degr�einf�erieur ou �egal �a k, pour n valant 1 ou 2. Nous lo
alisons les degr�es de libert�e �a l'aide dutreillis prin
ipal �k(K) d'ordre k du triangle K. Dans la pratique, les valeurs k = 0; 1; 2vont nous suÆre. Alors les d�e�nitions de �k(K) sont simples :�0(K) est le 
entre de l'�el�ement K,�1(K) est l'ensemble des sommets de l'�el�ement K,�2(K) est l'ensemble des sommets et des milieux des arrêtes de l'�el�ement K.Pour une d�e�nition g�en�erale et d'autres exemples, on peut voir [55℄. En outre, nous posons,pour k � 0 : Xk;0h (
) = �vh 2 C0(
) ; vhjK 2 Pk ;8K 2 Th	Nous notons Xk;�1h (
) l'ensemble des fon
tions d�e�nies sur 
, �a valeur dans IR, dont larestri
tion �a K est dans Pk, pour 
haque K de Th. (Elles ne sont pas n�e
essairement 
onti-nues �a la travers�ee d'une arête, 
ontrairement aux �el�ements de Xk;0h (
)). Nous d�e�nissonsde mani�ere analogue :Xk;0h (�) = ��h 2 C0(�) ; �hje 2 Pk ;8K 2 Th et pour toute arrête e de K \ �	et Xk;�1h (�) d�esigne l'ensemble des fon
tions d�e�nies sur �, �a valeur r�eelle et dont larestri
tion �a e est dans Pk pour 
haque arrête e 2 K \ �, ave
 K 2 Th.Voyons maintenant un exemple o�u l'on peut fa
ilement 
hoisir les espa
es Xh(
), Th(
)et Th(�).Exemple 2.1.1 (Une approximation du probl�eme de Poiseuille)Consid�erons de mani�ere g�en�erale, pour k � 1 :Xh(
) = Xk;0h (
)Compte tenu de la proposition 2.1.1, nous pouvons 
hoisir :rXh(
) � Th(
) = Xk�1;�1h (
)2
Xh(
) � Th(�) = Xk;0h (�)D�esormais nous allons uniquement 
onsid�erer des approximations d�e�nies par 
et exemple.Les espa
es appro
h�es sont don
 maintenant �x�es ave
 k � 1 
omme param�etre.La d�eli
ate et essentielle question de la 
onvergen
e de 
es m�ethodes d'approximation seraabord�ee dans le 
hapitre 3, y 
ompris lorsque le domaine 
 n'est pas polygonal.Venons maintenant �a un aspe
t pratique important, dans le 
adre de 
et exemple.



84 Chapitre 2 La m�ethode de dis
r�etisation2.1.3 Introdu
tion d'une formule expli
iteInt�eressons-nous �a l'exemple 2.1.1 ave
 Xh(
) = X1;0h (
) (approximation P1-
ontinue dela vitesse), nous avons Th(
) = X0;�1h (
). Cela nous fournit don
 un exemple o�u :F
(�h) 2 Th(
) ; 8�h 2 Th(
)Ainsi, si nous 
onnaissons �h, il est fa
ile de 
al
uler dh grâ
e �a la relation expli
ite :dh = F
(�h)Cependant, il n'en va pas de même pour la loi de glissement puisque nous avons Th(�) =X1;0h (�) et don
, si bh est un �el�ement de Th(�), nous ne pouvons pas aÆrmer que F�(bh) 2Th(�). De plus, si nous 
onsid�erons �a nouveau l'exemple 2.1.1, mais ave
 k = 2, nous
onstatons que 
ette fois-
i, F
(�h) n'est pas dans Th(
).Cependant, 
omme nous le verrons en se
tion 2.2, pour mettre en �uvre 
on
r�etementune m�ethode de r�esolution, une formule reliant expli
itement dh et �h, ainsi que zh etsh est tr�es utile. L'utilisation de telles formules dans la se
tion 2.2 nous 
onduira alors �a
onsid�erer une variante du probl�eme appro
h�e 2.1.1 :Probl�eme 2.1.2 Trouver uh 2 Xh(
), �h 2 Th(
), dh 2 Th(
), sh 2 Th(�) et zh 2Th(�) tel que, pour toutes fon
tions test uh 2 Xh(
), �h 2 Th(
), et sh 2 Th(�), on ait :dh(ai) = F
(�h(ai)) ; 8 ai 2 �k�1(K) ; 8K 2 Th (2.6)(�h;dh)2;
 = (�h;ruh)2;
zh(ai) = F�(sh(ai)) ; 8 ai 2 �k(e) ; 8 e = K \ � ; 8K 2 Th (2.7)(sh; zh)2;� = (sh; 
uh)2;�(�h;ruh)2;
 + (s; 
uh)2;� = (1; uh)2;
Dans la suite, lorsque nous ferons r�ef�eren
e au probl�eme 2.1.2, nous supposerons que la
on
lusion de la proposition 2.1.1 a en
ore lieu.Remarque 2.1.2 (Lien ave
 une formule de quadrature)Faire apparâ�tre de telles formules expli
ites implique l'introdu
tion de la formule de qua-drature des trap�ezes dans les in�equations variationnelles du probl�eme appro
h�e 2.1.1. Rap-pelons que 
es formules de quadrature Ih;
 et Ih;� sont d�e�nies par:ZK�(x) dx � Ih;K(�) = mes(K)3 3Xi=1 �(ai) pour K 2 Th et ai un sommet de K



2.1 Choix d'une m�ethode d'�el�ements �nis 85Ze�(x) dx � Ih;e(�) = mes(e)2 2Xi=1 �(ai) pour e = K \ � ave
 K 2 Th et ai un sommet de eet posons les notations : (�1; �2)h;
 = Ih;
(�1:�2) et (�1; �2)h;� = Ih;�(�1 �2) Si nousrempla�
ons maintenant les in�equations (2.1) et (2.3) par :(dh;dh � dh)h;
 +Bi(Ih;
(kdhk)� Ih;
(kdhk)) � (�h;dh � dh)h;
 ; 8dh 2 Th(
) (2.8)CF (zh; zh � zh)h;� + S(Ih;�(jzhj)� Ih;�(jzhj)) � (s; zh � zh)h;� ; 8 zh 2 Th(�) (2.9)nous pouvons alors montrer le :Lemme 2.1.1 Pour que l'in�equation (2.8) soit satisfaite, il suÆt que la relation expli-
ite (2.6) soit v�eri��ee. De même, pour que l'in�equation (2.9) soit satisfaite, il suÆt quela relation expli
ite (2.7) soit v�eri��ee.Preuve :Si nous d�e�nissons dh par (2.6), alors, d'apr�es le lemme 1.2.1, nous avons, pour tout� 2 IR2 : dh(ai):(� � dh(ai)) +Bi(k�k � kdh(ai)k) � �h(ai):(� � dh(ai))Soit maintenant K 2 Th et ai un sommet de K. En se donnant �h 2 Th(
), en 
hoisissant� = �h(ai), puis, en multipliant 
ette in�equation par mes(K)=3, en sommant de 1 �a 3 surl'indi
e i et en�n en sommant sur K 2 Th, nous obtenons l'in�equation (2.8).
qfd.Ce petit lemme donne un sens ((variationnel)) aux relations 2.6 et 2.7.Dans la litt�erature sur l'approximation par �el�ements �nis du probl�eme de Poiseuille, l'in-trodu
tion, pour k = 2, d'une formule de quadrature permettant d'appro
her le termenon-lin�eaire jruj0;1;
 est souvent pr�esent�ee 
omme une diÆ
ult�e te
hnique (Glowinskiet al. [35℄, page 105, Glowinski [33℄, page 99). Dans notre 
as, 
'est une simpli�
ationte
hnique, permettant d'utiliser une relation expli
ite simple �a mettre en �uvre, qui faitapparâ�tre la formule de quadrature des trap�ezes dans le probl�eme appro
h�e.2.1.4 Formulation �a un 
hampNous aborderons au 
hapitre 3 l'analyse du probl�eme dis
ret en nous ramenant �a l'�etuded'un probl�eme variationnel o�u le seul 
hamp in
onnu est uh 2 Xh(
). Ce probl�eme va-riationnel est une in�equation variationnelle que nous obtenons �a partir de (2.1)-(2.5) par�elimination des 
hamps �h, dh sh et zh :



86 Chapitre 2 La m�ethode de dis
r�etisationProbl�eme 2.1.3 Trouver uh 2 Xh(
) tel que, pour tout vh 2 Xh(
), on ait :(ruh;r(vh � uh))0;2;
 + CF (
uh; 
(vh � uh))0;2;�+Bi (jrvhj0;1;
 � jruhj0;1;
)+S (j
vhj0;1;�� j
uhj0;1;�) � (1; vh � uh)0;2;
Une appli
ation du th�eor�eme de Lions-Stampa

hia (voir [49℄) sur les in�equations varia-tionnelles de se
onde esp�e
e permet de montrer qu'il existe un unique uh satisfaisant leprobl�eme 2.1.3.2.2 Choix d'un algorithme de lagrangien augment�e2.2.1 Introdu
tionIl existe une famille d'algorithmes bien adapt�ee �a nos non-lin�earit�es de type ((seuil)). Ils'agit des algorithmes de lagrangien augment�e. Ils sont pr�esent�es de mani�ere d�etaill�eedans les livres de Fortin et Glowinski [34℄ et de Glowinski et Le Talle
 [37℄. Le prin
iped'une m�ethode de lagrangien augment�e 
onsiste �a appliquer un algorithme de 
al
ul d'unpoint de selle ((d; u; z); (�; s)), pour une fon
tionnelle L�t nomm�ee Lagrangien augment�e,qui dans notre 
as (probl�eme 1.2.1) s'�e
rit :L�t �(d; u; z); (�; s)� = 12 jdj20;2;
 + CF2 jzj20;2;� +Bijdj0;1;� + Sjzj0;1;�� (1; u)0;2;
+ (�;ru� d)0;2;
 + (s; 
u� z)0;2;�+ �t2 �jru� dj20;2;
 + j
u� zj20;2;�	ave
 d et � dans L2(
)2, z et s dans L2(�), u dans H1(
) et �t > 0.Un point de selle de L�t est 
ara
t�eris�e par les relations (1.9)-(1.13) de notre formulationvariationnelle, 
'est pourquoi nous disions que 
ette derni�ere est bien adapt�ee �a l'�e
ritured'un algorithme. Les algorithmes de lagrangien augment�e sont don
 param�etr�es par unnombre positif que nous notons �t 3. Il est en fait tout-�a-fait possible d'utiliser une fon
-tionnelle L, nomm�ee lagrangien, ind�ependante de �t, obtenue simplement en supprimantde L�t les termes d�ependant de �t. Cependant, nous allons voir que l'introdu
tion de 
eparam�etre permet d'obtenir des �etapes fa
ile �a r�esoudre dans les algorithmes.Nous ne souhaitons pas i
i entrer dans un expos�e d�etaill�e de la 
onstru
tion des algo-rithmes (pour 
ela, voir [37℄) mais plutôt indiquer la fa�
on 
on
r�ete dont ils peuvent être3. Cette notation est justi��ee par le fait qu'on peut 
onstruire 
es algorithmes 
omme des s
h�emas entemps (voir Glowinski et Le Talle
 [37℄, 
hapitre 3, se
tion 5).



2.2 Choix d'un algorithme de lagrangien augment�e 87mis en �uvre. En outre, nous avons souhait�e 
hoisir l'un d'entre eux. Pour 
ela nous avonsd�e
id�e de 
omparer deux d'entre-eux :� le plus simple, 
'est-�a-dire le s
h�ema d'Uzawa,� une version plus sophistiqu�ee, le �-s
h�ema, qui est plus rapide dans 
ertains 
as (voir[37℄).Ainsi, nous 
ommen
erons par donner dire
tement les algorithmes obtenus dans notre si-tuation parti
uli�ere, lorsqu'on applique les des
riptions g�en�erales de Glowinski et Le Tal-le
 [37℄. Nous d�etaillerons 
haque �etape du 
al
ul, dans le 
adre de la m�ethode d'�el�ements�nis 
hoisie en se
tion 2.1. Nous �nirons par des r�esultats de 
onvergen
e qui nous per-mettrons de 
hoisir un algorithme parti
ulier.Comme nous l'avons d�ej�a pr�e
is�e, pour des raisons de simpli
it�e de programmation, nousintroduirons dans nos algorithmes des formules expli
ites. Ce
i nous 
onduira �a supposerque la solution 
al
ul�ee par les algorithmes v�eri�e le probl�eme dis
ret 2.1.2. Pr�e
isons quenous ne prouvons pas 
ette 
onvergen
e, mais que l'ensemble de nos 
al
uls num�eriques, au
hapitre 3, indiquent que la solution 
al
ul�ee via 
ette modi�
ation d'algorithme 
onserveune pr�e
ision satisfaisante.2.2.2 Des
ription de deux algorithmesEn utilisant les notations F
(:) et F�(:) d�e�nies au lemme 1.2.1, page 67, l'algorithmed'Uzawa pour notre probl�eme prend la forme 
on
r�ete suivante :Algorithme 2.2.1 (Uzawa)Soient u0 2 H1(
), d0 2 L2(
)2, z0 2 L2(�), s0 2 L2(�) et �0 2 L2(
)2.�Etant donn�es un 2 H1(
), dn 2 L2(
)2, zn 2 L2(�), sn 2 L2(�) et �n 2 L2(
)2, 
al
ulerun+1 2 H1(
), dn+1 2 L2(
)2, zn+1 2 L2(�), sn+1 2 L2(�) et �n+1 2 L2(
)2 
ommesuit :�Etape 1 : un+1 2 H1(
) r�esout un probl�eme simple��t4un+1 = div (�n ��tdn) + 1 sur 
� un+1�n + un+1 = dn:n+ zn � 1�t(sn + �n:n) sur � (2.10)�Etape 2 : R�esolution expli
ite des non-lin�earit�esdn+1 := 1�t+ 1F
(�n +�trun+1)zn+1 := CF�t+ CF F�(sn +�t
 un+1) (2.11)



88 Chapitre 2 La m�ethode de dis
r�etisation�Etape 3 : Mise �a jour des 
ontraintes�n+1 := �n + �t (run+1 � dn+1)sn+1 := sn + �t (
un+1 � zn+1) (2.12)Le �-s
h�ema 
ombine les mêmes �etapes de mani�ere plus sophistiqu�ee. En outre, 
ommeson nom l'indique, 
et algorithme est param�etr�e par un r�eel � 2℄0; 1=2[.Algorithme 2.2.2 (�-s
h�ema)Soient u0 2 H1(
), d0 2 L2(
)2, z0 2 L2(�), s0 2 L2(�) et �0 2 L2(
)2.�Etape n : initialisation de d et zdn = F
(�n +�t1run) ; zn = F�(sn +�t1
un) (2.13)�Etape (n+ �) : 
al
ul des 
hamps u, � et s��t14un+� = div (�n ��t1dn) + 1 sur 
� un+��n + un+� = dn:n+ zn � 1�t1 (sn + �n:n) sur � (2.14)�n+� := �n +�t1 (run+� � dn)sn+� := sn +�t1 (
 un+� � zn) (2.15)�Etape (n+ 1� �) : 
al
ul des 
hamps d, z, � et sdn+1�� := 11 + �t2F
(�n+� +�t2run+�)zn+1�� := CFCF +�t2F�(sn+� +�t2
 un+�) (2.16)�n+1�� := �n+� +�t2 (run+� � dn+1��)sn+1�� := sn+� +�t2 (
 un+� � zn+1��) (2.17)�Etape (n+ 1) : 
al
ul des 
hamps u, � et s��t14un+1 = div (�n+1�� ��t1dn+1��) + 1 sur 
� un+1�n + un+1 = dn+1�� :n+ zn+1�� � 1�t1 (sn+1�� + �n+1��:n) sur � (2.18)�n+1 := �n+1�� +�t1 (run+1 � dn+1��)sn+1 := sn+1�� +�t1 (
 un+1 � zn+1��) (2.19)ave
 : �t1 = ��t et : �t2 = (1� 2�)�t



2.2 Choix d'un algorithme de lagrangien augment�e 89Remarque 2.2.1 Pour �t = 0, l'algorithme 2.2.1 n'a pas de sens : on ne peut pas
al
uler un+1 et �n n'�evolue pas. Le même remarque vaut pour le �-s
h�ema.Nous voyons apparâ�tre trois types de sous-probl�emes :� un sous-probl�eme lin�eaire simple 
onsistant �a r�esoudre une �equation de Lapla
e ave
des 
onditions aux limites de type Robin,� des 
al
uls expli
ites 
orrespondant aux non-lin�earit�es,� des 
al
uls expli
ites 
orrespondant �a la mise �a jour des multipli
ateurs �n et sn.Nous avons d�e
id�e d'utiliser 
es algorithmes en les �e
rivant au niveau dis
ret. Autrementdit, on dis
r�etise 
haque �etape des algorithmes. Rappelons �a 
et e�et que nous avons �x�eles espa
es dis
rets 
omme suit, pour k � 1 (ave
 le notations de la se
tion 2.1.2) :uh 2 Xh(
) = Xk;0h (
)�h;dh 2 Th(
) = Xk�1;�1h (
)sh; zh 2 Th(�) = Xk;0h (�)Nous allons voir 
haque �etape des algorithmes en d�etail dans les se
tions qui suivent.2.2.3 R�esolution du sous-probl�eme lin�eaireL'approximation variationnelle des sous-probl�emes (2.10), (2.14) et (2.18) prend la forme :�t f(rwh;r vh)0;2;
 + (
 wh; 
 vh)0;2;�g = (�h;rvh)0;2;
 + (�h; 
vh)0;2;� + (1; vh)0;2;
 ;8 vh 2 Xh(
)Par exemple, pour Uzawa (�etape (2.10)), wh = un+1h , �h = �tdnh��nh et �h = �t� un+1h�n �snh.Soit, une fois mis sous forme matri
ielle :A:W = FPour r�esoudre 
e syst�eme, nous avons mis en �uvre une fa
torisation LDLT de A. Lafa
torisation est e�e
tu�ee une fois pour toute, avant les it�erations de l'algorithme utilis�e.



90 Chapitre 2 La m�ethode de dis
r�etisation2.2.4 R�esolution expli
ite des non-lin�earit�esConsid�erons la dis
r�etisation des �etapes (2.11), (2.13) et (2.16). Nous e�e
tuons des 
al
ulsde la forme : �h(a) := 11 + rF
(�h)(a) ave
 a 2 �k�1(K)�h(a) := CFCF + rF�(bh)(a) ave
 a 2 �k(e) (2.20)pour K 2 Th et pour une arrête e du maillage de � (les notations sont 
elles de la se
tion2.1) et ave
 r 2 f0; �t; �t1g.En fait, la 
onstru
tion des algorithmes 2.2.1 et 2.2.2 fait en premier lieu apparâ�tre aux�etapes (2.11), (2.13) et (2.16) des in�equations variationnelles de la forme :(1 + r)(�; � � �)0;2;
 +Bi�j�j0;1;
 � j�j0;1;
	 � (�; � � �)0;2;
(CF + r)(�; � � �)0;2;� + S fj�j0;1;� � j�j0;1;�g � (b; � � �)0;2;� (2.21)o�u � 2 L2(
)2 et � 2 L2(�). Ces in�equations se traduisent par les formules expli-
ites (2.11), (2.13) et (2.16) pour notre probl�eme 
ontinu 1.2.1 (
'est une appli
ationdu lemme 1.2.1). De même, si nous 
onstruisons les algorithmes �a partir du probl�emedis
ret 2.1.1, nous devons d'abord �e
rire des in�equations variationnelles de la forme :(1 + r)(�h; �h � �h)0;2;
 +Bi�j�hj0;1;
 � j�hj0;1;
	 � (�h; �h � �h)0;2;
(CF + r)(�h; �h � �h)0;2;� + S fj�hj0;1;� � j�hj0;1;�g � (bh; �h � �h)0;2;� (2.22)o�u �h 2 Th(
) et �h 2 Th(�).Ainsi, notre d�emar
he 
onsiste �a appliquer les algorithmes de lagrangien augment�e auprobl�eme dis
ret 2.1.1, puis �a rempla
er les in�equations (2.22) par les formules (2.20)(
e qui donne alors un s
h�ema di��erent). Ce
i explique pourquoi nous avions introduitle probl�eme variationnel appro
h�e 2.1.2, bien que nous n'ayons pas la preuve que lesalgorithmes en 
al
ulent une solution. Plus pr�e
is�ement, dans la se
tion suivante, nousabordons les questions de 
onvergen
e des algorithmes pr�e
�edents.2.2.5 Convergen
e et stabilit�e des algorithmesLa 
onvergen
e de l'algorithme 2.2.1 est assur�ee par un th�eor�eme �enon
�e et d�emontr�edans le livre de Glowinski et Le Talle
 [37℄ (page 84-87) et aussi dans 
elui de Fortin etGlowinski [34℄.



2.2 Choix d'un algorithme de lagrangien augment�e 91Th�eor�eme 2.2.1 (Convergen
e de l'algorithme d'Uzawa - Glowinski et Le Talle
, page85)L'algorithme 2.2.1 est 
onvergent au sens suivant :Il existe une solution (u;d; z;�; s) au probl�eme 
ontinu 1.2.1 telle que :� un �! u dans H1(
),� dn �! d dans L2(
)2,� zn �! z dans L2(�),� �n �! � dans L2(
)2-faible,� sn �! s dans L2(�)-faible.De même, nous pouvons en fait aÆrmer, suivant 
es mêmes auteurs, la 
onvergen
e dela suite (unh;dnh; znh ;�nh; snh) vers une solution (uh;dh; zh;�h; sh) du probl�eme dis
ret 2.1.1,lorsque les in�equations (2.22) sont utilis�ees �a la pla
e des formules expli
ites.Con
ernant la 
onvergen
e du �-s
h�ema, une r�eponse r�e
ente est donn�ee dans l'arti
le deHaubruge et al. [39℄. L'algorithme 3.3 et la proposition 3.4 de 
et arti
le 
orrespondent�a la situation o�u on 
onstruit l'algorithme pour le probl�eme dis
ret (on n'utilise pas deformules expli
ites �a la pla
e des in�equations). Nous le traduisons i
i ave
 nos notations.Th�eor�eme 2.2.2 (Convergen
e du �-s
h�ema - Haubruge et al. [39℄, pages 666-668)Supposons que : 0 < �t2 � �t1 < 4Alors, il existe �h 2 Th(
), dh 2 Th(
), zh 2 Th(�) et sh 2 Th(�), tels que :1. �nh 
onverge vers �h,2. dnh 
onverge vers dh,3. snh 
onverge vers sh,4. znh 
onverge vers zh,5. run+�h 
onverge vers dh,6. dh et �h v�eri�ent la loi de 
omportement dis
r�ete (2.1),7. zh et sh v�eri�ent la loi de glissement dis
r�ete (2.3),8. �h et sh v�eri�ent la 
onservation de la quantit�e de mouvement dis
r�ete (2.5).Nous venons d'aborder l'aspe
t th�eorique de la 
onvergen
e, voyons �a pr�esent l'aspe
tpratique. Consid�erons pour simpli�er le 
as de Uzawa. Donnons-nous une tol�eran
e " > 0et le r�esidu : Rn = jdnh �runhj0;2;
 + jznh � 
 unhj0;2;�
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r�etisation
�t = 8�t = 15�t = 150

Niter
R�esidu

50010�1510�5105 �t = 150�t = 15�t = 3NiterR�esidu
150010�1510�1010�1

(a) (b)Fig. 2.1 { (a) R�esidu en fon
tion des it�erations pour le �-s
h�ema ave
 � = 0:1 : Conver-gen
e pour �t = 8, divergen
e pour �t = 150 et r�egime transitoire pour �t = 15; (b)R�esidu en fon
tion des it�erations pour l'algorithme d'Uzawa et plusieurs valeurs de �tillustrant le fait que l'algorithme est 
onvergent quel que soit �t.Nous 
onsid�erons alors que la 
onvergen
e a lieu lorsque :Rn < " (2.23)A�n de 
omparer les algorithmes 2.2.1 et 2.2.2, nous les avons test�es pour une se
tion 

arr�ee et Xh(
) = X1;0h (
).Le th�eor�eme 2.2.2 indique que le �-s
h�ema est 
onditionnellement stable. Nous savons quela version que nous avons programm�ee est di��erente de 
elle 
onsid�er�ee dans 
e th�eor�emeet nous voulons savoir si 
e ph�enom�ene de stabilit�e 
onditionnelle est toujours vrai. Entestant 
et algorithme, nous avons pu 
on�rmer 
e ph�enom�ene (voir �gure Fig. 2.2.5). Ce
iest la raison pour laquelle nous avons 
hoisi de ne pas l'utiliser 
ar de plus, la sup�eriorit�edu �-s
h�ema sur Uzawa en terme de temps de 
al
ul ne nous est pas apparue nettement.Notre 
hoix se porte don
, pour toute la suite, sur l'algorithme d'Uzawa.Pour 
on
lure sur la 
onvergen
e des algorithmes :� nous savons que la version dis
r�ete de l'algorithme 2.2.1 dans laquelle on utilise lesin�equations (2.22) 
onverge vers une solution du probl�eme dis
ret 2.1.1,� nous ne savons pas si la version dis
r�ete de l'algorithme 2.2.1 dans laquelle on utiliseles formules (2.20) 
onverge vers une solution du probl�eme dis
ret 2.1.2,



2.3 Adaptation de maillage 93� 
ependant, dans les simulations num�eriques qui seront pr�esent�ees au 
hapitre 4, nousavons pu observer une 
onvergen
e vers 0 du r�esidu Rn,� de plus, dans le 
as de Poiseuille 
ir
ulaire, nous allons voir au 
hapitre 3 des mesuresd'erreur entre u et unh qui montrent la 
onvergen
e de l'algorithme vers une solutionappro
h�ee dont la pr�e
ision semble identique �a 
elle de uh.2.3 Adaptation de maillageA�n de 
apturer ave
 pr�e
ision la fronti�ere des zones rigides, mais aussi 
elles des zonesd'adh�eren
e, nous avons utilis�e un logi
iel g�en�erateur de maillage adapt�e, BAMG [40℄. Ceg�en�erateur peut 
onstruire un maillage adapt�e anisotrope, sur une appro
he de type Delau-nay (voir [30℄), �a partir d'un 
hamp repr�esentatif fourni par l'utilisateur. Nous pr�esentonsi
i le prin
ipe de l'adaptation anisotrope employ�e par BAMG, puis notre pro
�ed�e d'utili-sation du g�en�erateur de maillage BAMG. Il existe des ouvrages entiers sur la g�en�erationet l'adaptation de maillage (voir par exemple le livre r�e
ent de Frey et George [27℄) etnous limitons don
 i
i naturellement la des
ription au stri
t minimum.2.3.1 Prin
ipeSupposons que le probl�eme variationnel 2.1.2 soit r�esolu sur un maillage initial T0.On se donne un 
hamp ' que l'on estime repr�esentatif d'un ph�enom�ene �a pr�e
iser parl'adaptation de maillage. On appellera ' le 
hamp-
lef.Supposons que ' est appro
h�e par 'h 2 X1;0h (
). L'erreur d'interpolation dans la dire
tiond 2 IR2 est estim�ee par : eK;d = h2K;d �����2'�d2 ���� sur Ko�u : hK;d est la longueur de K dans la dire
tion d,�2'�d2 = dT :H('):det H(') d�esigne le Hessien de ' :H(') =0B� �2'�x2 �2'�x�y�2'�x�y �2'�y2 1CA



94 Chapitre 2 La m�ethode de dis
r�etisationsuivant Vallet [66℄, une fa�
on d'adapter le maillage au 
al
ul de 'h est de niveler l'erreur enla rendant 
onstante, ind�ependamment des triangles et dans toutes les dire
tions. Notons�1, �2 les valeurs propres de H(') et d1, d2 les ve
teurs propres asso
i�es :�2'�d21 = �1 et �2'�d22 = �2l'erreur eK;d est ind�ependante de d et K lorsque eK;d1 = eK;d2, 
'est-�a-dire quand :h2K;d1j�1j = h2K;d2j�2j = e0; 8K 2 T0o�u e0 > 0 est une 
onstante ind�ependante de K.Le Hessien H(') �etant 
onnu sur K, on suppose que �1�2 6= 0.On se donne la 
onstante e0. On veut 
onstruire des triangles de longueur hi dans ladire
tion di, ave
 hi = pe0=j�ij, i = 1; 2. Dans une m�etrique o�u les deux ve
teurs hidi(i = 1; 2) ont la même norme, de tels triangles n'ont pas de dire
tion privil�egi�ee. Nousintroduisons don
 la m�etrique M(') dont les ve
teurs propres sont 
eux de H(') et lesvaleurs propres sont j�1j et j�2j. La norme induite k:kM satisfait alors :khidikM = hKqdTi :M('):di = pe0; k = 1; 2 (2.24)Dans notre utilisation du 
ode BAMG, e0 est impos�e par l'interm�ediaire d'un param�etre
0 (voir pour les d�etails [41℄) : e0 = 10�2
20 (sup'� inf ')Compte tenu de la relation (2.24), nous pouvons 
onsid�erer que 
0 pilote la taille destriangles. En fait 
'est ainsi que 
0 est d�e�ni dans [41℄.2.3.2 Un pro
�ed�e de mise en �uvreNous utilisons le prin
ipe pr�e
�edent dans un pro
�ed�e it�eratif en trois �etapes :1. A partir d'un maillage Ti, le probl�eme 2.1.2 est r�esolu par l'algorithme 2.2.1 (Uzawa).2. On d�etermine 'i 2 X1;0h (
) le 
hamps-
lef appro
h�e sur Ti, �a partir des 
hamps
al
ul�es par l'algorithme d'Uzawa.3. A partir de 'i, le g�en�erateur de maillage anisotrope BAMG [11, 40℄ 
onstruit uneapproximation de la m�etriqueM('i) dans X1;0h (
) et 
r�ee alors un nouveau maillageTi+1 de 
 (en tenant �egalement 
ompte de 
0).On 
onsid�ere que le pro
�ed�e a 
onverg�e lorsque le nombre d'�el�ements n'�evolue plus.



2.3 Adaptation de maillage 95Une m�ethode num�erique de r�esolution de probl�emes d'�e
oulements vis
oplastiques doitpermettre la d�etermination pr�e
ise de la fronti�ere des zones rigides. Il nous a don
 sembl�enaturel que le 
hamps-
lef fasse en sorte de raÆner le maillage pr�es de la fronti�ere deszones rigides. L'analyse d'un 
as mono-dimensionnel au 
hapitre I.2 a fait apparâ�tre 
eph�enom�ene lorsque le 
rit�ere suivant est utilis�e :'(x) =pkruk2 +Bikruk(x)Les 
hapitres suivants montreront que 
e 
hoix donne des r�esultats tr�es satisfaisants.Remarque 2.3.1 Pour obtenir 'i 2 X1;0h (
), nous 
al
ulons d'abord le 
hamp dis
on-tinu : e'i(a) =pkruhk2 +Bikruhk(a)pour a un sommet de triangle si uh 2 X2;0h (
) ete'i =pkruhk2 +Bikruhksur 
haque triangle K de Ti si uh 2 X1;0h (
). Ensuite, nous projetons e'i dans L2(
) surX1;0h (
).





Chapitre 3Mesure et estimation d'erreur3.1 Introdu
tionLes premiers r�esultats th�eoriques sur la 
onvergen
e des m�ethodes d'�el�ements �nis pour lesmat�eriaux de Bingham 
on
ernent l'�e
oulement de Poiseuille ave
 adh�eren
e �a la paroi.C'est un probl�eme o�u le 
hamps in
onnu est la vitesse u. Comme nous l'avons vu au
hapitre 1 (se
tion 1.3), 
elle-
i v�eri�e alors l'in�equation variationnelle suivante :(ru;r(v � u))0;2;
 +Bi(jrvj0;1;
 � jruj0;1;
) � (1; v � u)0;2;
 ; 8 v 2 H10 (
) (3.1)et la solution appro
h�ee uh v�eri�e :(ruh;r(vh � uh))0;2;
 +Bi(jrvhj0;1;
 � jruhj0;1;
) � (1; vh � uh)0;2;
 ; 8vh 2 Xh(
)(3.2)o�u Xh(
) est un sous-espa
e de H10 (
) de dimension �nie.Un th�eor�eme de 
onvergen
e forte �et�e pr�esent�e par Glowinski, Lions et Tr�emoli�eres [35℄(th�eor�eme 5.1 page 109) 1. Ce r�esultat s'appuie sur l'estimation suivante (page 110 de [35℄) :ku� uhk21;2;
 � mes(
)1=2 f
+Bigkrhu� uk1;2;
 +mes(
)1=2krhu� uk0;2;
 (3.3)o�u rh v�eri�e : limh�!0 kv � rhvk1;2;
 = 0 ; 8v 2 H10 (
)Par exemple, rh est un op�erateur de proje
tion ou bien d'interpolation. Dans 
e 
as, sil'on 
hoisit Xh(
) = X1;0h (
) \ H10 (
), alors en supposant que u 2 H2(
), nous avons1. 
e th�eor�eme a �et�e initialement �enon
�e dans le 
as plus g�en�eral o�u le se
ond membre (1; v � u) estrempla
�e par (f; v � u) ave
 f 2 L2(
). 97



98 Chapitre 3 Mesure et estimation d'erreurku� rhuk1;2;
 = O(h) et don
, l'estimation abstraite (3.3) permet de 
on
lure que :ku� uhk1;2;
 = O(h1=2)Pour le même probl�eme ave
 adh�eren
e �a la paroi, et toujours ave
 Xh(
) = X1;0h (
) \H10 (
), Glowinski [33℄ propose une estimation plus �ne dans le 
as parti
ulier de la se
-tion 
ir
ulaire (
as pr�esent�e au 
hapitre 1 se
tion 1.1). Cet auteur �etablit une estimationd'erreur, dans la norme H1, en O �hpjln(h)j�. Ce
i est nettement meilleur que le O(h1=2)obtenu jusqu'alors �a l'aide de (3.3). L'auteur introduit un ensemble que nous allons utiliserdans la suite. Il s'agit de 
" d�e�ni par :
" = fx 2 
; kruk > "gL'estimation est alors obtenue en utilisant le fait que, dans 
e 
as parti
ulier, on a :Z
" dxkruk = O(�ln("))De plus, sous l'hypoth�ese que 
ette propri�et�e est satisfaite, l'auteur indique que 
etteestimation en O(hpjln(h)j) est en
ore valable pour n'importe quelle se
tion 
. En outre,Glowinski [33℄ remarque, sur la base d'une exp�erimentation num�erique, que :� u 2 H10 (
) \W 2;1(
),� l'ensemble 
0 = fx 2 
; kruk = 0g est un 
ompa
t �a fronti�ere r�eguli�ere.Ces remarques nous servirons de points d�epart pour enri
hir des hypoth�eses de r�egularit�e
lassiques.Toujours pour 
e probl�eme ave
 adh�eren
e �a la paroi, mais en se
tion quel
onque, etave
 Xh(
) = X1;0h (
) \ H10 (
), une ultime am�elioration est obtenue en 1977 par Falket Mer
ier [24℄. Glowinski et al. ont repris 
ette estimation dans l'annexe 5 de [36℄. Lesauteurs montrent une estimation en O(h), autrement dit, l'estimation est la même quedans le 
as lin�eaire. Pour atteindre 
e r�esultat, une formulation di��erente mais �equivalenteest utilis�ee, elle 
onsiste �a �e
rire le probl�eme en terme de gradient de vitesse d. Celui-
i estalors appro
h�e par l'�el�ement P0 (autrement dit dh 2 X0;�1h (
)2). La non-lin�earit�e apparâ�talors dans l'estimation d'erreur sous la forme :12 jd� dhj20;2;
 � 
 h2 +BiZ
kRh(d)kdx�BiZ
kdkdxo�u Rh est l'op�erateur de proje
tion (au sens L2(
)2) sur le sous-espa
e X0;�1h (
)2. Un 
al-
ul montre que la di��eren
e des deux termes non-lin�eaires est n�egative, 
e qui ((es
amote))la non-lin�earit�e dans l'estimation.



3.1 Introdu
tion 99En fait, l'�etude de la litt�erature 
on
ernant l'approximation du probl�eme stationnairer�ev�ele que :� Il n'existe au
une estimation dans d'autres normes que H1, en parti
ulier une esti-mation dans la norme L1 est un outil utile lorsqu'on souhaite �etudier une situation
on
r�ete d'�e
oulement.� Dans le 
as d'un �e
oulement de Poiseuille, l'erreur en norme H1 pour l'approxima-tion P1 est en O(h) (quitte �a reformuler le probl�eme).Ajoutons que lors de l'examen de la litt�erature, nous avons pu lire �a plusieurs o

asionsune phrase qui a retenu notre attention. Il s'agit d'une remarque faite �a l'origine dans lese
ond volume de l'ouvrage de r�ef�eren
e de Glowinski et al. [35℄, 
hapitre 5, paragraphe 3.5((Sur l'utilisation d'�el�ements �nis d'ordre sup�erieur �a 1)) :((...
ompte tenu de la r�egularit�e assez peu �elev�ee de la solution, l'int�erêt d'uti-liser, �a nombre de degr�es de libert�e �egal, des �el�ements �nis d'ordre plus grandque 1, n'est pas 
lairement �etabli.))puis en
ore dans l'ouvrage de Glowinski [33℄, remarque 6.5, page 99 :\In these notes, only an approximation by pie
ewise linear �nite elements hasbeen 
onsidered. This fa
t is justi�ed by the existen
e of a regularity limitationfor the solution." \The numeri
al results whi
h have been obtained, seem toprove that for the same number of degrees of freedom the a

ura
ies at thenodes are of the same order for the �nite elements of order 1 and 2."Plus tard, Kim [48℄, reprend 
ette argument dans un travail sur un probl�eme �evolutif,page 295 :\The use of pie
ewise linear �nite elements is attributed to the limitation onthe regularity of solutions. The la
k of regularity inhibits the use of high-order�nite elements, parti
ularly when error estimates are sought."Examinons un instant les faits. Tout d'abord, 1976, pour Glowinski, Lions et Tr�emoli�eres,le probl�eme reste assez ouvert. En 1980, Glowinski est �egalement prudent et n'aÆrmerien de d�e�nitif (\seem to prove"). En e�et, �a notre 
onnaissan
e, il n'existe �a 
ette dateau
une preuve nette que le 
hoix P2 ne peut jamais donner plus de pr�e
ision que le 
hoixP1. De plus, il est tout-�a-fait n�e
essaire de pr�e
iser que pour 
ha
une de 
es remarques,le 
ontexte des maillages uniformes est sous-entendu.Quelques probl�emes ouverts sont don
 :1. Analyser en d�etail des 
as tr�es simples qui permettent de dis
uter sur la pertinen
ede g�en�eraliser �a des maillages non-uniformes la remarque de Glowinski et al.



100 Chapitre 3 Mesure et estimation d'erreur2. �Etendre les travaux de Glowinski [33℄, 
'est-�a-dire exploiter la 
onje
ture suivante :Z
" dxkruk = O(�ln("))3. �Etendre, dans la mesure du possible, les travaux de Falk et Mer
ier [24℄ au 
as plusg�en�eral d'une approximation de u qui n'est pas n�e
essairement P1.4. Donner des estimations en norme L1 pour la vitesse et, en vue d'un 
ontrôle pr�e
isdes fronti�eres rigide/
uide, il est important de pouvoir estimer la 
onvergen
e deruh vers ru en norme L1.5. Compte tenu de l'aspe
t pratique de la formulation 2.1.2 ave
 formule expli
ite,il est �egalement souhaitable de reprendre l'ensemble de 
es points pour une telleformulation. En parti
ulier, nous avons vu que 
ette simpli�
ation d'ordre pratiqueimpose la formule de quadrature des trap�ezes. Il est don
 important de 
onnâ�tre lerôle d'une formule de quadrature donn�ee, autrement dit de 
onnâ�tre les limitationsde 
ette simpli�
ation pratique.6. �Etendre l'ensemble des 
onsid�erations pr�e
�edentes au 
as o�u il y a aussi glissement�a la paroi (suivant la loi introduite)Vue l'�etendue d'un tel travail, nous nous restreignons essentiellement �a l'approximationdu probl�eme de Poiseuille, ave
 adh�eren
e �a la paroi, d�e
rite par (3.1) et (3.2) et nousaborderons le point 2. Notons que le point 1. a �et�e abord�e en guise d'introdu
tion et demotivation pour la pr�esente analyse, dans la partie I. Nous e�e
tuerons �egalement unepremi�ere appro
he 
on
ernant la loi de glissement (point 6.), toujours dans le 
adre dupoint 2.Nous d�evelopperons, dans les deux se
tions qui suivent, un travail soumis et a

ept�e pourpubli
ation [58℄.Nous �etablirons une estimation abstraite de l'erreur sur la vitesse, en norme H1, sur labase des travaux de Glowinski [33℄. Nous validerons quelques hypoth�eses de r�egularit�eave
 le 
as d'un domaine 
ir
ulaire o�u la solution est 
onnue expli
itement mais aussiave
 les �e
oulements de Couette. Nous appliquerons ensuite notre estimation abstraite au
as de l'�el�ement Pk, o�u k pourra être pris plus grand que 1. Les estimations ainsi obtenuesmontreront l'utilit�e d'adapter le maillage pour k > 1.Nous poursuivrons en traitant le 
as des domaines non-polygonaux et r�eguliers par late
hnique isoparam�etrique. Ce
i permettra d'�etablir une estimation d'erreur 
on
r�ete surun exemple parti
ulier.Nous tenterons d'ajouter le glissement �a seuil dans le probl�eme, 
e qui nous am�enera �a
ompl�eter notre estimation abstraite, puis �a dis
uter des hypoth�eses de r�egularit�e, ainsique des estimations 
on
r�etes qui en d�e
oulent.En�n, nous terminerons par les r�esultats de tests num�eriques qui viendront 
on�rmer que :Ave
 un maillage 
onvenable, pour un même nombre de degr�es de libert�e, l'ap-



3.2 Estimations H1 pour le mod�ele de Bingham 101proximation P2 peut o�rir une pr�e
ision nettement sup�erieure �a l'approxima-tion P1.3.2 Estimations H1 pour le mod�ele de BinghamNous nous restreignons i
i au 
as d'un ouvert 
 polygonal. Nous �etablissons, dans 
e
ontexte, une estimation abstraite de l'erreur en normeH1 pour le probl�eme (3.1) appro
h�epar (3.2). Ensuite, nous appliquons 
ette estimation �a l'approximation Pk-
ontinue de u,pour des maillages r�eguliers, quasi-uniformes ou non.3.2.1 Une estimation abstraiteObservons l'hypoth�ese suivante :Hypoth�ese 3.2.1 (Glowinski, [33℄)Pour tout " > 0 assez petit, on a :Z
" dxkruk = O(�ln("))ave
 : 
" = fx 2 
; kruk > "gGlowinski [33℄ indique que sous 
ette hypoth�ese, on peut d�emontrer que la 
onvergen
e dela solution de l'�e
oulement de Poiseuille, ave
 adh�eren
e �a la paroi, pour des se
tions plusg�en�erales que le disque, est enO(hpjln(h)j) pour une approximation P1 de la vitesse. Il enlaisse la d�emonstration au le
teur. Nous allons adapter 
ette d�emonstration en l'�etendantdans un premier temps, sous une forme abstraite qui ne �xe pas un 
hoix d'�el�ements �nisparti
uliers. Dans un deuxi�eme temps (dans les se
tions suivantes), nous envisagerons uneappli
ation aux �el�ements Pk, k � 1 sur di��erents types de maillages.Commen�
ons par poser quelques notations, d�e�nitions et hypoth�eses qui seront d'un usage
onstant dans la suite.L'hypoth�ese 3.2.1 induit l'utilisation des deux ensembles :
0 = fx 2 
; kruk = 0g
0;" = 
nf
0 [ 
"g = fx 2 
; " � kruk > 0g
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jruj 6= 0ru = 0
0(a)
+ jruj > "ru = 0
" 
0
0;"(b) �0 !+!0 !h(
)

Fig. 3.1 { Les di��erentes partitions de 
 utilis�ees pour �etablir une estimation d'erreurdans le probl�eme de Poiseuille sans glissement.Par 
ommodit�e on appellera 
+ le 
ompl�ementaire de 
0.Nous 
onsid�erons dans 
e 
hapitre des maillages r�eguliers, que nous d�e�nissons en a

ordave
 la litt�erature sur les �el�ements �nis (par exemple [21℄).D�efinition 3.2.11. Une triangulation Th est dite r�eguli�ere, si le rapport hK�K est major�e ind�ependammentde K 2 Th par une 
onstante stri
tement positive.2. Une triangulation r�eguli�ere est dite uniform�ement r�eguli�ere (ou quasi-uniforme) si lerapport hK=h est minor�e ind�ependamment de K 2 Th par une 
onstante stri
tementpositive.On pourra parler de maillage r�egulier pour d�esigner une triangulation r�eguli�ere, de même,il nous arrivera de parler de maillages quasi-uniformes.Nous d�e�nissons maintenant l'interfa
e �0 entre les zones rigides et les zones d�eform�ees. Ilne s'agit pas de �
0 
ar les zones rigides peuvent tou
her � (zones mortes). Nous posonsdon
 : �0 = �
0n�.A l'aide de �0, nous pouvons d�e�nir !h � 
 
omme �etant la r�eunion des �el�ements quiren
ontrent �0 : !h =[ fK ; K 2 Th0(!h)go�u : Th0(!h) = fK 2 Th ; K \ �
0 6= ;gOn d�e�nit ensuite !0 = 
0n!h et !+ = 
+n!h.Nous pouvons maintenant �enon
er une estimation abstraite de l'erreur :



3.2 Estimations H1 pour le mod�ele de Bingham 103Proposition 3.2.1 Soit u 2 H10 (
) la solution du probl�eme variationnel (3.1), et uh 2Xh(
) la vitesse appro
h�ee solution de (3.2). Alors :ju� uhj21;2;
 � 
� jvh � uj21;2;
+ Bijvhj1;1;!0+ Bimes(!h) jvh � uj1;1;!h+ Bimes(
0;") jvh � uj1;1;
0;"\!++ Bi" jvh � uj21;2;
"\!+ 	 (3.4)Si, de plus, l'hypoth�ese 3.2.1 est satisfaite, on a l'estimation :ju� uhj21;2;
 � 
� jvh � uj21;2;
+ Bijvhj1;1;!0+ Bimes(!h) jvh � uj1;1;!h+ Bimes(
0;") jvh � uj1;1;
0;"\!++ Bi jln(")jjvh � uj21;1;
"\!+ 	 (3.5)o�u 
 est une 
onstante ind�ependante de Bi et h.Preuve :On obtient 
omme dans [33℄ (page 104, (6.59)) la majoration suivante :(uh � u; uh � u)1;2;
 � (uh � u; vh � u)1;2;
 +Bi(�h � �;r(vh � u)) ;8vh 2 Xh(
) et 8�h 2 � tel que �h:rvh = krvhk (3.6)o�u on rappelle que � = f� 2 L2(
)2 ; k�k � 1 p.p. 
g et que � 2 � v�eri�e : �:ru =kruk ainsi que : (u; v)1;2;
+Bi(�;rv) = (1; v) ; 8v 2 H10 (
)Les in�egalit�es de Cau
hy-S
hwartz puis de Young donnent :(uh � u; vh � u)1;2;
 � 12 juh � uj21;2;
 + 12 jvh � uj21;2;
 (3.7)De sorte que l'in�egalit�e (3.6) devient :juh � uj21;2;
 � jvh � uj21;2;
 + 2Bi(�h � �;r(vh � u)) ;8vh 2 Xh(
) et 8�h 2 � tel que �h:rvh = krvhk (3.8)D�e
omposons le se
ond terme du membrede droite dans (3.8) en �e
rivant 
 = !0 [ !h [ !+.Cela donne trois termes �a estimer :� On sait (par d�e�nition) que sur !0, on a ru = 0 et de plus, k�k � 1 et k�hk � 1.On en d�eduit alors : Z!0(�h � �):r(vh � u) dx � 2 jvhj1;1;!0



104 Chapitre 3 Mesure et estimation d'erreur� Consid�erons ensuite la �ne 
ou
he !h. Nous utilisons en
ore le fait que k�k � 1 etk�hk � 1. Cela donne :Z!h(�h � �):r(vh � u) dx � 2mes(!h)jvh � uj1;1;!h� En�n, sur la zone !+, nous utilisons �a nouveau une partition de 
 en �e
rivant
 = 
0 [ 
0;" [ 
". Puisque !+ \ 
0 = ;, la somme sur !+ se d�e
ompose en deuxtermes, l'un sur 
0;" \ !+, l'autre sur 
" \ !+.�� Dans 
0;" \ !+, nous reprenons la même id�ee que dans !h :Z!+\
0;"(�h � �):r(vh � u) dx � 2mes(!+ \ 
0;") jvh � uj1;1;!+\
0;"� 2mes(
0;") jvh � uj1;1;!+\
0;"�� Dans 
" \ !+, nous pouvons expli
iter le multipli
ateur � pour presque toutx 2 !+ : � = rukruket on utilise �egalement le fait que le multipli
ateur �h peut être 
hoisi 
ommesuit : �h = ( rvhkrvhk si rvh 6= 00 sinonAinsi, lorsque rvh = 0, nous �e
rivons :(�h � �):r(vh � u) = �:ru = kruk = kr(vh � u)k2kruktandis que si rvh 6= 0, nous utilisons un lemme donn�e dans [33℄ :Lemme 3.2.1 Pour tout (�; �) 2 (IRnf0g)2, on a :���� �k�k � �k�k ���� � 2 k� � �kk�k+ k�k
ela permet d'obtenir un r�esultat semblable :(�h � �):r(vh � u) � ���� rvhkrvhk � rukruk���� kr(vh � u)kdx� 2 kr(vh � u)k2kruk+ krvhk� 2kr(vh � u)k2kruk



3.2 Estimations H1 pour le mod�ele de Bingham 105On est don
 amen�e �a la relation :Z!+\
"(�h � �):r(vh � u) dx � 2Z!+\
" kr(vh � u)k2kruk dxsi l'hypoth�ese 3.2.1 est vraie, on �e
rit :Z!+\
"(�h � �):r(vh � u) dx � 2 ju� vhj21;1;!+\
"Z!+\
" dxkruk� 2 ju� vhj21;1;!+\
"Z
" dxkruk� 2 jln(")j ju� vhj21;1;!+\
"sinon, on a :Z!+\
"(�h � �):r(vh � u) dx � ���� 2kruk����0;1;!+\
" jvh � uj21;2;!+\
"� ���� 2kruk����0;1;
" jvh � uj21;2;!+\
"� 2" jvh � uj21;2;!+\
"Ainsi, en sommant 
es di��erents termes, nous obtenons :(�h � �;r(vh � u)) � 2 jvhj1;1;!0 + 2mes(!h) jvh � uj1;1;!h + 2mes(
0;") jvh � uj1;1;
0;"\!++ ( 2 jln(")j jvh � uj21;1;
"\!+ sous l'hypoth�ese 3.2.12" jvh � uj21;2;
"\!+ sinon (3.9)Pour 
on
lure, il suÆt de 
ombiner (3.7) ave
 l'estimation (3.9) et de reporter dans (3.8).
qfd.On 
onstate que 
et �enon
�e n�e
essite pour être exploitable, de faire des hypoth�esessuppl�ementaires au sujet de u. En e�et, nous devons en parti
ulier pouvoir �evaluer ou, �ad�efaut, estimer la quantit�e mes(
0;"). C'est en partie le rôle de la se
tion suivante.3.2.2 Un exemple 
on
retNous allons observer dans 
ette se
tion 
e que valent les diverses quantit�es impliquant "dans le 
as parti
ulier d'un domaine 
ir
ulaire. Ce
i nous permettra par la suite de fairedes hypoth�eses qui rendront 
on
r�etes les estimations de la proposition 3.2.1. Indiquonsque nous revenons un peu plus en d�etails, dans l'annexe A, sur les r�esultats qui sontpr�esent�es i
i.



106 Chapitre 3 Mesure et estimation d'erreurTout d'abord, nous avons d�ej�a signal�e que Glowinski [33℄ a montr�e, pour l'�e
oulement dePoiseuille ave
 se
tion 
ir
ulaire (
 = D(0; R), R > 0), que l'hypoth�ese 3.2.1 est satisfaite,
e qui est formul�e par le :Lemme 3.2.2 (Glowinski, [33℄, page 105)Dans le 
as d'un �e
oulement de Poiseuille ave
 se
tion 
ir
ulaire, on a l'identit�e :Z
" dxkruk = 2�(1� 2Bi� 2") + 4�Bi (ln(1 � 2Bi)� ln(2"))De plus, dans la se
tion pr�e
�edente, nous avons �egalement fait intervenir la mesure de l'en-semble 
0;". Cette quantit�e peut être elle aussi rendue expli
ite dans le 
as d'un domaine
ir
ulaire :Lemme 3.2.3Dans le 
as d'un �e
oulement de Poiseuille ave
 se
tion 
ir
ulaire, on a l'identit�e :mes(
0;") = 4�"(2Bi+ ")En�n, dans la suite, nous ferons r�ef�eren
e au fait que :u 2 W 2;1(
) \W k+1;1(
+) ; 8 k � 0Nous verrons dans la partie III, 
hapitre 3, que 
es r�esultats sont en
ore vrais pour les�e
oulements dits de Couette.3.2.3 Appli
ation �a des maillages r�eguliersNous allons �a pr�esent d�etailler les estimations g�en�erales (3.4)-(3.5) dans le 
ontexte 
on
retsuivant :� nous nous pla�
ons dans les 
as o�u les propri�et�es d�e
rites dans la se
tion pr�e
�edentesont vraies,� nous 
onsid�erons le 
hoix �x�e en se
tion 2.1, soit Xh(
) = Xk;0h (
) \ H10 (
) pourk � 1.Nous allons utiliser un outil 
lassique dont nous rappelons quelques propri�et�es utiles.Th�eor�eme 3.2.1 Soit Th une triangulation r�eguli�ere de 
. Pour un r�eel p > 1, l'op�erateurd'interpolation �h 2 L(W 2;p(
)\W 1;p0 (
);Xk;0h (
)\W 1;p0 (
)) d�e�ni, sur 
haque �el�ementK par : �h(v)jK 2 Pk(K) et �h(v)(x) = v(x) ;8x 2 �k(K)



3.2 Estimations H1 pour le mod�ele de Bingham 107satisfait les estimations suivantes, pour tout entier m et tout r�eel s ave
 0 � m � s + 1et 1 � s � k : jv ��h(v)jm;p;
 � 
1 hs+1�mjvjs+1;p;
 ; 8v 2 W s+1;p(
)o�u la 
onstante 
 > 0 ne d�epend pas de mes(
).On peut trouver 
es r�esultats et leur d�emonstration dans le livre de Brenner et S
ott [13℄.Pour rendre 
on
r�etes les estimations (3.4) et (3.5), nous allons utiliser plus parti
uli�erement :jv ��h(v)j1;2;
 � 
 hsjvjs+1;2;
 ; 8v 2 Hs+1(
)jv ��h(v)j1;1;
 � 
2 hsjvjs+1;1;
 ; 8v 2 W s+1;1(
)Dans toute la suite, nous utiliserons une hypoth�ese suppl�ementaire sur le maillage :Hypoth�ese 3.2.2 Les deux 
onditions suivantes ont lieu :(i) Le sous-maillage Th0(!h) est quasi-uniforme,(ii) �0 est r�eguli�ere,de sorte qu'il existe une 
onstante 
(�0) telle que :mes(!h) � 
(�0)h0 (3.10)Par ((r�eguli�ere)) nous entendons suÆsamment r�eguli�ere pour que l'existen
e de la rela-tion (3.10) soit possible. Par exemple, dans le 
as de Poiseuille 
ir
ulaire, la fronti�ereest un 
er
le, on peut don
 
onsid�erer que !h est 
ontenu dans une 
ouronne de rayons(Bi� h0) et (Bi+ h0), soit mes(!h) � 4�Bi h0 (
'est un exemple qui �xe les id�ees bienque 
 n'y soit pas polygonal).Th�eor�eme 3.2.2 Soit k � 1 dans la d�e�nition de Xh(
). On suppose le maillager�egulier et que l'hypoth�ese 3.2.2 a lieu. On suppose que u 2 W 2;1(
) \W s+1;1(
+) etque mes(
0;") = O("). Alors :ju� uhj1;2;
 � 
 hsjujs+1;2;
+ + 
 h3s=4 �Bijujs+1;1;
+ +Bijuj2s+1;2;
+�1=2+ 
 h0 �h0juj22;1;
 +Bijuj2;1;
�1=2et, de plus, sous l'hypoth�ese 3.2.1, on a :ju� uhj1;2;
 � 
 hs �jujs+1;2;
+ +Bi jujs+1;1;
+ +Bi s jln(h)j juj2s+1;1;
+�1=2+ 
 h0 �h0 juj22;1;
 +Bi juj2;1;
�1=2



108 Chapitre 3 Mesure et estimation d'erreurautrement dit : ju� uhj1;2;
 = O (maxf'(h); h0g)ave
 : '(h) = � hspjln(h)j sous l'hypoth�ese 3.2.1h3s=4 sinonPreuve :Avant toute 
hose, 
onstatons qu'en 
hoisissant vh = �h(u) nous avonsrvh = 0 dans !0.Ce
i a deux 
ons�equen
es qui simpli�ent les relations (3.4) et (3.5). D'une part jvhj1;1;!0 =0 et, d'autre part : ju� vhj21;2;
 = ju� vhj21;2;!+ + ju� vhj21;2;!hen e�et, on a ju� vhj1;2;!0 = jru�rvhj0;2;!0 = 0.Dans la suite, nous faisons don
 
e 
hoix vh = �h(u).Les 
onstantes positives seront syst�ematiquement d�esign�ees par la lettre 
.A pr�esent, nous allons estimer plusieurs groupes de termes.� Commen�
ons par un terme qui ne pose pas de diÆ
ult�e parti
uli�ere :ju��h(u)j1;2;!+ � 
 hsjujs+1;2;!+ � 
 hsjujs+1;2;
+� Poursuivons ave
 les termes qui d�ependent de ". Posons �a 
et e�et :E("; h; u)2 = mes(
0;")ju��h(u)j1;1;
0;"\!++ ( jln(")jju��h(u)j21;1;
0;"\!+ sous l'hypoth�ese 3.2.1(1=")ju ��h(u)j21;2;
0;"\!+ sinonCompte tenu des propri�et�es de �h, nous savons que :ju��h(u)j1;1;!+ � 
 hsjujs+1;1;!+ � 
 hsjujs+1;1;
+ju��h(u)j1;2;!+ � 
 hsjujs+1;2;!+ � 
 hsjujs+1;2;
+Choisissons ensuite " = hÆ, o�u Æ est un r�eel que nous allons d�eterminer de mani�ere�a rendre E("; h; u) le plus pr�e
is possible. Consid�erons d'abord le 
as o�u l'hypoth�ese3.2.1 n'a pas lieu. Nous avons, 
ompte tenu de l'hypoth�ese mes(
0;") = O(") :E("; h; u)2 � 
 hÆ+sjujs+1;1;
+ + 
 h2s�Æjuj2s+1;2;
+



3.2 Estimations H1 pour le mod�ele de Bingham 109il 
onvient don
 de 
hoisir Æ tel que Æ + k = 2s� Æ, 
'est-�a-dire : Æ = s=2, d'o�u :E("; h; u) � 
 h3s=4 �jujs+1;1;
+ + juj2s+1;2;
+�1=2 = O(h3s=4)dans le 
as o�u 3.2.1 a lieu, on a :E("; h; u)2 � 
 hÆ+sjujs+1;1;
+ + 
 Æ h2sjln(h)j juj2s+1;1;
+on 
hoisit don
 Æ = k, 
e qui donne :E("; h; u) � 
 hs �jujs+1;1;
+ + s jln(h)j juj2s+1;1;
+� = O �hspjln(h)j�� Consid�erons �a pr�esent les termes li�es �a !h et posons :B(h0; u)2 = ju��h(u)j21;2;!h +Bimes(!h) ju��h(u)j1;1;!hSa
hant que u 2 W 2;1(
), on a :ju��h(u)j1;2;!h � 
 h0 juj2;2;!h � 
 h0mes(!h)1=2juj2;1;!h � 
 h0mes(!h)1=2juj2;1;
i
i, il est important de remarquer que la 
onstante 
 ne d�epend pas de mes(!h). En�n,nous pouvons pr�e
iser la d�ependan
e de mes(!h) en h0 en utilisant l'hypoth�ese 3.2.2,don
, l'erreur d'interpolation sur !h peut être estim�ee par :ju��h(u)j1;2;!h � 
 h3=20 juj2;1;
et d'autre part : ju��h(u)j1;1;!h � 
 h0juj2;1;!h � 
 h0juj2;1;
Ainsi, nous obtenons :B(h0; u) � 
 h0 �h0juj22;1;
 + juj2;1;
�1=2 = O(h0)En sommant les di��erents termes ainsi estim�es, on obtient le r�esultat annon
�e.
qfd.Remarque 3.2.1 Rappelons, pour 
omparaison, 
e que donne, dans les mêmes 
ondi-tions de r�egularit�e, l'estimation abstraite (3.3).Th�eor�eme 3.2.3 (Appli
ation de (3.3) aux maillages r�eguliers)Soit k � 1 dans la d�e�nition de Xh(
). On suppose le maillage r�egulier ave
 l'hy-poth�ese 3.2.2. On suppose que u 2 W 2;1(
) \Hs+1(
+). Alors :ju� uhj1;2;
 = O �maxnh3=40 ; hs=2o�



110 Chapitre 3 Mesure et estimation d'erreurPreuve :Dans l'estimation (3.3), on peut prendre �a nouveau rh(u) = �h(u). On d�esignera en
oretoutes les 
onstantes par la lettre 
. Vu les propri�et�es de �h, on peut �e
rire :ju��h(u)j21;2;
 = ju��h(u)j21;2;!h + ju��h(u)j21;2;!+Nous avons d�ej�a estim�e 
ha
un des termes du membre de droite et 
ela permet d'�e
rire :ju��h(u)j1;2;
 � 
 �h30juj22;1;
 + h2sjuj2s+1;2;
+�1=2Par ailleurs, on a toujours :ju��h(u)j0;2;
 � 
(
)ju��h(u)j1;2;
d'o�u le r�esultat annon
�e en inje
tant l'estimation de ju��h(u)j1;2;
 dans (3.3).
qfd.On peut imm�ediatement appliquer le th�eor�eme 3.2.2 au 
as d'un maillage quasi-uniformeo�u h0 = h. Cela donne :Corollaire 3.2.1 Soit k � 1 dans la d�e�nition de Xh(
). On suppose que u 2W 2;1(
) \ W s+1;1(
+), 8 s 2 [1; k℄ et que mes(
0;") = O(") . On suppose de plusque le maillage est quasi-uniforme ave
 l'hypoth�ese 3.2.2. Alors :ju� uhj1;2;
 � 
(
; u)�� h3=4 si k = 1maxfh; h3s=4g si k � 2En parti
ulier, si s � 4=3, on a, pour k � 2 :ju� uhj1;2;
 � 
(
; u)hSi, de plus, l'hypoth�ese 3.2.1 est satisfaite, alors :ju� uhj1;2;
 � 
(
; u)�( hpjln(h)j si k = 1maxnh; hspjln(h)jo si k � 2En parti
ulier, si s > 1 et que h est assez petit, on a sous l'hypoth�ese 3.2.1 et pour k � 2 :ju� uhj1;2;
 � 
(
; u)hRemarque 3.2.2 Comparons �a nouveau dans le 
orollaire suivant ave
 
e que donnel'estimation (3.3) pour un maillage quasi-uniforme, en prenant h = h0 dans le th�eor�eme 3.2.3.



3.2 Estimations H1 pour le mod�ele de Bingham 111Corollaire 3.2.2 (Appli
ation de (3.3) aux maillages quasi-uniformes)Soit k � 1 dans la d�e�nition de Xh(
). On suppose que u 2 W 2;1(
) \Hs+1(
+), 8s 2 [1; k℄. On suppose de plus que le maillage est quasi-uniforme ave
 l'hypoth�ese 3.2.2.Alors : ju� uhj1;2;
 = � O(h1=2) si k = 1O(maxfh3=4; hs=2g) si k � 2En parti
ulier, si s � 3=2 alors on a, pour k � 2 :ju� uhj1;2;
 = O(h3=4)Pour des maillages quasi-uniformes, nous pouvons faire quelques 
omparaisons entre notreestimation et la relation (3.3).� Notre estimation abstraite donne de meilleurs r�esultats que (3.3), même lorsqu'onne fait pas l'hypoth�ese 3.2.1.� L'hypoth�ese 3.2.1 n'am�eliore nos r�esultats que pour k = 1, on retrouve alors ler�esultat ((quasi-optimal)) de Glowinski [33℄, 
e �a quoi on pouvait s'attendre puisquenous avons g�en�eralis�e sa m�ethode.� Dans tous les 
as, nous ne pouvons pas obtenir d'estimation d'erreur plus pr�e
iseque O(h) en prenant k � 2 et le gain obtenu en prenant des �el�ements P2 au lieu deP1 apparâ�t 
omme �etant faible.� Si on fait l'hypoth�ese 3.2.1, on ne gagne presque rien �a utiliser l'approximation P2,
e
i rejoint don
 les remarques faites dans la litt�erature.Dans toute 
ette partie, nous avons fait l'hypoth�ese de r�egularit�e u 2 W k+1;1(
+) (qui,nous l'avons vu, est vraisemblable) qui nous a permis d'obtenir des estimations meilleursen P2 qu'en P1.Voyons 
e que nous apporte 
ette hypoth�ese de r�egularit�e lo
ale, lorsque k = 2. Pour
ela, nous allons la rempla
er par une hypoth�ese de r�egularit�e globale (
e qui est plusfr�equent dans les estimations d'erreur). Supposons don
 que u 2 H5=2��(
), 8� > 0.Cette hypoth�ese est loisible 
ar elle a lieu, par exemple, pour Poiseuille 
ir
ulaire (voirannexe A).Remarquons d'abord que les estimations P2 du 
orollaire 3.2.2 peuvent en
ore ((presque))s'obtenir. En e�et, 
ela revient �a prendre s = 5=2 � � dans le th�eor�eme 3.2.3, 
e quidonne : ju� uhj1;2;
 = O(maxfh3=40 ; h3=4��g) ; 8� > 0et don
, dans le 
as quasi-uniforme :ju� uhj1;2;
 = O(h3=4��) ; 8� > 0



112 Chapitre 3 Mesure et estimation d'erreurEn fait, il en va de même lorsqu'on fait la même hypoth�ese globale ainsi que u 2 W 2;1(
)et qu'on utilise notre estimation abstraite (de la proposition 3.2.1). En e�et, reprenons lad�emonstration du th�eor�eme 3.2.2 en utilisant :ju��h(u)j1;2;!+ � 
(�)h3=2��juj5=2��;2;
ainsi que : ju��h(u)j1;1;!+ � 
 h juj2;1;
et : ju��h(u)j1;1;!h � 
 h0 juj2;1;
Don
, si l'hypoth�ese 3.2.1 n'a pas lieu :E(h; "; u) � 
 h1��=2 �juj2;1;
 + juj25=2��;2;
�1=2 ave
 " = h1��sinon, l'hypoth�ese 3.2.1 a lieu et :E(h; "; u) � 
 h �juj2;1;
 + jln(h)j juj22;1;
�1=2 ave
 " = hen�n l'estimation de B0(h; u) est in
hang�ee. On trouve don
 :ju� uhj1;2;
 = O(maxfh0; e'(h)g) ave
 e'(h) = � hpjln(h)j sous l'hypoth�ese 3.2.1h1�� sinon (3.11)et pour un maillage quasi-uniforme :ju� uhj1;2;
 = O(e'(h))Cela permet don
 de 
on
lure que, pour k = 2, sur un maillage quasi-uniforme, l'hypoth�esede r�egularit�e lo
ale u 2 W s+1;1(
+) apporte peu d'am�elioration 
ompar�ee �a l'hypoth�esede r�egularit�e globale u 2 H5=2��(
) \W 2;1(
).Cependant, 
omme on va le 
onstater dans la suite, 
ette hypoth�ese lo
ale est d'un grandint�erêt lorsqu'on s'int�eresse aux maillages adapt�es.3.2.4 Appli
ation aux maillages r�eguliers non-uniformesDans les estimations d'erreurs sur des maillages quasi-uniformes, nous sommes frein�es parle terme mes(!h), qui est toujours en O(h0). Sur un maillage adapt�e, nous pouvons faireen sorte de 
ontrôler 
e terme en r�eduisant la taille des mailles dans !h.



3.2 Estimations H1 pour le mod�ele de Bingham 113Commen�
ons par traduire le th�eor�eme 3.2.2 en 
hoisissant h0 de mani�ere �a minimiserl'estimation d'erreur. Cela donne imm�ediatement l'�enon
�e :Corollaire 3.2.3 Soit k � 2 dans la d�e�nition de Xh(
). On suppose le maillager�egulier ave
 l'hypoth�ese 3.2.2. On suppose en outre que u 2 W 2;1(
)\W s+1;1(
+) ave
s 2℄1; k℄, et que mes(
0;") = O(").On pose : '(h) = � hspjln(h)j sous l'hypoth�ese 3.2.1h3s=4 sinonSi h0 = O('(h)), alors : ju� uhj1;2;
 = O ('(h))Si on rempla
e l'hypoth�ese lo
ale u 2 W s+1;1(
+) par l'hypoth�ese globale u 2 H5=2��(
)\W 2;1(
), 
ompte tenu de (3.11), on obtient ju � uhj1;2;
 = O(e'(h)) d�es que h0 < e'(h).Autrement dit il ne semble plus utile d'adapter.Ainsi, que l'hypoth�ese 3.2.1 a lieu ou non, l'am�elioration apport�ee par la r�egularit�e lo
aleest 
lairement visible.Remarque 3.2.3 Indiquons, pour 
omparaison, 
e que donne le th�eor�eme 3.2.3 dansle 
as o�u l'on d�e
ide d'adapter, si n�e
essaire, le maillage :Corollaire 3.2.4 (appli
ation de (3.3) aux maillages adapt�es r�eguliers)Soit k � 2 dans la d�e�nition de Xh(
). On suppose le maillage r�egulier ave
 l'hy-poth�ese 3.2.2. On suppose que u 2 W 2;1(
)\Hs+1(
+), ave
 s 2℄1; k℄. Si h0 = O(h2s=3),alors : ju� uhj1;2;
 = O(hs=2)Les r�esultats du 
orollaire 3.2.3 donnent don
 de meilleurs estimations.Ajoutons de plus que, lorsqu'on rempla
e la r�egularit�e lo
ale par la r�egularit�e globaleu 2 H5=2��(
), on ne peut rien am�eliorer en 
hoisissant h0 di��erent de h.Dans le 
adre des domaines non-polygonaux, nous exprimerons l'analogue de 
e r�esultaten terme de nombre de degr�es de libert�e N = dim(Vh), pour le 
as parti
ulier de Poiseuille
ir
ulaire.



114 Chapitre 3 Mesure et estimation d'erreur3.2.5 Convergen
e dans W 1;1 pour k � 2Il est possible d'obtenir une premi�ere estimation de ju � uhj1;1;
 en utilisant l'in�egalit�einverse. Cette remarque est faite et d�emontr�ee par Ciarlet dans [21℄, dans le 
as lin�eaire(probl�eme du Lapla
ien). Dans notre 
as, une l�eg�ere modi�
ation s'impose. De 
e fait,nous pr�esentons une d�emonstration du r�esultat suivant :Proposition 3.2.2 Soit k � 2 dans la d�e�nition de Xh(
). On suppose le maillager�egulier ave
 l'hypoth�ese 3.2.2. On suppose en outre que u 2 W 2;1(
)\W s+1;1(
+) ave
s > 1, et que mes(
0;") = O(").On pose : '(h) = � hspjln(h)j sous l'hypoth�ese 3.2.1h3s=4 sinonSi h0 = O('(h)), alors : ju� uhj1;1;
 = O �h�1'(h)�Preuve :Tout d'abord, exprimons l'erreur ju� uhj1;1;
 en fon
tion de ju� uhj1;2;
.L'in�egalit�e inverse de W 1;1(
) dans H1(
) donne :juh ��h(u)j1;1;
 � 
:h�1juh ��h(u)j1;2;
or, par l'in�egalit�e triangulaire et les propri�et�es de �h, on a :juh ��h(u)j1;2;
 � juh � uj1;2;
 + ju��h(u)j1;2;
� juh � uj1;2;
 + 
 (hsjujs+1;2;
+ + h3=20 juj2;1;
)don
 : juh ��h(u)j1;1;
 � 
:h�1juh � uj1;2;
 + 
(u;
)(hs�1 + h3=20 h�1)par ailleurs, les propri�et�es de �h font que :ju��h(u)j1;1;
 � 
 (hsjujs+1;1;
+ + h0juj2;1;
)
es deux derni�eres estimations fournissent une premi�ere 
on
lusion via l'in�egalit�e triangu-laire : ju� uhj1;1;
 � juh ��h(u)j1;1;
 + ju��h(u)j1;1;




3.3 Cas des domaines non polygonaux 115les erreurs en normes W 1;1 et en norme H1 sont ainsi reli�ees par :ju� uhj1;1;
 � 
(
; u)(hs�1 + h0 + h3=20 h�1 + h�1jju� uhjj)Nous pouvons ensuite utiliser l'estimation en h et h0 du th�eor�eme 3.2.2. Ce
i fournitl'estimation :ju� uhj1;1;
 � 
(
; u)�hs�1 + h0 + h3=20 h�1 + h�1maxf'(h); h0g� (3.12)Don
, �nalement, pour un maillage adapt�e :ju� uhj1;1;
 � 
(
; u) �hs�1 + '(h) + '(h)3=2h�1 + h�1'(h)� � 
(
; u)h�1'(h)
qfd.Remarque 3.2.4 La relation (3.12) montre que la pr�esente te
hnique est trop grossi�erepour prouver la 
onvergen
e dans W 1;1 sur des maillages quasi-uniformes. En outre, sil'hypoth�ese 3.2.1, n'est pas satisfaite, la 
onvergen
e n'est assur�ee que pour s > 4=3.3.3 Cas des domaines non polygonaux3.3.1 MotivationsNous avons utilis�e 
omme exemple de r�ef�eren
e le probl�eme de Poiseuille 
ir
ulaire.Ce
i nous a permis de valider quelques hypoth�eses sur les propri�et�es de la vitesse u.Cependant, pour une totale ad�equation entre 
es exemples de r�ef�eren
e et une estimationd'erreur, il faut tenir 
ompte de la forme du domaine 
, 
elui-
i n'�etant pas polygonalpour nos exemples.Soit, don
, 
 un ouvert born�e et r�egulier et non polygonal.Lorsqu'on s'int�eresse �a des �el�ements d'ordre k � 2, un 
ontre-exemple 
lassique montrequ'on ne peut se 
ontenter d'appro
her 
 par un domaine 
h 
onstitu�e de triangles((droits)).Consid�erons en e�et que 
 soit 
onvexe mais non polygonal. Soit alors un domaine poly-gonal 
h auquel on asso
ie une triangulation r�eguli�ere Th. On suppose que 
h appro
he
 au sens o�u les sommets de 
h sont sur �
 et o�u 
haque arrête de 
h est une arrêted'un �el�ement K de Th. On d�e�nit alors :Xh(
) = nvh 2 Xk;0h (
h) ; vh = 0 sur �
ho
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h � 
, en �etendant vh 2 Xh(
) �a 0 hors de 
h, on a bien Xh(
) � H10 (
) etl'approximation est H10 (
)-
onforme. Cependant, on peut montrer (voir [55℄) que pourtout v 2 H2(
) \H10 (
) : infvh2Xh(
) jv � vhj1;2;
h = O(h) si k = 1infvh2Xh(
) jv � vhj1;2;
h = O(h3=2) si k � 2La premi�ere relation est agr�eable, mais la se
onde l'est nettement moins 
ar elle ne peutêtre am�elior�ee (voir [55℄) et induit une perte dans l'estimation d'erreur. En e�et, �a unemodi�
ation pr�es dans les hypoth�eses de r�egularit�e de u, 
ela implique, lorsque k � 2,que :ju� uhj1;2;
 = �ju� uhj21;2;
h + juj21;2;
n
h�1=2 � maxf
:h3=2; juj1;2;
n
hg = O(h3=2)la derni�ere �egalit�e venant du fait que, pour 
 assez r�egulier, d(x; �
) = O(h2), pour toutx 2 �
h.A�n d'obtenir la mêmepr�e
ision que dans le 
as polygonal, nous allons utiliser la te
hniqueisoparam�etrique.3.3.2 Contexte isoparam�etriquePour d�e�nir le 
ontexte, on suit [21℄ et [13℄ dans le 
adre des �el�ements triangulaires.Nous disposons d'un domaine r�egulier 
. Nous allons d�e�nir deux domaines appro
h�es.Le premier, not�e e
h, est polygonal. Le se
ond, nomm�e 
h, est 
onstitu�e de triangles
urvilignes.Soit, pour k � 1, (bT;
Pk; b�) un �el�ement �ni triangulaire de r�ef�eren
e. On note :� FT la transformation isoparam�etrique de bT dans le triangle 
urviligne T ,� eFT la transformation aÆne asso
i�ee d�e�nie sur bT et �a valeur dans le triangle (droit)eT ,� hT et �T respe
tivement le diam�etre et la rondeur de eT ,� eaT = eFT (ba) et aT = FT (ba) pour ba 2 b�.Les transformations FT d�e�nissent 
h. Quant �a e
h , il est d�e�ni par les eFT .D�efinition 3.3.1 Nous dirons qu'une triangulation isoparam�etrique Th est r�eguli�ere si



3.3 Cas des domaines non polygonaux 117(voir [20℄) :1. il existe � > 0 tel que : hT � ��T ; 8T 2 Th2. hT �! 0,3. 
haque FT reste pro
he de fFT au sens o�u :jai;T � eai;T j = O(hk) (3.13)pour tout ai sur une arrête de T .Nous 
onserverons 
ette d�e�nition. Rappelons-en tout de même une diÆ
ult�e pratique.bien 
onnue Il semble assez naturel de 
hoisir ai;T sur �
 lorsque ai;T est sur �
h. En fait,une telle op�eration ne permet pas d'obtenir une triangulation isoparam�etrique r�eguli�ere,
ar on a toujours : d(x; �
) = O(h2T ) ; 8T 2 Th ; 8x 2 �T \ �e
hOn trouve des exemples de modi�
ation de la 
ondition (3.13) dans [20℄. Ces modi�
ationspermettent de 
hoisir les ai;T de �
h sur �
 tout en 
onservant les r�esultats d'approxi-mation que nous allons �enon
er.En suivant [13℄ nous allons 
onsid�erer des di��eomorphismes :Fh : e
h �! 
hF : e
h �! 
�h = Fh oF�1 : 
 �! 
het nous ferons l'hypoth�ese qu'il existe une 
onstante C > 0 ind�ependante de h telle que,pour h assez petit, on ait : kJa
(Fh)k0;1 < C, kJa
(Fh)�1k0;1 < C, kJa
(F )k0;1 < Cet kJa
(F )�1k0;1 < C (Ja
(:) d�esignant la matri
e ja
obienne). De plus, �a l'aide del'op�erateur d'interpolation �h, on d�e�nit la i�eme 
omposante de Fh par F ih = �hF i. La
onstru
tion de F n'est pas triviale, elle est d�etaill�ee dans [13℄ dans le 
as bidimensionnelqui est le nôtre.En outre, la r�egularit�e du maillage se traduit par la relation suivante, tr�es utile dans lapratique : Ja
(�h)� I = O(hk) (3.14)



118 Chapitre 3 Mesure et estimation d'erreurIl nous sera �egalement utile de rappeler que Xh(
) = Xk;0h (
h) \ H10 (
h) et de d�e�nirl'ensemble : bXh(
) = fbvh d�ef= vh o�h ; vh 2 Xh(
)gdont les �el�ements sont d�e�nis sur 
 (alors que les �el�ements de Xh(
) sont d�e�nis sur ledomaine 
h 
onstitu�e des triangles 
urvilignes).Notons en�n, pour simpli�er, (:; :) = (:; :)0;2;
 , (:; :)h = (:; :)0;2;
h, ((:; :)) = (r(:);r(:)),((:; :))h = (r(:);r(:))h, ainsi que jvj = p(v; v), jvjh = p(v; v)h, kvk = p((v; v)),kvkh = p((v; v))h, et jh(:) = jr(:)j0;1;
h. Nous noterons en outre J�h le d�eterminant deJa
(�h).Le probl�eme dis
ret 
onsiste alors �a trouver uh 2 Xh(
) tel que :((uh; vh � uh))h +Bi(jh(vh)� jh(uh)) � (1; vh � uh)h ; 8 vh 2 Xh(
)Rappelons qu'un tel probl�eme poss�ede une unique solution qui v�eri�e :kuhk2h +Bi jh(uh) � mes(
h) juhjh (3.15)
ette derni�ere relation s'obtenant en 
hoisissant vh = 0.Notons buh = uho�h 2 bXh(
). Dans la suite, nous allons 
her
her �a estimer la quantit�eju� buhj1;2;
.3.3.3 Premi�ere estimation non-
onformeCommen�
ons par une premi�ere tentative qui reprend l'estimation pr�esent�ee pour le 
aslin�eaire dans [13℄ (pages 212-213). Ce
i 
onduit i
i �a un premier r�esultat non-optimal
orrespondant au r�esultat de 
onvergen
e de [35℄, lequel �etait donn�e dans le 
as o�u 
 estpolygonal.Proposition 3.3.1 Pour tout vh 2 Xh(
), on a :ju� buhj21;2;
 � 
 ju� bvhj21;2;
 + 
 h2k + 
Bi�hk + ju� bvhj1;2;
	Preuve :Il suÆt de faire la d�emonstration pour bvh la proje
tion sur bXh(
) de u, d�e�nie par :((bvh; bwh)) = ((u; bwh)) ; 8bwh 2 bXh(
)



3.3 Cas des domaines non polygonaux 119Ave
 l'in�egalit�e triangulaire, on peut �e
rire :ju� buhj1;2;
 � ju� bvhj1;2;
 + jbvh � buhj1;2;
Soit ensuite bwh 2 bXh(
), on a :((bvh � buh ; bwh )) = (( bvh ; bwh ))� ((uh ; wh ))h + ((uh ; wh ))h � (( buh ; bwh ))� f( 1 ; bwh ) +Bi(j(u� bwh)� j(u))g� f( 1 ; wh )h +Bi(jh(uh + wh)� jh(uh))g+ ((uh ; wh ))h � (( buh ; bwh ))= ( 1 ; bwh )� ( 1 ; wh )h+ ((uh ; wh ))h � (( buh ; bwh ))+ Bi fj(u� bwh)� j(u) + jh(uh + wh)� jh(uh)g= A + B + BiCL'estimation de A se fait 
omme dans le 
as lin�eaire, par un 
hangement de variable :A = ( 1 ; bwh )� ( 1 ; wh )h= ( 1 ; (1� J�h) bwh )� 
 jbwhj hkDe même pour B :B = ((uh ; wh ))h � (( buh ; bwh )) = �Ja
(�h)�T :rbuh ; Ja
(�h)�T :rbwh:J�h �� (( buh ; bwh ))= � (Ja
(�h)�T � I):rbuh ; Ja
(�h)�T :rbwh:J�h �� �rbuh ; (J�h:Ja
(�h)�T � I):rbwh �� 
 hk jbuhj1;2;
 jbwhj1;2;
l'estimation de jbuhj1;2;
 s'e�e
tue de la mani�ere suivante ; on remarque que :jbuhj21;2;
 = Z
krbuhk2dx = Z
hkJa
(��1)�trbuhk2J��1h dx � 
 jjuhjj2het en faisant le 
hangement de variable inverse puis en utilisant l'in�egalit�e de Poin
ar�e onobtient : juhjh � 
 jbuhj0;2;
 � 
 jbuhj1;2;

es deux in�egalit�es ainsi que (3.15) donnent don
 :jbuhj21;2;
 � 
 kuhk2h + 
Bi jh(uh) � 
 j1jhjuhjh � 
 j1jh jbuhj1;2;




120 Chapitre 3 Mesure et estimation d'erreurautrement dit : jbuhj1;2;
 � 
 j1jh = 
 j1j0;2;
\
h � 
 j1j0;2;
don
 �nalement : B � 
 hk jbwhj1;2;
Pour estimer le terme C, on 
hoisit un wh parti
ulier en posant :wh = vh � uhalors : C = j(u� bwh)� j(u) + jh(uh + wh)� jh(uh)= j(u� bvh + buh) � jh(uh) + jh(vh)� j(u)= C1 + C2on peut ensuite estimer le premier terme par des 
hangements de variable :C1 = j(u� bvh + buh)� jh(uh)= j(u� bvh + buh)� j(buh) + j(buh)� jh(uh)� j(u� bvh) + j(buh)� jh(uh)= j(u� bvh) + Z
 �krbuhk � J(�h)kJa
(�h)�T :rbuhk	 dx= j(u� bvh) + Z
 �krbuhk � kJa
(�h)�T :rbuhk	 dx+ Z
(1 � J(�h))kJa
(�h)�T :rbuhk dx� j(u� bvh) + Z
krbuhk kI � Ja
(�h)�Tk dx + Z
k1� J(�h)k kJa
(�h)�Tk krbuhk dx� mes(
)1=2ju� bvhj1;2;
 + 
 hk jbuhj1;2;
et en utilisant la majoration de jbuhj1;2;
, pr�e
�edemment �etablie, on trouve :C1 � mes(
)1=2ju� bvhj1;2;
 + 
 hkD'autre part :C2 = jh(vh)� j(u) = Z
 �kJa
(�h)�T :rbvhkJ�h + kruk	 dx= Z
J�h �kJa
(�h)�T :rbvhk � krbvhk	 dx+Z
 fJ�hkrbvhk � krbvhkg dx+ Z
 fkrbvhk � krukg dx� Z
kJ�hk kJa
(�h)�T � Ik krbvhk dx + Z
kJ�h � 1k krbvhk dx + Z
kr(bvh � u)k dx� 
 hk jbvhj1;2;
 +mes(
)1=2ju� bvhj1;2;
et par d�e�nition de la proje
tion, on a jbvhj1;2;
 � juj1;2;
 don
 jbvhj1;2;
 � 
 :C2 � 
 hk +mes(
)1=2ju� bvhj1;2;
On 
on
lut en appliquant l'in�egalit�e d'Young dans A et B.
qfd.



3.3 Cas des domaines non polygonaux 1213.3.4 Se
onde estimation non-
onformeAu regard de l'estimation que nous avons obtenue dans le 
as polygonal, l'estimationpr�e
�edente doit être am�elior�ee en suivant la même m�ethode.On d�esigne en
ore par !h la 
ou
he d'�el�ements qui 
ontient la fronti�ere des zones rigideset on d�e�nit de nouveau une partition de 
 �a partir de !h ;
 = !0 [ ��1h (!h) [ !+!0 = 
0n��1h (!h)!+ = 
+n��1h (!h)Proposition 3.3.2 Soit vh 2 Xh(
). On pose :Mh = ju� bvhj21;2;
 + (Bi+ 1) hk ju� bvhj1;2;
 + �Bi2 + 1� h2ket : Nh = mes(��1h (!h)) jbvh � uj1;1;��1h (!h) + jbvhj1;1;!0 +mes(
0;") jbvh � uj1;1;
0;"\!+Alors, pour h assez petit, on a :ju� buhj21;2;
 � 
��Mh +BiNh + Bi" jbvh � uj21;2;
"\!+�Et si de plus l'hypoth�ese 3.2.1 est satisfaite, alors :ju� buhj21;2;
 � 
� �Mh +BiNh +Bi jln(")j jbvh � uj21;1;
"\!+	o�u 
 > 0 est une 
onstante ind�ependante de h et de Bi.Preuve :On pro
�ede en trois �etape,1. 
onstru
tion d'une in�egalit�e analogue �a (3.8),2. estimation des termes dûs �a la di��eren
e entre les domaines 
h et 
,3. estimation des autres termes.



122 Chapitre 3 Mesure et estimation d'erreurChaque �etape est e�e
tu�ee dans un lemme.Lemme 3.3.1 (
onstru
tion d'une in�egalit�e analogue �a (3.8))Soient �(u) et �(uh) des 2 multipli
ateurs asso
i�es respe
tivement �a u et uh par les rela-tions 3 : � (( u ; v )) +Bi (�(u) ; rv ) = ( 1 ; v )�(u):ru = kruk p:p:� (( uh ; vh ))h +Bi (�(uh) ; rvh )h = ( 1 ; vh )h�(uh):ruh = kruhk p:p:alors, pour tout �(bvh) et �(buh) tels que :�(bvh):rbvh = krbvhk�(buh):rbuh = krbuhkon a l'estimation suivante :ju� buhj21;2;
 � ( 1 ; bvh � buh )� ( 1 ; vh � uh )h+ f(( uh ; vh � uh ))h � (( buh ; bvh � buh ))g+ ((u� buh ; u� bvh ))+ f( �(uh) ; r(vh � uh) )h � (�(buh) ; r(bvh � buh) )g+( �(bvh)� �(u) ; r(bvh � u) )Remarque 3.3.1 Nous introduisons i
i les notations �(uh) et �(buh). Remarquons que�(buh) est di��erent de b�(uh) = �(uh) o�h 4.Preuve :ju� buhj21;2;
 = ((u� buh ; u� buh )) = ((u� buh ; u� bvh )) + (( u� buh ; bvh � buh ))= ( 1 ; bvh � buh )� (�(u) ; r(bvh � buh) )� (( buh ; bvh � buh )) + ((u� buh ; u� bvh ))= ( 1 ; bvh � buh )� (�(u) ; r(bvh � buh) )+ f� ( 1 ; vh � uh )h + (�(uh) ; r(vh � uh) )hg+ f((uh ; vh � uh ))h � (( buh ; bvh � buh ))g+ ((u� buh ; u� bvh ))= ( 1 ; bvh � buh )� ( 1 ; vh � uh )h+ f((uh ; vh � uh ))h � (( buh ; bvh � buh ))g+ ((u� buh ; u� bvh ))+ (�(uh) ; r(vh � uh) )h � ( �(u) ; r(bvh � buh) )2. rappelons en e�et que les multipli
ateurs ne sont pas uniques3. la notation �(u) ne 
her
he pas �a d�esigner l'ensemble des multipli
ateurs asso
i�es �a u, mais seulementl'un d'entre eux et �a signi�er qu'il d�epend de u, a�n de fa
iliter la le
ture de la d�emonstration de 
e lemme(de même pour �(uh))4. 
e
i ex
lut l'usage de la notation 
on
ise mais ambigu�e b�h pour d�esigner �(buh)



3.3 Cas des domaines non polygonaux 123on majore maintenant le terme non-lin�eaire,C = (�(uh) ; r(vh � uh) )h � ( �(u) ; r(bvh � buh) )= f(�(uh) ; r(vh � uh) )h � ( �(buh) ; r(bvh � buh) )g+ f( �(buh) ; r(bvh � buh) ) � ( �(u) ; r(bvh � buh) )g= C1 + C2le terme C1 �gure dans l'�enon
�e, il reste don
 �a majorer C2,C2 = (�(buh) ; r(bvh � buh) ) � ( �(u) ; r(bvh � buh) )= (�(buh) ; r(bvh � buh) ) � ( �(u) ; r(bvh � u) )� (�(u) ; r(u� buh) )remarquons ensuite que, par d�e�nition, les multipli
ateurs �(u) et �(buh) v�eri�ent :(�(buh) ; r(bvh � buh) ) = ( �(buh) ; rbvh )� j(buh) � j(bvh)� j(buh)( �(u) ; r(buh � u) ) = (�(u) ; rbuh )� j(u) � j(buh)� j(u)don
 on obtient :C2 � j(bvh)� j(buh) + j(buh)� j(u)� ( �(u) ; r(bvh � u) ) = j(bvh)� j(u)� (�(u) ; r(bvh � u) )et en�n, �(bvh) est tel que :( �(bvh) ; r(u� bvh) ) = (�(bvh) ; ru )� j(bvh) � j(u)� j(bvh)don
, C2 � (�(bvh)� �(u) ; r(bvh � u) )
qfd.Lemme 3.3.2 (estimation des termes dûs �a la di��eren
e entre les domaines 
h et 
)On pose : Mh = ju� bvhj21;2;
 + (Bi+ 1) hk ju� bvhj1;2;
 + �Bi2 + 1� h2kalors : ju� buhj21;2;
 � 
Mh + 2Bi ( �(bvh)� �(u) ; r(bvh � u) )



124 Chapitre 3 Mesure et estimation d'erreurPreuve :Certains termes pr�esents au se
ond membre de l'estimation du lemme (3.3.1) ont d�ej�a �et�eestim�es dans la d�emonstration de la proposition (3.3.1). Nous avions alors :( 1 ; bvh � buh )� ( 1 ; vh � uh )h � 
 jbvh � buhj hk� 
 hk jbvh � buhj1;2;
 (3.16)et : ((uh ; vh � uh ))h � (( buh ; bvh � buh )) � 
 hk jbvh � buhj1;2;
 (3.17)et, bien sûr,((u� buh ; u� bvh )) � ju� buhj1;2;
 ju� bvhj1;2;
 � 
 ju� buhj21;2;
 + 16 ju� bvhj21;2;
 (3.18)la derni�ere relation s'obtenant ave
 l'in�egalit�e d'Young :a b � 32 a2 + 16b2Il reste don
 �a majorer les termes non-lin�eaires qui apparaissent entre a

olades dans lelemme (3.3.1). Il s'agit de :D = (�(uh) ; r(vh � uh) )h � ( �(buh) ; r(bvh � buh) )= �b�(uh) � �(buh) ; r(bvh � buh)�+ n( �(uh) ; r(vh � uh) )h � �b�(uh) ; r(bvh � buh)�o= D1 + D2Or, on a : D2 = (�(uh) ; r(vh � uh) )h � � b�(uh) ; r(bvh � buh)�= �b�(uh) ; (J�h :Ja
(�h)�t � I):r(bvh � buh)�� 
 hk jbvh � buhj1;2;
 (3.19)Estimons maintenant D1, 
ela s'e�e
tue en deux �etapes. Tout d'abord, 
onsid�erons :�Æ(uÆ h) = ruÆ h(Æ2 + kruÆ hk2)1=2�Æ(buÆ h) = rbuÆ h(Æ2 + krbuÆ hk2)1=2o�u uÆh d�esigne la solution du probl�eme variationnel dis
ret r�egularis�e :((uÆh; vh))h +Bi(�Æ(uÆh);rvh)h = (1; vh)h 8 vh 2 Xh(
)



3.3 Cas des domaines non polygonaux 125On peut alors montrer qu'il existe une 
onstante 
 > 0 ind�ependante de h et de Æ tel que :DÆ = �b�Æ(uÆ h)� �Æ(buÆ h) ; r(bvh � buh)� � 
 hk jbvh � buhj1;2;
 (3.20)pour 
ela, on utilise un petit lemme d�emontr�e dans [63℄ et qui est analogue au lemme3.2.1 :Lemme 3.3.3 Soient � et � deux �el�ements de IR2, alors, pour tout Æ > 0, on a :����� �(Æ2 + k�k2)1=2 � �(Æ2 + k�k2)1=2 ����� � 2 k� � �kk�k+ k�kOn pose alors : � =ruÆ h o�het : � = �:Ja
(�h)puis on pose en
ore, pour all�eger l'�e
riture, w = bvh � buh, on a :DÆ = Z
( �(Æ2 + k�k2)1=2 � �(Æ2 + k�k2)1=2) :rw:dxet, en appliquant le lemme (3.3.3), on obtient :DÆ � 2Z
k� � �k krwk(Æ2 + k�k2)1=2 dx � 2Z
kI � Ja
(�h)k krwk � k�k(Æ2 + k�k2)1=2 dx � 
 hkmes(
)1=2jwj1;2;

e qui prouve (3.20).L'�etape suivante, dans l'estimation de D1, 
onsiste �a passer �a la limite dans (3.20). Commepour le 
as 
ontinu (voir [33℄), on peut 
onstruire �(uh) 
omme limite faible dans L2(
h)2de �Æ(uÆh). Ainsi, on sait que :limÆ�!0�Æ(uÆ h) = �(uh) dans L2(
h)2-faibleon en d�eduit don
 que : limÆ�!0 b�Æ(uÆ h) = b�(uh) dans L2(
)2-faibleil reste �a montrer que �Æ(buÆ h) poss�ede une limite faible � dans L2(
)2 et que l'on peutalors 
hoisir �(buh) = �.



126 Chapitre 3 Mesure et estimation d'erreurReprenant les arguments de la 
onstru
tion de �(uh), nous pouvons dire que �Æ(buÆ h) estborn�e dans � qui est un 
onvexe ferm�e et born�e dans L2(
)2, don
 faiblement 
ompa
t.On peut alors extraire de �Æ(buÆ h) une sous-suite, not�ee de la même mani�ere, telle que :� limÆ�!0 �Æ(buÆ h) = � dans L2(
)2-faible� 2 �on voit don
 que pour pouvoir 
hoisir �(buh) = �, il suÆt que �:rbuh = krbuhk.Soit x 2 
, tel que krbuhk = 0. On a bien �:rbuh = 0 = krbuhk.Supposons maintenant qu'au 
ontraire, x 2 
 est tel que krbuhk 6= 0. On sait que :limÆ�!0 jr(uÆ h � uh)jh = 0On en d�eduit don
 que : limÆ�!0 jrbuÆ h �rbuhj0;2;
 = 0on peut alors extraire de rbuÆ h une sous-suite, not�ee de la même mani�ere, qui 
onvergevers rbuh presque partout sur 
.Soit � 2 D(
), on a, par d�e�nition de �(buÆ h) :Zfx2
 ;rbuh 6=0g�Æ(buÆ h):rbuÆ h:� = Zfx2
 ;rbuh 6=0g krbuÆ hk(Æ2 + krbuÆ hk2)1=2 :�en faisant tendre Æ vers 0, on obtient alors :Zfx2
 ;rbuh 6=0g�:rbuh:� = Zfx2
 ;rbuh 6=0gkrbuhk:� (3.21)La 
onvergen
e du membre de gau
he provient de la 
onvergen
e dans L2-faible de �Æ(buÆ h)vers � et de la 
onvergen
e dans L2-fort de rbuÆ h:� vers rbuh:�.La 
onvergen
e du membre de droite s'obtient par appli
ation du th�eor�eme de 
onvergen
edomin�ee de Lebesgue en remarquant qu'on a presque partout sur 
 :����� krbuÆ hk(Æ2 + krbuÆ hk2)1=2 :������ � j�j 2 L1(
)et : limÆ�!0 krbuÆ hk(Æ2 + krbuÆ hk2)1=2 :� = krbuhk:�



3.3 Cas des domaines non polygonaux 127En�n, de la relation (3.21), nous d�eduisons que, pour presque tout x tel querbuh 6= 0, ona : �:rbuh = krbuhkEn 
on
lusion, on peut e�e
tivement 
hoisir �(buh) = �.Il reste �a faire tendre Æ vers 0 dans l'estimation (3.20), en vertu des 
onvergen
es faiblesque nous avons obtenues, nous pouvons alors �e
rire :D1 = �b�(uh)� �(buh) ; r(bvh � buh)� � 
 hk jbvh � buhj1;2;
 (3.22)Pour 
on
lure la preuve de 
e lemme, nous utilisons les in�egalit�es (3.16), (3.17), (3.18) et(3.19)(3.22) dans l'estimation du lemme 3.3.1 et l'in�egalit�e d'Young pour �e
rire :ju� buhj21;2;
 � 
 ju� bvhj21;2;
 + 16 ju� buhj21;2;
+ 
Bi hk jbvh � buhj1;2;
+ 
 hk jbvh � buhj1;2;
+ (�(bvh)� �(u) ; r(bvh � u) )� 
 ju� bvhj21;2;
 + 16 ju� buhj21;2;
+ 
Bi hk jbvh � uj1;2;
 + 
Bi2 h2k + 16 ju� buhj21;2;
+ 
 hk jbvh � uj1;2;
+ 
 h2k+ 16 ju� buhj21;2;
+ (�(bvh)� �(u) ; r(bvh � u) )on en d�eduit que :ju� buhj21;2;
 � 
 ju� bvhj21;2;
 + 
 (Bi+ 1) hk ju� bvhj1;2;
+ 
 (Bi2 + 1) h2k+ 2 ( �(bvh)� �(u) ; r(bvh � u) )
qfd.Lemme 3.3.4 (derni�ere �etape de la preuve de la proposition 3.3.2)On pose : Nh = mes(��1h (!h)) jbvh � uj1;1;��1h (!h) +mes(
0;") jbvh � uj1;1;
0;"\!+on a alors : ( �(bvh)� �(u) ; r(bvh � u) ) � Nh + 1" jbvh � uj21;2;
"\!+



128 Chapitre 3 Mesure et estimation d'erreuret sous l'hypoth�ese 3.2.1 :( �(bvh)� �(u) ; r(bvh � u) ) � Nh + jln(")j jbvh � uj21;1;
"\!+Preuve :Il suÆt de reprendre la preuve de la proposition 3.2.1 de 
onvergen
e pour le 
as polygonal.
qfd.Pour a
hever la preuve de la proposition 3.3.2, on 
ombine les estimations obtenues dansles lemmes 3.3.2 et 3.3.4.
qfd.3.3.5 Appli
ationNommons�T l'op�erateur d'interpolation d'une fon
tion d�e�nie aux points aT d'un �el�ement(
urviligne) T . Les propri�et�es de 
et op�erateur ont �et�e �etudi�ees en d�etails dans [20℄. Rap-pelons seulement 
elles qui nous int�eressent :Proposition 3.3.3 (propri�et�es de �T , [20℄) Soit p 2 f2;+1g. Alors, pour tout hassez petit et tout T 2 Th,kv ��T (v)k1;p;T � 
 k+1Xl=1 jvjl;p;T! hkT 8v 2 W k+1;p(T )En parti
ulier, kv ��h(v)k1;p;
h � 
 k+1Xl=1 jvjl;p;
h! hk 8v 2 W k+1;p(
h)Ajoutons qu'il est tout �a fait possible de rempla
er k par un r�eel s 2 [1; k℄. On peut voir
ela en appliquant la te
hnique propos�ee dans le livre de Brenner et S
ott [13℄, 
hapitre12.Remarquons maintenant, que, par un 
hangement de variable,mes(��1h (!h)) � 
mes(!h)
ar J��1h est uniform�ement born�e sur 
h.



3.3 Cas des domaines non polygonaux 129L'analogue du th�eor�eme 3.2.2 est alors obtenu en utilisant 
es propri�et�es dans la proposi-tion 3.3.2 :Th�eor�eme 3.3.1 On suppose que u 2 W 2;1(
) \ W s+1;1(
+). Si le maillage estr�egulier, si l'hypoth�ese 3.2.2 a lieu et si mes(
0;") = O("), alors, pour tout h assez petit,on a : ju� buhj1;2;
 = O �maxnh0; h1=20 hk=2; '(h)o�o�u l'on a pos�e : '(h) = � hspjln(h)j sous l'hypoth�ese 3.2.1h3s=4 sinonEn parti
ulier, les 
orollaires 3.2.1 et 3.2.3 sont en
ore vrais.Remarque 3.3.2 Ce dernier r�esultat s'applique imm�ediatement �a notre exemple der�ef�eren
e, 
'est-�a-dire �a �e
oulement de Poiseuille 
ir
ulaire.Nous venons don
 d'�etablir que l'utilisation d'�el�ements d'ordre sup�erieur entrâ�ne un gainde pr�e
ision sur les maillages adapt�es.Si nous �e
rivons l'analogue du 
orollaire 3.2.3 , nous utilisons le fait que le maillage est plusdense le long de la fronti�ere des zones rigides. Nous devons alors v�eri�er que 
ela n'engagepas un sur-
oût en nombre de degr�es de libert�e par rapport �a un maillage quasi-uniformede même pas h.Pour 
ette raison, nous devons �e
rire la 
on
lusion de 
e 
orollaire de mani�ere �a faireapparâ�tre le nombre d'�el�ements Ne. Cela suppose de bien 
onnâ�tre la relation entre lepas du maillage et le nombre d'�el�ements.Nous nous sommes restreint au 
as mod�ele de Poiseuille 
ir
ulaire pour lequel nous avonsmis au point une 
onstru
tion de maillage adapt�e. Ce
i donne lieu �a l'aÆrmation suivante :Lemme 3.3.5 On 
onsid�ere le probl�eme de Poiseuille 
ir
ulaire, ave
 0 < Bi < 1. Ilexiste un maillage polygonal de 
 dont le nombre d'�el�ements Ne v�eri�e, pour h0 et h assezpetit : Ne = O �h�2 + h�10 �La 
onstru
tion de 
e maillage param�etr�e par h0, h et Bi est donn�ee en annexe D.Dans le 
as d'un maillage quasi-uniforme de pas h, le nombre d'�el�ements est donn�e parNU = O(h�2). Consid�erons alors le 
as des �el�ements P2. Nous avons Ne = O(h�2). On



130 Chapitre 3 Mesure et estimation d'erreurretrouve un 
oût du même ordre que 
elui d'un maillage quasi-uniforme, pourune erreur quasi-optimale.Nous pouvons maintenant �e
rire le th�eor�eme 3.2.3 ave
 N au lieu de h, en tenant 
omptedu lemme pr�e
�edent. Pour rappeler le param�etre pertinent N , on �e
rira buN au lieu de buh.Th�eor�eme 3.3.2 Soit k � 1. On suppose que u est la solution du probl�eme de Poi-seuille 
ir
ulaire, ave
 0 < Bi < 1.(i) Pour un maillage quasi-uniforme TN , poss�edant N �el�ements, on a :jbuN � uj1;2;
 � 
�8<: N�1=2 si k � 2N�1=2pjln(N)j si k = 1(ii) Il existe un maillage r�egulier T aN , poss�edant N �el�ements, tel que :jbuN � uj1;2;
 � 
�8<: N�1 si k � 3N�3k=8 si k � 2(iii) Il existe un maillage r�egulier T bN , poss�edant N �el�ements, tel que :jbuN � uj1;2;
 � 
�8<: N�1pjln(N)j si k � 2N�k=2pjln(N)j si k � 2Preuve :(i) On rempla
e h par N�1=2 dans l'estimation sur les maillages quasi-uniformes.(ii) Nous avons vu 
omment 
onstruire un maillage tel que h0 � 
 h3k=4.Dans 
e 
as, N = O� 1h2 + 1h3k=4�.Si 3k4 � 2, alors : N = O � 1h3k=4� et : h = O �N�4=(3k)�, don
 :jbuN � uj1;2;
 = O(h3k=4) = O(N�1)Si 3k4 � 2, alors : N = O � 1h2� et h = O �N�1=2�, don
 :jbuN � uj1;2;
 = O(h3s=4) = O(N�3s=8)
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onstruire un maillage tel que mes(!h) � 
 hk.Dans 
e 
as, N = O� 1h2 + 1hk�.Si k � 2, alors : N = O � 1hk� et : h = O �N�1=k�, don
 :jbuN � uj1;2;
 = O(hkpjln(h)j) = O(N�1pjln(N)j)Si k � 2, alors : N = O � 1h2� et h = �N�1=2�, don
 :jbuN � uj1;2;
 = O(N�k=2pjln(N)j)
qfd.3.4 Introdu
tion du glissement �a seuil dans l'estima-tion H1Consid�erons le probl�eme de l'�e
oulement d'un 
uide de Bingham dans une 
onduite 
ylin-drique de se
tion quel
onque 
 ave
 la loi de glissement �a seuil introduite �a la se
tion 1.1.Rappelons (voir se
tion 1.3.1) que le 
hamps de vitesse u, d�e�ni de mani�ere unique, v�eri�e,8v 2 H1(
) : (ru;r(v � u))0;2;
 + CF (
u; 
(v � u))0;2;�+ S �Z�j
vjd�� Z�j
ujd��+ Bi�Z
krvkdx� Z
krukdx� � (1; v � u)0;2;
 (3.23)Nous souhaitons i
i reprendre la te
hnique utilis�ee pour l'estimation d'erreur en normeH1 dans l'approximation �el�ement �ni du mod�ele de Bingham ave
 adh�eren
e �a la paroi(se
tion 3.2). Rappelons que, dans le 
as pr�esent, u est appro
h�e par l'unique solutionuh 2 Xh(
) de l'in�equation variationnelle suivante (voir la se
tion 2.1.4) :(ruh;r(vh � uh))0;2;
 + CF (
uh; 
(vh � uh))0;2;�+ S�Z�j
vhjd� � Z�j
uhjd��+ Bi�Z
krvhkdx� Z
kruhkdx� � (1; vh � uh)0;2;
 ; 8 vh 2 Xh(
) (3.24)Dans un premier temps, nous �etablirons don
 une estimation abstraite, puis, dans unse
ond temps, nous l'appliquerons �a l'approximation P1-
ontinue de u, pour le 
as o�uBi = 0.



132 Chapitre 3 Mesure et estimation d'erreur3.4.1 Une estimation abstraiteCommen�
ons par �etablir une estimation abstraite de l'erreur en norme H1.Nous avons besoin pour 
ela de retrouver un outil pr�e
ieux, le multipli
ateur de Lagrange��, d�e�ni au bord � de 
 de la mani�ere suivante.Lemme 3.4.1 Soient les ensembles :�(
) = ��
 2 L2(
)2 ; k�
k � 1 p:p: sur 
	�(�) = �� 2 L2(�) ; j��j � 1 p:p: sur �	Il existe �� 2 �(�) et �
 2 �(
) tel que :(ru;rv)0;2;
 + CF (
u; 
v)0;2;�+ SZ��� 
v d� +BiZ
�
rv dx = (1; v)0;2;
 ; 8v 2 H1(
)kruk = �
:ru p:p: sur 
 et j
uj = �� 
u p:p: sur �L'�enon
�e et la preuve de 
e lemme ont d�ej�a �et�e donn�es dans la se
tion 1.3.Il est �egalement utile de pouvoir �e
rire une estimation du même type que (3.8). Pluspr�e
is�ement, nous avons leLemme 3.4.2 La solution u du probl�eme 
ontinu (3.23), les multipli
ateurs �� et �
asso
i�es par le lemme 1.3.3 et la solution uh du probl�eme dis
ret 
orrespondant v�eri�ent,pour tout vh 2 Xh(
) :juh � uj21;2;
 + CF juh � uj20;2;� � (r(uh � u);r(vh � u))0;2;
+ CF (
(uh � u); 
(vh � u))0;2;�+ SZ� ��h� � ��� 
(vh � u)d�+ BiZ
 ��h
 � �
�r(vh � u)dx (3.25)8�h
 2 �(
) tel que �h
:rvh = krvhket 8�h� 2 �(�) tel que �h�: 
vh = j
vhjL�a en
ore, 
e lemme se d�emontre exa
tement 
omme la relation (3.8).D�esignons �a pr�esent (voir �gure 3.2) par :� �z l'ensemble fx 2 � ; u(x) = 0g et �+ = �n�z ,
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0;" l'ensemble fx 2 � ; 0 < ju(x)j < "g et 
" = �n(�z [ 
0;"),� 
h la r�eunion des arrêtes de �
h qui 
ontiennent au moins un point de transitionadh�eren
e/glissement,� 
0 = �zn
h et 
+ = �+n
h.Nous pouvons maintenant �enon
er une estimation abstraite :Proposition 3.4.1 Soit u 2 H1(
) la solution du probl�eme variationnel (3.23), etuh 2 Xh(
) la vitesse appro
h�ee asso
i�ee. Alors on a, pour tout vh dans Xh(
) :ju� uhj21;2;
 + CF ju� uhj20;2;� � jvh � uj21;2;
 + CF jvh � uj20;2;�+ Bi jvhj1;1;!0+ Bimes(!h) jvh � uj1;1;!h+ Bimes(
0;") jvh � uj1;1;
0;"\!++ Bi8<: 1" jvh � uj21;2;
"\!+jvh � uj21;1;
"\!+Z
" dxkruk+ S jvhj0;1;
0+ Smes(
h)1=2 jvh � uj0;2;
h+ Smes(
0;")1=2 jvh � uj0;2;
0;"\
++ S8<: 1" jvh � uj20;2;
"\
+jvh � uj20;1;
"\
+Z
" d�j
uj (3.26)
o�u 
 est une 
onstante ind�ependante de Bi, S et h.Preuve :On voit qu'il suÆt de modi�er la preuve de la proposition 3.2.1 en estimant de mani�ered�etaill�ee le terme : Z� ��h� � ��� 
(vh � u)d�Ce
i s'e�e
tue d'une mani�ere semblable �a l'estimation de l'autre terme non-lin�eaire enfa
teur de Bi, autrement dit en d�e
oupant l'int�egrale suivant les trois sous domaines de� = 
0 [ 
h [ 
+ (�gure 3.2).Tout d'abord, sur 
0, on a par d�e�nition u = 0, et par ailleurs, j�h�j � 1 et j��j � 1. Ils'ensuit que : Z
0 ��h� � ��� 
(vh � u)d� � 2 jvhj0;1;
0
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����
hFig. 3.2 { D�e
oupage de � pour �etablir une estimation d'erreur sur le probl�eme de Poi-seuille newtonien ave
 glissement �a la paroi.Con
ernant la zone 
h, nous nous 
ontentons �a nouveau d'une estimation un peu grossi�ereen utilisant le fait que j�h� � ��j � j�h�j+ j��j � 2 :Z
h ��h� � ��� 
(vh � u)d� � 2mes(
h)1=2 jvh � uj0;2;
hEn�n, nous d�e
omposons 
+ = (
+ \ 
0 ") [ (
+ \ 
"). On a d'une part :Z
+\
0 " ��h� � ��� 
(vh � u)d� � 2mes(
+ \ 
0 ")1=2 jvh � uj0;2;
0"\
+et, d'autre part, sur 
", u et vh sont non-nulles et les quantit�es �h� et �� peuvent alors êtrerendues expli
ites de la mani�ere suivante :�h� = signe(
vh) d�ef= ( 
vhj
vhj si 
vh 6= 00 sinon�� = signe(
u) d�ef= 
uj
ujor, dans le 
as o�u 
vh 6= 0, on obtient, de mani�ere analogue au lemme 3.2.1 :���h� � ���� = ���� 
vhj
vhj � 
uj
uj���� � 2 j
(vh � u)jj
vhj+ j
ujet dans le 
as o�u 
vh = 0, on a 
lairement :��h� � ��� 
(vh � u) = �� 
u = j
uj = j
(vh � u)j2j
vhj+ j
ujon obtient alors :Z
+\
" ��h� � ��� 
(vh � u)d� � 2Z
+\
" j
(vh � u)j2j
 vhj+ j
 ujd�� 2�8>><>>: 1" j
(vh � u)j20;2;
"\
+j
(vh � u)j20;1;
"\
+Z
" d�j
uj
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qfd.3.4.2 Appli
ation au 
as o�u Bi = 0Dans la suite nous 
onvenons que mes(
h) = O(h1), o�u h1 est destin�e �a être plus petitque h.L'espa
e Xh(
) est �a nouveau d�e�ni par Xh(
) = Xk;0h (
), pour k � 1. Les maillages quenous 
onsid�ererons sont r�eguliers au sens d�ej�a introduit dans la d�e�nition 3.2.1.Pour le probl�eme du glissement, nous ne disposons pas de th�eor�eme de r�egularit�e, nid'exemples de solutions expli
ites o�u la transition adh�eren
e-glissement est mat�erialis�eepar un ou plusieurs points sur la paroi. Nous devons don
 être tr�es prudents au sujet deshypoth�eses de r�egularit�e.Contrairement au 
as o�u l'adh�eren
e est impos�ee, il est d�eli
at d'�emettre des hypoth�esessur mes(
0;"), 
ar nous manquons d'�e
oulements de r�ef�eren
e pour les justi�er. Pour 
etteraison, nous nous limitons en fait au 
as o�u Bi = 0. Dans un premier temps, nous neferons don
 pas non plus d'hypoth�eses sur mes(
0;"). Nous dis
uterons n�eanmoins, �a la�n de 
ette se
tion, de quelques hypoth�eses sur mes(
0;") dont les 
ons�equen
es sontint�eressantes.Compte tenu de l'estimation (3.26), nous partirons don
 de la relation :ju� uhj21;2;
 + CF ju� uhj20;2;� � jvh � uj21;2;
 + CF jvh � uj20;2;�+ S jvhj0;1;
0+ Smes(
h)1=2 jvh � uj0;2;
h+ Smes(
0;" \ 
+) jvh � uj0;2;
0;"\
++ S 1" jvh � uj20;2;
"\
+ (3.27)Comme pour le probl�eme de Bingham, nous prendrons vh = �h(u), l'op�erateur d'inter-polation �h �etant d�e�ni au th�eor�eme 3.2.1. Nous utiliserons le fait que 
(�h(:)) peutêtre identi��e �a l'op�erateur d'interpolation sur � et nous ferons 
ette identi�
ation. Ce
i
onduit en parti
ulier �a la simpli�
ation suivante :jvhj0;1;
0 = j�h(u)j0;1;
0 = 0Estimons maintenant 
ha
une des erreurs d'interpolation apparaissant dans l'estimation(3.27), en utilisant une seule hypoth�ese de r�egularit�e :Hypoth�ese 3.4.1 Il existe t 2 [1; 2[, tel que u 2 H t+1(
).



136 Chapitre 3 Mesure et estimation d'erreurNotons que puisque u 2 H2(
), on a u 2 C0(
), 
e qui implique que mes(
0;" \ 
+) tendvers 0 quand " tend vers 0.Pour la suite, nous 
hoisissons " = 
0 h1 o�u 
0 > 0 est une 
onstante que l'on se donne.Nous allons voir qu'un tel 
hoix de " n'est pas n�e
essairement un handi
ap.� Commen�
ons par observer le terme qui apparâ�tra 
omme le plus p�enalisant dansl'estimation d'erreur. Posons pour all�eger l'�e
riture : (h1) = mes(
0;
0 h1 \ 
+)Par ailleurs, une appli
ation dire
te des propri�et�es de �h nous permet d'�e
rire :j�h(u)� uj0;2;
+ � j�h(u)� uj0;2;� � 
 ht+1=2jujt+1=2;2;�En outre, par 
ontinuit�e de l'appli
ation de tra
e, de H t+1(
) dans H t+1=2(�) et vule 
hoix de " = 
0 h1, on obtient �nalement :mes(
0;" \ 
+)1=2j�h(u)� uj0;2;
0;"\
+ � 
  (h1)ht+1=2jujt+1;2;
� Il nous reste un terme li�e �a ",1" j�h(u)� uj20;2;
+ � 
 h�11 h2t+1juj2t+1;2;
� le terme li�e �a 
h est estim�e de mani�ere analogue, en remarquant que mes(
h) =O(h1). Ce
i pro
ure l'estimation :mes(
h)1=2 j�h(u)� uj0;2;
h � 
 h1=21 � ht+1=21 jujt+1=2;2;
h� 
 ht+11 jujt+1=2;2;� � 
 ht+11 jujt+1;2;
� il reste �a faire une estimation du terme d'interpolation sur 
 tout entier,j�h(u)� uj1;2;
 � 
 htjujt+1;2;
j�h(u)� uj0;2;� � 
 ht+1=2jujt+1;2;
Ainsi, en tenant 
ompte de 
es diverses estimations, nous obtenons le :Th�eor�eme 3.4.1 On 
onsid�ere Bi = 0 dans le probl�eme (3.23). On fait l'hypoth�ese der�egularit�e 3.4.1. On suppose que le maillage est r�egulier. Alors :�ju� uhj21;2;
 + ju� uhj20;2;��1=2� 
 ht jujt+1;2;
 + 
 S juj1=2t+1;2;
 n (h1)1=2h(2t+1)=4+ h�1=21 ht+1=2 + h(t+1)=21 oo�u  (h1) tends vers 0 quand h1 tend vers 0. Autrement dit, on a, pour un maillage quasi-uniforme : �ju� uhj21;2;
 + ju� uhj20;2;��1=2 = O � (h)1=2h(2t+1)=4; h(t+1)=2�



3.4 Introdu
tion du glissement �a seuil dans l'estimation H1 137Puisque  est born�ee, 
e r�esultat nous 
onduit �a une majoration grossi�ere en O(h3=4), ensupposant u 2 H2(
), k = 1 et le maillage r�egulier.Remarque 3.4.1 Consid�erons l'in�egalit�e suivante, d�emontr�ee par Iones
u et Touzani [46℄(la d�emonstration est disponible dans la th�ese de Nguyen [53℄) :jvj20;2;� � jvj0;2;
jjvjj1;2;
 ; 8v 2 H1(
)Cela fournit un autre moyen pour estimer l'erreur d'interpolation :j�h(u)� uj20;2;� � j�h(u)� uj0;2;
jj�h(u)� ujj1;2;
� 
 ht+1jujt+1;2;
 htjjujjt+1;2;
� 
 h2t+1jjujj2t+1;2;
On retrouve la même estimation de l'erreur d'interpolation que pr�e
�edemment.Nous pouvons dis
uter sur quelques hypoth�eses int�eressantes �a tenter de valider, 
on
er-nant mes(
0;").1. Si on fait l'hypoth�ese : mes(
0;") � 
1 " (3.28)on simpli�e le probl�eme 
ar 
ela permet d'annuler un terme dans l'in�egalit�e (3.27).En e�et, en prenant 
0 = 12 
1 , on a alors :mes(
0;" \ 
+) = 0Une appli
ation aux maillages r�eguliers et adapt�es est imm�ediate :Corollaire 3.4.1 On 
onsid�ere Bi = 0 dans le probl�eme (3.23). Soit k � 1dans la d�e�nition de Xh(
). On fait l'hypoth�ese de r�egularit�e 3.4.1, ave
 t � k eton 
onsid�ere que (3.28) a lieu. On suppose que le maillage est r�egulier.(a) Si le maillage est quasi-uniforme, alors :�ju� uhj21;2;
 + ju� uhj20;2;��1=2 = O �h(t+1)=2�(b) Si le maillage est tel que h1 = hÆ, ave
 Æ = 2t+ 1t+ 2 alors :�ju� uhj21;2;
 + ju� uhj20;2;��1=2 = O(h�), o�u � = (2t+ 1)(t+ 1)2(t+ 2)On 
onstate alors que le 
as k = 1 est optimal ave
 un maillage quasi-uniforme, ausens o�u il donne : �ju� uhj21;2;
 + ju� uhj20;2;��1=2 = O(h)mais �egalement au sens o�u on a alors Æ = � = 1.



138 Chapitre 3 Mesure et estimation d'erreur2. On peut a�aiblir l'hypoth�ese pr�e
�edente (
'est-�a-dire mes(
0;") = O(")) en 
onsid�erantque : mes(
0;") = O("1=2) (3.29)Dans 
e 
as, on ne peut plus annuler �(h1), mais on peut pr�e
iser :�(h1) = O(h1=21 )On peut alors 
onstater que le 
as k = 1 reste optimal :Corollaire 3.4.2 On 
onsid�ere Bi = 0 dans le probl�eme (3.23). Soit k � 1dans la d�e�nition de Xh(
). On fait l'hypoth�ese de r�egularit�e 3.4.1, ave
 t � k eton 
onsid�ere que (3.29) a lieu. On suppose que le maillage est r�egulier. Alors :�ju� uhj21;2;
 + ju� uhj20;2;��1=2 = O �h(t+1)=2�3.5 Tests num�eriquesNous avons voulu mettre �a l'�epreuve nos estimations d'erreur th�eoriques. Pour 
ela, nousavons e�e
tu�e une s�erie de 
al
uls num�eriques sur un 
as test r�epondant parfaitement auxhypoth�eses de r�egularit�e. Ce 
as test est tout simplement l'exemple qui nous a inspir�e leshypoth�eses en question, �a savoir le probl�eme de Poiseuille 
ir
ulaire.Nous avons programm�e en C++ la m�ethode d�e
rite au 
hapitre 2 (ex
ept�e le mailleur),dans le 
as de domaines polygonaux. Dans la mesure o�u nous n'avons pas programm�e late
hnique isoparam�etrique, nous avons en fait suivi la même d�emar
he que M. Fortin danssa th�ese [26℄. La �gure 3.3 repr�esente le prin
ipe de 
e test. Si on appelle u la solutionasso
i�ee �a 
 = D(0; 1), 
ette d�emar
he 
onsiste �a restreindre u �a un 
arr�e de 
ôt�e p2ins
rit dans 
 = D(0; 1). Il est 
lair que u est solution du probl�eme de Poiseuille sur 
e
arr�e ave
 des 
onditions aux limites non-homog�enes. C'est un probl�eme que nous pouvonstraiter ave
 notre outil de 
al
ul.Il est �a noter que nous n'avons pas �etudi�e la d�ependan
e en Bi de l'erreur et que, danstoute la suite, nous utilisons la valeur Bi = 0:3, �x�ee une fois pour toutes. De plus, nousimposons l'adh�eren
e �a la paroi du domaine 
ir
ulaire 5. Ce
i nous pla
e dans une situationo�u la zone rigide est importante, sans pour autant nous pla
er au voisinage du blo
age.Nos tests num�eriques 
onsistent �a mesurer l'erreur eh = �h(u) � uh dans la semi-normeH1(
) et dans la norme L1(
) pour les approximations P1 et P2, ainsi que pour desmaillages quasi-uniformes et adapt�es. Nous avons employ�e l'algorithme d'Uzawa d�e
rit5. notons que 
ela ne 
hange rien 
ar il n'y a pas de transition adh�eren
e/glissement dans le 
as d'unese
tion 
ir
ulaire
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p2=21Fig. 3.3 { Prin
ipe du test num�erique (emprunt�e �a M. Fortin [26℄) pour la mesure d'erreurdans l'approximation par �el�ements �nis.dans la se
tion 2.2. La pro
�edure d'adaptation de maillage est 
elle que nous avons d�e
ritedans la se
tion 2.3.Pour e�e
tuer nos 
omparaisons, nous avons utilis�e trois familles de maillages :1. maillages quasi-uniformes de pas h 2 �15; 110; 120; 140 ; 180 ; 1160	,2. maillages adapt�es isotropes 6, de 
oeÆ
ients 
0 2 np2; 1; p22 ; 12o,3. maillages adapt�es anisotropes, de 
oeÆ
ients 
0 2 np2; 1; p22 ; 12 ; p24 o.La derni�ere famille de maillage ne 
orrespond �a au
une de nos estimations d'erreur. Ce-pendant, nous avons voulu 
onnâ�tre la di��eren
e entre un maillage adapt�e isotrope (soitr�egulier) et un maillage adapt�e anisotrope sur les points suivants :� Mesure de l'erreur �a nombre de degr�es de libert�e identique,� Pr�e
ision au voisinage de la fronti�ere des zones rigides.3.5.1 Un premier aper�
uQuelques-uns des maillages utilis�es sont repr�esent�es ave
 la solution 
orrespondante, surles �gures Fig. 3.4, Fig. 3.5 et Fig. 3.6. La fronti�ere du bou
hon rigide (repr�esent�e en gris6. tout 
omme les maillages anisotropes, 
es maillages sont g�en�er�es par BAMG �a l'aide du 
rit�ere' = p�:ru
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lair) ont �et�e d�etermin�ees par l'isovaleur :kRh(�h)k = Bio�u Rh est l'op�erateur de proje
tion au sens L2(
)2 sur X1;0h (
)2. Comme on peut s'yattendre, lorsque 
0 et h0 diminuent, les maillages se densi�ent et la fronti�ere du bou-
hon rigide se pr�e
ise. Remarquons tout de suite Fig. 3.4 que, pour des maillages quasi-uniformes, la di��eren
e de pr�e
ision entre P1 et P2 n'est pas visible. Par 
ontre, on 
onstatela sup�eriorit�e des r�esultats ave
 maillages adapt�es sur les r�esultats ave
 maillages quasi-uniformes.Nous pouvons 
onstater sur la �gure Fig. 3.7 l'�evolution du maillage et de la fronti�eredes zones rigides au 
ours du pro
�ed�e d'adaptation, dans le 
as anisotrope. Nous voyonsnettement le maillage se densi�er au voisinage de la fronti�ere de la zone rigide 
e quiest l'id�ee d�evelopp�ee dans l'estimation d'erreur. Simultan�ement, la fronti�ere du bou
honrigide se pr�e
ise en prenant progressivement la forme d'un 
er
le.Observons pour �nir la �gure Fig. 3.8. Elle repr�esente, pour un même nombre voisin dedegr�es de libert�e (entre 966 et 934), un maillage quasi-uniforme, un maillage adapt�e iso-trope et un maillage adapt�e anisotrope, ainsi que la 
arte des zones rigides 
orrespondant�a 
ha
un de 
es maillages. Nous pouvons 
onstater la nette am�elioration de la forme et dela lo
alisation de la fronti�ere du bou
hon rigide dans le 
as du maillage adapt�e anisotrope.Notons �egalement que le r�esultat le moins satisfaisant apparâ�t dans le 
as P2-uniforme.En fait, on peut 
lasser l'impression de pr�e
ision sur 
es �gures de la mani�ere suivante :P2-uniforme < P1-uniforme < P2-isotrope < P2-anisotrope3.5.2 Contrôle de la mesure de l'erreurCommen�
ons par observer la �gure 3.9. Nous nous sommes assur�e, pour 
ha
un desmaillages uniformes test�es, que le r�esidu de l'algorithme �etait suÆsamment faible pourque deux d�e
imales dans l'erreur eh semblent stabilis�ees.La d�ependan
e au r�esidu de l'erreur jehj1;2;
 est pr�esent�ee pour les 
as P1 et P2 sur lapartie sup�erieure de la �gure Fig. 3.9. Dans les deux 
as, nous avons tra
�e les 
ourbespour le plus grossier et le plus �n des maillages.Bien entendu, nous avons 
ontrôl�e 
ette 
onvergen
e de eh lorsque le r�esidu tend vers0 pour tous les maillages utilis�es, dans la semi-norme j:j1;2;
 mais aussi dans la normej:j0;1;
.Un tel 
ontrôle nous a paru indispensable dans une r�esolution o�u une m�ethode it�erativeest utilis�ee. Nous avons en e�et 
onstat�e que 
ertains auteurs de simulations num�eriquesn'ont pas pris 
e genre de pr�e
autions et ont ainsi obtenu des r�esultats erron�es. C'est le
as par exemple de Huilgol et Panizza [43℄ qui, en utilisant le même algorithme, ave
 une



3.5 Tests num�eriques 141approximation P1, sur un probl�eme de Poiseuille ave
 une se
tion en ((L)) et adh�eren
e �ala paroi, se 
ontentent d'un r�esidus de l'ordre de 10�4. On 
onstate i
i, que, pour notreprobl�eme qui est plus r�egulier, un tel r�esidu est trop faible si on prend un maillage de pash < 1=10.Lorsqu'on observe la partie inf�erieure de la �gure Fig. 3.9, on 
onstate que, pour P2 
ommepour P1, la 
onvergen
e sur des maillages uniformes semble être du même ordre, puisqueles deux 
ourbes paraissent être approximativement des droites de pente 1. Ce
i vientdon
 
on�rmer les aÆrmations de la litt�erature et 
o��n
ide ave
 les estimations d'erreursque nous avons �etablies dans le 
as d'une int�egration exa
te.Observons �a pr�esent la �gure Fig. 3.10. Nous avons 
ontrôl�e la 
onvergen
e du pro
essusd'adaptation de maillage au sens suivant :1. Le nombre d'�el�ement de stabilise autour d'une valeur 
onstante,2. Les erreurs jehj1;2;
 et jehj0;1;
 se stabilisent autour d'une valeur 
onstante.Nous nous sommes assur�e de 
e ph�enom�ene dans les 
as isotropes et anisotropes, pour
ha
un des maillages adapt�es g�en�er�es. La partie sup�erieure de la �gure Fig. 3.10 montreen exemple le 
as anisotrope, pour deux valeurs de 
0 �eloign�ees.En outre, nous avons en
ore v�eri��e syst�ematiquement la 
onvergen
e de l'erreur ave
 ler�esidu, 
omme l'illustre la partie inf�erieure gau
he de la �gure Fig. 3.10.La 
ons�equen
e de l'adaptation de maillage sur la 
onvergen
e de l'erreur jehj1;2;
 estmontr�ee, dans le 
as anisotrope, sur la partie inf�erieure droite de la �gure Fig. 3.10. Nousobtenons approximativement une droite de pente 2 
e qui 
orrespond au r�esultat attendu.Pr�e
isons que nous avons e�e
tu�e les mêmes v�eri�
ations et observations dans le 
asisotrope et que les r�esultats obtenus sont tr�es semblables. Ce
i va apparâ�tre plus en d�etaildans la se
tion suivante o�u l'on 
ompare des 
ourbes de 
onvergen
e pour les di��erentstypes de maillages 
onsid�er�es.3.5.3 Comparaison des r�esultats sur les trois types de maillagesObservons sur la �gure Fig. 3.11, les 
ourbes de 
onvergen
e en semi-norme H1(
) et ennorme L1(
). Nous pouvons nettement 
onstater les points suivants :� sur des maillages uniformes, on obtient, �a une 
onstante multipli
ative pr�es, la mêmepr�e
ision pour P1 et P2 soit, pour N degr�es de libert�e : ju� uN j1;2;
 = O(N�1=2)� l'adaptation de maillage en P2 permet de rendre optimale la 
onvergen
e P2, ausens o�u l'on observe, pour N degr�es de libert�e : ju � uN j1;2;
 = O(N�1). De plus,l'am�elioration par rapport aux maillages uniformes est nettement visible.



142 Chapitre 3 Mesure et estimation d'erreurh = 1=5 h = 1=10 h = 1=20 h = 1=40
P1P2Fig. 3.4 { Les quatre maillages quasi-uniformes les moins �ns utilis�es pour les tests de
onvergen
e sur le probl�eme de Poiseuille.� sur des maillages adapt�es ave
 P2, on obtient, �a une 
onstante multipli
ative pr�es,la même pr�e
ision dans les 
as isotropes et anisotropes.Les deux premiers points 
orrespondent don
 aux estimations d'erreurs pr�e
�edemment�etablies dans le 
as d'une formulation en in�equation variationnelle de la loi de 
ompor-tement appro
h�ee (probl�eme 2.1.1) et pour des maillages r�eguliers. Puisque nous avonsprogramm�e une formule expli
ite dans nos algorithmes (voir se
tion 2.2), le uh que nous
al
ulons i
i est di��erent de 
elui des estimations d'erreurs. Ainsi 
es mesures 
ompar�eesaux estimations d'erreurs semblent bien montrer que l'introdu
tion des formules expli
itesdans les algorithmes permet une simpli�
ation de programmation tout en maintenant lapr�e
ision de l'approximation.
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0 = p2 
0 = 1 
0 = p2=2 
0 = 1=2
Fig. 3.5 { Les quatre maillages isotropes utilis�es pour les tests de 
onvergen
e sur leprobl�eme de Poiseuille.
0 = p2 
0 = 1 
0 = p2=2 
0 = 1=2
Fig. 3.6 { Les quatre premiers maillages anisotropes utilis�es pour les tests de 
onvergen
esur le probl�eme de Poiseuille.



144 Chapitre 3 Mesure et estimation d'erreurmaillage 0 maillage 1 maillage 2 maillage 10
Fig. 3.7 { �Evolution du maillage et de la zone rigide au 
ours des it�erations du pro
�ed�ed'adaptation, pour 
0 = 12 .P1-uniforme P2-uniforme P2-isotrope P2-anisotrope

Nddl = 966 Nddl = 957 Nddl = 946 Nddl = 934Fig. 3.8 { Maillages et zones rigides, pour un nombre voisin de degr�es de libert�e.
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h = 1160h = 15jehj1;2;


R�esidu
Bi = 0:3P1

10�7 10�5 10�3 10�110�510�410�310�210�1
h = 1160h = 15jehj1;2;


R�esidu
Bi = 0:3P2

10�7 10�5 10�3 10�110�510�410�310�210�1
jehj1;2;


hBi = 0:3P1 11320 1160 180 140 120 110 21010�410�310�2 jehj1;2;

hBi = 0:3P2 11320 1160 180 140 120 110 21010�510�410�310�2

Fig. 3.9 { Mesure de l'erreur eh = �h(u) � uh en semi-norme H1(
) sur un maillagequasi-uniforme pour les approximations P1 et P2, en fon
tion du r�esidu et du pas h.



146 Chapitre 3 Mesure et estimation d'erreur
P2adaptationNelts
Niter


0 = p24
0 = 1 1050
10410310210

P2adaptation
Niter

jehj1;2;


0 = p24
0 = 1 105010�510�410�310�2

anisotropeP2
R�esidu

jehj1;2;


0 = p24
0 = 110�7 10�5 10�3 10�110�510�410�310�210�1 anisotropeP2


0
jehj1;2;
 214 p24 12 p22 1 p2 210�510�410�3

Fig. 3.10 { Convergen
e du pro
�ed�e d'adaptation de maillage anisotrope et d�eterminationde l'erreur eh = �h(u) � uh en semi-norme H1(
) pour plusieurs valeurs du 
oeÆ
ient
0, dans le 
as anisotrope.



3.5 Tests num�eriques 14712P2 uniformeP1 uniformeNddl
jehjH1

1051041031021010�510�410�310�2 P1 uniformeP2 uniformeNddl
jehj0;1;


1051041031021010�610�510�410�310�2
12P1 uniforme1P2 anisotropeNddl

jehjH1
1051041031021010�510�410�310�2 P2 anisotropeP1 uniformeNddl

jehj0;1;

1051041031021010�610�510�410�310�2

P2 anisotropeP2 isotropeNddljehj1;2;

10410310210�510�410�3 P2 anisotropeP2 isotropeNddl

jehj0;1;

10410310210�610�510�410�3

Fig. 3.11 { Comparaisons de l'erreur eh = �h(u)�uh en semi-norme H1(
) et en normeL1(
) : (a) Comparaison P1-uniforme et P2-uniforme ; (b) Comparaison P1-uniforme etP2-anisotrope ; (
) Comparaison P2 adapt�e isotrope et anisotrope.





Chapitre 4Simulation num�erique pour unese
tion 
arr�ee4.1 Introdu
tionLe probl�eme de l'�e
oulement d'un 
uide de Bingham dans une 
onduite 
ylindrique ave
adh�eren
e �a la paroi a �et�e abord�e sous de nombreux aspe
ts.Une �etude math�ematique approfondie en a �et�e faite par Mossolov et Miasnikov [50℄-[51℄-[52℄ 1. Ces auteurs ont d�egag�e 
ertains r�esultats remarquables sur l'existen
e et la formedes zones rigides. En parti
ulier, ils ont �et�e les premiers �a 
ara
t�eriser la valeur 
ritiquedu seuil en �e
oulement �a partir de laquelle le blo
age a lieu.Plus tard, Duvaut et Lions [23℄ 
lari�ent la question de l'existen
e et de l'uni
it�e et renou-vellent l'�etude math�ematique en utilisant le 
ontexte des in�equations variationnelles. Ilsretrouvent 
ertaines propri�et�es d�ej�a �etablies par Mossolov et Miasnikov. Ils en �etablissent�egalement de nouvelles.L'�etude num�erique d�emarre ave
 la th�ese de Fortin [26℄. Les moyens informatiques del'�epoque ne permettaient 
ependant pas d'obtenir des r�esultats suÆsamment pr�e
is pour
ompl�eter les travaux de Mossolov et Miasnikov et de Duvaut et Lions. En outre, l'obje
tifde Fortin �etait d'avantage de nature num�erique que rh�eologique.R�e
emment, le mod�ele r�egularis�e de Ber
ovier-Engelman [6℄ (voir annexe r�egularisation)a �et�e utilis�e par Taylor et Wilson [65℄ pour �etudier le 
as d'une se
tion re
tangulaire. Lesm�ethodes de lagrangien augment�ee de Fortin-Glowinski [34℄ ont �et�e utilis�ees par Huilgolet Panizza [43℄ pour r�esoudre le 
as d'une se
tion en ((L)). Dans un travail r�e
ent, Saramito1. D'ailleurs, M. Fortin parle dans sa th�ese du ((probl�eme de Mossolov))149



150 Chapitre 4 Simulation num�erique pour une se
tion 
arr�eeet al. [60℄ traitent de mani�ere 
ompl�ete le 
as de la se
tion 
arr�e ave
 adh�eren
e �a toutela paroi, par la m�ethode num�erique d�e
rite au 
hapitre 2. Les r�esultats obtenus sont alorsplus 
omplets et plus pr�e
is que 
eux de Taylor et Wilson, ils retrouvent et 
ompl�etentles r�esultats de Mossolov et Miasnikov.Le travail que nous proposons a pour but de prolonger 
es di��erents r�esultats en rem-pla�
ant la 
ondition d'adh�eren
e �a la paroi par la 
ondition de glissement. Le probl�eme auxlimites qui en r�esulte a �et�e donn�e dans le 
hapitre 1, se
tion 1.1. Rappelons que la formu-lation variationnelle est donn�ee au 
hapitre 1 se
tion 1.2 par les relations (1.9)-(1.13) et laproposition 1.2.1, et que le probl�eme 
ontinu est bien pos�e (d'apr�es la proposition 1.2.3).Nous proposons une �etude num�erique d�etaill�ee puis synth�etique de la se
tion 
arr�ee. Nousavons utilis�e pour 
ela la m�ethode d'�el�ements �nis d�e
rite au 
hapitre 2, se
tion 2.1,ave
 une approximation P1 de la vitesse et P0 des 
ontraintes (voir l'exemple 2.1.1).Nous appliquons l'algorithme 2.2.1 (Uzawa). Nous avons vu que 
ette d�emar
he donneun probl�eme dis
ret bien pos�e (probl�eme 2.1.1, proposition 2.1.1 et exemple 2.1.1) et unem�ethode d'approximation 
onvergente (th�eor�eme 2.2.1 et 
hapitre 3). En�n, nous utilisonsle pro
�ed�e d'adaptation de maillage d�e
rit au 
hapitre 2 dans la se
tion 2.3, ave
 
0 = 1.Remarquons tout de suite que notre solveur pour 
e probl�eme est valid�e par les mesuresd'erreurs du 
hapitre 3, se
tion 3.5.4.2 �Etude num�erique de la se
tion 
arr�eeLe s
h�ema Fig. 4.1 r�esume les �el�ements du probl�eme, dans le 
as de la se
tion 
arr�ee. Lase
tion 
arr�ee poss�ede un demi-
ôt�e de longueur a. Ce sera notre longueur de r�ef�eren
e.La vitesse de r�ef�eren
e est i
i �x�ee �a l'unit�e. Ce
i donne l'expression des trois nombressans dimensions du probl�eme :Bi = �0� a; S = sgf a; CF = 
f a�On �xera le nombre CF �a l'unit�e dans toute la suite.Par sou
is d'�e
onomie, nous utilisons la sym�etrie du probl�eme pour r�eduire au huiti�eme ledomaine de 
al
ul. Les 
onditions aux limites sont alors pr�e
is�ees sur le s
h�ema Fig. 4.1.b :� Glissement sur la paroi,� �u�n = 0 sur les axes de sym�etrie.Nous allons dans la suite reprendre le vo
abulaire employ�e par Saramito et al. [60℄, o�urappelons-le, l'adh�eren
e est impos�ee sur la paroi. Dans 
et arti
le, il est question de deux
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tion 
arr�ee 151types de zones rigides :� des zones mortes situ�ees dans les 
oins,� un bou
hon situ�e au 
entre du domaine 
et bien sûr, une zone 
isaill�ee qui les s�epare. Ce sont les termes que nous emploierons.Un vo
abulaire sp�e
i�que au glissement sera introduit au 
ours de la pr�esentation desr�esultats. La �gure Fig. 4.2 r�esume l'ensemble du vo
abulaire employ�e dans 
e travail.4.2.1 E�et du glissement �a seuil pour un mod�ele newtonienCommen�
ons par observer Fig. 4.3.a le pro�l de vitesse le long de la paroi, pour di��erentesvaleurs du seuil de glissement S. Cha
un des pro�ls d�e
rit une 
ourbe d�e
roissante, detangente nulle �a l'origine. De plus nous 
onstatons qu'en 
haque point, lorsque le nombreS augmente, la vitesse d�e
rô�t tout en restant positive. Nous pouvons remarquer qu'ilexiste une partie de la paroi o�u la vitesse est nulle (adh�eren
e) et une autre o�u la vitesseest stri
tement positive (glissement). L'�etendue de 
es deux r�egions d�epend de la valeurde S. De mani�ere g�en�erale, nous voyons qu'il est toujours possible de d�elimiter la zonede glissement par l'intervalle [0;YT (S)℄ et la zone d'adh�eren
e par ℄YT (S); 1℄. Le pointYT (S) 2 [0; 1℄ sera appel�e point de transition. Nous 
onstatons qu'il existe des valeursde S o�u l'adh�eren
e n'a jamais lieu (par exemple S = 0). Inversement, pour 
ertainesautres valeurs de S, 
'est le glissement qui n'a jamais lieu. Comme la vitesse d�e
rô�tuniform�ement ave
 S, 
e
i fait apparâ�tre trois r�egimes d'�e
oulement.1. Le premier 
orrespond au 
as o�u le glissement �a lieu tout le long de la paroi. Nous
onstatons qu'il est d�etermin�e par toutes les valeurs de S inf�erieures �a une valeurlimite, not�ee SG 2. Nous parlerons du r�egime de glissement total.2. Le deuxi�eme 
orrespond au 
as o�u, au 
ontraire, l'adh�eren
e est obtenue sur toutela longueur de la paroi. Ce r�egime est obtenu pour les valeurs de S sup�erieures �aune valeur limite que l'on note SA 3. Nous parlerons du r�egime d'adh�eren
e totale.3. Le dernier r�egime 
orrespond �a l'ensemble des valeurs de S 
omprises entre SG etSA. Nous dirons qu'il s'agit du r�egime transitoire o�u l'adh�eren
e et le glissementont lieu 
ha
un sur une partie de la paroi.Dans le r�egime du glissement total, nous observons que 
haque pro�l s'obtient �a partir du
as S = 0 par une simple translation. Plus pr�e
is�ement :uS; �(y) = u0;�(y)� S2. l'indi
e ((G)) vient de ((glissement))3. l'indi
e ((A)) vient de ((adh�eren
e))
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tion 
arr�eeCette relation s'obtient fa
ilement en remarquant que �u�n > 0. En e�et la loi de glissements'�e
rit alors sur � : (uS + S) = ��(uS + S)�net par ailleurs, on a sur 
 : �4(uS+S) = 1 Don
, en fait, pour S � SG, la solution s'�e
rituS = u0 � S, o�u u0 est la solution du probl�eme de Robin obtenu pour S = 0.Il ressort de 
es observations que les points importants �a �etudier sont :� les valeurs de SG et de SA,� le r�egime interm�ediaire entre 
es deux valeurs,les r�egimes d'adh�eren
e totale et de glissement total se ramenant respe
tivement �a desprobl�emes de Diri
hlet et de Robin. Observons maintenant, Fig. 4.3.b, l'�evolution enfon
tion de S, des valeurs extr�emales umin (minimum) et umax (maximum) de la vitesse�a la paroi. Comme nous l'avons vu, les pro�ls de vitesse �a la paroi s'obtiennent partranslation dans le r�egime de glissement total. Ce
i explique que umin et umax soient desdroites parall�eles jusqu'�a la valeur SG o�u umin annule par d�e�nition de SG. Dans le r�egimetransitoire, umax semble s'annuler ave
 une tangente horizontale.Consid�erons �a pr�esent sur la Fig. 4.4 l'�evolution ave
 S du point de transition YT (S).Nous avons pro
�ed�e par di
hotomie pour obtenir :SG � 0:382SA � 0:674Nous remarquons que la 
ourbe semble pr�esenter une tangente horizontale en S = SG etune tangente verti
ale en S = SA.Nous pouvons observer Fig. 4.5 les pro�ls de vitesse selon la valeur de S, sur les axes desym�etrie. Nous 
onstatons �a nouveau que uS = u0 � S pour S � SG, puis les 
ourbesviennent s'aplatir sur le pro�l 
orrespondant �a S = SA o�u l'adh�eren
e est totale. Les�gures Fig. 4.6.a et Fig. 4.6.b repr�esentent, en fon
tion de S et sur tout le domaine,respe
tivement la vitesse maximale et la vitesse moyenne (soit le d�ebit). Comme pourumax, les 
ourbes sont aÆnes pour S � SG puis, dans le r�egime transitoire elles semblentatteindre une valeur 
onstante (
orrespondant �a S = SA) ave
 une tangente horizontale,autrement dit la transition vers l'adh�eren
e totale ne semble pas être un ph�enom�enebrutal.Terminons 
ette se
tion en observant un aspe
t typique des maillages obtenus par notrepro
�ed�e d'adaptation. La �gure 4.7 pr�esente le maillage �nal pour S = 0:385. La grossis-sement du 
oin montre un resserrement du maillage autour du point de transition.



4.2 �Etude num�erique de la se
tion 
arr�ee 1534.2.2 �E
oulement �a 
onditions de glissement �x�eesLorsque l'on �xe le param�etre S, on peut observer l'�evolution des pro�ls de vitesse ainsique des zones rigides, selon les variations de Bi.Dans le 
as parti
ulier o�u l'adh�eren
e �a la paroi est impos�ee, nous savons qu'il existe unevaleur BiB > 0 �a partir de laquelle l'�e
oulement est bloqu�e. Ce
i a �et�e d�emontr�e pour uneg�eom�etrie quel
onque dans [23℄, la valeur de BiB = 22+p� a �et�e rendue expli
ite dans [50℄pour un domaine 
arr�e, et nous l'avons retrouv�ee num�eriquement dans [60℄.La pr�esen
e du glissementmodi�e 
e 
omportement. Les r�esultats obtenus d�ependent alorsde la valeur de S. En parti
ulier, nous avons mis en �eviden
e l'existen
e d'un nombreBiT 4�a partir duquel l'�e
oulement 
onsiste en une translation en blo
 de tout le mat�eriau. Lavitesse de translation UT de l'�e
oulement peut être �eventuellement nulle. Nous retrouvonsalors la situation de blo
age.Nous allons maintenant d�etailler deux 
as de �gure dans lesquels le 
omportement enfon
tion de Bi di��ere. Dans le premier 
as, UT = 0, dans le se
ond, UT 6= 0.Signalons tout de suite que la fronti�ere des zones rigides (repr�esent�ees en gris 
lair par lasuite) a �et�e d�etermin�ee par l'isovaleur :kRh(�h)k = Bio�u Rh est l'op�erateur de proje
tion au sens L2(
)2 sur X1;0h (
)2.4.2.2.1 Convergen
e vers le blo
age de l'�e
oulementNous �xons i
i la valeur de S = 0:6.Observons tout d'abord sur la �gure Fig. 4.8.a les pro�ls de vitesse �a la paroi, tra
�es enfon
tion de la 
oordonn�e y, pour plusieurs valeurs de Bi. Chaque 
ourbe est d�e
roissante,atteignant son maximum ave
 une tangente horizontale au 
entre de la paroi. Pour 
haqueBi � 0, nous voyons qu'il existe un point YT au del�a duquel la vitesse �a la paroi est nulle.Il semble �egalement que la tangente en YT ne soit pas horizontale.Nous pouvons 
onstater qu'en 
haque point y, la vitesse �a la paroi est une fon
tiond�e
roissante de Bi. Nous avons repr�esent�e 
ette d�e
roissan
e sur la �gure Fig. 4.8.b o�ul'on peut observer la vitesse maximale �a la paroi umax;� (
'est-�a-dire la vitesse au 
entre,en y = 0) en fon
tion de Bi. Nous voyons que, lorsque Bi est sup�erieur �a une valeur limitenot�ee BiA (i
i BiA � 0:36), la vitesse �a la paroi est identiquement nulle, autrement dit, il4. l'indi
e T rappelle le mot ((Translation)), en outre, 
e nombre d�epend a priori de S, 
e que nousavons e�e
tivement �etabli.
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tion 
arr�eey a alors adh�eren
e sur toute la paroi. La tangente en 
e point o�u umax;� annule ne semblepas être horizontale. En fait, la 
ourbe de umax;� est presque une droite. Cela signi�e quela vitesse umax;� au 
entre de la paroi d�e
rô�t r�eguli�erement ave
 Bi et ne ralentit pas auvoisinage de l'adh�eren
e totale.La position du point de transition adh�eren
e/glissement YT est repr�esent�ee en fon
tion deBi sur la �gure Fig. 4.9. Le symboleA d�esigne les zones o�u l'adh�eren
e a lieu et G les zoneso�u le glissement a lieu. Ce
i permet de voir de mani�ere plus pr�e
ise 
e qui apparaissaitd�ej�a sur la �gure Fig. 4.8.a ; YT d�e
rô�t vers 0 ave
 Bi. Nous 
onstatons de plus que 
etted�e
roissan
e augmente, la 
ourbe pr�esentant une tangente horizontale en Bi = 0 et unetangente verti
ale au point YT = 0, o�u nous retrouvons la valeur BiA (� 0:36).Ainsi, nous avons �etabli les points suivants :� Il existe une valeur BiA au dessous de laquelle le mat�eriau glisse au 
entre des paroiset adh�ere dans les 
oins. Si Bi > BiA, l'adh�eren
e �a la paroi est totale.� La vitesse �a la paroi d�e
rô�t ave
 Bi en 
haque point de la paroi, la d�e
roissan
e�etant r�eguli�ere au 
entre.� La zone o�u l'adh�eren
e �a lieu 
roit en a

�el�erant ave
 Bi jusqu'�a l'adh�eren
e totaleen Bi = BiA.Observons �a pr�esent le 
omportement de la solution �a l'int�erieur du domaine d'�e
oulement.En parti
ulier, int�eressons-nous au d�eveloppement des zones rigides.La �gure Fig. 4.10.a montre les pro�ls de vitesses suivant l'axe horizontal de sym�etrie,pour plusieurs valeurs de Bi. On y observe des 
ourbes d�e
roissantes et 
on
aves, attei-gnant leur maximum au 
entre de l'�e
oulement. Nous pouvons 
onstater que la vitesse en
haque point d�e
rô�t ave
 Bi. En outre, pr�es du 
entre de la paroi (x = 0), les 
ourbespr�esentent un plateau dont la longueur 
roit ave
 Bi. L'a

roissement de 
e plateau 
or-respond au d�eveloppement d'un bou
hon 
entral en translation. A�n d'observer la vitessede translation du bou
hon, nous avons repr�esent�e la vitesse maximum umax;
 (
'est-�a-direla vitesse au 
entre de 
) en fon
tion de Bi sur la �gure 4.11.a. Nous observons alors queumax;
 d�e
rô�t en ralentissant jusqu'�a une valeur Bi = BiT � 0:53 o�u la vitesse devientnulle, la tangente �a la 
ourbe de umax;
 semble alors être horizontale. La valeur parti
uli�ereBiT � 0:53 est la valeur 
ritique de blo
age de l'�e
oulement. La valeur de BiT � 0:53 quenous avons obtenue par le 
al
ul num�erique semble 
o��n
ider ave
 la valeur de blo
age
onnue dans le 
as d'un �e
oulement o�u l'adh�eren
e est impos�ee, 
'est-�a-dire :BiT = 22 +p�Ce
i est 
oh�erent ave
 le fait que, pour Bi 2℄BiA;BiT [, l'adh�eren
e a lieu sur toute laparoi.Sur la �gure Fig. 4.10.b, nous voyons les pro�ls de vitesses suivant l'axe diagonal de



4.2 �Etude num�erique de la se
tion 
arr�ee 155sym�etrie, pour plusieurs valeurs de Bi.On y observe en
ore des 
ourbes d�e
roissantes, atteignant leur maximum au 
entre del'�e
oulement. Nous pouvons en
ore 
onstater que la vitesse d�e
rô�t ave
 Bi en 
haquepoint de l'axe. Nous pouvons observer dans les 
oins (au voisinage de � = p2) que lavitesse est nulle. Ce
i est 
oh�erent ave
 les 
ourbes de vitesse �a la paroi de la �gure Fig.4.8.a, o�u l'on voit que l'adh�eren
e �a lieu dans les 
oins. La �gure Fig. 4.10.b apporte
ependant une information suppl�ementaire ; nous 
onstatons en e�et que la vitesse estnulle sur l'axe diagonale et au voisinage des 
oins sur une longueur qui d�epend de lavaleur de Bi. Ce
i sugg�ere don
 la pr�esen
e de zones mortes.Reportons-nous �a pr�esent sur la �gure Fig. 4.12 o�u nous observons le d�eveloppement deszones rigides en fon
tion de Bi, ainsi que les maillages adapt�es asso
i�es. Le d�eveloppementdes zones rigides est semblable �a 
elui que nous 
onnaissons d�ej�a dans le 
as o�u l'adh�eren
eest totale (voir [60℄). Un bou
hon 
entral 
onvexe, presque 
ir
ulaire, se d�eveloppe. Sa su-per�
ie augmente lorsque Bi 
roit. Son bord s'aplatit alors en s'appro
hant de la paroi.Le bou
hon n'atteint la paroi que lorsque l'�e
oulement se bloque, en Bi = BiT . Simul-tan�ement, dans les 
oins, une zone morte 
on
ave 
roit en super�
ie lorsqu'on augmentela valeur de Bi. Dans 
es 
onditions, l'�epaisseur de la zone d�eform�ee se r�eduit progressive-ment jusqu'au blo
age o�u les zones mortes dans les 
oins et le bou
hon 
entral fusionnent.Nous avons repr�esent�e sur la �gure Fig. 4.13 la distan
e �b entre le 
entre et le bord dubou
hon, ainsi que la distan
e �m entre le 
entre du 
arr�e et le bord de la zone morte. Cesdistan
es sont mesur�ees sur l'axe diagonal. Nous voyons que la 
roissan
e en taille desdeux zones rigides est analogue �a 
elle que nous 
onnaissons dans le 
as o�u l'adh�eren
eest totale. En parti
ulier, la 
roissan
e des zones a

�el�ere au voisinage du blo
age.Nous avons 
ompar�e la position du bord ym de la zone morte ave
 YT . Ces deux quantit�essont port�ees sur la �gure Fig. 4.14 en fon
tion de Bi. Les deux 
ourbes d�e
roissent etrestent �a une distan
e 
onstante, puis au voisinage de BiA, YT s'�eloigne de ym en des-
endant brutalement vers 0 (il y a alors adh�eren
e), tandis que ym 
ontinue de d�e
rô�treen a

�el�erant jusqu'�a une valeur parti
uli�ere. Il semble en fait que ym(BiT ) � YT (0).L'adh�eren
e a don
 lieu sur une partie de la paroi qui est toujours bien plus grande que
elle re
ouverte par la zone morte.En�n, observons la 
ourbe repr�esentant le d�ebit en fon
tion de Bi, Fig. 4.11.b. La 
ourbesemble pr�esenter deux r�egimes. Le premier r�egime se 
ara
t�erise par une d�e
roissan
e
onstante du d�ebit en fon
tion de Bi. Puis la d�e
roissan
e diminue et la 
ourbe sembleatteindre la valeur 0 (
orrespondant au blo
age en Bi = BiT ) ave
 une tangente horizon-tale.Finalement, nous avons identi��e, pour la valeur So = 0:6, trois r�egimes distin
ts d'�e
ou-lement :1. adh�eren
e dans les 
oins et glissement �a la paroi pour Bi 2 [0;BiA℄,
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tion 
arr�ee2. adh�eren
e totale pour Bi 2℄BiA;BiT ℄,3. blo
age pour Bi > BiT ,ave
, dans 
ha
un des deux premiers r�egime, le d�eveloppement simultan�e d'un bou
hon
entral quasi-
ir
ulaire et d'une zone morte 
on
ave dans 
haque 
oin, toutes les zonesrigides �etant s�epar�ees par une 
ou
he 
isaill�ee d'autant plus �ne que Bi est grand.4.2.2.2 Convergen
e vers une translation en blo
Nous �xons i
i la valeur de S = 0:45. Nous allons 
omparer les r�esultats obtenus pour
ette valeur �a 
eux obtenus pour S = 0:6.Commen�
ons par observer le 
omportement de la solution �a l'int�erieur du domaine d'�e-
oulement, pour 
ela, 
onsid�erons d'abord la �gure Fig. 4.16. Nous y voyons les pro�lsde vitesse sur l'axe de sym�etrie horizontal, pour plusieurs valeurs de Bi. Comme dansle 
as pr�e
�edent (se
tion 4.2.2.1), les 
ourbes sont 
on
aves et, pour 
haque point x del'axe, la vitesse d�e
rô�t quand Bi 
roit. De plus, un plateau se d�eveloppe pour Bi > 0et o

upe toute la largeur du domaine pour Bi > BiC, o�u BiC � 0:5. Ce
i 
orrespond �al'existen
e d'un bou
hon 
entral qui atteint la paroi pour Bi = BiC. De même, on voit surla �gure Fig. 4.16.b les pro�ls de vitesse sur l'axe diagonal pour plusieurs valeurs de Bi.Un plateau se d�eveloppe et sa longueur 
roit ave
 Bi. Observons en parti
ulier la vitessepr�es des 
oins (� = p2). Pour Bi = 0:2, la vitesse est nulle au voisinage des 
oins, maisquand Bi 
roit, la vitesse devient stri
tement positive aux 
oins.Ce
i indique que, 
ontrairement au 
as pr�e
�edent (se
tion 4.2.2.1), si des zones mortespeuvent se d�evelopper quand Bi est petit, elles disparaissent quand Bi augmente.Voyons alors en d�etail le d�eveloppement des zones rigides.Sur la �gure Fig. 4.17, on 
onstate qu'un bou
hon 
ir
ulaire se d�eveloppe e�e
tivementlorsque Bi 
roit. Ce bou
hon entre en 
onta
t ave
 la paroi puis 
ontinue de se d�evelopperen glissant sur la paroi lorsqu'on augmente la valeur de Bi. Finalement, pour Bi >BiT � 0:71, nous avons 
onstat�e que le bou
hon o

upe toute la se
tion. Le 
onta
t dubou
hon ave
 la paroi marque une premi�ere di��eren
e importante ave
 la situation quenous 
onnaissions jusqu'�a pr�esent.La vitesse du bou
hon est donn�ee en fon
tion de Bi sur la �gure Fig. 4.15.a. La vitessedu bou
hon d�e
rô�t et tend vers une valeur 
onstante UT = 0:05, ave
 une tangentehorizontale en Bi = BiT . Ce
i montre que, pour Bi > BiT , l'�e
oulement 
onsiste enun unique blo
 rigide en translation �a la vitesse UT = 0:05. Cette 
onvergen
e vers unglissement en blo
 marque une deuxi�eme di��eren
e ave
 la situation de blo
age que nous
onnaissions jusqu'alors.
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tion 
arr�ee 157Les zones mortes dans les 
oins sont repr�esent�ees sur la �gure Fig. 4.18, pour plusieursvaleurs de Bi. Pour Bi > 0, les zones mortes se d�eveloppent et augmentent leur super-�
ie quand Bi 
roit, 
e qui est un ph�enom�ene que nous 
onnaissons. Cependant, lorsqueBi atteint puis d�epasse une valeur parti
uli�ere, les zones mortes disparaissent progres-sivement. Nous remarquons sur 
ette �gure que le maillage se 
on
entre essentiellementsur la transition adh�eren
e/glissement. Cette disparition des zones mortes 
onstitue unetroisi�eme di��eren
e importante ave
 le 
as pr�e
�edent (se
tion 4.2.2.1). De plus, une autredi��eren
e importante est la taille des zones mortes, puisque dans le 
as pr�esent, elles sonttoujours tr�es petites.A�n de 
omparer l'�evolution des tailles des di��erentes zones rigides, nous avons repr�esent�e(Fig. 4.19) en fon
tion de Bi, d'une part la distan
e �b entre le 
entre et le bord dubou
hon, et d'autre part, la distan
e �m entre le 
entre du 
arr�e et le bord de la zonemorte, 
es distan
es �etant mesur�ees sur l'axe diagonal.La 
ourbe repr�esentative de Bi 7! �b(Bi) semble être une droite, autrement dit, le bou
hon
roit 
onstamment jusqu'au blo
age. D'autre part, la 
ourbe de Bi 7! �b(Bi), report�eeen Fig. 4.19.b, pr�esente un minimum bien visible en Bi � 0:22, 
e qui se rapporte aufait que des petites zones mortes apparaissent, 
roissent, puis d�e
roissent pour disparâ�tre
ompl�etement en Bi � 0:37.Observons �a pr�esent les pro�ls de vitesse sur la paroi, Fig. 4.20.a. Nous voyons que 
es
ourbes sont d�e
roissantes, mais, 
ontrairement au 
as pr�e
�edent (se
tion 4.2.2.2), on nepeut les 
omparer de mani�ere globale. En e�et, lorsqueBi 
roit, la vitesse �a la paroi d�e
rô�tpr�es du 
entre de la paroi, alors qu'elle 
roit pr�es des 
oins. D�etaillons 
e ph�enom�ene. Nous
onstatons le d�eveloppement d'un plateau au 
entre de la paroi, lorsque Bi atteint puisd�epasse une valeur BiC. Ce
i 
orrespond aux situations o�u le bou
hon 
entral entre en
onta
t ave
 la paroi (en Bi = BiC), puis 
ontinue �a se d�evelopper. La longueur de laparoi o�u la vitesse est 
onstante (qui 
orrespond �a longueur en 
onta
t ave
 le bou
hon
entral) augmente alors jusqu'�a atteindre toute la longueur de la paroi pour la valeurBi = BiT . Nous voyons alors que pour Bi � BiT , la vitesse �a la paroi est 
onstante etnon-nulle, plus pr�e
is�ement, u = UT � 0:05. Cela vient de 
e que, pour Bi � BiT , tout lemat�eriaux pr�esent dans la 
onduite se translate en blo
 �a la vitesse UT .Par ailleurs, nous 
onstatons l'existen
e d'un nombre BiG � 0:37 au del�a duquel le glis-sement est total. Pour Bi < BiG, le glissement est partiel et est d�elimit�e par le point detransition YT . Nous avons repr�esent�e YT en fon
tion de Bi sur la �gure Fig. 4.21.b. Nouspouvons alors e�e
tivement 
onstater que la 
ourbe de YT est 
roissante ave
 Bi. Elle neparait pas pr�esenter de tangentes horizontales ni en Bi = 0 ni en Bi = BiG, sa 
roissan
esemble r�eguli�ere.Nous avons �egalement 
ompar�e (Fig. 4.21.a) YT ave
 la position de la fronti�ere ym deszones mortes. Nous retrouvons sur la 
ourbe Bi 7! ym(Bi) les variations d�ej�a d�e
rites deszones mortes : a

roissement jusqu'en Bi � 0:22, puis d�e
roissan
e jusqu'en Bi = BiG o�u
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tion 
arr�eele glissement total a lieu. Les deux 
ourbes se rejoignent en Bi = BiG, autrement dit, leszones mortes ne disparaissent que lorsque le glissement est total. Remarquons de plus queles deux 
ourbes sont distin
tes �a l'appro
he de BiG, 
'est-�a-dire que que la fronti�ere deszones mortes ne 
o��n
ide pas ave
 la limite des zones o�u l'adh�eren
e a lieu.On peut observer la variation de la vitesse umax;� au 
entre de la paroi sur la �gureFig. 4.20.b. C'est aussi la vitesse du bou
hon 
entral lorsque Bi � BiC. Nous observonsune d�e
roissan
e 
onstante de umax;� jusqu'au voisinage de BiT . Puis, la d�e
roissan
ediminue et la 
ourbe de umax;� semble atteindre la valeur UT (en Bi = BiT) ave
 unetangente horizontale.En�n, nous avons repr�esent�e la 
ourbe de d�ebit (Fig. 4.15.b). Le d�ebit d�e
rô�t r�eguli�erement,puis, atteint la valeur UT � 0:05 en Bi = BiT ave
 une tangente horizontale.Nous avons don
 montr�e que :� Il existe une valeur BiG � 0:37 au dessus de laquelle le mat�eriau glisse sur toute laparoi, et en dessous de laquelle le glissement est partiel.� La zone o�u l'adh�eren
e a lieu d�e
rô�t ave
Bi jusqu'au glissement total en Bi = BiG.� Un bou
hon 
entral se d�eveloppe quand Bi 
roit.� Le bou
hon atteint la paroi pour Bi = BiC � 0:5.� Le bou
hon remplit toute la 
onduite quand Bi > BiT � 0:71, le mat�eriau setranslate alors �a la vitesse 
onstante UT � 0:05.� Des petites zones mortes se d�eveloppent quand Bi 
roit, puis disparaissent pourBi < BiC.4.2.3 D�etermination des di��erents r�egimes d'�e
oulementDans le 
as d'un mod�ele newtonien (se
tion 4.2.1), nous avons montr�e l'existen
e de deuxnombres SA et SG 
ara
t�erisant le type de pro�l de vitesse au bord du domaine 
 ;� pour 0 � S � SG, le mat�eriau glisse sur toute la surfa
e de la paroi,� pour SA � S, le mat�eriau adh�ere sur toute la surfa
e de la paroi,� pour SG < S < SA, l'adh�eren
e �a lieu dans les 
oins tandis que le mat�eriau glissesur le reste de la paroi.En �etudiant le rôle de Bi pour S 6= 0 (se
tion 4.2.2.2 et 4.2.2.1) nous avons vu que 
esnombres existent en
ore pour Bi 6= 0. En e�et, pour deux valeurs distin
tes de S, nousobtenons dans un 
as une valeur Bi = BiT de blo
age 5 et dans l'autre 
as une valeurBi = BiT de translation totale 6.5. pour 
ette valeur de Bi, SA = S6. pour 
ette valeur de Bi, SG = S
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tion 
arr�ee 159Nous avons don
 
her
h�e �a pr�e
iser 
e
i en d�eterminant l'�evolution de SA et de SG enfon
tion de Bi. Nous avons �egalement �etabli la valeur de BiT en fon
tion de S.Ces trois 
ourbes sont repr�esent�ees sur la �gure de synth�ese Fig. 4.22.a. Elles d�elimitentles 
inq di��erents r�egimes d'�e
oulement, nous avons asso
i�e �a 
es r�egimes des symbolesrepr�esent�es sur 
ette �gure :1. A signi�e que l'adh�eren
e �a la paroi est totale,2. G signi�e que le glissement �a la paroi est totale,3. A+G signi�e que l'adh�eren
e a lieu dans les 
oins alors que le mat�eriau glisse surle reste de la paroi,4. B signi�e que l'�e
oulement est bloqu�e,5. T signi�e que le mat�eriau se translate en blo
 �a une vitesse non-nulle.Nous pouvons observer que la 
ourbe Bi 7! SA(Bi) d�e
rô�t alors qu'au 
ontraire, la 
ourbeBi 7! SG(Bi) 
rô�t. Les deux 
ourbes se rejoignent en un point X = (BiT (ST ); ST ) �(0:71; 0:5). Puis, pour Bi � BiT (ST ), elles sont 
onfondues.Constatons de plus, queBiT(S) ne varie que dans le 
ourt intervalle S 2 [ST ; 0:53℄, passantalors de la valeur BiT (ST ) = BiT (0) � 0:71 �a la valeur BiT (0:53) = BiT (1) d�ef= 22 +p� .Ainsi, pour S �x�e, lorsque Bi 
rô�t, l'�e
oulement tend :� soit vers une situation d'adh�eren
e totale, puis de blo
age (
as o�u So > ST ), lavaleur BiT (1) de blo
age est alors ind�ependante de S si So � ST est assez grand,� soit vers une situation de glissement total, puis de translation en blo
 ( 
as o�uS < ST ), la valeur BiT = BiT (0) est alors ind�ependante de S.Sur la �gure Fig. 4.22.b, nous avons repr�esent�e les trois 
ourbes limites au voisinagede So = ST , 
ar leur 
omportement dans 
ette zone est parti
ulier. Nous voyons alorsnettement les 
hangements de 
ourbure de SA et SG qui dessinent une pointe allong�ee desommet X.De plus, il apparâ�t que la 
ourbe de S 7! BiT (S) ne 
onnâ�t, en fait, de variations quelorsqu'elle se 
onfond ave
 la 
ourbe Bi 7! SA(Bi), 
e qui a lieu pour les valeurs deS 
omprises dans l'intervalle [SA(BiT (1);ST ℄. Nous devons alors nous attarder sur lesbornes de 
et intervalle 
ar nous trouvons que SA(BiT (1)) = BiT (1).Cela signi�e que, pour S �x�e entreBiT (1) et ST , lorsque Bi 
rô�t, le glissement a toujourslieu sur une partie de la paroi jusqu'�a la valeur de blo
age Bi = BiT (S) (
omprise entreBiT (1) et BiT(0)).
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tion 
arr�eeNous pouvons expliquer pourquoi BiT reste �egal �a BiT(1) quand S > SA, en rappelantun r�esultat d�emontr�e dans [33℄ et [23℄. Celui-
i indique dans le 
as pr�esent que, si S et Bisont tels que 
u = 0, alors, il existe une valeur BiT d�e�nie par :BiT = sup8>><>>: Z
v dxZ
krvkdx ; v 2 H10 (
) et Z
krvkdx 6= 09>>=>>;et telle que u = 0 p.p. si Bi � BiT et u > 0 sinon. Ainsi, on voit que 
ette valeur estind�ependante de S et 
e
i reste vrai tant que 
u = 0 de part et d'autre de la 
ourbeS 7! BiT (S).Ajoutons que nos r�esultats au sujet de la limite du r�egime de blo
age est en bon a

ordave
 les travaux math�ematiques de Iones
u et Sofonea [45℄. Les r�esultats de 
es auteurss'�enon
ent 
omme suit :Th�eor�eme 4.2.1 (Ionesu-Sofonea [45℄, th�eor�eme 4.1., page 294)1. L'ensemble B est 
onvexe et ferm�e,2. Si (Bi; S) 2 B, alors [Bi;+1[�[S;+1[�B,3. Il existe des nombres L1 et L2 tels que : B � [L1;+1[�[L2; +1[.Suivant toujours les mêmes auteurs, nous pouvons pr�e
iser 
e r�esultat en introduisant lafon
tion :F1(Bi; S) = inf �Bikrvk0;1;
 + Sj
vj0;1;�� (1; v)0;2;
 ; v 2 H1(
) et krvk20;2;
 + j
vj20;2;� = 1	La fon
tion F1 est 
on
ave semi-
ontinue sup�erieurement, pour Bi et S �x�es, F1(:; S)et F1(Bi; :) sont 
roissantes et les nombres L1 et L2 sont alors d�etermin�es 
omme suit(voir [45℄, Lemme 2.1, page 294) :L1 = limS�!+1 inf fBi � 0 ; F1(Bi; S) � 0gL2 = limBi�!+1 inf fS � 0 ; F1(Bi; S) � 0gEn fait, d'apr�es nos r�esultats, nous pouvons pr�e
iser que L2 = ST et que, pour le 
arr�e,L1 = BiT (1) = 22 +p� .Un se
ond r�esultat 
ara
t�erise les valeurs bloquantes de Bi en fon
tion de S :Th�eor�eme 4.2.2 (Ionesu-Sofonea [45℄, th�eor�eme 5., page 295)



4.2 �Etude num�erique de la se
tion 
arr�ee 161D�e�nissons 7 G1 : IR+ �! IR+; par :G1(S) = sup8>><>>:Z
v dx� SZ�j
vjd�Z
krvkdx ; v 2 H1(
) et Z
krvkdx 6= 09>>=>>; (4.1)Pour tout S � ST , nous avons les propri�et�es suivantes :1. G1 est une fon
tion 
onvexe et d�e
roissante,2. Bi � G1(S) si, et seulement si, (Bi; S) 2 B.Pour S 2℄ST ; +1[, le nombre G1(S) 
orrespond �a la valeur 
ritique de Bi que nous avonsnot�ee BiT (S).Nous avons 
ompar�e les r�egimes d'�e
oulement obtenus pour la se
tion 
arr�ee ave
 
eux
onnus pour la se
tion 
ir
ulaire. Sur la �gure Fig. 4.22.
, les quatre di��erents r�egimesdu 
as 
ir
ulaire sont limit�es par les droites verti
ales et horizontales (en traits pleins) etd�esign�es par :1. Ao : adh�eren
e,2. Go : glissement,3. T o : translation,4. Bo : blo
age.nous y avons �egalement report�e en pointill�e les 
ourbes de la �gure Fig. 4.22.a d�elimitantles r�egimes dans le 
as de la se
tion 
arr�ee.Nous avons pu observer les variations de la vitesse de translation UT le long de la 
ourbeS 7! BiT (S) et 
onstat�e qu'il est possible de rendre expli
ite 
ette vitesse :UT (S) = ( 12 � S si S > ST = 120 sinonNous retrouvons exa
tement la situation de la se
tion 
ir
ulaire. Ce
i 
onduit �a se deman-der si la valeur de ST est ind�ependante de la g�eom�etrie. De plus, dans la zone T , nouspouvons nous demander si la vitesse de translation reste 
onstante (par rapport �a Bi)lorsque Bi 
rô�t. On obtient une r�eponse plus 
ompl�ete par le petit raisonnement suivant.7. la notation G1 est 
elle de l'arti
le [45℄
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tion 
arr�eeSoient (S;Bi) un 
ouple de valeur de param�etre pris dans la zone T . La vitesse u est don

onstante (par rapport �a x) et positive 8. La loi de glissement que nous �e
rivions :Z�
u (� � 
u) d� + S�Z�j�j d� � Z�j
uj d�� � Z�s (� � 
u) d� 8� 2 L2(�)peut alors prendre la forme plus simple :Z�
u � d� + SZ� ujuj � d� � Z�s � d� 8� 2 L2(�)Ce
i s'obtient en rempla�
ant � par 
u+ ��, ave
 � un r�eel positif, puis en divisant par �et faisant en�n tendre � vers 0.Autrement dit, 
omme u est une 
onstante positive, nous obtenons :uZ�� d� + SZ�� d� � Z�s � d� 8� 2 L2(�) (4.2)Souvenons-nous maintenant que l'�equation d'�equilibre s'�e
rit :Z
�:rv:dx+ Z�s 
v d� = Z
v:dx 8v 2 H1(
)don
, 
ompte tenu de la relation (4.2), dans laquelle nous 
hoisissons � = 
v, nous obte-nons : Z
�:rv:dx+ (u+ S)Z�
v d� = Z
v:dx 8v 2 H1(
)en parti
ulier, si nous 
hoisissons v = u, nous avons :Z
�:ru:dx+ (u+ S)uj�j = uj
jor, par hypoth�ese ru = 0, don
, �nalement, nous obtenons la relation :u = UT (
; S) = j
jj�j � S
e qui permet �egalement de donner la valeur de ST en fon
tion de la g�eom�etrie. Il suÆten e�et pour 
ela de faire u = 0 dans la relation expli
itant u, nous obtenons don
 9 :ST = j
jj�j8. Le fait que u est positive semble �evident. Ajoutons n�eanmoins que 
ela peut se d�emontrer en utilisantune m�ethode donn�ee dans [23℄. Ces auteurs ont en fait d�emontr�e que u � 0 dans le 
as qui 
orrespond �al'adh�eren
e �a la paroi.9. pour �etablir la valeur de ST , nous r�ealisons en fait impli
itement l'hypoth�ese intuitive et, surtout,valid�ee par le 
al
ul num�erique, qui 
onsiste �a envisager que la vitesse est monotone le long de la 
ourbeS 7! BiT (S)
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tion 
arr�ee 163Ce
i montre le rôle de la g�eom�etrie dans la lo
alisation des zones T et B de la �gure Fig.4.22. Pour une 
arr�e de demi-
ôt�e 1, on retrouve e�e
tivement la même valeur de ST quepour le 
er
le de rayon 1, par 
ontre, pour un triangle �equilat�eral de 
ôt�e L, on auraitST = p3L6 et pour un re
tangle de 
ôt�es 1 et ", on aurait : ST = "2(1 + "), 
e qui a
h�evede 
onvain
re, de mani�ere 
on
r�ete, que ST d�epend nettement de la g�eom�etrie.Nous avons pu 
onstater dans les se
tions 4.2.2.1 et 4.2.2.2 que la d�ependan
e en Bis'exprime de mani�ere di��erente selon que S est inf�erieur ou au 
ontraire sup�erieur �a ST .Qu'en est-il des 
as interm�ediaires?Nous avons voulu 
omparer le 
omportement des fronti�eres rigides/
uides ainsi que 
eluidu point de transition YT en fon
tion de Bi pour quelques valeurs de S repr�esentativesdes di��erents �e
oulements possibles.Le s
h�ema Fig. 4.22.d montre les valeurs parti
uli�eres que nous avons 
hoisies pour e�e
-tuer 
es 
omparaisons.Nous savons que, pour S = 0:45, lorsque Bi 
rô�t, l'�e
oulement tend vers une translationen blo
 (se
tion 4.2.2.2), YT 
rô�t alors vers 1. Inversement, pour S = 0:6, la situation�nale est un blo
age et YT d�e
rô�t vers 0.En observant la �gure Fig. 4.23.b, nous voyons que, pour S � ST , toutes les 
ourbestendent vers 0, et 
e de plus en plus brutalement lorsque S tend vers ST . (En parti
uliern'oublions pas que pour S = ST , la situation de blo
age a lieu bien que la 
ourbe 
roissentvers 1 mais sans jamais atteindre 
ette valeur). De plus, pour les valeurs interm�ediairesentre So = 0:5 et So = 0:53, les 
ourbes 
roissent vers un maximum avant de d�e
rô�trevers 0.Nous avons 
ompar�e Fig. 4.23.a les fronti�eres des zones rigides, exprim�ees en fon
tions deBi pour les valeurs de S indiqu�ees par le s
h�ema Fig. 4.22.d. Nous pouvons 
onstater que,pour Bi �x�e, les zones rigides (le bou
hon 
omme les zones mortes) sont d'autant plus�etendues que S est grand. De plus, la r�edu
tion puis disparition des zones mortes sembleêtre ph�enom�ene limit�e au 
as o�u S � ST , dans 
e 
as, le bou
hon 
rô�t jusqu'�a remplir
ompl�etement le domaine d'�e
oulement en Bi = BiT . Lorsqu'au 
ontraire, S > ST , lataille des zones mortes augmente jusqu'au blo
age en Bi = BiT o�u elles ren
ontrent lebou
hon.Ces derni�eres 
onsid�erations sur la transition adh�eren
e-glissement et les fronti�eres deszones rigides nous am�enent �a d�e�nir trois sous-r�egimes de A+G :� AG1 : C'est un r�egime que nous avons observ�e dans la se
tion 4.2.2.1 (ave
 S =0:6). Il est d�e�ni par les 
ouples de param�etres (S;Bi) de A + G tels que S >SA(BiT (+1)) � 0:53. Lorsque Bi 
rô�t, l'adh�eren
e devient totale (r�egime A).� AG2 : Il s'agit d'un r�egime que nous venons d'�etudier de mani�ere synth�etique (ave
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tion 
arr�eeS = 0:5, S = 0:515 et S = 0:53). Il est d�e�ni par les 
ouples de param�etres (S;Bi)de A + G tels que 1=2 = ST � S � SA(BiT (+1)) � 0:53. Lorsque Bi 
rô�t, leblo
age intervient simultan�ement ave
 l'adh�eren
e totale (r�egime B).� AG3 : Nous avons �etudi�e 
e r�egime dans la se
tion 4.2.2.2 (ave
 S = 0:45). Il estd�e�ni par les 
ouples de param�etres (S;Bi) de A+G tels que S � ST = 1=2. LorsqueBi 
rô�t, le glissement devient total (r�egime G).Pour 
on
lure, nous avons r�esum�e les 
on�gurations et 
omportements du point de tran-sition et des fronti�eres des zones rigides sur les �gures Fig. 4.24 et Fig. 4.25.4.3 Con
lusionNous avons pos�e un probl�eme original en introduisant le glissement �a seuil dans unprobl�eme a
ad�emique : l'�e
oulement d'un mat�eriau vis
oplastique dans une 
onduite droitede se
tion 
onstante.Nous avons r�esolu num�eriquement, �a l'aide d'une m�ethode originale, le 
as parti
ulier dela se
tion 
arr�ee.Nous avons pu d�eterminer pour 
e 
as l'existen
e de 
inq r�egimes (A, A+G, G, B et T )et de trois sous-r�egimes (AG1, AG2 et AG3) d'�e
oulement.Nous avons entre autre �etabli :� les valeurs fronti�eres de Bi et S entre 
es di��erents r�egimes (Fig. 4.22),� l'�evolution des zones rigides et des points de transition adh�eren
e/glissement enfon
tion des deux nombres sans dimension, dans 
ha
un de 
es huit r�egimes (Fig.4.24 et Fig. 4.25).Finissons sur une remarque en rapport ave
 les r�esultats du 
hapitre 3, qui am�enent desperspe
tives sur le travail du pr�esent 
hapitre. D'apr�es le 
hapitre 3, lorsque u satisfait
ertaines 
onditions, l'am�elioration de la pr�e
ision ne semble pas avoir lieu ave
 un maillageadapt�e et une approximation P1-
ontinue de u. Cependant, nous ne savons pas si u v�eri�e,pour une se
tion 
arr�ee, les dites 
onditions. C'est pourquoi, nous avons malgr�e tout d�e
id�ed'utiliser le pro
�ed�e d'adaptation de maillage. Nous avons pu 
onstater une am�eliorationapparente de la pr�e
ision des fronti�eres des zones rigides. Cependant, re
onnaissons que lefait d'avoir obtenu une maillage adapt�e �a l'issue du pro
�ed�e peut avoir plusieurs raisons :1. Il est possible que les 
onditions sur u rendant optimal un maillage quasi-uniformen'aient pas lieu ; dans 
e 
as, on peut admettre que l'adaptation est utile. En parti-
ulier, pour le probl�eme du glissement, nous avons peu de 
ertitudes sur le 
ara
t�ereoptimal d'un maillage quasi-uniforme.2. Il est �egalement possible que le 
rit�ere d'adaptation utilis�e 
orresponde bien au 
as
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lusion 165P2 (
omme les r�esultats num�erique du 
hapitre 3 semblent l'indiquer), mais soit tropfort pour une approximation P1 ; dans 
e 
as, nous aurions obtenu, pour un même
oût, une meilleure pr�e
ision globale ave
 une approximation P2.Il serait don
 int�eressant de reprendre 
ette �etude en 
hoisissant une approximation P2-
ontinue de la vitesse u et de 
omparer les r�esultats.
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So = 0:6So = 0:5So = 0:4So = 0:3So = 0:2So = 0:1So = 0

y
u� umuM

10
0:6
0

0:98
Sumin umaxuMum

1SG SA00(a) (b)Fig. 4.3 { Vitesse sur le bord pour Bi = 0 : (a) pour plusieurs valeur de S ; (b) valeursextr�emales en fon
tion de S.
S

YT
SASG 0:80:3

1
0Fig. 4.4 { Ordonn�ee YT du point de transition adh�eren
e/glissement en fon
tion de S,pour un maillage adapt�e et pour Bi = 0.
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SASGS = 0:3S = 0:2S = 0:1S = 0

�
u

p20
0:9
0 SASG �

u
p20

0:5
0(a) (b)

SASGS = 0:3S = 0:2S = 0:1S = 0
x

u
10

0:9
0 SASG x

u
10

0:5
0(
) (d)Fig. 4.5 { Pro�ls de vitesse sur les axes de sym�etrie pour plusieurs valeurs de S etpour Bi = 0 : (a) sur l'axe diagonal pour 0 � S � SA ; (b) sur l'axe diagonal pourSG � S � SA ; (
) sur l'axe horizontal pour 0 � S � SA ; (d) sur l'axe horizontal pourSG � S � SA .
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S

umax;
 1
0:8SG SA00:290:83

0 S
u 1

0:8SG SA00:14
0:66
0(a) (b)Fig. 4.6 { (a) Vitesse maximale en fon
tion de S, pour Bi = 0. (b) D�ebit en fon
tion deS, pour Bi = 0.
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arr�ee

0
10:99
1

Fig. 4.7 { Zoom au voisinage du point de transition adh�eren
e/glissement, sur lequinzi�eme maillage adapt�e, pour S = 0:385 et Bi = 0.
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Bi = 0:3Bi = 0:2Bi = 0:1Bi = 0

y
S = 0:6u�

0:70
0:03
0

S = 0:6umax;�
0:36 0:50

0:024
0(a) (b)Fig. 4.8 { Vitesse sur le bord �a S = 0:6 (r�egime mixte o�u adh�eren
e et glissement 
o-existent) : (a) pour plusieurs valeur de Bi ; (b) valeur maximale en fon
tion de Bi.S = 0:6

Bi
YT AG 0:50:360
0:58
0 �

�
�
�
�

�
�
�
�
�YTFig. 4.9 { Ordonn�ee YT de la transition adh�eren
e/glissement en fon
tion de Bi pour unmaillage adapt�e et S = 0:6.
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arr�ee
Bi = 0:4Bi = 0:3Bi = 0:2Bi = 0:1Bi = 0 S = 0:6

x
u

10
0:35
0 Bi = 0:4Bi = 0:3Bi = 0:2Bi = 0:1Bi = 0 S = 0:6

�
u

p20
0:35
0(a) (b)Fig. 4.10 { Pro�ls de vitesse pour plusieurs valeur de Bi et S = 0:6 : (a) 
oupes suivantl'axe horizontal ; (b) 
oupes suivant l'axe diagonal.S = 0:6

Bi
umax;


0:60:530
0:31
0

S = 0:6
Bi

u
0:60:530

0:15
0(a) (b)Fig. 4.11 { (a) Vitesse maximale umax;
 en fon
tion de Bi, pour S = 0:6 ; (b) D�ebit u enfon
tion de Bi, pour S = 0:6.
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Bi = 0:25
Bi = 0:4
Bi = 0:5Fig. 4.12 { Maillages adapt�es et �e
oulement 
orrespondant (zones rigides en gris 
lair,zones d�eform�ees en gris fon
�e et isovaleurs de la vitesse) pour S = 0:6 et plusieurs valeursde Bi.
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arr�ee
S = 0:6�b�m Bi

�
0:60:530

p2
0 �

�
�
�
�

�
�
�
�
��b �m

Fig. 4.13 { Position sur la diagonale du 
arr�e de la fronti�ere �m de la zone morte et dela fronti�ere �b du bou
hon, en fon
tion de Bi, pour un maillage adapt�e et ave
 S = 0:6.
S = 0:6
ym YTBi

y
0:530:360

10:580Fig. 4.14 { Ordonn�ees YT de la transition adh�eren
e/glissement et ym de la fronti�ere dela zone morte sur la paroi, en fon
tion de Bi, pour un maillage adapt�e et ave
 S = 0:6.
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Bi

umax;

0:710

0:39
0:050

S = 0:45
Bi

u
0:710

0:22
0:050(a) (b)Fig. 4.15 { (a) Valeur maximale umax;
 de la vitesse en fon
tion de Bi, pour S = 0:45.(b) D�ebit u en fon
tion de Bi, pour S = 0:45.

Bi = 0:5Bi = 0:4Bi = 0:3Bi = 0:2Bi = 0:1Bi = 0 S = 0:45
x

u
10

0:45
0 Bi = 0:5Bi = 0:4Bi = 0:3Bi = 0:2Bi = 0:1Bi = 0 S = 0:45

�
u

p20
0:45
0(a) (b)Fig. 4.16 { Pro�ls de vitesse pour plusieurs valeur de Bi et S = 0:45 : (a) 
oupes suivantl'axe horizontal ; (b) 
oupes suivant l'axe diagonal.
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arr�ee
Bi = 0:15
Bi = 0:45
Bi = 0:55Fig. 4.17 { Maillages adapt�es et �e
oulement 
orrespondant (zones rigides en gris 
lair,zones d�eform�ees en gris fon
�e et isovaleurs de la vitesse) pour S = 0:45 et plusieursvaleurs de Bi.
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Bi = 0:05
Bi = 0:25
Bi = 0:35Fig. 4.18 { Maillages adapt�es et �e
oulement 
orrespondant (zone morte en gris 
lair, zoned�eform�ee en gris fon
�e) au voisinage du 
oin pour S = 0:45 et plusieurs valeurs de Bi.
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arr�ee
S = 0:45�b�m�

Bi 0:710
p2
0 S = 0:45Bi

�m
0:370:220

p2
0:99(a) (b)Fig. 4.19 { Position sur la diagonale du 
arr�e de la fronti�ere �m de la zone morte et dela fronti�ere �b du bou
hon, en fon
tion de Bi, pour un maillage adapt�e et ave
 S = 0:45 :(a) superposition des 
ourbes Bi 7! �m(Bi) et Bi 7! �b(Bi) ; (b) zoom sur la 
ourbeBi 7! �m(Bi).

Bi = 0:6Bi = 0
y

S = 0:45u�
10

0:13
0

S = 0:45
Bi

umax;�
10:710

0:120:050(a) (b)Fig. 4.20 { Vitesse sur le bord pour S = 0:45 (r�egime mixte o�u adh�eren
e et glissement
oexistent) : (a) pour Bi 2 f0; 0:1; 0:2; 0:3; 0:4; 0:5; 0:6g ; (b) valeur maximale en fon
tionde Bi.



S = 0:45YTym Bi
y

0:3700:92
1

GAS = 0:45
Bi

YT
0:3700:92

1
(a) (b)Fig. 4.21 { Position ym de la fronti�ere de la zone morte et YT du point de transitionadh�eren
e/glissement, sur la paroi, en fon
tion de Bi, pour un maillage adapt�e et S =0:45 : (a) 
omparaison de ym et YT ; (b) 
ourbe YT seule.



T
BAA+G GS
Bi

BiTSA
SG 10

0:68ST0:38 TBAA+G GBi
S

0:80:4
0:6ST0:45(a) (b)BoAo T oGo Bi

S
1120

1ST0
S

Bi 100:450:50:5150:530:6
(
) (d)Fig. 4.22 {D�etermination et �etude des 
inq prin
ipaux r�egimes d'�e
oulement pour une se
-tion 
arr�ee : (a) 
ourbes s�eparant les r�egimes ; (b) zoom au voisinage du point 
ommun aux
inq r�egimes ; (
) 
omparaison des 
inq r�egimes (d�elimit�es en pointill�es) ave
 les quatrer�egimes A0, B0, G0 et T 0 du 
as 
ir
ulaire (d�elimit�es en traits pleins) ; (d) repr�esentationen poitill�e des diverses valeurs de S auxquelles l'�etude de la d�ependan
e de l'�e
oulementen Bi a �et�e e�e
tu�ee.



�bS = 0:45�b�mS = 0:6
Bi

�
0:800

p2 S = 0:5S = 0:515S = 0:53S = 0:6 Bi
YT

0:8500
1

(a) (b)Fig. 4.23 { Evolution des fronti�eres en fon
tion de Bi, pour plusieurs valeurs de S :(a) positions �m de la zone morte et �b du bou
hon sur la diagonale du 
arr�e ; (b) positionYT du point de transition adh�eren
e/glissement.
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rô�t : �evolution des fronti�eres des zones rigides et des points de transitionadh�eren
e/glissement.
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rô�t : �evolution des fronti�eres des zones rigides et des pointsde transition adh�eren
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Troisi�eme partie�E
oulements bidimensionnels sansglissement
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187Cette partie est essentiellement orient�ee vers la simulation num�erique d'�e
oulements bi-dimensionnels et born�es de 
uides de Bingham, sans glissement �a la paroi.La m�ethode num�erique utilis�ee dans la partie II est �a nouveau employ�ee ave
 quelquesmodi�
ations. A�n de permettre une le
ture ind�ependante, nous reprenons rapidementla des
ription du mod�ele et de sa formulation variationnelle, ainsi que la des
ription dela m�ethode num�erique. Ce
i induit quelques redondan
es qui permettent de limiter lesrenvoies aux parties I et II. Nous donnons �egalement les r�esultats de tests num�eriquesqui valident notre mise en �uvre de la m�ethode de r�esolution. Nous terminons par desr�esultats de simulation num�erique sur un probl�eme li�e aux �e
oulements 
ontenant desparti
ules.





Chapitre 1G�en�eralit�es sur le probl�eme 
ontinuL'ensemble de 
e bref 
hapitre est une su

ession de rappels utiles pour la 
ompr�ehensiondes 
hapitres qui suivent. Nous 
ommen�
ons par reprendre le mod�ele pr�esent�e dans lapartie I, lorsque 
 � IR2 et dans le 
as o�u la 
ondition de glissement n'a pas lieu, 
'est-�a-dire quand �S = ;. Ensuite, nous rappelons des r�esultats de la litt�erature 
on
ernant :� une formulation variationnelle �a quatre 
hamps in
onnus qui est bien adapt�ee �al'�e
riture d'un algorithme de lagrangien augment�e,� l'existen
e et l'uni
it�e d'une solution.Nous �nissons en indiquant rapidement d'autres formulations 
lassiques. Nous renvoyons�a l'annexe B pour des r�esultats de r�egularit�e de u.1.1 Mod�elisation des �e
oulements 
onsid�er�esNous 
onsid�erons dans toute la suite des expressions sans dimension. Rappelons que nousn�egligeons l'inertie, les �e
oulements �etant 
onsid�er�es lents. Le probl�eme que nous allonsr�esoudre 
onsiste alors �a trouver (u; �; p) v�eri�ant les relations qui suivent :d = D(u) (1.1)div� �rp + f = 0 (1.2)divu = 0 (1.3)ainsi que la loi de 
omportement sans dimension :2 d = F
(�) d�ef= ( 0 si k�k < Bi;�k�k (k�k �Bi) sinon (1.4)189



190 Chapitre 1 G�en�eralit�es sur le probl�eme 
ontinuEt ave
 les 
onditions aux limites : u = uD sur �D�:n = 0 sur �N (1.5)Le seul nombre sans dimension qui apparâ�t i
i est le nombre de Bingham Bi = �0LU � . Lesdonn�ees sont un terme sour
e f et une vitesse uD impos�ee sur �D.1.2 Formulation dire
te �a plusieurs 
hampsApr�es avoir d�e�ni le 
adre fon
tionnel, nous allons donner une formulation ave
 quatre
hamps in
onnus :� le 
hamp de ve
teur de la vitesse u,� le 
hamp de tenseur des 
ontraintes �,� le 
hamp de tenseur des taux de d�eformation d = D(u),� et en�n le 
hamp s
alaire de la pression p.Comme pour les �e
oulements de Poiseuille, nous 
hoisissons 
ette formulation par
e qu'elleest bien adapt�ee �a l'�e
riture d'un algorithme. Nous rappellerons ensuite un r�esultat d'exis-ten
e et uni
it�e. Finalement, une r�edu
tion �a deux 
hamps, vitesse u et pression p, estpropos�ee en �e
ho �a la formulation mixte du probl�eme de Stokes.Pour simpli�er, nous supposerons i
i que uD = 0.1.2.1 Formulation variationnelleD�e�nissons les espa
es fon
tionnels suivants :X(
) = fv 2 H1(
)2 ; v = 0 sur �DgV (
) = fv 2 X(
) ; divv = 0gT (
) = �� 2 L2(
)2�2 ; � = �T	M(
) = L20(
) = �q 2 L2(
) ; Z
q dx = 0�Nous munissons X(
) du produit s
alaire (D(v);D(w))0;2;
, 
e qui en fait un espa
e deHilbert, lorsque mes(�D) est non nulle. L'espa
e V (
) est muni du produit s
alaire induit



1.2 Formulation dire
te �a plusieurs 
hamps 191par X(
). Les espa
es T (
) et M(
) sont munis du produit s
alaire L2 
lassique, qu'onnotera simplement (:; :) en l'absen
e d'ambigu��t�e. Nous 
onviendrons de noter dans lasuite les fon
tions tests surmont�ees d'une barre.Nous allons 
onsid�erer le probl�eme variationnel suivant :Probl�eme 1.2.1 Trouver d 2 T (
), � 2 T (
), u 2 X(
) et p 2 M(
), v�eri�antles relations suivantes, pour toutes fon
tions test d 2 T (
), � 2 T (
), u 2 X(
) etp 2M(
) : 2 (d; d � d)0;2;
 +Bi(jdj0;1;
 � jdj0;1;
) � (�; d� d)0;2;
 (1.6)(�; d)0;2;
 = (�;D(u))0;2;
 (1.7)(�;D(u))0;2;
 � (p;divu)0;2;
 = (f ;u)0;2;
 (1.8)(p;divu)0;2;
 = 0 (1.9)Nous 
onsid�erons l'ensemble de 
es relations 
omme �etant la formulation variationnelledu probl�eme 
onstitu�e par les relations (1.1)-(1.5) 1.1.2.2 Existen
e et uni
it�e d'une solutionNous pouvons utiliser dire
tement un r�esultat d�emontr�e dans [57℄ :Proposition 1.2.1 Il existe une solution (�;u; d; p) au probl�eme 1.2.1, de plus, u etd sont uniques. En outre, les relations (1.6)-(1.9) sont �equivalentes �a :2 (d; d � d)0;2;
 +Bi(jdj0;1;
 � jdj0;1;
) � (�; d� d)0;2;
 (1.10)(�; d)0;2;
 = (�;D(u))0;2;
 (1.11)(�;D(u))0;2;
 = (f ;u)0;2;
 (1.12)ave
 les fon
tions test d 2 T (
), � 2 T (
) et u 2 V (
).Remarque 1.2.1 Comme nous l'avons d�ej�a signal�e dans la remarque 1.1.1 de la par-tie II, les 
ontraintes ne sont pas n�e
essairement uniques.1. Le d�etail de la formulation est e�e
tu�ee dans [57℄



192 Chapitre 1 G�en�eralit�es sur le probl�eme 
ontinu1.3 R�edu
tion du nombre de 
hamps in
onnusRemarquons qu'en �eliminant les 
hamps � et d, nous obtenons un probl�eme en vitesse-pression dont la stru
ture lin�eaire sous-ja
ente (Bi = 0) est 
elle d'un probl�eme de Stokes :Probl�eme 1.3.1 Trouver u 2 X(
) et p 2 M(
) tel que, pour tout v 2 X(
) etq 2M(
), on ait :� 2 (D(u);D(v � u)) +Bi (jD(v)j0;1;
 � jD(u)j0;1;
)� (p;div (v � u)) � (f ;v � u)(q;divu) = 0Reddy [56℄ a analys�e un probl�eme abstrait 
orrespondant qui permet d'�etablir l'existen
ede u 2 X(
) et p 2 M(
) ainsi que l'uni
it�e de u. On peut voir par exemple �a 
e sujetl'expos�e d�etaill�e de [12℄.Ajoutons en�n qu'en 
hoisissant v 2 V (
), nous obtenons une formulation dont le seul
hamp in
onnu est u :Probl�eme 1.3.2 Trouver u 2 V (
) tel que, pour tout v 2 V (
), on ait :2 (D(u);D(v � u)) +Bi (jD(v)j0;1;
 � jD(u)j0;1;
) � (f ;v� u)C'est la formulation qui est souvent employ�ee dans les travaux d'analyse math�ematique(voir Duvaut et Lions [23℄).



Chapitre 2Des
ription de la m�ethodenum�eriqueDans 
e 
hapitre, nous adaptons la m�ethode pr�esent�ee dans la partie II, au 
hapitre 2.Ce
i nous 
onduit don
 �a pr�esenter dans trois se
tions 
ons�e
utives les di��erents aspe
tsde la 
ombinaison originale :1. une approximation par �el�ements �nis mixtes,2. un algorithme de lagrangien augment�e,3. un pro
�ed�e d'adaptation de maillage.L'introdu
tion de la pression p 
omme in
onnue du probl�eme n�e
essitera quelques d�eve-loppements sp�e
i�ques, notamment en 
e qui 
on
erne l'algorithme de r�esolution, dans lase
tion 2.3.Pr�e
isons en
ore que, de même que dans la partie II, nous avons e�e
tu�e la programmationde 
ette m�ethode en C++, ex
ept�e le g�en�erateur de maillage bamg [40℄-[41℄ qui a �et�eint�egr�e dans notre 
ode pour mettre en �uvre la te
hnique d'adaptation de maillage.2.1 Choix d'une m�ethode d'�el�ements �nisComme dans la se
tion 2.1 de la partie II, nous 
ommen�
ons par donner le probl�emevariationnel appro
h�e, puis nous �xons les espa
es appro
h�es via une m�ethode mixteparti
uli�ere d'�el�ements �nis. En�n, pour des raisons pratiques qui apparâ�trons �a la se
-tion 2.3, nous introduisons une formule expli
itant l'approximation du taux de d�eformationen fon
tion de la 
ontrainte appro
h�ee, en rempla
ement d'une in�equation variationnelledans le probl�eme variationnel appro
h�e. 193



194 Chapitre 2 Des
ription de la m�ethode num�erique2.1.1 Probl�eme variationnel appro
h�eOn se donne Xh(
) � X(
), Th(
) � T (
) etMh(
) �M(
) des sous-espa
es ve
torielsde dimension �nie, pilot�ee par un param�etre h > 0.On 
onsid�ere alors l'analogue dis
ret de (1.6)-(1.9) :Probl�eme 2.1.1 Trouver uh 2 Xh(
), �h 2 Th(
), dh 2 Th(
) et ph 2Mh(
) tels que,pour toutes fon
tions test uh 2 Xh(
), �h 2 Th(
) et dh 2 Th(
), on ait :2 (dh; dh � dh) +Bi(jdhj0;1;
 � jdhj0;1;
) � (�h; dh � dh) (2.1)(�h; dh) = (�h;D(uh)) (2.2)(�h;D(uh))� (ph;div uh) = (f ;uh) (2.3)(ph;div uh) = 0 (2.4)Le r�esultat suivant est d�emontr�e dans [57℄ :Proposition 2.1.1 Supposons qu'il existe des 
onstantes 
1, 
2 ind�ependantes de htelles que : (i) sup�h2Th(
)(�h;D(vh))j�hj0;2;
 � 
1jD(vh)j0;2;
 ; 8vh 2 Xh(
)(ii) supvh2Xh(
) (qh;div vh)jD(vh)j0;2;
 � 
2jqhj0;2;
 ; 8qh 2Mh(
)alors le probl�eme 2.1.1 admet une solution dont les 
omposantes uh et dh sont uniques.Remarque 2.1.1 Plus 
on
r�etement en
ore, si nous 
hoisissons :D(Xh(
)) � Th(
)alors la 
ondition inf-sup sur la forme bilin�eaire (:;D(:)) (
ondition (i) de la proposi-tion 2.1.1) est satisfaite (on peut prendre �h = D(vh) 2 Th(
)).Ave
 un tel 
hoix d'espa
es, l'unique �el�ement dh 2 Th(
) v�eri�ant (2.2) est en fait d�e�nipar : dh = D(uh)



2.1 Choix d'une m�ethode d'�el�ements �nis 1952.1.2 Utilisation de la m�ethode des �el�ements �nisNous souhaitons mettre en �uvre une m�ethode d'�el�ements �nis pour r�esoudre le probl�eme(1.6)-(1.9). Pour fa
iliter la des
ription, nous 
onsid�erons dans 
ette partie que le domaine
 est polygonal. Nous utilisons �a nouveau les notations de Raviart et Thomas [55℄ quiont �et�e rappel�ees dans la partie II (Chapitre 2, se
tion 2.1) et nous nous donnons unetriangulation Th de 
. Voyons maintenant un exemple o�u l'on peut fa
ilement 
hoisir lesespa
es Xh(
), Mh(
) et Th(
).Exemple 2.1.1 ( �El�ement de Taylor-Hood)L'ouvrage de Brezzi et Fortin [16℄ mais aussi le livre de Girault et Raviart [32℄ 
ontiennentde nombreux exemples d'espa
es Xh(
) et Mh(
) v�eri�ant la 
ondition inf-sup sur laforme (:;div (:)) ((ii) de la proposition 2.1.1). Consid�erons i
i l'un des plus populaires :l'�el�ement de Taylor-Hood.Il s'agit de se donner les espa
es appro
h�es suivants :Xh(
) = X2;0h (
)2 \X(
)Mh(
) = X1;0h (
)D'apr�es la proposition 2.1.1 (et la remarque qui la suit), nous pouvons alors 
hoisir :D(Xh(
)) � Th(
) = ��h 2 X1;�1h (
)2�2 ; �h = �Th 	Rappelons que, pour un triangle K, les ensembles �1(K) et �2(K) invoqu�es i
i sont res-pe
tivement 
onstitu�es des sommets de K et de la r�eunion des sommets et des milieux desarrêtes de K.C'est 
ette approximation que nous avons mise en �uvre. Dans la suite, nous 
onsid�eronsdon
 que les espa
es appro
h�es sont �x�es 
omme dans 
et exemple.2.1.3 Introdu
tion d'une formule expli
iteNous avons d�ej�a remarqu�e pour le probl�eme de Poiseuille (dans la partie II, se
tion 2.1),que nous ne pouvons pas aÆrmer l'�equivalen
e entre l'in�equation variationnelle (2.1) etla relation 2 dh = F
(�h) et 
ela par
e que F
(�h) n'est pas n�e
essairement dans Th(
).Pr�e
is�ement, dans le 
adre de l'exemple 2.1.1 nous 
onstatons que F
(�h) n'est pasdans Th(
). Or, dans le 
ontexte des algorithmes de lagrangien augment�e, nous avonsvu (dans la partie II) qu'il est agr�eable de disposer d'une relation analogue �a la loi de
omportement pour relier dh et �h et que 
e
i nous am�ene ainsi �a 
onsid�erer la variantesuivante du probl�eme 2.1.1 :



196 Chapitre 2 Des
ription de la m�ethode num�eriqueProbl�eme 2.1.2 Trouver uh 2 Xh(
), �h 2 Th(
), dh 2 Th(
) et ph 2 Mh(
) telsque, pour toutes fon
tions test uh 2 Xh(
), �h 2 Th(
) et ph 2Mh(
), on ait :2 dh(ai) = F
(�h(ai)) ; 8 ai 2 �1(K) ; 8K 2 Th (2.5)(�h; dh) = (�h;D(uh))(�h;D(uh))� (ph;div uh) = (f ;uh)(ph;div uh) = 0Dans la suite, il nous arrivera de faire r�ef�eren
e au probl�eme 2.1.2. Nous supposerons alorsque la 
on
lusion de la proposition 2.1.1 a en
ore lieu.Remarque 2.1.2 Rappelons une remarque e�e
tu�ee dans la partie II, qui reste valablei
i et qui donne une sens ((variationnel)) �a la formule expli
ite (2.5). Soit l'in�equationvariationnelle :2 (dh; dh � dh)h;
 +Bi(jh;
(dh)� jh;
(dh)) � (�h; dh � dh)h;
 ; 8 dh 2 Th(
) (2.6)o�u les notations sont 
elles d�ej�a introduite dans la partie II ; (:; :)h;
 et jh;
(:) d�esignentrespe
tivement le produit s
alaire L2(
) et la semi-norme jD(:)j0;1;
 o�u l'int�egration estrempla
�ee par la formule de quadrature des trap�ezes. Pour que l'in�equation (2.6) soitsatisfaite, il suÆt que la relation expli
ite (2.5) soit v�eri��ee.2.1.4 Formulation �a deux 
hampsL'�elimination des 
hamps �h et dh 
onduit au probl�eme mixte :Probl�eme 2.1.3Trouver uh 2 Xh(
) et ph 2 Mh(
) tels que, pour toutes fon
tions test vh 2 Xh(
) etqh 2Mh(
), on ait :� 2 (D(uh);D(vh � uh)) +Bi (jD(vh)j0;1;
 � jD(uh)j0;1;
)� (ph;div (vh � uh)) � (f ;vh � uh)(qh;divuh) = 0L'analyse d'un probl�eme abstrait analogue a �et�e e�e
tu�e par Reddy et Hahn [38℄ et permetde 
on
lure 1 �a l'existen
e d'un unique uh 2 Xh(
) et d'un ph 2Mh(
) sous la 
onditioninf-sup sur la forme (:;div ()) et le 
ouple (Xh(
);Mh(
)), soit en fait un r�esultat analogue1. par appli
ation du th�eor�eme 5.1, page 1791 de [38℄
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onnu d'existen
e et d'uni
it�e pour le probl�eme de Stokes 2 (voir �anouveau Brezzi et Fortin [16℄ ou Girault et Raviart [32℄).Pour obtenir une formulation ((en uh)), nous prenons vh dans l'analogue dis
ret de V (
) :Vh(
) = fvh 2 Xh(
) ; (qh;div vh) = 0 ;8qh 2Mh(
)get nous obtenons ainsi le :Probl�eme 2.1.4 Trouver uh 2 Vh(
) tel que, pour tout vh 2 Vh(
), on ait :2 (D(uh);D(vh � uh)) +Bi (jD(vh)j0;1;
 � jD(uh)j0;1;
) � (f ;vh � uh)Une appli
ation du th�eor�eme de Lions-Stampa

hia (voir [49℄) sur les in�equations varia-tionnelles de se
onde esp�e
e permet de montrer qu'il existe un unique uh satisfaisant leprobl�eme 2.1.4.2.2 Adaptation de maillageNous utilisons le même mailleur anisotrope BAMG et le même pro
�ed�e de mise en �uvreque dans le 
as des �e
oulements de Poiseuille (Partie II, 
hapitre 2, se
tion 2.3). Le
rit�ere pour l'adaptation est de nouveau d�e�ni par la ra
ine 
arr�ee de l'�energie m�e
aniquedissip�ee : '(x) =p� : D(u)(x) =pkD(u)k2 +BikD(u)k(x)Rappelons que le 
hoix de 
e 
rit�ere trouve une justi�
ation dans l'analyse du 
as mono-dimensionnel de la partie I, 
hapitre 2. Ajoutons que les r�esultats des mesures d'erreurs ef-fe
tu�ees pour le probl�eme de Poiseuille dans la partie II, 
hapitre 3 en
ouragent �egalement
e 
hoix.2.3 Algorithme de lagrangien augment�eCompte tenu de sa stabilit�e in
onditionnelle, nous avions 
hoisi l'algorithme d'Uzawapour le probl�eme de Poiseuille. Pour les �e
oulements bidimensionnels, nous faisons lemême 
hoix et pour la même raison. Nous allons don
 rappeler la forme de l'algorithmedans le 
as pr�esent et d�etailler les aspe
ts sp�e
i�ques qui n'apparaissaient pas pour les�e
oulements de Poiseuille. Rappelons que dans toute la suite, l'approximation de Tayloret Hood �xe le 
hoix des espa
es appro
h�es, suivant l'exemple 2.1.1.2. 
orrespondant i
i au 
as o�u Bi = 0



198 Chapitre 2 Des
ription de la m�ethode num�erique2.3.1 Des
ription de l'algorithmeComme dans la partie II, nous pouvons pr�e
iser pourquoi la formulation variationnelle(1.6)-(1.9) est bien adapt�ee �a l'�e
riture d'un algorithme de lagrangien augment�e. En fait,il sera plus 
ommode d'utiliser la formulation �equivalente (1.10)-(1.12) pour pouvoir ap-pliquer le formalisme de [37℄. Nous verrons plus loin que 
ela n'emp�e
he pas le 
al
ul d'un
hamp de pression p. Rappelons don
 en deux mots le prin
ipe de tels algorithmes avantde pr�esenter sous une forme 
on
r�ete l'algorithme d'Uzawa appliqu�e �a notre probl�emed'�e
oulement.Une m�ethode de lagrangien augment�e 
onsiste en un algorithme it�eratif, qui d�etermine unpoint de selle ((d;u);�), pour une fon
tionnelle L�t nomm�ee lagrangien augment�e. Dansnotre 
as, 
e lagrangien augment�e prend la forme suivante :L�t �(d;u);�� = jdj20;2;
 + Bijdj0;1;
 � (f ;u)0;2;
+ (�;D(u)� d)0;2;
+ �t2 jD(u)� dj20;2;
pour d et � dans T (
) et u dans V (
) et o�u �t est le param�etre d'augmentation.En e�et, les points de selle de 
ette fon
tionnelle sont 
ara
t�eris�es par les relations (1.10)-(1.12), 
e qui motive une telle formulation variationnelle : 
elle-
i permet en e�et d'utiliserles m�ethodes de 
al
ul de point de selle pour d�eterminer une solution de notre probl�eme.Nous allons voir dans la suite que, grâ
e au param�etre �t > 0, les �etapes dans l'algorithmede 
al
ul de point selle que nous utilisons sont fa
iles �a r�esoudre, alors que 
e ne serait plusle 
as si �t �etait nul. (autrement dit si on appliquait le même algorithme dire
tement �a lafon
tionnelle L0 nomm�ee lagrangien au lieu de L�t>0). Ce
i est don
 une justi�
ation du
hoix d'utiliser L�t (au lieu de L0) pour d�eterminer un point de selle ((d;u);�) solutionde (1.10)-(1.12).Dans le 
adre des m�ethodes de lagrangien augment�e, l'algorithme d'Uzawa pour notreprobl�eme prend la forme 
on
r�ete suivante (ave
 la notation F
(:) de la se
tion 1.1) :Algorithme 2.3.1 (Uzawa)Soient u0 2 X(
), p0 2M(
), �0 2 T (
) et d0 2 T (
).�Etant donn�es dn 2 T (
) et �n 2 T (
), 
al
uler un+1 2 X(
), pn+1 2M(
), dn+1 2 T (
)et �n+1 2 T (
) 
omme suit :



2.3 Algorithme de lagrangien augment�e 199�Etape 1 : (un+1; pn+1) 2 X(
)�M(
) r�esout un probl�eme de Stokessur 
 ( ��t2 4un+1 +rpn+1 = div (�n ��tdn) + fdivun+1 = 0sur �D un+1 = uDsur �N �tD(un+1):n = �tdn � �n:n (2.7)�Etape 2 : R�esolution expli
ite des non-lin�earit�esdn+1 := 1�t+ 2F
(�n +�tD(un+1)) (2.8)�Etape 3 : Mise �a jour des 
ontraintes�n+1 := �n +�t (D(un+1)� dn+1) (2.9)Nous voyons apparâ�tre trois types de sous-probl�emes :� un sous-probl�eme de Stokes,� des 
al
uls expli
ites 
orrespondant aux non-lin�earit�es,� des 
al
uls expli
ites 
orrespondant �a la mise �a jour du multipli
ateur �n.Tout 
omme dans la partie II, nous avons d�e
id�e d'utiliser 
et algorithme en l'�e
rivantau niveau dis
ret. Autrement dit, on dis
r�etise 
haque �etape de l'algorithme. Nous allonsvoir 
ela en d�etail dans les se
tions qui suivent.2.3.2 R�esolution du sous-probl�eme de StokesLe sous-probl�eme de Stokes est la seule �etape qui n'est pas expli
ite, il 
onvient don
 ded�etailler sa r�esolution, même si 
ela est d�esormais 
lassique. Voi
i tout d'abord la formedes sous-probl�emes dis
rets que nous devons r�esoudre :Probl�eme 2.3.1 �Etant donn�e �h 2 Th(
), trouver wh 2 Xh(
) et ph 2 Mh(
), telsque pour tout vh 2 Xh(
) et tout qh 2Mh(
) :� �t(D(wh);D(vh))� (ph;div vh) = (�h;D(vh))0;2;
 + (f ;vh)0;2;
(qh;div wh) = 0Rappelons alors un r�esultat abstrait d�esormais bien 
onnu (voir par exemple Brezzi etFortin [16℄ ou Girault et Raviart [32℄).



200 Chapitre 2 Des
ription de la m�ethode num�eriqueTh�eor�eme 2.3.1 Soient X et Y deux espa
es de Hilbert, a et b deux formes bilin�eaireset 
ontinues respe
tivement sur X�X et X�Y . Soit g 2 X 0. On 
onsid�ere les 
onditions :(i) a(x; x) � 
1kxk2X ; 8x 2 X(ii) supx2X b(y; x)kxkX � 
2kykY ; 8 y 2 Yave
 
1 et 
2 deux 
onstantes stri
tement positives. On note :Xb = fx 2 X ; b(y; x) = 0 ; 8 y 2 Y gSi (i) est satisfaite, alors il existe un unique x 2 Xb tel que : a(x; x) = hg; xi ; 8x 2 XbDe plus, sous la 
ondition (ii), il existe y 2 Y v�eri�ant :� a(x; x) + b(y; x) = hg; xi 8x 2 Xb(y; x) = 0 8y 2 Yet 
et y est unique.Dans le 
as 
on
ret qui nous pr�eo

upe, nous avons don
 X = Xh(
), Y =Mh(
) ethg;vhi = (�h;D(vh)) + (f ;vh)a(wh;vh) = �t(D(wh);D(vh))b(qh;vh) = �(qh;divvh)Le 
hoix des espa
es Xh(
) etMh(
) que nous avons fait et qui, rappelons le, garantit leshypoth�eses de la proposition 2.1.1, nous assure don
 l'existen
e d'un unique wh 2 Xh(
)mais aussi d'un unique ph 2 Mh(
) v�eri�ant le probl�eme 2.3.1. Il est alors possible demontrer (voir par exemple [16℄) que la m�ethode des �el�ements �nis nous 
onduit �a r�esoudreun probl�eme matri
iel de la forme :� A BTB 0 �� WP � = � FG �la m�ethode r�eput�ee la plus eÆ
a
e (voir [37℄) pour r�esoudre un tel probl�eme est �a nouveauune m�ethode de lagrangien augment�ee. Rappelons que la forme de 
ette sous-r�esolutionit�erative est alors : � (A+ �BTB)W k+1 = F +BT G �BT P kP k+1 = P k + �BW k+1 (2.10)La 
onvergen
e de W k+1 vers W est d'autant plus rapide que � > 0 est grand (voirGlowinski et LeTalle
 [37℄). Dans nos 
al
uls num�eriques, pour r�esoudre le syst�eme lin�eaire
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i�e �a la matri
e A� = A + �BTB, nous avons 
hoisi d'e�e
tuer, une fois pour touteavant la bou
le de l'algorithme 2.3.1, une fa
torisation LDLT de A�.Nous avons 
hoisi la valeur � = 107 dans nos 
al
uls. Le 
rit�ere d'arrêt kBW k+1k < 10�10a �et�e retenu pour l'algorithme (2.10).Sur l'ensemble de nos 
al
uls num�eriques (
hapitres 3 et 4), nous avons 
onstat�e que dansles toutes premi�eres it�erations de l'algorithme 2.3.1, trois ou quatre it�erations de (2.10)sont n�e
essaires dans le meilleur des 
as et une vingtaine dans le pire des 
as. Ensuite,le nombre d'it�erations de (2.10) d�e
rô�t rapidement au �l des it�erations de l'algorithme2.3.1 et s'�etablit �a une seule it�eration.2.3.3 R�esolution expli
ite de la non-lin�earit�eConsid�erons la dis
r�etisation de l'�etape (2.8). Nous e�e
tuons des 
al
uls de la forme :�h(a) := F
(�h)(a)2 + �t (2.11)pour 
haque sommet a des triangles K 2 Th. Comme nous l'avons d�ej�a remarqu�e dansla partie II, nous pouvons 
onsid�erer que 
ette d�emar
he 
onsiste �a introduire une for-mule expli
ite �a la pla
e d'une in�equation variationnelle dans l'algorithme de lagrangienaugment�e appliqu�e au probl�eme dis
ret 2.1.1. Cela nous 
onduit alors �a penser que nousr�esolvons ainsi le probl�eme variationnel appro
h�e ave
 formule expli
ite 2.1.2.2.3.4 Convergen
e de l'algorithmeRappelons que la 
onvergen
e de l'algorithme 2.3.1 est assur�ee par un th�eor�eme �enon
�eet d�emontr�e dans le livre de Glowinski et LeTalle
 [37℄ (page 84-87) et aussi dans Fortinet Glowinski [34℄.





Chapitre 3Mesures d'erreurNous souhaitons i
i valider le solveur de la partie III mettant en �uvre :� l'approximation par �el�ements �nis d�e
rite dans l'exemple 2.1.1,� le pro
�ed�e d'adaptation de maillage d�e
rit se
tion 2.2,� l'algorithme de r�esolution 2.3.1 (Uzawa).C'est le solveur utilis�e dans le 
hapitre 4.Nous avons 
hoisi d'e�e
tuer des tests de 
onvergen
e sur le probl�eme de Couette 
arnous 
onnaissons expli
itement sa solution, et de plus, 
elle-
i n'�etant pas polynômialepar mor
eaux, l'erreur ne peut être nulle.Nous 
ommen
erons par pr�esenter rapidement le probl�eme de Couette sous une formesans dimension, puis nous donnerons des r�esultats de mesure d'erreur d'approximationsur la vitesse u. En outre, nous dirons un mot sur les estimations d'erreurs 
onnues pourle probl�eme des �e
oulements 
on�n�es de 
uides de Bingham, et sur les am�eliorationspossibles dans le 
as de Couette.3.1 Pr�esentation du 
as testNous 
onsid�erons l'�e
oulement laminaire permanent entre deux 
ylindres 
oaxiaux tour-nants �a base 
ir
ulaire. Dans 
e probl�eme, nous supposons que le mat�eriau adh�ere �a laparoi des 
ylindres. Nous faisons don
 les hypoth�eses simpli�
atri
es d'usage pour 
et�e
oulement, 
'est-�a-dire :1. les 
ylindres ont un grand allongement, autrement dit : �u�z = 0,203
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O rRe !ee�erRi x3

x2x1 �
!i ez Rigide !e!i
Fig. 3.1 { Repr�esentation s
h�ematique de l'�e
oulement de Couette.2. l'�e
oulement est de r�evolution autour de l'axe (O ez), 
'est-�a-dire : �u�� = 0,3. la vitesse ne poss�ede qu'une seule 
omposante non-nulle u� sur e� et u� = r!, !�etant la vitesse angulaire.Les expressions dimensionn�ees de la solution sont donn�ees dans l'annexe A.Nous 
hoisissons la longueur 
ara
t�eristique �egale au rayon ext�erieur Re et la vitesse
ara
t�eristique U est la vitesse au bord externe, soit U = Re !e. On pose de plus � =� U=Re = � !e. Les param�etres sans dimension sont !0 = !i=!e et r0 = Ri=Re et, biensûr, on a toujours le nombre Bi = �0 L� U = �0�!e . Alors nous pouvons �e
rire la solution sansdimension.Nous d�e�nit les nombres K0 = K0(Bi; r0; !0) et rs > 0 par :1 = !0 + K2r20 � Bi2 �1 + ln� 1r20 KBi��rs =rK0Bi
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!0 = 0:99!0 = 0:5 !0 = 0:1 r0 = 12

Bi
rs

103100:1
1

0:5Fig. 3.2 { Fronti�eres rs des zones rigides en fon
tion de Bi, dans un �e
oulement deCouette, pour di��erents rapports !0 et r0 = 1=2.puis, nous posons : K =8><>: K0 si rs < 1�2(1 � !0 �Bi ln(r0))1 � 1r20 sinonL'�e
oulement est alors d�etermin�e par les relations :�r�(r) = Kr2!(r) = 8<: !0 �Bi ln� rr0�� K2 � 1r2 � 1r20� si r < rs1 sinonLa �gure 3.2 montre �a titre d'indi
ation la position de la fronti�ere entre les zones rigideset les zones 
isaill�ees en fon
tion de Bi pour di��erentes valeurs de !0 et pour r0 �x�e �a lavaleur 12 .3.2 Tests de 
onvergen
eLes 
al
uls ont �et�e men�es pour une g�eom�etrie �xe, d�e�nie par r0 = 12 . La rotation relative!0 a �egalement �et�e �x�ee �a la valeur 12 . Nous pouvons voir sur la �gure 3.2 qu'il existe



206 Chapitre 3 Mesures d'erreurun Bi0 tel qu'il n'y ait pas de zones rigides si Bi 2 [0;Bi0℄, nous en avons 
al
ul�e lavaleur ave
 la formule (A.2). Dans notre 
as parti
ulier, o�u nous avons �x�e r0 et !0, nouspouvons 
al
uler Bi0 = 13� 2 ln(2) . A�n d'observer l'in
uen
e du terme non-lin�eaire duprobl�eme, nous avons e�e
tu�e les 
al
uls pour la valeur Bi = 10. Nous pouvons alorsv�eri�er que Bi0 = 13 � 2 ln(2) < Bi = 10, nous sommes don
 dans une situation o�u ilexiste une 
ouronne rigide et une 
ouronne 
isaill�ee, ave
 rs � 0:63. Cette derni�ere valeurest 
al
ul�ee num�eriquement par une m�ethode de Newton appliqu�ee �a la relation (A.1)donnant K.Nous avons tout d'abord 
onsid�er�e une famille de maillages quasi-uniformes, de densit�es
roissantes. Pr�e
is�ement, si h0 est le pas du premier maillage, le pas du n-i�eme maillageest hn = h02n . Ce
i nous a permis de tester les aspe
ts ind�ependants de l'adaptation demaillage. Nous avons pris h0 = 0:078539816 � �=20. Les quatre maillages utilis�es pourles tests sont repr�esent�es Fig. 3.6.A�n de nous assurer de la validit�e de nos r�esultats, nous avons observ�e :� l'ind�ependan
e de l'erreur vis-�a-vis des param�etres de l'algorithme, en s'assurant quele r�esidu de l'algorithme �etait suÆsamment faible pour que l'erreur n'en d�ependeplus,� le pas du maillage est assez petit pour obtenir une valeur asymptotique �able dutaux de 
onvergen
e.Ce sont les mêmes pr�e
autions que lorsque nous avons e�e
tu�e des mesures d'erreurs sur leprobl�eme de Poiseuille, partie II, 
hapitre 3. Dans le 
as pr�esent, nos mesures sont moinspouss�ees 
ar nous souhaitons seulement valider notre solveur.Il faut remarquer �a quel point il est important de faire 
onverger l'algorithme de r�esolutiondu probl�eme. Les tableaux de la �gure Fig. 3.3 montrent les erreurs obtenues pour 
haquenorme et 
haque maillage, en fon
tion de la tol�eran
e ". Les 
al
uls ont �et�e e�e
tu�es ave
�t = 10.Il est �a pr�evoir que pour �t plus grand, la sensibilit�e �a la valeur du r�esidu est bien plusimportante. Rappelons-nous en e�et que le r�esidu 
ontrôle en parti
ulier la 
onvergen
evers z�ero du termeD(unh)�dnh. Or 
e terme apparâ�t sous la forme �t�(D(unh)�dnh) dans
haque sous-probl�eme de l'algorithme. Lorsque nous ferons des 
al
uls sur des probl�emesplus 
omplexes dont la solution analytique ne nous est pas 
onnue, il sera don
 imp�eratif de
ontrôler la valeur des r�esidus et de ne pas prendre �t trop grand (�a moins de 
onnâ�tre unevaleur optimale pour �t qui soit tr�es grande), sans quoi, l'erreur pourrait être arbitraire et
e
i pourrait avoir entre autre des 
ons�equen
es importantes sur la d�etermination pr�e
isedes fronti�eres des zones rigides.La �gure 3.4 r�esume les r�esultats de 
onvergen
e obtenus.



3.2 Tests de 
onvergen
e 207" jeh(u)j0;2;
 jeh(u)j0;1;
 jeh(u)j1;2;
10�1 0.004383 0.01676 0.053244110�2 0.00282397 0.012362 0.03866610�3 0.00188375 0.00957819 0.029029110�4 0.00195029 0.00954669 0.029719710�5 0.00214155 0.010349 0.03178110�6 0.00213745 0.01033 0.0317359(a) h = h0 "jeh(u)j L2L1H1 10�110�210�310�410�510�6
10�110�210�310�4" jeh(u)j0;2;
 jeh(u)j0;1;
 jeh(u)j1;2;
10�1 0.00486288 0.0178027 0.056867710�2 0.00148606 0.00689919 0.023922310�3 0.000927849 0.00559909 0.017773410�4 0.000893885 0.00527649 0.017014410�5 0.000871497 0.00514149 0.016705310�6 0.000866144 0.00510299 0.0166168(b) h = h02 "jeh(u)j L2L1H1 10�110�210�310�410�510�6
10�110�210�310�4" jeh(u)j0;2;
 jeh(u)j0;1;
 jeh(u)j1;2;
10�1 0.00529259 0.0188563 0.061389510�2 0.000538895 0.00367968 0.010718410�3 0.000259073 0.0019665 0.0065416110�4 0.000176973 0.00160531 0.0052478110�5 0.000168874 0.00152872 0.0051016310�6 0.000168375 0.00152522 0.00509359(
) h = h04 "jeh(u)j L2L1H1 10�110�210�310�410�510�6
10�110�210�310�410�5" jeh(u)j0;2;
 jeh(u)j0;1;
 jeh(u)j1;2;
10�1 0.00536305 0.0191507 0.062049810�2 0.00041975 0.00246991 0.0080573510�3 0.000150369 0.00124385 0.0039399510�4 5.45518e-05 0.000502428 0.0022285410�5 3.90681e-05 0.000343094 0.0016466410�6 3.83533e-05 0.000328514 0.00161554(d) h = h08 "jeh(u)j L2L1H1 10�110�210�310�410�510�6
10�110�210�310�410�5Fig. 3.3 { Sensibilit�e de l'erreur eh(u) = u � uh �a la tol�eran
e " du r�esidu de l'algo-rithme 2.3.1 dans l'approximation P2 du probl�eme de Couette, pour �t = 10, et Bi = 10.



208 Chapitre 3 Mesures d'erreurh=h0 jeh(u)j0;2;
 jeh(u)j0;1;
 jeh(u)j1;2;
1 0.00213753 0.01033 0.03173681=2 0.000867613 0.00512329 0.01664551=4 0.000168375 0.00152522 0.005093591=8 3.83533e-05 0.000328514 0.00161554 h=h0jeh(u)j L2L1H118 14 12 1
10�110�210�310�410�5Fig. 3.4 { Convergen
e vers 0 (quand h �! 0) des erreurs dans l'approximation P2 duprobl�eme de Couette, pour des maillages quasi-uniformes ave
 Bi = 10.La 
onvergen
e apparâ�t 
lairement sur 
ette �gure, 
e qui valide le solveur sur lesmaillages quasi-uniformes.Nous avons �egalement voulu v�eri�er que l'adaptation de maillage fournit une am�eliorationde l'erreur. Nous avons don
 e�e
tu�e un 
y
le d'adaptation de maillage ave
 
0 = 1.Quelques-uns des maillages obtenus au 
ours de 
e 
y
le sont repr�esent�es Fig. 3.7. Nouspouvons 
onstater sur la �gure 3.5, que l'erreur diminue nettement dans toutes les normeso�u nous l'avons mesur�ee. En parti
ulier, les erreurs en norme H1 et L1 sont divis�ees par10. Bien sûr, nous nous sommes assur�e, 
omme pour le 
as Poiseuille, que le pro
�ed�ed'adaptation de maillage avait "
onverg�e" au sens o�u le nombre d'�el�ements ainsi que leserreurs mesur�ees semblent os
iller autour d'une valeur 
onstante, �a partir d'un nombresuÆsant de remaillages. Dans le 
as pr�esent, nous voyons l'erreur H1 se stabilise au voi-sinage de la valeur 3 � 10�3. Re
onnaissons que les 
ourbes ont un aspe
t 
haotique quirend diÆ
ile l'appr�e
iation de la 
onvergen
e du pro
�ed�e.Nous 
onsid�erons, 
ompte tenu de l'ensemble de 
es r�esultats, que notre solveur est valid�e.3.3 Sur les estimations d'erreurDes travaux r�e
ents de Han et Reddy [38℄ �etendent les r�esultats de Glowinski, Lionset Tr�emoli�eres [35℄ au 
as d'une formulation mixte �a deux 
hamps pr�esentant la mêmestru
ture que notre probl�eme, lorsque 
elui-
i est formul�e en vitesse-pression (autrementdit le probl�eme 1.3.1). Ainsi, dans notre 
as, les r�esultats de Han et Reddy donnent alors,pour tout vh 2 Xh(
) et qh 2Mh(
) :ju� uhj1;2;
 � 
nju� vhj1;2;
 + ju� vhj1=21;2;
 + jp� qhj0;2;
o



3.3 Sur les estimations d'erreur 209i r�esidu jeh(u)j0;2;
 jeh(u)j0;1;
 jeh(u)j1;2;
0 6.39469e-07 0.00213753 0.01033 0.03173685 4.72028e-07 5.94251e-05 0.000676575 0.0022754410 5.96939e-07 5.55213e-05 0.00059237 0.0022922215 6.5547e-07 6.53697e-05 0.000997714 0.00303551 ijeh(u)j L2L1H1 150
10�110�310�5Fig. 3.5 { Diminution de l'erreur d'approximation P2 du probl�eme de Couette au 
oursde l'adaptation de maillage, �a partir du maillage uniforme de pas h0, ave
 
0 = 1, pourBi = 10.La m�ethode de Han et Reddy 
onsiste �a 
ombiner les te
hniques utilis�ees dans [35℄ �a
elles expos�ees par Brezzi et Fortin [16℄ et Girault et Raviart [32℄ pour le 
as lin�eaire.L'estimation abstraite sur la vitesse ainsi obtenue ne donne pas d'am�elioration de l'ordrede 
onvergen
e obtenu dans [35℄. Il est possible de montrer (voir annexe A) que pourCouette, u 2 H5=2��(
), 8� > 0, en outre p = 0 
onvient de sorte qu'en utilisantl'op�erateur d'interpolation (d�e�ni dans la partie II) pour 
on
r�etiser 
ette estimation,nous obtenons alors :ju� uhj1;2;
 � 
njuj5=2��;2;
h3=2�� + juj1=25=2��;2;
h3=4��o = O �h3=4���Il semble 
ependant que 
e dernier r�esultat sous-estime nos mesures. En e�et, nous avonsmesur�e un pente moyenne de 1:43 pour la 
ourbe de 
onvergen
e en norme H1 (Fig. 3.4).En fait, nous avons pu v�eri�er que le probl�eme de Couette satisfait les hypoth�eses der�egularit�e, qui, dans le 
as de Poiseuille 
ir
ulaire, garantissent une estimation enO(h2pjln(h)j),ave
 des maillages adapt�es. Rappelons que 
es hypoth�eses sont :u 2 W 2;1(
) \ H3(fx 2 
 ; kD(u)k 6= 0g)Zfx2
 ; kD(u)k>"g dxkD(u)k = O(jln"j)mes(fx 2 
 ; 0 < kD(u)k < "g) = O(")Or, nous avons dans le 
as pr�esent les propri�et�es suivantes (voir l'annexe A) :Lemme 3.3.1 (deux identit�es utiles pour Couette)



210 Chapitre 3 Mesures d'erreurh = h0 h = h0=2 h = h0=4 h = h0=8
Fig. 3.6 { Les quatre maillages quasi-uniformes utilis�es pour valider le solveur d'�e
oule-ments bidimensionnels sur le probl�eme de Couette.maillage 0 maillage 1 maillage 2 maillage 15
Fig. 3.7 { Quatre maillages du 
y
le d'adaptation utilis�e pour valider le solveur d'�e
oule-ments bidimensionnels sur le probl�eme de Couette.Dans le 
as d'un �e
oulement de Couette, les identit�es suivantes sont satisfaites :Zfx2
 ; kD(u)k>"g dxkD(u)k = �r2sBi 8>><>>:r20r2s � BiBi+ " + ln0BB�1� r20r2sBi+ "1CCA� ln(")9>>=>>;mes(fx 2 
 ; 0 < kD(u)k < "g) = �r2s � "Bi+ "�et, de plus : u 2 W 2;1(
) \W k+1;1(fx 2 
 ; kD(u)k 6= 0g) ; 8 k � 0Ainsi, il semble possible d'envisager que les r�esultats du 
hapitre II.3 puissent se g�en�eraliser�a des probl�emes en vitesse-pression. En parti
ulier, 
e
i am�ene 
omme perspe
tive, pourle pr�esent travail, un approfondissement des mesures d'erreurs que nous n'avons e�e
tu�eesi
i que dans le but de valider le 
ode de 
al
ul.



Chapitre 4E�et de paroi sur l'�e
oulementautour d'un 
ylindre4.1 Introdu
tionNous avons d�e
id�e d'�etudier l'e�et de paroi dans le probl�eme de l'�e
oulement d'un 
uidede Bingham autour d'un 
ylindre en d�epla
ement �a vitesse 
onstante entre deux plaquesparall�eles.Nous avons 
hoisi d'aborder 
e probl�eme 
ar il 
onstitue le point de d�epart pour l'�etude des�e
oulements 
ontenant des parti
ules.Toutefois, il ne s'agit pas uniquement d'un probl�emede physique fondamentale int�eressant. Ce probl�eme 
onstitue en e�et un 
as test pourlequel la pr�e
ision des m�ethodes num�eriques utilis�ees est mise �a l'�epreuve 
ar il 
omporteplusieurs diÆ
ult�es de natures di��erentes. En e�et, nous verrons que 
ertaines zones rigidessont de petites tailles et don
 a priori diÆ
iles �a obtenir de mani�ere pr�e
ise et, d'autrepart, nous verrons que la solution pr�esente une singularit�e au sommet du 
ylindre : les
ontraintes de 
isaillement y tendent vers l'in�ni.Notre probl�eme, ainsi qu'un probl�eme analogue, l'�e
oulement autour d'une parti
ulesph�erique, ont �et�e �etudi�es intensivement pour des 
uides vis
o-�elastiques (voir par exempleles travaux num�eriques r�e
ents de Huang et Feng [42℄ ainsi que les r�ef�eren
es de 
et arti
lesur l'e�et de paroi pour le 
ylindre).Con
ernant les 
uides �a seuil, les r�ef�eren
es sur le 
ylindre sont moins abondantes. On peut
iter les premiers travaux exp�erimentaux de Yoshioka et Ada
hi [67℄ et 
eux de Brookset Whitmore [17℄-[18℄ sur la mesure du 
oeÆ
ient de trâ�n�ee. A notre 
onnaissan
e, iln'existe au
un travail num�erique sur le probl�eme que nous envisageons i
i.211



212 Chapitre 4 E�et de paroi sur l'�e
oulement autour d'un 
ylindreCependant, des travaux num�eriques r�e
ents traitent le 
as voisin de la parti
ule. Beriset al. [7℄ ont �etudi�e le 
as d'un milieu in�ni par une m�ethode de transformation de do-maines, et le mod�ele bivisqueux de Ber
ovier-Engleman [6℄. Bla
kery et Mitsoulis [10℄ sesont int�eress�es aux e�ets de paroi en utilisant une m�ethode d'�el�ements �nis et le mod�elebivisqueux de Papanastasiou [54℄, ils ont 
onsid�er�e pour 
ela un rapport de diam�etretube/parti
ule � 2, 
'est la situation que nous appellerons i
i ((loin des bords)). La même�etude est �egalement faite par Mitsoulis et Beaulne [5℄ dans le 
as du mod�ele d'Hers
hel-Bulkley. D'autre part, de nombreux travaux exp�erimentaux ont trait�e le probl�eme de laparti
ule sph�erique, mais toujours pour la situation que nous nommons ((loin des bords)).Une revue d�etaill�ee en est faite par Chhabra et Uhlherr [19℄. Il faut ajouter �a 
ette revueles travaux r�e
ents de Atapattu et al. [2℄-[3℄ 
on
ernant notamment les e�ets de paroi etla forme de la fronti�ere des zones d�eform�ees.Finalement, l'examen de la litt�erature r�ev�ele que :� le 
as du 
ylindre n'a jamais �et�e trait�e num�eriquement pour les mod�eles vis
oplas-tiques,� les travaux exp�erimentaux et num�eriques 
on
ernant le 
as voisin de la parti
ulesph�erique ne 
onsid�erent pas les situations o�u la paroi est tr�es pro
he de la parti-
ule (
'est-�a-dire les 
as o�u le rapport des diam�etres de la parti
ule et du tube la
ontenant est plus petit que 2).Dans le pr�esent travail, nous proposons don
 une �etude originale en traitant num�eriquement,pour le 
as du 
ylindre, les e�ets de paroi ((pr�es des bords)) (
'est-�a-dire lorsque la dis-tan
e entre la paroi et le 
ylindre devient petite devant le rayon du 
ylindre). Nous allonsd�eterminer le 
omportement de la vitesse et des 
ontraintes. En parti
ulier nous �etablironsles fronti�eres des zones d�eform�ees et le 
oeÆ
ient de trâ�n�ee.4.2 Aspe
t g�en�eral4.2.1 Des
ription du probl�emeLe s
h�ema Fig. 4.1 r�esume les �el�ements du probl�emes que nous 
onsid�erons i
i. Un 
ylindrein�ni de rayon R est en translation verti
ale �a vitesse 
onstante U , entre deux plaquesdistantes d'une largeur H.La longueur de r�ef�eren
e est le rayon R du 
ylindre. La vitesse de r�ef�eren
e est la vitesseU de translation du 
ylindre. nous obtenons don
 les deux nombres sans dimension duprobl�eme : � = H �RR > 0
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t g�en�eral 213Bi = �0R� ULe nombre � d�esigne don
 la longueur sans dimension de l'intersti
e entre la plaque et le
ylindre.Par sou
is d'�e
onomie, nous utilisons la sym�etrie horizontale et verti
ale pour r�eduire auquart le domaine de 
al
ul (voir le s
h�ema Fig. 4.1). Ce
i donne les 
onditions aux limitessur les axes de sym�etrie : �:n = 0et sur la paroi des plaques ainsi qu'en amont :u = 0et en�n sur la paroi du 
ylindre : u = �e24.2.2 Les di��erentes zones de l'�e
oulementCommen�
ons par observer de mani�ere globale l'allure de l'�e
oulement, Fig. 4.2 et �xons�a 
ette o

asion une terminologie 
on
ise.L'�e
oulement pr�esente quatre types de zones distin
tes 
omme le montrent les �guresFig. 4.3 (et les zooms Fig. 4.4 et Fig. 4.5) ainsi que le s
h�ema Fig. 4.2 :1. Une zone d�eform�ee entoure le 
ylindre. Nous nommerons sa fronti�ere enveloppe.Nous voyons que 
elle-
i est en 
onta
t ave
 la paroi. Beris et al. [7℄ ont d�etermin�eune forme de 
e type dans le 
as d'une parti
ule sph�erique et d'un milieu in�ni.2. Deux zones rigides, en forme de pointes, sont situ�ees sur l'axe de l'�e
oulement et
oll�ees �a la proue et �a la poupe du 
ylindre. Ce sont deux zones mortes, toujoursin
luses dans la zone perturb�ee. Pour le probl�eme analogue de la parti
ule sph�erique,elles sont d�esign�ees parfois dans la litt�erature par le nom de ((
allotes polaires)). Ce
iest moins adapt�e au 
as d'un 
ylindre, nous parlerons plutôt de pointes.3. Deux zones rigides ovales aux extr�emit�es anguleuses sont situ�ees �a l'int�erieur dela zone d�eform�ee, et 
ha
une est pla
�ee entre la paroi et le 
ylindre, de mani�eresym�etrique par rapport �a l'axe de l'�e
oulement. Nous nommerons 
es zones noyaux.4. Une zone plastique qui 
ontient la zone d�eform�ee. C'est le mat�eriau vis
oplastiquedans lequel le 
ylindre se d�epla
e.
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oulement autour d'un 
ylindreCes zones ont �et�e d�etermin�ees en utilisant le 
rit�ere de Von Mises sur le 
hamp dis
ret�h ; Nous d�eterminons la fronti�ere des zones rigides par l'isovaleur : k�k = Bi.En outre, la fon
tion de 
ourant est 
al
ul�ee par une approximation P2 
ontinue duprobl�eme : �4 = rotu dans 
� �n = 0 sur l'axe de sym�etrie 
oupant l'intersti
e = 0 en amont, sur la paroi et sur l'axe de l'�e
oulement = �y sur la paroi du 
ylindreCe
i revient don
 bien �a 
onsid�erer que le 
ylindre se d�epla
e et que la mati�ere est inerteloin de 
elui-
i. L'allure de la zone d�eform�ee ainsi que l'existen
e de la pointe sont des�el�ements familiers pour qui s'int�eresse �a l'�e
oulement d'un 
uide �a seuil autour d'un objeten translation.En e�et, la bibliographie sur l'�e
oulement de mat�eriaux vis
oplastiques autour d'une billesph�erique �etablit 
es ph�enom�enes (pour � � 1), amenant alors la dis
ussion sur la formepr�e
ise de l'enveloppe et de la pointe, en fon
tion de param�etres tels que � et Bi. (voirdans la revue de Chhabra et Uhlherr [19℄ les nombreuses r�ef�eren
es 
on
ernant la pointeet l'enveloppe).L'existen
e du noyau est, par 
ontre, un �el�ement original qui n'est jamais mentionn�e pourle mod�ele de Bingham. Notons que les rares travaux sur le 
ylindre n'ont jamais mis en�eviden
e l'allure des fronti�eres des zones rigides, don
 en parti
ulier du noyau.Dans le 
as d'une parti
ule sph�erique, il est �a noter qu'un noyau a �et�e obtenu par Beaulneet Mitsoulis [5℄ via un 
al
ul num�erique et �a l'aide de mod�ele bivisqueux de Papanas-tasiou [54℄ pour le mod�ele de Hers
hel-Bulkley. Il s'agit alors plutôt d'un ((anneau)) demati�ere rigide qui entoure la parti
ule 1. Remarquons que, dans 
e 
as parti
ulier, l'exis-ten
e d'un tel anneau n'est possible que si le 
hamps des vitesses dans 
ette zone 
onsisteuniquement en une translation parall�ele �a l'axe de l'�e
oulement. En e�et, si 
e n'est pasle 
as, la 
omposante de rotation fait se d�eformer l'anneau de mati�ere rigide, 
e qui est
ontradi
toire! Ajoutons que Beris et al. remarquent la pr�esen
e d'un tore o�u le 
hampsdes vitesses est ((pro
he)) de 
elui de solide rigide et pr�e
isent qu'il est impossible d'avoirune zone rigide dans 
e tore. Nous pouvons maintenant 
ommen
er �a observer le rôle de� sur les di��erents ph�enom�enes que nous venons de d�e
rire.Nous pouvons d�ej�a 
onstater sur les �gures Fig. 4.3, Fig. 4.4 et Fig. 4.5 que la diminutionde � entrâ�ne une r�edu
tion de la taille de 
ha
une des trois zones. Nous voyons enparti
ulier la r�edu
tion de l'extension totale de l'enveloppe. De même, le noyau ne faitpas que s'aplatir quand � diminue, il 
onserve la même forme ovale et sa super�
ie diminue(Fig. 4.4). La pointe voit elle aussi sa super�
ie diminuer tandis que sa forme est 
onserv�ee(Fig. 4.5). Notons que les noyaux sur la �gure Fig. 4.4 sont repr�esent�es de mani�ere dilat�ee ;nous avons ramen�e l'intersti
e de longueur � �a la longueur 1. Nous pouvons ainsi 
omparer1. Beaulne et Mitsoulis parlent d'((̂ilots))



4.2 Aspe
t g�en�eral 215la taille relative des noyaux dans l'intersti
e et 
onstater une r�edu
tion tr�es nette de 
elle-
i.Par ailleurs, nous pouvons observer les lignes de 
ourant Fig. 4.3. Nous voyons alors latraje
toire des parti
ules de mati�ere d�epla
�ees par le passage du 
ylindre. Chaque parti
uled�epla
�ee revient �a sa position initiale apr�es le passage du 
ylindre. Nous pouvons alorsdistinguer deux types de lignes. D'une part, des lignes partent horizontalement du 
ylindre,le 
ontournent puis reviennent sym�etriquement de l'autre 
ôt�e du 
ylindre en 
onta
t ave

elui-
i. En parti
ulier, la ligne de niveau  = 10�6 souligne la fronti�ere de l'enveloppe.D'autre part, puisque la vitesse �a la paroi de la plaque est nulle, il existe un point surl'axe de l'intersti
e o�u la vitesse est �egalement nulle. Les parti
ules situ�ees entre 
e pointet le 
ylindre ont une traje
toire en forme de bou
le. Ce point parti
ulier o�u la vitesse estnulle est don
 le 
entre d'un petit tourbillon situ�e juste au dessus du sommet du 
ylindre.La ligne fronti�ere de 
e tourbillon est l'isovaleur  = �1. L'augmentation du 
isaillementdans l'intersti
e quand � diminue est soulign�e par le ress�erement des lignes. Nous pouvonsvoir, Fig. 4.4, que les lignes ne s'�e
artent pas dans le noyau rigide 
e qui est 
oh�erent ave
le fait que la mati�ere ne s'y d�eforme pas. Le tourbillon s'aplatit quand � diminue alorsque la valeur de  au 
entre diminue. Ce
i est sus
eptible d'indiquer un a

roissementdu 
isaillement, �a 
ondition que  au 
entre ne diminue pas trop vite. (nous verrons 
etaspe
t plus loin ave
 la vitesse et les 
ontraintes sur 
et axe) Sur la �gure Fig. 4.5, nousvoyons que les lignes de 
ourant sont horizontales dans toutes la partie rigides. En e�etla vitesse est 
onstante et parall�ele �a l'axe dans 
ette zone 
ar 
elle-
i subit le mêmemouvement que le 
ylindre.Dans la suite, nous allons d�evelopper et pr�e
iser 
es di��erents aspe
ts.4.2.3 Rôle de l'adaptation et 
onvergen
e par rapport au maillageLes di��erentes zones de l'�e
oulement sont de tailles tr�es di��erentes. En parti
ulier la pointepeut être tr�es petite et il importe d'avoir un maillage bien adapt�e pour en 
onnâ�tre laforme pr�e
ise. Ce
i apparâ�t d'ailleurs nettement dans les travaux de Beris et al. [7℄ o�uun maillage bien adapt�e ([7℄, �gure 3. page 227) permet de 
apturer la 
ourbure de lapointe (voir �gure 9, page 233) et de l'enveloppe 2, dans le 
as de la parti
ule sph�eriqueen milieu in�ni. Par 
omparaison, les travaux de Bla
kery et Mitsoulis [10℄ ne permettentpas une r�esolution aussi pr�e
ise, faute d'un maillage non-adapt�e (voir la 
omparaison desdeux travaux, [10℄, page 74, Fig. 12)Signalons qu'�a 
haque valeur de �, nous avons fait 
orrespondre un maillage initial uni-forme et volontairement tr�es grossier, 
e
i a�n de ne pas in
uen
er le pro
essus d'adapta-tion de maillage en pr�esumant de l'allure de la solution �nale. Nous souhaitons montrer2. modulo la perte de pr�e
ision induite par l'approximation bivisqueuse du mod�ele de Bingham
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oulement autour d'un 
ylindreainsi que le maillage s'adapte fa
ilement aux d�etails les plus �ns, 
e qui signi�e que nouspouvons obtenir des r�esultats pr�e
is même lorsque nous ne 
onnaissons pas �a l'avan
el'allure de la solution.Ajoutons par ailleurs que les maillages initiaux n'ont pas tous le même pas, 
'est-�a-direque 
e pas initial h0 = h0(�) n'est pas 
onstant par rapport �a �. En e�et, avoir h0 
onstantpar rapport �a � impose de prendre h0 �egale �a la plus petite valeur de � �etudi�ee (il faut aumoins un �el�ement dans l'intersti
e !), or 
ela 
onduit �a des maillages initiaux inutilementdenses lorsque � est plus grand. Par exemple, si h0 = �min = 1=16, nous avons 32 �el�ementsdans l'intersti
e pour � = 2, 
e qui nous semble inutilement volumineux pour un maillageinitial. Nous avons don
 
hoisi h0(�) de mani�ere �a avoir d'une part une 
entaine d'�el�ementspour � = 2, 
e qui 
orrespond �a h0(2) = 1=2, puis d'autre part de mani�ere �a 
onserver un�el�ement dans l'intersti
e, soit la r�epartition 3 :h0(�) = � 1=2 si � � 1=2� si � � 1=2En outre, pour obtenir une solution ((satisfaisante)), 
haque valeur de � requiert une valeurparti
uli�ere de 
0, 
'est pourquoi les r�esultats que nous pr�esentons ont �et�e obtenus ave
une valeur de 
0 
omprise, selon les 
as, entre 1 et 1=4.Dans toute la suite de 
ette se
tion, sauf mention expli
ite du 
ontraire, nous 
onsid�eronsle 
as parti
ulier o�u � = 1 et Bi = 10. La valeur de 
0 que nous avons utilis�ee dans lepro
essus d'adaptation est alors de 1=2.Voyons tout d'abord, Fig. 4.6, 
omment le maillage et la solution se pr�e
isent au 
oursd'un 
y
le d'adaptation. Le maillage initial (N = 0) est grossier, l'enveloppe est don
 elle-même tr�es grossi�ere. De plus le noyau et la pointe n'apparaissent pas. Le se
ond maillage(N = 1) est beau
oup plus dense dans la zone d�eform�ee en parti
ulier dans l'intersti
e.Ce
i fait apparâ�tre le noyau. En outre, la forme de l'enveloppe apparâ�t. Le maillagesuivant (N = 2) 
ommen
e �a s'adapter aux di��erentes fronti�eres. Nous voyons les formesde l'enveloppe et du noyau devenir plus nettes. De plus, la pointe apparâ�t pour la premi�erefois. Le dernier maillage (N = 9) est nettement resserr�e sur les fronti�eres. Il est �egalementmoins dense que le se
ond (N = 1) dans les parties de la zone d�eform�ee o�u la dissipationd'�energie est faible (autrement dit dans la zone d�eform�ee mais loin de l'intersti
e).Les lignes de 
ourant se pr�e
isent plus rapidement que les fronti�eres, 
ar la r�esolution dela fon
tion de 
ourant (P2) est plus pr�e
ise que 
elle des 
ontraintes (P1-dis
ontinue). Enparti
ulier la ligne d'enveloppe et la fronti�ere du tourbillon sont nettement identi�ablesd�es le premier maillage adapt�e.Nous avons repr�esent�e en d�etail le maillage et les fronti�eres des zones sur la �gure Fig. 4.7.3. qui ne pr�etend pas être la meilleure mais nous a paru 
onvenable pour un maillage initial dans le
adre d'une �etude des e�ets de paroi
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t g�en�eral 217Nous pouvons en parti
ulier observer l'allongement et l'aplatissement des triangles le longdes fronti�eres de la pointe et du noyau.Nous disposons don
 d'un pro
�ed�e qui permet de d�eterminer de mani�ere tr�es pr�e
ise la
ourbure et les proportions des fronti�eres des zones rigides. En parti
ulier, dans le 
aspr�e
is de la �gure Fig. 4.7, nous pouvons 
onstater sans �equivoque que la pointe n'est pasarrondie et que le noyau est 
onvexe, ave
 des extr�emit�es pointues.Nous devons �egalement souligner un autre aspe
t important de l'adaptation de maillage ; la
ontrainte au sommet du 
ylindre est singuli�ere. Nous devons don
 être 
apable d'obtenirun maillage suÆsamment �n et adapt�e �a 
ette singularit�e. Nous avons repr�esent�e surla �gure Fig. 4.8.a le dernier maillage du 
y
le d'adaptation (N = 9) au voisinage de lasingularit�e et, Fig. 4.8.b, le deuxi�eme invariant du tenseur des 
ontraintes. La 
ourbe ainsiobtenue montre la n�e
essit�e de prendre des mailles lo
alement inf�erieures �a 10�2 pour voirl'indi
e de la singularit�e apparâ�tre.Nous avons �egalement port�e sur la �gure Fig. 4.9 
ette même 
ourbe pour 
haque maillagedu 
y
le d'adaptation. Nous voyons alors la solution se pr�e
iser jusqu'�a une �nesse demaille de 10�4. Nous avons repr�esent�e, �a titre d'exemple, Fig. 4.10, le nombre d'�el�ementsdes maillages en fon
tion des it�erations du 
y
le d'adaptation. Ce nombre augmente ra-pidement, puis se stabilise pour N � 5, 
e que nous pouvons interpr�eter 
omme une
onvergen
e du pro
essus d'adaptation. Cette 
onvergen
e du nombre d'�el�ements a �et�eobserv�ee pour tous les 
al
uls dont nous pr�esentons les r�esultats.Nous avons d�ej�a mentionn�e que, pour 
ertaines valeurs de �, 
hoisir 
0 = 1 suÆt �aobtenir une solution d'allure ((satisfaisante)). Cela signi�e 
on
r�etement que la singularit�eest r�esolue et que les fronti�eres des zones rigides apparaissent nettement. Cependant,lorsque � diminue, les 
ontours des zones rigides, notamment la pointe, n'apparaissentpas ave
 une pr�e
ision suÆsante. Il semble alors n�e
essaire de 
hoisir 
0 plus petit que1. Rappelons en e�et que le pro
essus d'adaptation de maillage a pour but de nivelerl'erreur. Or, lorsque � diminue, le niveau des d�eformations augmente dans l'intersti
e,tandis qu'ailleurs (en parti
ulier au voisinage de la pointe), il reste born�e. Alors l'erreursur le premier maillage augmente lorsque � diminue. Don
, pour que l'erreur au voisinagede la pointe soit la même que dans l'intersti
e, il devient n�e
essaire d'avoir un maillagedense dans l'intersti
e, alors, que, au niveau de la pointe, le maillage peut être assezgrossier. Ce
i explique que, lorsque � diminue, le maillage se densi�e de plus en plus dansintersti
e au d�etriment d'autres zones. Pour obtenir des fronti�eres de zones rigides plusnettes, il faut alors exiger une erreur lo
ale plus faible, soit 
hoisir 
0 plus petit que 1.La �gure Fig. 4.11 montre, dans le 
as parti
ulier Bi = 10 et � = 1=4, 
omme le pro�l dek�k �Bi se pr�e
ise sur l'axe de l'�e
oulement, lorsque nous prenons 
0 = 2�n et que nous
hoisissons n = 0; 1; 2. La 
ourbe pour 
0 = 1 est nettement distin
te de des deux 
ourbes
0 = 1=2 et 
0 = 1=4 qui sont presque 
onfondues. Ce
i permet de de 
onstater un pointimportant qui est la 
onvergen
e des fronti�eres yp de la pointe et ye de l'enveloppe sur 
et
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oulement autour d'un 
ylindreaxe.4.3 E�et de la paroi sur la vitesse et les 
ontraintesNous souhaitons �etudier les e�ets g�eom�etriques (autrement dit la d�ependan
e en �), pourBi non nul. A 
et e�et nous 
hoisissons une valeur de Bi qui, nous l'esp�erons, n'entre pasun 
as tr�es parti
ulier. Une valeur parti
uli�erement petite nous rappro
he du 
as limiteo�u les e�ets visqueux dominent, au 
ontraire une valeur parti
uli�erement grande nousrappro
he du 
as limite o�u les e�et plastiques dominent. Ainsi, dans toute 
ette partie,Bi est �x�ee �a la valeur Bi = 10, o�u au
un des deux e�ets ne nous a paru nettementdominer l'autre.Nous avons pris soin de v�eri�er que le domaine de 
al
ul est suÆsamment long pour ne pasperturber la solution. Pour 
ela, nous nous sommes r�ef�er�es �a l'extension ye de l'enveloppesur l'axe de sym�etrie parall�ele �a la paroi en fon
tion de la longueur L du domaine de
al
ul. Nous avons fait les 
al
uls pour une longueur L = 10R et L = 5R, 
ela pour
haque �, sans observer de 
hangements signi�
atifs dans la valeur de l'extension ye.4.3.1 Comportement sur l'axe de sym�etrie traversant l'inter-sti
eConsid�erons en d�etail le 
omportement de la solution dans l'intersti
e. En parti
ulier,observons les variations des 
ontraintes et de la vitesse sur l'axe de sym�etrie. Notons qu'�a
et e�et nous utiliserons de pr�ef�eren
e l'abs
isse normalis�ee ~x = x� 1� , a�n de pouvoirfa
ilement 
omparer les quantit�es entre elles, en fon
tion de �.Commen�
ons par �etudier le rôle de � sur le tenseur des 
ontraintes �. La �gure Fig. 4.12.arepr�esente k�k sur l'axe de l'intersti
e, pour plusieurs valeurs de �, en fon
tion de abs
isse~x 2℄0; 1[ pr�e
�edemment d�e�nie. Chaque 
ourbe tend vers +1 en 0, d�e
rô�t jusqu'�a unevaleur nulle en ~x1(�), puis k�k�Bi devient �a nouveau positif en un point ~x2(�) > ~x1(�)et 
roit jusqu'�a une valeur �nie en ~x = 1. Ce
i est la manifestation de trois ph�enom�enes :1. la 
ontrainte est singuli�ere au sommet du 
ylindre (
'est une singularit�e g�eom�etrique),2. il existe une zone rigide (o�u k�k < Bi), que nous nommons noyau situ�ee vers lemilieu de l'intersti
e,3. le 
isaillement est intense �a la paroi.Nous voyons que le 
isaillement �a la paroi 
roit lorsque � diminue. Ce
i est 
ara
t�eristiquedes e�ets de paroi, du moins lorsque l'adh�eren
e est impos�ee (voir par exemple les travaux
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it�es en introdu
tion).La singularit�e des 
ontraintes est �egalement un ph�enom�ene 
onnu pour les �e
oulementsave
 
e type de g�eom�etrie. Sur la �gure Fig. 4.13, nous pouvons voir, pour di��erentesvaleurs de �, la quantit�e k�k au voisinage de la singularit�e. Nous voyons que la pente des
ourbes est ind�ependante de �. Plus pr�e
is�ement, nous avons, au voisinage de x = 1 :k�(x)k �Bi = 
(�)(x� 1)�0:084
(�) = 
0:��4=5 ; � << 1(le 
oeÆ
ient 
(�) est repr�esent�e sur la �gure Fig. 4.13.b)La pr�esen
e du noyau est plus inhabituelle. Nous voyons que la pla
e relative qu'il o

upediminue lorsque � diminue. Cette diminution est repr�esent�ee sur la �gure Fig. 4.12.b o�unous pouvons voir l'�evolution des fronti�eres ~x1 et ~x2 en fon
tion de �. Lorsque � d�e
rô�t,la 
ourbe de ~x1 
roit et 
onverge vers une valeur limite ~x1(0) = 1=2. Par 
ontre, la 
ourbede ~x2 se 
ompose de deux parties monotones. Pour � d�e
roissant vers 1, ~x2 
roit versun maximum, puis lorsque � tend vers 0, ~x2 d�e
rô�t vers la valeur limite ~x2(0) = 1=2.Si nous d�etaillons d'avantage, nous 
onstatons que, pour � � 1, le noyau vient se pla
erau 
entre de l'intersti
e, alors que, pour � � 1 , il est plus pro
he du 
ylindre que dela paroi. De plus, pour � � 1, nous pouvons 
onstater que la taille relative du noyautend vers 0 lorsque � tend vers 0. Ce
i n'est pas une �eviden
e ; en e�et, l'hypoth�ese selonlaquelle ~x2� ~x1 est une 
onstante 
 non-nulle n'est pas absurde, 
ar 
ela signi�e alors toutsimplement que la taille (((r�eelle))) du noyau vaut x2(�) � x1(�) = 
 �, 
e qui a un sensd�es que 
 < 1. Le noyau s'aplatit don
 nettement plus vite que l'intersti
e. Remarquonsque l'�evolution de la taille relative du noyau met en �eviden
e le rôle 
entral de la valeur� = 1 qui permet de d�elimiter les situations pr�es du bord des situations loin du bord.Observons �a pr�esent, Fig. 4.14, le pro�l de vitesse u1 dans l'intersti
e, suivant l'axe desym�etrie, pour di��erentes valeurs de �. Les 
ourbes sont semblables �a 
elles que nousobtiendrions en ((pen
hant)) un pro�l de Poiseuille. Plus pr�e
is�ement, elles pr�esentent unplateau 
entral qui n'est pas horizontal, 
e qui r�ev�ele un d�epla
ement de solide rigidedont la 
omposante de rotation n'est pas nulle, 
e
i 
orrespond au noyau rigide identi��epr�e
�edemment et ajoute ainsi une information : la mati�ere dans 
e noyau est en rotation (lavitesse de rotation �etant alors la pente du plateau). Sur la �gure Fig. 4.14.b, nous pouvons
omparer la largeur relative du plateau en fon
tion de �. Nous retrouvons l'observationd�ej�a faite ave
 les 
ontraintes ; la largeur relative diminue ave
 �, lorsque � � 1. Comptetenu de 
e qui pr�e
�ede, il est assez naturel d'�etudier en d�etail la 
omposante de rotationrot u. (Notons que la �gure Fig. 4.14.b ne nous permet pas de 
omparer fa
ilement lespentes des plateaux, 
elles-
i �etant fauss�ees d'un fa
teur � par la repr�esentation �a l'aidede abs
isse ~x)La quantit�e rot u est repr�esent�ee sur la �gure Fig. 4.15 pour plusieurs valeurs de �. Nous
onstatons �a nouveau la pr�esen
e d'un plateau, qui 
orrespond �a la pente des plateaux
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oulement autour d'un 
ylindredes 
ourbes de vitesse que nous venons d'observer. La valeur de rot u dans 
e plateau
orrespond don
 �a la vitesse de rotation dans le noyau rigide.La repr�esentation de rot u en fon
tion de ~x, au voisinage des plateaux (Fig.4.15.
) permetde 
onstater que la vitesse de rotation ! dans le noyau 
roit lorsque � diminue. Cette
roissan
e est repr�esent�ee sur la �gure Fig. 4.15.d. Nous y voyons nettement ! tendre versl'in�ni en a

�el�erant quand � tend vers 0. Plus pr�e
is�ement, nous avons pu �etablir que :!(�) = 
1 ��16=25 ; � << 14.3.2 Comportement sur l'axe parall�ele �a la paroiNous 
onsid�erons �a pr�esent le 
omportement de la vitesse et des 
ontraintes sur l'axede sym�etrie parall�ele �a la paroi. La �gure Fig. 4.16.a repr�esente les pro�ls de vitesse sur
et axe, pour di��erentes valeurs de �. La vitesse reste nulle sur une 
ourte distan
e auvoisinage du 
ylindre, puis 
roit jusqu'�a la valeur 
onstante 0. La distan
e sur laquelle lavitesse varie diminue lorsque � tend vers 0 et semble tendre vers une 
onstante non-nulle.Ce
i sugg�ere que la zone d�eform�ee sur 
et axe ne disparâ�t pas progressivement, 
e quin'est pas a priori intuitif.Poursuivons en observant les 
ontraintes sur 
et axe de sym�etrie, pour plusieurs valeurs de�, Fig. 4.16.b. Nous pouvons 
onstater une r�edu
tion de l'extension de la pointe et de lazone d�eform�ee lorsque � diminue. Ce
i est en a

ord ave
 les observations sur la vitesse.En outre, lorsque � diminue, nous pouvons 
onstater que l'intensit�e de la d�eformationaugmente.L'extension yp de la pointe et l'extension ye de l'enveloppe sont port�ees, en fon
tion de�, sur la �gure Fig. 4.17. Nous voyons alors se pr�e
iser les observations pr�e
�edentes ; yeet yp tendent vers des valeurs non-nulles et nettement distin
tes lorsque � tend vers 0.4.3.3 CoeÆ
ient de trâ�n�eeLe 
oeÆ
ient de trâ�n�ee a �et�e 
al
ul�e suivant la d�e�nition (Bat
helor [4℄, page 233) :CD = 112�U2 � 1R � Z��
yl(��tot:n):exds� = XReo�u l'exposant � fait r�ef�eren
e aux quantit�es dimensionn�ees et :X = Z�
yl(�tot:n):exds
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al
ul�ee et repr�esent�ee en fon
tion de � et pour Bi = 10sur la �gure Fig. 4.18. Nous avons pu �etablir le 
omportement asymptotique de X, pour� << 1 : X = C ��9=4 ; � << 14.4 Con
lusionNotre m�ethode num�erique nous a permis d'�etablir de mani�ere pr�e
ise les faits suivants :� quand � tend vers 0, la taille relative du noyau tend vers 0 et sa vitesse de rotationtend vers l'in�ni 
omme ��16=25,� lorsque � tend vers 0 l'extension yp de la pointe ainsi que 
elle ye de l'enveloppetendent vers des valeurs 
onstantes, non-nulles et nettement distin
tes. Le pro�l devitesse tend �egalement vers une 
ourbe limite.� Le 
oeÆ
ient de trâ�n�ee tend vers l'in�ni 
omme ��9=4 quand � tends vers 0.� La 
ontrainte est singuli�ere au sommet du 
ylindre et l'indi
e de la singularit�e estind�ependant de �, la loi de k�k a �et�e �etablie au voisinage du sommet, pour � << 1.Nous avons don
 r�eussi �a traiter un probl�eme 
ontenant plusieurs diÆ
ult�es. Ce
i nous apermis de 
onstater la bonne tenue de notre m�ethode num�erique et d'obtenir des r�esultatoriginaux.
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u = �e2 �u�n = 0u = 0
�u�n = 0 e2 e1

u = 0



O� 1

Fig. 4.1 { Cylindre de rayon R en translation �a vitesse 
onstante U entre deux plaquesparall�eles et pro
hes distantes de 2H ; Conditions aux limites et domaine de 
al
ul.



4.4 Con
lusion 223
enveloppe

zone d�eform�ee pointenoyau
� 2 �Fig. 4.2 { Repr�esentation s
h�ematiques des di��erentes zones de l'�e
oulement ; zonesd�eform�ees en gris fon
�e, zones rigides en gris 
lair, se
tion du 
ylindre en blan
.
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� = 1
� = 12
� = 14Fig. 4.3 { Zones rigides (gris 
lair), zone d�eform�ee (gris fon
�e) et lignes de 
ourant auvoisinage du 
ylindre (blan
), 
al
ul�ees pour plusieurs valeurs de � et Bi = 10.
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� = 12
� = 1

� = 14 (�0:003)(�1)
(�0:01)(�1)
(�0:02)(�1)

Fig. 4.4 { Noyau rigide (gris 
lair), zone d�eform�ee (gris fon
�e) et lignes de 
ourantdans tout l'intersti
e, 
al
ul�es pour Bi = 10 et plusieurs valeurs de �, ave
 zoom sur letourbillon au sommet du 
ylindre.
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� = 1 � = 12 � = 14Fig. 4.5 { Zone morte (gris 
lair) en forme de pointe 
oll�ee au 
ylindre (blan
), zoned�eform�ee (gris fon
�e) et lignes de 
ourant �a la proue du 
ylindre, 
al
ul�ees pour Bi = 10et plusieurs valeurs de �.
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lusion 227Maillageinitiali = 0Se
ondmaillagei = 1Troisi�ememaillagei = 2Derniermaillagei = 9Fig. 4.6 { Exemple d'un 
y
le d'adaptation de maillage, pour Bi = 10 et � = 1. Colonnede gau
he : quatre maillages su

essifs du voisinage du 
ylindre (blan
) ; 
olonne de droite :zones rigides (gris 
lair), zone d�eform�ee (gris fon
�e) et lignes de 
ourant 
al
ul�ees sur
ha
un des maillages.
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(d)(
)
(b)

(a)

�1�0:02Fig. 4.7 { Plusieurs aspe
ts du dernier maillage d'un 
y
le d'adaptation pour Bi = 10 et� = 1, et �e
oulement 
al
ul�e sur 
e maillage (zones rigides en gris 
lair, zone d�eform�eeen gris fon
�e et lignes de 
ourant). (a) : aspe
t global ; (b) : zoom sur la pointe morte �a laproue du 
ylindre ; (
) : zoom dans tout l'intersti
e ; (d) : zoom sur le tourbillon au sommetdu 
ylindre.
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x� 1

� = 1Bi = 10k�k
10�4 10�3 10�2 10�1

102
10(a) (b)Fig. 4.8 { Voisinage du sommet du 
ylindre pour Bi = 10 et � = 1 : (a) zoom du derniermaillage d'un 
y
le d'adaptation ; (b) singularit�e du deuxi�eme invariant des 
ontraintes.
i = 0i = 9 x � 1

� = 1Bi = 10k�k
10�4 10�3 10�2 10�1

102
10Fig. 4.9 { Singularit�e du deuxi�eme invariant des 
ontraintes au voisinage du sommet du
ylindre, pour di��erents maillages (0 � i � 9) du 
y
le d'adaptation, ave
 Bi = 10 et� = 1.
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0 = 1
Niter

Nelts
950

3000200010000Fig. 4.10 { Nombre d'�el�ements en fon
tion du nombre d'it�eration dans le 
y
le d'adapta-tion pour Bi = 10, � = 1 et 
0 = 1.
y � 1
� = 1=4Bi = 10k�k

5=40Bi
19

Fig. 4.11 { AÆnement de k�k sur l'axe de l'�e
oulement, au voisinage de la proue du
ylindre, pour Bi = 10, � = 1=4 et 
0 2 f1=4; 1=2; 1g.
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(a) � = 2� = 1� = 12� = 14 x� 1�

Bi = 10k�k
10Bi

200

(b) x1�1�x2�1�Bi = 10x�1�
� 211214181160

1
1�x1 x2

Fig. 4.12 { D�etermination de l'�epaisseur du noyau rigide dans l'intersti
e, pour Bi = 10 :(a) deuxi�eme invariant des 
ontraintes sur l'axe de sym�etrie traversant l'intersti
e, pourplusieurs valeurs de � ; (b) fronti�eres x1 et x2 du noyau sur l'axe de sym�etrie traversantl'intersti
e, en fon
tion de �.
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� = 2� = 1� = 12� = 14
x � 1
Bi = 10k�k 0:084

10�4 10�3 10�1
10310210 �

Bi = 10
(�)0:8 21121418116
10310210(a) (b)Fig. 4.13 { Singularit�e des 
ontraintes au voisinage du sommet du 
ylindre, pour Bi = 10 :(a) deuxi�eme invariant des 
ontraintes sur l'axe de sym�etrie traversant l'intersti
e, pourplusieurs valeurs de � ; (b) 
oeÆ
ient 
(�) de la singularit�e en fon
tion de �, dans laformule k�k = 
(�)(x� 1)0:084.� = 1=4� = 1=2� = 1 � = 2x� 1

Bi = 10u1
2112140

8
0�1 x� 1�

Bi = 10u1
10

8
0�1(a) (b)Fig. 4.14 { Vitesse sur l'axe de sym�etrie traversant l'intersti
e, pour Bi = 10 et plusieursvaleurs de � :(a) les 
ourbes sont simplement superpos�ees ; (b) l'intersti
e est dilat�e de℄0;�[ vers ℄0; 1[.
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x� 1

Bi = 10rot (u)
2112140

1000�100 x� 1�
Bi = 10rot (u)

10
1000�100(a) (b)

� = 14� = 12� = 1� = 2x� 1�
Bi = 10rot (u) 10

�0:7
�8:5

Bi = 10j!(�)j
�0:64 21121418116

100
1(
) (d)Fig. 4.15 { Taux de rotation rot (u) sur l'axe de sym�etrie traversant l'intersti
e, pourBi = 10 et plusieurs valeurs de � : (a) en fon
tion de y, (b) en fon
tion de ~x et (
) en vuerappro
h�ee au voisinage des plateaux. (d) Vitesse de rotation ! dans le noyau en fon
tionde �.
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19
(a) (b)Fig. 4.16 { Comportement au voisinage du 
ylindre, sur l'axe de l'�e
oulement, pour Bi =10 et plusieurs valeurs de � : (a) pro�l de vitesse ; (b) deuxi�eme invariant des 
ontraintes.
ypyeBi = 10y

� 211214181160
3=2

ye ypFig. 4.17 { Fronti�eres xp de la pointe et xe de l'enveloppe sur l'axe de l'�e
oulement, pourBi = 10, en fon
tion de �.
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Annexe AQuelques r�esultats utiles pourPoiseuille et CouetteProbl�eme de Poiseuille 
ir
ulaire dimensionn�eLes expressions qui suivent sont donn�ees dans [25℄. En supposant une sym�etrie radiale, laseule 
omposante non-nulle du tenseur des 
ontraintes est �r z. Elle est alors d�etermin�eede mani�ere unique par l'expression : �r z = �f r2et la vitesse u est donn�ee 
omme une fon
tion de r par l'expression :u(r) = u(1) + f4� (R � 2�0=f)2 �8>><>>: �1� (r � 2�0=f)2(R � 2�0=f)2� si r > 2�0f1 sinonave
 la vitesse au bord donn�ee par :u(1) = 8><>: fR � 2sg2
f si fR2 > sg0 sinonProbl�eme de Couette dimensionn�eLa solution analytique ave
 des quantit�es dimensionn�ees se pr�esente sous la forme suivante.241



242 Annexe A Quelques r�esultats utiles pour Poiseuille et CouetteSi on appelle C=L le 
ouple par unit�e de longueur du 
ylindre interne, on a :�r� = C2� L r2si on pose Rs =r C2� L�0 , la vitesse de rotation est donn�ee par :!(r) = 8>><>>: !i + C4�� L � 1R2i � 1r2�� �0� ln(r=Ri) si Ri < r < Rs!e si Rs < r < Relorsque Rs < Re, la 
ontinuit�e de ! �a l'interfa
e rigide/
uide s'exprime par :!e � !i = C4�� LR2i � �02� �1 + ln� 
2� LR2i �0��Mais, lorsqu'au 
ontraire, Rs � Re, on a une autre 
ondition :!e � !i = C4�� L � 1R2i � 1R2i �� �0� ln�ReRi�Dans le but d'�e
rire un probl�eme sans dimension, nous 
hoisissons la longueur 
ara
t�eristique�egale au rayon ext�erieur Re et la vitesse 
ara
t�eristique U est la vitesse au bord externe,soit U = Re !e. Si on pose � = � U=Re = � !e, on a :�r�� = C2� L� ! R2e � 1� rRe�2 = K � 1� rRe�2 ave
 K = C2� L!eR2eet aussi : RsRe =s C2� LR2e �0 =r� !e�0 �Kdans la zone 
isaill�ee, on �e
rit :!(r)!e = !i!e + 12 C2�� L!eR2e 0B� 1�RiRe�2 � 1� rRe�21CA� �0� !e ln� rRe ReRi�quant �a la 
ondition de 
ontinuit�e, elle s'exprime sous la forme suivante :1 � !i!e = 12 C2�� LR2e!e ��ReRi�2 � �02�!e  1 + ln �ReRi�2 � C2� LR2e!e� � !e��0 !!



243Nous voyons apparâ�tre des param�etres sans dimension !0 = !i=!e, et r0 = Ri=Re etbien, sûr, on a toujours le nombre Bi = �0 L� U = �0�!e .Don
 �nalement, si K0 = K0(Bi; r0; !0) est une 
onstante d�e�nie par la 
ondition de
ontinuit�e : 1 = !0 + K02r20 � Bi2 �1 + ln� 1r20 K0Bi�� (A.1)et rs par : rs =rK0Bialors, dans le 
as o�u rs < 1, on peut poser K = K0, sinon, K est donn�e par la relationexpli
ite (traduisant le fait que !(1) = 1) :K = �2(1 � !0 �Bi ln(r0))1� 1r20et on v�eri�e alors que l'�e
oulement est d�etermin�e par :�r�(r) = Kr2!(r) = 8<: !0 �Bi ln� rr0�� K2 � 1r2 � 1r20� si r < rs1 sinonAbsen
e de zones rigides ave
 Bi 6= 0 pour CouetteOn peut donner la valeur de Bi0 telle qu'au
une zone rigide n'existe pour Bi < Bi0, onl'obtient en �e
rivant qu'alors rs = 1, 
e qui se traduit par K = Bi0. Alors, 
ette derni�ere�egalit�e une fois introduite dans l'une des deux expressions donnant K, nous obtenons :Bi0 = 2(1 � !0)1r20 � 1 + 2ln(r0) (A.2)Plus g�en�eralement, en 
onnexion ave
 les estimations d'erreurs du 
hapitre II.3 et lespossibilit�es d'extension mentionn�ees au 
hapitre III.3, nous pouvons 
her
her �a montrerque : 9 "0 > 0; 8 " < "0; 9Bi" > 0; 8Bi < Bi"; kD(u)k > " ; 8r 2℄r0; 1[



244 Annexe A Quelques r�esultats utiles pour Poiseuille et CouetteLa quantit�e kD(u)k est alors 
onnue expli
itement. Rappelons en e�et que si on d�e�nit :K = �2(1 � !0 �Bi ln(r0))1� 1r20on a : kD(u)k = k�k �Bi = Kr2 �Bile minimum de 
ette derni�ere expression est don
 atteint en r = 1, don
 on va r�esoudre :Bi8><>:2 ln(r0)1 � 1r20 � 19>=>; > "� 2!0 � 11� 1r20Or, d'une part, 2 ln(r0)1 � 1r20 � 1 < 0�equivaut �a : 2r20ln(r0) + 1� r20 > 0
e qui est toujours vrai 
ar le membre de gau
he est une fon
tion d�e
roissante sur [0; 1℄et valant 0 en r = 1.D'autre part, "� 2!0 � 11 � 1r20 < 0�equivaut �a : " < 2!0 � 11� 1r20 = "0Don
 on obtient, pour " < "0 : Bi < "+ 21 � !01 � 1r202 ln(r0)1 � 1r20 � 1 = Bi"



245Cal
uls pour les estimations d'erreursDeux identit�es pour CouetteCommen�
ons par �etablir r" tel 
0 " = f(r; �) 2 
 ; r" < r < rsg. Nous avons :Kr2" �Bi = "don
, si on se souvient que rs =qKBi d�e
rit la fronti�ere rigide/
uide, on peut �etablir :r2" = KBi+ " = Bir2sBi+ "alors, 
0 " est une 
ouronne dont on d�etermine fa
ilement l'aire (premi�ere identit�e) :mes(
0 ") = �(r2s � r2") = �r2s ��1 � BiBi+ "� = �r2s �� "Bi+ "� = O(")A pr�esent, 
al
ulons une se
onde identit�e :Z
" dxkD(u)k = Zf(r;�)2
;r0<r<r"g r drKr2 �Bi = 2�BiZ r"r0 r3 drr2s � r2= �r2sBi 8><>:r20r2s � BiBi+ " + ln0B�1 � r20r2sBi+ "1CA� ln(")9>=>;= O(jln(")j)Cal
ul de mes(
0 ") pour PoiseuilleCommen�
ons par �etablir r" tel 
0 " = f(r; �) 2 
 ; rs < r < r"g. Rappelons �a 
et e�etl'expression du 
isaillement : � = �r2. On r�esout don
 l'�equation :r"2 �Bi = "et on obtient alors : r" = 2("+Bi) et rs = 2Bi, d'o�u l'expression de mes(
0 ") :mes(
0 ") = �(r2" � r2s) = 4� "(2Bi+ ") = O(")



246 Annexe A Quelques r�esultats utiles pour Poiseuille et CouetteRemarques sur la r�egularit�e de uI
i, nous d�esignons par u la vitesse pour Couette ou pour Poiseuille 
ir
ulaire. Poursimpli�er, nous notons E au lieu de En, pour 
haque espa
e fon
tionnel E et n � 1.Nous avons dit plusieurs fois que u 2 W 2;1(
) \W k;1(
+), pour tout k � 0 et, en e�etil est 
lair que u 2 C1(
)\W 2;1(
)\Ck(
+), pour tout k � 0. Nous avons aussi utilis�ele fait u 2 H5=2��(
), 8� > 0. Cette r�egularit�e provient de 1 :r2u 2 L1(
) \ BV (
) ,!W s;p(
) pour s < 1 � 1=p et 8 p > 1Ce qui donne, en parti
ulier, pour p = 2 :r2u 2 L1(
) \BV (
) ,! H1=2��(
)V�eri�ons que r2u 2 BV (
). Nous savons que :u 2 W 2;1(
) \W 3;1(
+) et r2u = 0 dans 
0don
, pour ' 2 C1
 (
) telle que j'j0;1;
 � 1, nous avons :Z
r2udiv' dx = Z
+r2udiv'dx = Z�0r2u':nd�� Z
+r3u' dx� juj2;1;
mes(�0) + juj3;1;
+et ainsi nous avons bien r2u 2 BV (
).
1. un tel argument a �et�e utilis�e par H. Brezis dans [15℄



Annexe BR�egularit�e de la vitesse pour un�e
oulement stationnaire et 
on�n�eL'�etablissement d'estimations d'erreur dans les m�ethodes d'�el�ements �nis n�e
essite defaire des hypoth�eses de r�egularit�e. C'est pourquoi nous dressons i
i l'�etat de l'art sur lar�egularit�e de la vitesse u pour le probl�eme de l'�e
oulement stationnaire et 
on�n�e d'un
uide �a seuil, mod�elis�e �a l'aide de la loi de 
omportement de Bingham ou de Hers
hel-Bulkley.Cas d'un 
uide de Bingham ave
 adh�eren
e �a la paroiTout d'abord, 
on
ernant le probl�eme de Poiseuille, nous disposons d'une extension dur�esultat 
lassique de r�egularit�e 
onnu pour l'�equation de Lapla
e.Th�eor�eme B.0.1 (Brezis, [14℄) Soit f 2 L2(
). Soit u l'unique solution de l'in�equationvariationnelle :(ru;r(v � u))0;2;
 +Bi(jrvj0;1;
 � jruj0;1;
) � (f; v � u)0;2;
 8 v 2 H10 (
)On a : u 2 H10 (
) \H2(
)et si, de plus, 
 est 
onvexe, on a :kuk2;2;
 � 
(
; Bi)jf j0;2;
247



248 Annexe B R�egularit�e de la vitesse pour un �e
oulement stationnaire et 
on�n�ePuis, pour le probl�eme plus g�en�eral d'un �e
oulement 
on�n�e quel
onque, sans prise en
ompte de l'inertie, ave
 des 
onditions de Diri
hlet homog�ene, nous savons qu'il existeune unique solution u 2 H10 (
)N (voir [49℄). De plus, nous pouvons �enon
er des r�esultatsr�e
ents de r�egularit�e H�olderienne.Th�eor�eme B.0.2 (Seregin, [61℄, [62℄, [63℄)1. Si f 2 L2(
)N , alors u 2 H2lo
(
)N .2. Si f 2 L2;2�(
)N ave
 � > 0, alors il existe un ouvert 
+ � 
 tel que :D(u) 2 C0;�(
+)N�N ; 8 � 2 [0; �[kD(u)k(x) > 0 8x 2 
+kD(u)k(x) = 0 p:p:x 2 
n
+Si f 2 L2;2�(
)N ave
 � > 0, alors D(u) 2 C0(
)N�N .Ces r�esultats s'appuient sur une r�egularisation du probl�eme initial via la fon
tionnelle :jÆ(u) = Z
 npÆ2 + kD(u)k2 � Æo dx (B.1)La 
ontinuit�e h�olderienne sur 
+ s'obtient grâ
e �a une estimation de type Campanato(voir [31℄). Plus pr�e
is�ement, il est d�emontr�e que :U(x; �) � 
(N; �)� �R�2� �U(x;R) +R2�� ; 8� 2℄0; R[ ; 8x 2 B(z; r1)o�u : U(�; �) d�ef= 1mes(B(�; �))ZB(�;�) jjD(u) � (D(u))�;�jj2 dxet � > 0, B(z; r) �� 
 et r1 < r=8. Ainsi, D(u) est dans l'espa
e de Campanato :L2;N+2�(
+)N�N ,! C0;�(
+)N�NCas du mod�ele de Hers
hel-Bulkley ave
 adh�eren
e �ala paroiDans [28℄, le mod�ele d'Hers
hel-Bulkley rh�eo-
uidi�ant (l'exposant de la loi de puissan
ep v�eri�e 1 < p < 2) est trait�e pour des 
onditions de Diri
hlet, sans prise en 
ompte de



249l'inertie. Il s'agit d'une extension du r�esultat de r�egularit�e H�olderienne �enon
�e dans leth�eor�eme (B.0.2).Th�eor�eme B.0.3 On d�e�nit les deux ensembles :
� d�ef= �x 2 
 ; x est un point de Lebesgue de D(u) etlimr�!0 1mes(B(x; r))ZB(x;r) jjD(u) � (D(u))x;rjjp d� = 0�
�+ d�ef= fx 2 
� ; D(u) 6= 0gAlors, on a :1. 
�+ est un ouvert et D(u) 2 C0;�(
�+)N�N , pour tout � 2℄0; 1[,2. ru 2 C0;�(
�+)N�N , pour tout � 2℄0; 1[.L�a, en
ore, la d�emonstration passe par une r�egularisation de jD(:)j0;1;
 en jÆ(:) telle qued�e�nie en (B.1). L'auteur d�emontre la 
onvergen
e forte dans W 1;p(
) de la solutionr�egularis�ee uÆ vers la solution u. Ce
i lui permet un passage �a la limite dans l'estimation :E(uÆ;B(x0; tkR)) � 2�kE(uÆ;B(x0; R)) (B.2)o�u : E(v;B(x0; tkR)) d�ef= 1mes(B(R;x0))ZB(R;x0) jjD(v)� (D(v))x0;Rjjp dx+ 1mes(B(R;x0))ZB(R;x0) jjD(v)� (D(v))x0;Rjj2 dxet x0 2 
�+, R > 0 et t > 0 sont �x�es ind�ependamment de Æ et k > 0 est un en-tier quel
onque. L'estimation (B.2) est d�eli
ate �a obtenir et 
onstitue l'essentiel de lad�emonstration. Elle permet de 
on
lure queD(uÆ) etD(u) sont dans C0;�(B(x0;R=2))N�N .Remarquons que le 
as rh�eo-�epaississant (p > 2) n'a pas �et�e trait�e �a notre 
onnaissan
ebien qu'il 
orresponde �a un ensemble important de situations.



250 Annexe B R�egularit�e de la vitesse pour un �e
oulement stationnaire et 
on�n�eCas d'un mod�ele de Bingham ; prise en 
ompte del'inertieCommen�
ons par rappeler les r�esultats de Duvaut et Lions [23℄ au sujet d'une solutionfaible.Th�eor�eme B.0.4 On d�e�nit l'espa
e fon
tionnel :V d�ef= �v 2 H10 (
)N ; div v = 0	Il existe un unique u 2 V v�eri�ant l'in�equation variationnelle :(D(u);D(v � u)) +Bi(jD(v)j0;1;
� jD(u)j0;1;
) + ((u:r)u;v� u) � (f ;v � u) ; 8v 2 VLa d�emonstration utilise une r�egularisation de jD(:)j0;1;
. La prise en 
ompte de l'inertieest ensuite e�e
tu�ee par Fu
hs et Seregin dans [29℄. Cependant, dans 
ette �etude, lesnombres sans dimensions sont �x�es �a l'unit�e. Ainsi, les e�ets tels que la perte d'uni
it�eattendue pour Re >> 1 (par analogie ave
 Navier-Stokes), ainsi qu'une �eventuelle perte der�egularit�e, ne sont pas envisag�es. La r�egularit�e obtenue est alors la même qu'en l'absen
ed'inertie.Th�eor�eme B.0.5 1. Si f 2 L2(
)N , alors u 2 H2lo
(
)N ,2. Si f 2 L2;N�2(
)N , alors u 2 H2lo
(
)N \ C0;�(
)N , pour tout � 2℄0; 1[,3. Si f 2 L2;N�2+2�(
)N pour un � 2℄0; 1[, alors on a de plus :(a) D(u) 2 L1lo
(
)N�N ,(b) Si N = 2, alors D(u) est 
ontinu sur 
,(
) il existe un ouvert 
+ tel que D(u) 2 C0;�(
+)N�N pour � 2℄0; �[ et sur lequelD(u) 6= 0 ; de plus, D(u) = 0 p.p. sur 
n
+.La m�ethode de d�emonstration 
onsiste �a �etablir la r�egularit�e du terme d'inertie, puis�a 
onsid�erer le se
ond membre : ef = f � (u:r)u Il est alors possible de 
on
lure, enappliquant les th�eor�emes 
onnus dans le 
as o�u l'inertie est n�eglig�ee. La r�egularit�e duterme d'inertie est �etablie dans le lemme :Lemme B.0.1 1. Si f 2 L2(
)N , alors (u:r)u 2 L2;N�2+2�lo
 (
)N , pour tout � 2℄0; 2�N=2[,2. Si f 2 L2;N�2(
)N , alors (u:r)u 2 L2;N�2+2�lo
 (
)N , pour tout � 2℄0; 1[.Les auteurs disent avoir �e
hou�e �a obtenir des r�esultats analogues dans le 
as du mod�eled'Hers
hel-Bulkley, sauf dans 
ertains 
as rh�eo-
uidi�ants.



Annexe CR�egularisation du mod�ele deBinghamLa plupart des auteurs de travaux de simulations num�eriques sur les 
uides �a seuils n'uti-lisent pas 
e que nous appelons i
i des mod�eles ave
 un vrai seuil 1 , 
omme par exempleles mod�eles de Bingham et d'Hers
hel-Bulkley. En e�et, pour des raisons pratiques demise en �uvre, des mod�eles de loi de 
omportement transformant l'e�et de seuil en unph�enom�ene r�egulier sont utilis�es. �Etant introduites 
omme des lois de 
omportement, nous
onsid�erons 
es r�egularisations 
omme des mod�eles �a part enti�ere et nous les nommonsmod�eles bivisqueux. 2.Par ailleurs, l'id�ee de ((variante r�eguli�ere)) des mod�eles ave
 un vrai seuil �etait d�ej�a 
onnuedepuis les travaux de [23℄. Dans 
es travaux, 
'est le probl�eme variationnel dont l'in
onnueest la vitesse qui est modi��e 3. Cette modi�
ation est alors un outil 
ommode pour e�e
-tuer des d�emonstrations d'analyse math�ematique. La r�egularisation n'y est pas introduite
omme une loi de 
omportement bien qu'il soit possible d'en �e
rire une. Nous parleronsalors de mod�eles r�egularisants 4.1. Nous parlons de vrai seuil lorsque la loi de 
omportement exprime exa
tement le seuil via un 
rit�erede plasti
it�e de type Von Mises.2. Cette d�enomination est utilis�ee dans quelques arti
les de la litt�erature pour d�esigner 
ertains mod�elesr�egularisant le seuil. Le terme ((bivisqueux)) vient simplement du fait que, dans la loi de 
omportement, leterme repr�esentant l'e�et de seuil (i
i r�egularis�e !) peut être 
onsid�er�e 
omme un se
ond terme visqueux,de vis
osit�e non-lin�eaire et r�eguli�ere3. L'in�equation variationnelle en u, est transform�ee en �equation variationnelle, plus fa
ile �a manipuler.De plus, la fon
tionnelle d'�energie asso
i�ee est alors Gâteaux-di��erentiable.4. Les mod�eles bivisqueux pourrait être aussi appel�es r�egularisant 
ar, pr�e
is�ement, ils r�egularisent laloi de 
omportement des mod�eles ave
 vrai seuil. Cependant, nous 
hoisissons de faire une distin
tionentre deux 
lasses de mod�eles ; les uns �etant introduits 
omme des mod�eles m�e
aniques, les autres 
ommel'expression d'une te
hnique math�ematique. Au del�a de l'aspe
t pratique (
on
r�etement, 
'est souventlui qui domine dans le 
hoix du mod�ele), la pr�ef�eren
e d'un mod�ele bivisqueux �a un mod�ele �a vrai seuilrenvoie �a une dis
ussion sur l'existen
e du seuil et �a sa repr�esentation math�ematique. L'utilisation d'un251



252 Annexe C R�egularisation du mod�ele de BinghamBien qu'�etant utilis�es le plus souvent pour des travaux th�eoriques, les mod�eles r�egularisantspeuvent �egalement être utilis�es pour des travaux num�eriques. Cependant, il s'av�ere queles mod�eles les plus populaires dans la litt�erature num�eriques sont les mod�eles bivisqueux,introduits par [8℄ et [54℄. Curieusement, il n'existe pas, du moins �a notre 
onnaissan
e,de v�eri�
ation au sujet de 
es mod�eles 
on
ernant l'existen
e et l'uni
it�e de la solutionr�egularis�ee. De plus, la qualit�e de l'approximation est souvent d�e
rite a priori de mani�ereempirique et, a posteriori �a l'aide de quelques tests num�eriques.Dans la suite, nous allons d�e
rire, dans un 
adre uni��e, l'ensemble de 
es di��erentsmod�eles. La r�egularisation (quelle que soit la 
lasse de mod�ele) fait toujours interve-nir un param�etre que nous noterons ". La vitesse asso
�iee sera toujours not�ee u". Nous
ommen
erons par rappeler les r�esultats math�ematiques de [35℄ au sujet des mod�elesr�egularisants. Puis, nous pr�esenterons les prin
ipaux mod�eles bivisqueux en faisant lesv�eri�
ations �el�ementaires suivantes :� existen
e d'une solution bivisqueuse u",� uni
it�e de 
ette solution,� estimation de la 
onvergen
e de u" vers u.Rappels sur les mod�eles r�egularisants de [35℄On 
onsid�ere, pour t � 0, les fon
tions 
onvexes de 
lasse C1 :�1"(t) = pt2 + "2 � "�2"(t) = 8>><>>: 2"� n1� 
os��t2"�o si t � "t� "�1 2�� si t > "La fon
tionnelle j est rempla
�ee par une fon
tionnelle di��erentiable :jl "(v) = Z
�l "(kD(v)k) dx (C.1)et on pose : J0(v) = Z
kD(v)k2 dx� Z
f :vdxmod�ele r�egularisant pr�esuppose au 
ontraire le 
hoix d'un mod�ele ave
 vrai seuil, que l'on traite demani�ere appro
h�ee, via la te
hnique des mod�eles r�egularisants.



253On d�e�nit alors le probl�eme r�egularis�e (Pl") 
onsistant �a minimiser la fon
tionnelle J =J0 +Bi jl ".Th�eor�eme C.0.6 ([35℄, proposition 6.1. et th�eor�eme 6.1., page 114)Les probl�emes appro
h�es (Pl") admettent 
ha
un une unique solution ul" 2 V 
ara
t�eris�eepar : (D(ul");D(v)) +Bi < j0l "(ul");v >= (f ;v) ; 8v 2 Vainsi que : (D(ul");D(v � ul")) +Bi �jl "(v)� jl "(ul")� � (f ;v � ul") ; 8v 2 VDe plus, la r�egularisation est justi��ee par l'estimation :jul" � uj1;2;
 � Clp"Les r�esultats initialement�enon
�es dans [35℄ 
on
ernent le probl�eme de Poiseuille en se
tionquel
onque, mais la d�emonstration 
onvient en
ore dans le 
as g�en�eral. En e�et, 
elle-
irepose d'une part sur les propri�et�es suivantes de J :� 
onvexit�e,� 
ontinuit�e,� di��erentiabilit�e,� limjvj1;2;
�!+1 J(v) = +1qui garantissent l'existen
e et l'uni
it�e, ainsi que l'�equivalen
e des deux formulations va-riationnelles. D'autre part, l'estimation de la 
onvergen
e de ul" vers u est obtenue grâ
e�a la relation : jul" � uj1;2;
 � Bi�(jl "(u)� j(u)) + �j(ul")� jl "(ul")�	ave
 j(v) = jD(v)j0;1;
. Cette relation s'�etablit dans le 
as g�en�eral 
omme dans le 
as dePoiseuille. On utilise ensuite une propri�et�e de �l " :jt��l "(t)j � 
l "Dans les mod�eles bivisqueux, nous essayerons, �a 
haque fois que 
'est possible, de retrouverles arguments de 
ette d�emonstration.Les auteurs pr�e
isent que l'estimation du th�eor�eme (C.0.6) n'est probablement pas op-timale. Ils donnent dans le 
as unidimensionnel o�u f = 1 et pour l = 1 une estimationH1(0; 1) plus pr�e
ise ainsi qu'une estimation L1(0; 1).Th�eor�eme C.0.7 ([35℄, Th�eor�eme 6.2, page 116)



254 Annexe C R�egularisation du mod�ele de BinghamEn �e
oulement non-bloqu�e, on a : ku1" � ukL1(0;1) � 
:"ku1" � ukH10 (0;1) � 
:"pjln(")jLes auteurs font de la preuve un exer
i
e de 
al
ul. Ils 
onje
turent dans le 
as de Poi-seuille, en se
tion quel
onque, une 
onvergen
e H1 en O("2=3).V�eri�
ations �el�ementaires sur les mod�eles bivisqueuxDans la suite, les mod�eles bivisqueux seront d'abord �e
rits tels qu'introduits dans lalitt�erature, puis formul�es �a l'aide du param�etre ", sous une forme adimensionnelle.Mod�ele bivisqueux de Beverly et Tanner [8℄La loi de 
omportement bivisqueuse est introduite dans [8℄ sous la forme :� = 8><>: 2 �rD(u) si kD(u)k � 

2 � D(u) + �0 D(u)kD(u)k sinon (C.2)Les zones rigides y sont rempla
�ees par des zones tr�es visqueuses, o�u la vis
osit�e vaut �r.Le param�etre 

 permet de d�elimiter 
es zones. Une fois adimensionn�e, 
ette loi s'�e
rit :� = 8><>: 2 � D(u) si kD(u)j � "2D(u) +Bi D(u)kD(u)k sinonave
 les deux param�etres sans dimension :� la ((vis
osit�e plastique)) sans dimension 5 : � = �r� ,� le seuil (sans dimension) des faibles d�eformations : " = 

 LU , U et L �etant respe
ti-vement une vitesse et une longueur 
ara
t�eristiques.5. ((vis
osit�e plastique)) est le nom donn�e �a �r par Tanner et al. dans leurs arti
les



255A�n de garantir la 
ontinuit�e de k�k �a la travers�ee de l'interfa
e entre les zones rigides etles zones d�eform�ees, on ajoute �a 
ette relation la 
ondition suivante :� = 1 + Bi2"
e
i nous permet d'�eliminer � de la relation 
onstitutive sans dimension. Nous �e
rivonsalors la loi bivisqueuse sous la forme :� = 2D(u) +Bi�8>><>>: D(u)" si kD(u)k � "D(u)kD(u)k sinonPour une telle loi, on obtient fa
ilement la formulation variationnelle :(D(u3 ");D(v)) +Bi(�03 "(kD(u3 ")k)D(u3 ");D(v)) = (f ;v) ; 8v 2 V (C.3)o�u l'on a pos�e : �3 "(t) = 8><>: t22" + "2 si t � "t si t > "On 
onstate que la fon
tionnelle Gâteaux-di��erentiable j3 " asso
i�ee �a �3 " par la relation(C.1) remplit parfaitement les 
onditions requises dans la d�emonstration de (C.0.6) pourobtenir l'existen
e, l'uni
it�e et la 
onvergen
e, don
 :Proposition C.0.1 Les r�esultats du th�eor�eme (C.0.6) s'appliquent au probl�eme de mi-nimisation (P3 ") asso
i�e �a la fon
tion �3 ". Les formulations variationnelles ainsi obtenues
o�in
ident ave
 la formulation variationnelle (C.3) du mod�ele bivisqueux (C.2).Mod�ele de Papanastasiou, [54℄Le mod�ele bivisqueux de Papanastasiou a �et�e introduit par [54℄ sous la forme :� = 2 � D(u) + �01 � e�mjD(u)jkD(u)k D(u) (C.4)L'exposantm est destin�e (du moins en th�eorie) �a tendre vers 0. Nous noterons de pr�ef�eren
e" = 1m , par sou
is d'homog�en�eit�e des notations. La loi sans dimension s'�e
rit alors :� = 2D(u) +Bi 1� e�kD(u)k" ! D(u)kD(u)k



256 Annexe C R�egularisation du mod�ele de BinghamLa formulation variationnelle asso
i�ee est don
 :(D(u3 ");D(v)) +Bi(�04 "(kD(u4 ")k)D(u4 ");D(v)) = (f ;v) ; 8v 2 V (C.5)o�u l'on a pos�e : �4 "(t) = jtj+ " e�t="On peut d�e�nir en
ore une fois une fon
tionnelle Gâteaux-di��erentiable j4 " par (C.1)(pour l = 4). Les 
onditions requises dans la d�emonstration de (C.0.6) pour obtenir l'exis-ten
e, l'uni
it�e et la 
onvergen
e sont en
ore une fois satisfaites par 
ette fon
tionnelle.On peut don
 en
ore �enon
er :Proposition C.0.2 Les r�esultats du th�eor�eme (C.0.6) s'appliquent au probl�eme de mi-nimisation (P4 ") asso
i�e �a la fon
tion �4 ". Les formulations variationnelles ainsi obtenues
o��n
ident ave
 la formulation variationnelle (C.5) du mod�ele bivisqueux (C.4).



Annexe DConstru
tion d'un maillage adapt�edu domaine 
ir
ulaireCette annexe donne de mani�ere d�etaill�ee la 
onstru
tion d'un maillage adapt�e pour leprobl�eme de Poiseuille 
ir
ulaire ave
 
ondition d'adh�eren
e �a la paroi. Les triangles de 
emaillage sont droits. Pour reprendre les notations de la se
tion II.3.3, on 
onstruit don
i
i f
h. Rappelons que les propri�et�es de la triangulation Th �a 
onstruire sont :(i) Th est r�eguli�ere, de pas h,(ii) la sous-triangulation de Th 
onstitu�ee des triangles qui ren
ontrent la fronti�ere �0des zones rigides (et dont la r�eunion est not�ee 1 !h) est quasi-uniforme de pas h0,(iii) Le nombre d'�el�ements de Th est en O(1=h0 + 1=h2).Dans 
ette 
onstru
tion, la prin
ipale diÆ
ult�e est de montrer que les triangles ne s'ap-platissent pas quand h tends vers 0 : leur qualit�e reste born�ee (propri�et�e (i)). Il nous aparu plus simple de 
onstruire un maillage de pas proportionnel �a h, 
e qui ne 
hange pasles indispensables propri�et�es (ii) et (iii).Cette 
onstru
tion 
onsiste en quatre �etapes. Dans 
ha
une des �etapes, on 
onstruit unepartie de la triangulation Th de 
. Les �etapes sont les suivantes :1. Constru
tion de la triangulation d�e�nissant !h.2. Constru
tion d'une triangulation r�eguli�ere de transition entre !h et une triangulationquasi-uniforme de pas h voisine de la fronti�ere de 
. La r�eunion des triangles ainsi
onstruits est une partie de 
 not�ee !e.3. Constru
tion des triangles de Th qui ren
ontrent le bou
hon rigide et qui ne ren-
ontrent pas l'int�erieur de !h. Rappelons que la r�eunion de 
es triangles est not�ee1. les notations sont 
elles du 
hapitre II.3 257



258 Annexe D Constru
tion d'un maillage adapt�e du domaine 
ir
ulaire!0.4. Constru
tion d'une triangulation quasi-uniforme de pas h voisine de la fronti�ere de
.En fait !h sera 
onstitu�e des deux premi�eres 
ou
hes de triangles dans la 
onstru
tion de!e. A 
haque �etape, on donne, pour la sous-triangulation 
on
ern�ee :� le prin
ipe de 
onstru
tion,� la longueur des arrêtes des triangles,� un en
adrement de la qualit�e des triangles,� quelques ordres de grandeurs indispensables pour v�eri�er que la triangulation de 
que l'on 
onstruit r�epond bien aux exigen
es pr�e
�edemment rappel�ees (par exemples,on pourra donner le nombre d'�el�ements en fon
tion de h).Rappelons que la qualit�e d'un triangle K est d�e�nie par :qK = hK�Ko�u �K est la rondeur de K 
'est-�a-dire le diam�etre du 
er
le ins
rit dans K. Le nombrehK est le diam�etre de K, soit en fait la longueur de la plus grande arête.Si un triangle K a ses arêtes de longueurs a, b, 
, on d�esigne 
e triangle par (a; b; 
) (onfait volontairement la 
onfusion entre le nom d'une arête et le nom de la variable quid�esigne sa longueur).Tous les triangles 
onstruits dans 
e maillage sont iso
�eles. Ce
i simpli�e le 
al
ul de �Kqui vaut de mani�ere g�en�erale le double du rapport de la surfa
e au p�erim�etre. Pour untriangle K = (a; a; b), on obtient :�K = b(a2 � b2=4)1=22a+ b = b2 �a� b=2a+ b=2�1=2D�etaillons �a pr�esent les quatre �etapes de la 
onstru
tion.1. On sait que la fronti�ere du bou
hon est un 
er
le C de rayon r
.Nous allons 
onsid�erer que des segments de longueurs h0 sont dispos�es 
ons�e
utivementsur C, autrement dit nous 
onsid�erons un maillage uniforme de C par des segmentsde longueur h0. Chaque segment est la 
orde d'un ar
 d'angle �0.Comme en fait il ne loge pas for
�ement un nombre entier de tels segments sur C,nous simpli�ons le probl�eme en 
onsid�erant le 
er
le C0 qui est la r�eunion d'ar
s
ons�e
utifs de longueur de 
orde h0. Dans la suite, 
ette simpli�
ation nous 
onduit�a utiliser r0 et C0 au lieu de r
 et C.



259Le sous-domaine !h est alors 
onstitu�e des deux premi�eres 
ou
hes de triangles dansla 
onstru
tion suivante de !e.2. La 
onstru
tion de la zone de transition !e, reliant !h �a une zone maill�ee de mani�erequasi-uniforme ave
 un pas h, est s
h�ematis�ee sur la �gure Fig. D.1.a. On pro
�edepar r�e
urren
e �a partir de C0 de 
entre O de rayon r0, maill�e ave
 un pas h0.� Le prin
ipe de 
onstru
tion est le suivant (pour i � 0) :�� On dispose un maillage uniforme d'un 
er
le Ci de rayon ri et de 
entre Opar des segments de longueur hi.�� On 
onstruit une premi�ere 
ou
he de triangles iso
�eles K tels que Kposs�ede d'une part une arête appartenant au maillage de Ci et, d'autrepart, une arête de longueur hi sur un rayon de Ci. Ces triangles (hi; hi; ai)ont 
ha
un un sommet qui n'est pas sur Ci. Ces sommets sont sur un 
er
lede Ci+1 de rayon ri+1 = ri + hi.�� On 
onstruit une se
onde 
ou
he de triangles iso
�eles K tels qu'une arêtede K s'obtienne en reliant deux sommets 
ons�e
utifs pla
�es sur Ci+1. Onnote alors hi+1 la longueur de 
es arêtes. On obtient alors des triangles(ai; ai; hi+1).�� On d�e�nit l'entier n par hn < h < �n hn. On stoppe le pro
essus de
onstru
tion lorsque i = n. On obtient alors un maillage du 
er
le Cn,par des arêtes de longueur en O(h).Pour i = 0, on obtient ainsi, ave
 les trois premi�eres �etapes de 
e prin
ipe, tousles triangles qui 
onstituent !h.� On peut relier hi et ri par l'interm�ediaire de l'angle �i, d�e�ni par la relation :hi = 2 ri sin(�i=2)On d�e�nit le taux d'allongement par hi+1 = �i hi. Il est expli
itement reli�e �al'angle �i : hi + ri = ri+1 = hi+12 sin(�i) = �i hi2 sin(�i)d'o�u : �i = sin(�i)sin(�i=2) + 2 sin(�i)Remarquons que 2 < �i < 2 +p2 lorsque 0 < �i < �=2.On peut 
al
uler les quantit�es �i (hauteur du triangle (ai; ai; hi+1)) et ai enfon
tion de hi, �i et �i :tan(�i) = hi+1=2ri + �i =) �i = hi2 � �itan(�i) � 1sin(�i=2)�



260 Annexe D Constru
tion d'un maillage adapt�e du domaine 
ir
ulaireen utilisant l'expression de �i, 
ela donne la formule suivante :�i = hi (
os(�i) � sin(�i=2))Puis : ai =r�2i + h2i+14 = hi2q4 (
os(�i)� sin(�i=2))2 + �2i� La qualit�e des triangles (hi; hi; ai) et (ai; ai; hi+1) est born�ee ind�ependemmentde h0 et h, 
omme le montrent les 
al
uls qui suivent.�� Triangle (hi; hi; ai) :Le diam�etre hK et la rondeur �K de 
e triangle sont d�e�nis par :hK = maxfhi; aig et �K = ai2 �hi � ai=2hi + ai=2�1=2Remarquons alors que ai=hi 
roit stri
tement sur ℄0;�=2[ dep2 versp2 +p2,on en d�eduit que hK = ai. La qualit�e qK v�eri�e, pour �i 2℄0;�=2[ :qK = 2�hi + ai=2hi � ai=2�1=2 = 2�1 + ai=2hi1� ai=2hi�1=2puis �nalement :20�1 + 12p2 +p21� 12p2 +p21A1=2 > qK > 20�1 + p221 � p22 1A1=2�� Triangle (ai; ai; hi+1) :hK = maxfai; hi+1g et �K = hi+12 �(ai � hi+1=2)ai + hi+1=2 �1=2Puisque p2 +p2 > ai=hi > p2 et 2 + p2 > �i > 2, on a hi+1=ai =�i hi=ai > 2=p2 +p2 > 1, on en d�eduit que hK = hi+1 et on peut exprimerpuis en
adrer la qualit�e :qK = 2�ai + hi+1=2ai � hi+1=2�1=2 = 20�1 + �i hi2 ai1� �i hi2 ai 1A1=220�1 + p24 p2 +p21� p24 p2 +p21A1=2 > qK > 20B�1 + 1p2 +p21� 1p2 +p21CA1=2



261� Le nombre d'�el�ements Ne de 
es n 
ou
hes externes est donn�e par :Ne = nXi=0 3��i = nXi=0 3�2i �0 = 6��0 (1 � 2�n) � 6�sin(�0) = 6�sin(�0) = 12�(r0 + h0)�1 h0Comme �1 2℄2; 2 +p2[ (pour �0 2℄0;�=2[), on voit que :Ne = O� 1h0�� L'�epaisseur e = rn � r0 du sous-maillage ainsi 
onstruit vaut :e = r0� sin(�0=2)sin(�n=2)�0�i�n�i � 1�C'est aussi la somme des hi, pour i allant de 0 �a n. C'est en e�e
tuant 
ettesomme pour di��erentes valeurs de r0 que nous avons pu v�eri�er (num�eriquement)que l'�epaisseur e est proportionnelle �a h et don
 tend vers 0 lorsque h tendsvers 0, ave
 h0 = h2 (voir �gure Fig. D.3). Ce
i garantit que, pour h assezpetit, !e est bien in
lus dans 
.3. On reprend la 
onstru
tion de !e mais en progressant vers le 
entre de !0. Lesd�e�nitions ri, hi, ai, �i et �i sont maintenues.La �gure Fig. D.1.b montre le prin
ipe de 
onstru
tion.La 
onstru
tion est arrêt�ee lorsque l'angle �i devient trop grand. Plus pr�e
is�ement,la derni�ere 
ou
he est 
ara
t�eris�ee par l'entier n tel que :�
2 = �16 < �n < �
 = �8on joint alors les sommets de Cn �a l'origine, 
e qui 
onstruit un nombre de tri-angles 
ompris entre 16 et 32 et dont la qualit�e est n�e
essairement en
adr�ee par des
onstantes positives. Ce 
hoix de �
 est guid�e par les 
al
uls qui suivent.� Nous avons toujours : hi = 2 ri sin(�i=2)Mais 
ette fois-
i, la valeur de �i est modi��ee :�i = sin(�i)sin(�i=2) � 2 sin(�i)Une telle valeur de �i est sup�erieure (stri
tement) �a 1 lorsque �i < �
. On peutprendre �
 = �=8. L'expression de �i n'est plus la même :tan(�i) = hi+1=2ri � �i =) �i = hi2 � 1sin(�i=2) � �itan(�i)�



262 Annexe D Constru
tion d'un maillage adapt�e du domaine 
ir
ulairePuis, vu l'expression de �i, on trouve :�i = hi (
os(�i) + sin(�i=2))En�n, on 
al
ule la longueur ai :ai =r�2i + h2i+14 = hi2q4(
os(�i) + sin(�i=2))2 + �2i� V�eri�ons la r�egularit�e des triangles.�� Triangle (hi; hi; ai) :hK = maxfhi; aig et �K = �ai2 hi � ai=2hi + ai=2�1=2On peut v�eri�er que le rapport ai=hi d�e
rô�t sur ℄0;�=3[ de p2 �a 1. On end�eduit don
 que hK = ai et, de plus, on peut en
adrer la qualit�e :2 1 +p2=21�p2=2!1=2 > qK = 20�1 + ai2hi1� ai2hi1A1=2 > 2p3�� Triangle (hi+1; ai; ai) :hK = maxfhi+1; aig et �K = hi+12 �ai � hi+1=2ai + hi+1=2�1=2On utilise alors le fait que, pour �i 2℄0;�=3[, ai=hi 2℄p2; 1[ et que, pour�i 2℄0;�=8[, �i 2℄1; 2[. Ce
i implique que sur 
e dernier intervalle, ai=hi+1 2℄1=2;p2[. En fait, on peut voir que ai=hi+1 est d�e
roissante (par rapport�a �i), don
, en 
al
ulant la valeur pour �i = 0, on trouve ai=hi+1 2℄p2=2;p2[.Comme on le voit, il n'est pas possible de �xer d�e�nitivement hK , �a moinsde 
hoisir �
 plus petit que �=8. On va plutôt faire deux 
al
uls.Lorsque hk = hi+1, on obtient :2 2p2 + 1p2� 1 !1=2 > qK = 20� 2 aihi+1 + 12 aihi+1 � 11A1=2 > 2 p2 + 12p2� 1!1=2Lorsque hk = ai, on obtient :2p2 2p2 + 1p2 � 1 !1=2 > qK = 2 aihi+1 0� 2 aihi+1 + 12 aihi+1 � 11A1=2 > p2 p2 + 12p2� 1!1=2



263� Par le même 
al
ul que pour !e, on trouve un 
oût Ni v�eri�ant :Ni = O� 1h0�� L'�epaisseur de !i est toujours inf�erieure �a r0 par 
onstru
tion.4. On a
h�eve la 
onstru
tion du maillage en ajoutant �a 
e qui pr�e
�ede un maillagequasi-uniforme de pas proportionnel �a h qui permet de ((remplir)) le domaine 
.On pro
�ede �a nouveau de pro
he en pro
he, �a partir de la ni�eme 
ou
he de !e.Pour simpli�er, nous posons pour la suite � = �n=2.� D�e
rivons formellement le pro
�ed�e de 
onstru
tion s
h�ematis�e sur la �gureFig. D.2.On 
onstruit la (i+ 1)i�eme 
ou
he �a partir de la ii�eme de la mani�ere suivante :�� On dispose d'un nombre �x�e d'ar�etes (�egal �a 2�=�n) dispos�ees sur un
er
le que nous notons �a nouveau Ci (pour i = 0, 
'est le 
er
le que nousappelions Cn pr�e
�edemment). Cha
un de 
es segments est la 
orde d'unar
 de longueur �.�� Soit un des segment de longueur Hi. Le rayon passant par le milieux de 
esegment 
oupe un 
er
le Ci+1 de rayon Ri+1. Ce point d'interse
tion est lesommet d'un triangle dont un des 
ôt�es est notre segment de longueur Hi.Nous noterons (ai; ai;Hi) le triangle iso
�ele ainsi 
onstruit.�� Les sommets des triangles (ai; ai;Hi) qui sont situ�es sur Ci+1 peuvent êtrereli�es pour former des segments 
ons�e
utifs de longueur Hi+1. On d�e�nitainsi des triangles (ai; ai;Hi+1). Il sera 
ommode d'introduire un taux d'a
-
roissement � = Hi+1=Hi.�� On se donne une r�egle de 
onstru
tion en imposant que ai = Hi+1. Ce
ipermet de �xer � et don
 aussi Hi+1, Ri+1 et ai en fon
tion de Hi et �.�� On stoppe la 
onstru
tion �a la (n� 1)i�eme 
ou
he si n est tel que �Rn�1 �R < �2Rn�1. Dans 
e 
as, on met en pla
e une derni�ere 
ou
he en modi-�ant l�eg�erement le prin
ipe de la 
onstru
tion pr�e
�edente. La modi�
ation
onsiste �a rempla
er Cn par �
. La r�egle de 
onstru
tion ai = Hi+1 n'a�evidemment plus lieu (�a moins que �Rn = R). Par 
ommodit�e, on noterab� le nombre tel que : R = b�Rn�1, on remarque alors que � � b� < �2.� Nous pouvons 
al
uler les di��erentes grandeurs introduites dans la des
riptiondu pro
�ed�e de 
onstru
tion.On a en
ore : Hi = 2Ri sin(�)puisque Hi+1 = �Hi, on a de même Ri+1 = �Ri. La hauteur �i du triangle(ai; ai; �Hi) est donn�ee par :�Hi=2Ri + �i = tan(�i) () �i = Hi2 � �tan(�) � 1sin(�)�



264 Annexe D Constru
tion d'un maillage adapt�e du domaine 
ir
ulaireOn voit que �i > 0 si � > 1= 
os(�) (pour � < �=2). C'est une 
ondition �aprendre en 
onsid�eration lors du 
al
ul de �. De plus, la longueur ai est donn�eepar : ai =r�2i + �2H2i4 = Hi2 � �tan(�) � 1sin(�)�en�n la r�egle de 
onstru
tion ai = �Hi implique que :3�2 = � �tan(�) � 1sin(�)�2
e qui donne tous 
al
uls e�e
tu�es :� = 1
os(�) �p3 sin(�)La fon
tion � 7! �(�) 
rô�t stri
tement de 1 vers +1 sur l'intervalle ℄0;�=6[ etest n�egative sur ℄�=6;+1[. Ce
i sugg�ere un 
hoix de � disons inf�erieur �a �=12
e qui s'interpr�ete 
omme une 
ondition du type ((h est assez petit)). en outre,on peut v�eri�er que �i > 0 puisque � > 1= 
os(�).� Le triangle (ai; ai;Hi+1) est �equilat�eral par 
onstru
tion (
'est la r�egle que l'ons'est �x�ee). Observons la qualit�e du triangle iso
�ele (ai; ai;Hi).hK = maxfai;Hig = maxfHi+1;Hig = Hi+1et : �K = Hi2 �ai �Hi=2ai +Hi=2�1=2 = Hi2 �Hi+1 �Hi=2Hi+1 +Hi=2�1=2 = Hi2 �� � 1=2� + 1=2�1=2on peut don
 en
adrer fa
ilement la qualit�e en 
onsid�erant que � 2℄0;�=12[.En fait, on peut 
onstater que la qualit�e est 
roissante sur 
et intervalle devaleurs de �. 4p5 > qK = 2 ��� + 1=2� � 1=2�1=2 > 2p3Pour la borne inf�erieure, on fait � = 0, pour la borne sup�erieure, on utilisel'en
adrement 1 < � < 2.� Contrôlons la qualit�e des triangles de la derni�ere (ni�eme) 
ou
he. Posons :a(�) = hn�12 (�2 +� �tan(�) � 1sin(�)�2)1=2



265On peut remarquer que � 7! a(�) est une fon
tion 
roissante et que a(�) >�hn�1 si, et seulement si, � > �. Sa
hant que b� 2℄�; �2[, on en d�eduit l'en
a-drement : a(�2) > a(b�) > b�hn�1puis, en notant que an = a(b�) :�22 (1 + 1�2 � �2tan(�) � 1sin(�)�2)1=2 > anhn�1 > b�or, nous pouvons �e
rire :1� � �2tan(�) � 1sin(�)� = � � 1tan(�) + 1� � �tan(�) � 1sin(�)� = � � 1tan(�) +p3La derni�ere �egalit�e provient de la d�e�nition de �. Il apparâ�t par un 
al
ulsimple que le terme � � 1tan(�) tends vers p3 lorsque � tends vers 0. On en d�eduitque an=hn�1 est major�e par une quantit�e qui tends vers p132 . On utilisera lefait que, pour � (et don
 h) assez petit, on a :p13 > anhn�1 > b� > 1
e qui va simpli�er l'en
adrement de la qualit�e.�� Triangle (an; an; hn�1) :hK = maxfan; hn�1g = an et �K = hn�12 �an � hn�1=2an + hn�1=2�1=2la d�etermination de hK provient de l'en
adrement de an=hn�1. Celui-
ifournit de plus :2p13q1 + 2p13 > qK = 2 anhn�1 �an=hn�1 + 1=2an=hn�1 � 1=2�1=2 > 2p3p2p13 � 1�� Triangle (an; an; b�hn�1) :hK = maxfan; b�hn�1g = an et �K = b�hn�12  an=hn�1 � b�=2an=hn�1 + b�=2!1=2A nouveau, l'en
adrement de an=hn�1 est utile et fournit :2p13q1 + 2p13 > qK = 2 anb�hn�1  an=hn�1 + b�=2an=hn�1 � b�=2!1=2 > 2p3p2p13 � 1
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tion d'un maillage adapt�e du domaine 
ir
ulaire� Le nombre d'�el�ements de 
haque 
ou
he est 
onstant et �egal �a :Ni = 2�� < 2�sin(�) = 4� R0H0 < 4� R e�hComme �n est born�e par Rn=R0 � 1=r0, Hn est born�e par H0=r0. De plus,nous savons, d�apr�es la 
onstru
tion de !e que H0 = hn 2℄h=�n;h[�℄h=(2 +p2);h[. Ainsi, en appelant hu le pas du maillage 
onstruit dans 
ette �etape,nous obtenons que hu 2℄H0;Hn[�℄h=(2 +p2);h=r0[. Ce
i permet de 
on
lureque 
e sous-maillage est quasi-uniforme, de pas proportionnel �a h, et don
, lenombre d'�el�ements est en O(h�2), 
e qui �etait souhait�e.Remarque D.0.1 Nous avons simpli��e la 
onstru
tion en faisant une hypoth�ese lianth0 et r
. En fait 
es deux quantit�es sont ind�ependantes.Dans la pratique, le 
er
le �a partir duquel se 
onstruit !h peut être pris 
omme �etant leplus grand 
er
le C0 de rayon r0 < r
 qui soit r�eunion d'ar
s 
ons�e
utifs de longueur de
orde �egale �a h0.La fronti�ere des zones rigides (le 
er
le C) est alors 
ontenue dans une ou deux 
ou
hesd'�el�ements de !e On entend i
i par ((
ou
he)) la r�eunion des triangles qui maillent la 
ou-ronne d�e�nie par deux 
er
les Cj et Cj+1.On peut alors 
onsid�erer que la r�eunion de 
es ji�eme et (�eventuellement) (j + 1)i�eme
ou
hes 
onstitue !h. Pour 
ela, il faut toutefois s'assurer que la valeur de j est born�eeind�ependamment de h0 
ar le maillage de !h doit être quasi-uniforme par rapport �a h0.Nous avons v�eri��e 
e point pr�e
is par des 
al
uls num�eriques pour plusieurs valeurs de r
et de h (ave
 h0 = h2) et trouvons que r1 > r
 > r0.
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ai
ri�1riri+1�i hi�1hi+1 hi hi�1 airi+1riri�1 �i hi+1hi

Fig. D.1 { Constru
tion des triangles 
onstituant les deux sous-domaines !0 (�a gau
he)et !e (�a droite) du domaine 
ir
ulaire 
.
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ulaire
Ri Ri+1 = �Ri ��HiaiHi Rn�1�Rn�1e�Rn�1�2Rn�1

e�Hn�1ea �Hn�1Fig. D.2 { Maillage quasi-uniforme entre le sous-domaine !e et la fronti�ere �
 de 
. Adroite : 
onstru
tion de la derni�ere 
ou
he, au bord de 
.
h

e = rn � r0
110�110�210�310�410�5

110�110�210�310�410�5Fig. D.3 { �Epaisseur du domaine de transition !e en fon
tion du pas h du maillage Thde 
, ave
 le pas minimum h0 = h2 et pour les rayons r0 2 f1=10; 2=10; 3=10; 4=10g quid�e�nissent la fronti�ere du bou
hon rigide.


