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Consignes. La durée de cet examen est de deux heures. Une feuille de notes manuscrite au format
A4 recto-verso est autorisée. Dans tous les exercices, il est possible d’admettre le résultat d’une question
pour répondre aux questions suivantes. Toute réponse doit être justifiée.

Exercice 1 : Questions courtes

Pour chacun des extraits de programme suivants, indiquez le ou les erreurs et comment les résoudre.
On notera cependant (et ce en particulier pour les questions 3 & 4 ) qu’être « peu efficace » ne constitue
pas une erreur.

Q.1 :

struct s
{

int a;
int b;
int c;

};
...
struct s *p = (struct s*)malloc(sizeof(struct s*));
*p->a = -1;
*p->b = 3;
*p->c = 3;

Q.2 :

int **t = (int **)malloc(12*60*sizeof(int));
t[0][0] = 1;
t[11][59] = 2;

Q.3 : On suppose l’existence d’une fonction void sort(const int *t, int *s, int tslen) qui
écrit dans s le tableau t trié, sans modifier ce dernier. Ces deux tableaux sont de taille tslen et
doivent avoir été alloués.

int min(int *t, int tlen)
{

int *tt = (int *)malloc(tlen*sizeof(int));
sort(t, tt, tlen);
return tt[0];

}

Q.4 :
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/* calcule le produit de a et b mod 2**32 - 5 */
uint32_t mul325(uint32_t a, uint32_t b)
{

uint32_t r = (a*b) % 4294967291 // 2**32 - 5 = 4294967291
}

Exercice 2 : Représentation de sous-ensembles

Dans cet exercice, on souhaite représenter des sous-ensembles d’un intervalle J0, N − 1K, N − 1 ≤
263 − 1 des entiers naturels N, ainsi qu’effectuer quelques opérations ensemblistes élémentaires.

On considère initialement une représentation d’un sous-ensemble comme une séquence (pas néces-
sairement triée) des éléments le constituant, implémentée par un tableau de type int64_t * de taille
a priori inconnue. Un élément négatif indique la fin du tableau.

Exemple 1. Dans cette représentation, l’ensemble {102, 116, 136} peut être indifféremment repré-
senté par le tableau {102, 116, 136, -1} ou le tableau {136, 102, 116, -116}.

Un premier objectif va être de convertir la représentation ci-dessus vers une représentation sous
forme de fonction indicatrice, implémentée en binaire par un tableau de type uint64_t * de taille
fixe égale à dN/64e. Dans cette représentation, la présence (resp. l’absence) dans le sous-ensemble de
l’élément i est indiquée par la valeur 1 (resp. 0) du i%64ème bit du i/64ème élément du tableau ; si
besoin, le dernier élément du tableau est complété avec des zéros.

Exemple 2. Soit N = 144, l’unique représentation de {102, 116, 136} est {0ULL, 0x100040000000 c

00ULL, 0x100ULL}.

Q.1 : Écrivez une fonction int in_set(const uint64_t *s, uint64_t N, uint64_t elt) qui ren-
voie 1 si elt est présent dans l’ensemble représenté par s suivant la seconde représentation ci-dessus,
et 0 sinon.

Q.2 : Écrivez une fonction void conv(const int64_t *sr1, uint64_t *sr2, uint64_t N) qui
convertit un sous-ensemble de J0, N − 1K donné suivant la première représentation ci-dessus en la
seconde. Prenez garde à justifier les choix et hypothèses que vous ferez, notamment en terme d’alloca-
tion mémoire.

Dans toutes les questions suivantes, les ensembles sont représentés de la seconde façon décrite
ci-dessus.

Q.3 : On admet l’existence d’une fonction uint64_t __builtin_popcountl(uint64_t x) qui re-
tourne le nombre de bits de son argument qui sont égaux à 1.

Écrivez une fonction uint64_t card(const uint64_t *s, uint64_t N) qui retourne le cardinal
du sous-ensemble de J0, N − 1K représenté par s.

Q.4 : Écrivez une fonction uint64_t intersect(uint64_t *s1, const uint64_t *s2, uint64_t
N) qui modifie s1 pour que celui-ci représente l’intersection des deux sous-ensembles représentés par
s1 et s2 et qui renvoie le cardinal de cette intersection.

Q.5 : Écrivez une fonction uint64_t diff(uint64_t *s1, const uint64_t *s2, uint64_t N) qui
modifie s1 pour que celui-ci représente la différence de l’ensemble représenté par s1 et de celui repré-
senté par s2 et qui renvoie son cardinal. On rappelle que la différence A\B de A et B est l’ensemble
des éléments de A qui ne sont pas présents dans B.

Q.6 :

1. Quel est le nombre de sous-ensembles possible d’un ensemble de taille N ? (Autrement dit, quel
est le cardinal de l’ensemble des parties d’un ensemble de cardinal N ?)

2. Pour chacune des représentations ci-dessus, donnez le coût du stockage d’une représentation
d’un sous-ensemble de taille K d’un ensemble de taille N .
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3. Quelle représentation vous semble la plus appropriée lorsque les sous-ensembles sont denses (c-
à-d qu’ils contiennent une proportion « importante » des éléments de l’ensemble d’origine) ou
non ?

4. Comment pourriez-vous représenter les sous-ensembles d’un ensemble quelconque, arbitraire-
ment grand, dont les éléments ne peuvent pas être naturellement représentés par des entiers
bornés ? Pensez-vous pouvoir dans ce cas utiliser la même approche que dans les questions
précédentes pour implémenter les opérations ensemblistes de base ?

Exercice 3 : Multiplication de matrices dans F2

Dans cet exercice, on souhaite étudier différentes implémentations possibles de la multiplication
de matrices carrées de dimension 64 à coefficients dans F2 ; on note R l’anneau correspondant. La
représentation choisie pour les matrices de R est par ligne, et chaque élément de F2 est représenté sur
un unique bit. C’est à dire qu’une matrice A est représentée par un tableau uint64_t A[64], dont
le premier élément A[0] représente la première ligne de A. On utilisera également une représentation
par colonne dans certaines questions, où le type de A ne change pas mais telle que A[0] représente la
première colonne de A.

Q.1 : Écrivez une fonction uint64_t scalar64(uint64_t x, uint64_t y) qui calcule le produit
scalaire

∑63
i=0 xiyi de deux vecteurs de F64

2 en utilisant l’opérateur & et la fonction __builtin_popc c

ountl définie dans l’Exercice 2. On rappelle que l’addition dans F2
∼= Z/2Z se fait «modulo 2 ».

Q.2 : Écrivez une fonction void mwrite(uint64_t A[64], int i, int j, unsigned v) qui effec-
tue l’assignation Ai,j ←[ v, où A est représentée par ligne, comme décrit ci-dessus, et où v vaut 0 ou
1.

Q.3 : Écrivez une fonction void muls64_sc_het(const uint64_t A[64], const uint64_t B[64 c

], uint64_t C[64]) qui calcule le produit C = A × B (c-à-d tous les Ci,j =
∑63

k=0Ai,kBk,j) en
utilisant un produit scalaire. On considérera que C a déjà été allouée et sera représentée par ligne ; que
A est représentée par ligne ; et que B est représentée par colonne.

Q.4 :

1. Quel problème pose la fonction de la question précédente en terme d’homogénéité des représen-
tations ?

2. Quelle opération élémentaire sur les matrices pouvez vous utiliser pour le résoudre ?

3. Le surcoût de cette solution est-il important ?

Q.5 : On se donne maintenant une fonction uint64_t broadcast64(uint64_t x, unsigned i) qui
renvoie la valeur ~0ULL 1 (resp. 0ULL) si le ième bit de x vaut 1 (resp. 0) 2.

Écrivez une fonction void muls64_br_hom(const uint64_t A[64], const uint64_t B[64], u c

int64_t C[64]) qui calcule le produit C = A×B en utilisant la fonction broadcast64 pour implé-
menter l’observation que Ci,∗ (la ième ligne du résultat) est égale à

∑63
j=0Ai,jBj,∗.

On considérera que toutes les matrices A, B, C ont déjà été allouées et sont représentées par ligne.

Q.6 : Comment pouvez-vous changer votre implémentation de muls64_br_hom pour calculer le pro-
duit de matrices à coefficients dans l’algèbre de Boole ({0, 1},∨,∧,¬), où l’on remplace + par ∨ et ×
par ∧ ?

1. C’est à dire 0xFFFFFFFFFFFFFFFFULL.
2. Sur une architecture utilisant une représentation en complément à 2 pour les nombres signés, une telle fonction

peut être implémentée par l’expression -((x >> i) & 1).
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