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Chapitre 1

Processus Aléatoires, Filtrations et
Temps d’arréts

Contents
1.1 Processus entempscontinu . ... ................ 7
1.1.1 Définitions de base . . . . . . . . ... 7
1.1.2  Comparaisons de processus . . . . . . . . . . . o oL 8
1.1.3 Espaces de trajectoires convenant aux processus aléatoires . . . 9
1.2 Filtrations . . . . . . . . . . Lo e e e e e e 13
1.2.1 Filtration en temps continu . . . . . . ... ... ... ... 13
1.2.2  Processus prévisibles en temps continu . . . . . . ... ... .. 15
1.3 Tempsdiarrét . ... ... .. ittt 17
1.3.1 Définitions . . . . . . ... 17
1.3.2 Evénements antérieurs a un temps d’arrét . . . . . . . ... .. 18
1.3.3 Intervalles stochastiques . . . . . . . ... ... ... .. ..., 19

1.1

Processus aléatoires a valeurs dans R? en temps

continu.

1.1.1 Définitions de base

On considere un espace probabilisable (€2, F) que I'on appellera espace des réalisations
(en anglais : sample space). Dans ce qui suit on prendra tantot T = [0, 7] avec T' > 0 ou

T = [0, +00[ que I'on identifiera comme le temps.

Un processus aléatoire est une famille X = (X;)er de v.a. sur (Q,F) a valeurs dans

un espace mesurable (F, &) appelé espace d’état.

Pour tout le cours on prendra F =R et £ = B(R?) la tribu des boréliens de R?.

Il est particulierement important de garder a I’esprit les trois interprétations équivalentes

suivantes :
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(1) Vecteur aléatoire :
X est une application mesurable de (Q, F) dans (R?)", (B(R?))") := @, (R% B(RY)).
Ce qui signifie que pour tout élément B € @,.r B(R?) on a X }(B) := {w € Q :
X(w) € B} € F. La loi* du processus X est uniquement déterminée par les lois fini-
dimensionnelles : c’est a dire les lois (jointes) des vecteurs (X, ..., Xy, ), a valeurs dans
(RH", (B(RY))™), ott t1,....t, € T et n > 1. Ces lois sont & leur tour déterminées par les

P(X;, € Ay,... Xy, €A,), A, A, € BRY, ty, ... t, €T, n> 1.

Nous allons étre amené a éclaircir les notions de convergence dans cet espace : i.e. que
veut dire X,, converge vers X 7

(2) Fonctionnelle :

X (T x Q,B(T) ® F) — (RY B(R?)) comme fonction du couple (t,w) € T x Q & va-
leurs dans R?. Afin de pouvoir observer le processus y compris a des temps aléatoires
T(w) € T sous la forme Xp(w) := Xpe,)(w) on se doit d’étre prudent : en effet I'ap-
plication : w — Xr(w) n'est pas forcément F/B(R?) mesurable... Pour cette raison on
introduit la notion de mesurabilité conjointe : on dira que le processus X est (conjoin-
tement) mesurable si pour tout A € B(R?) 'ensemble {(t,w) € T x Q : X,(w) € A} est
dans la tribu produit B(T) ® F. Cette condition entraine (par composition d’applications
mesurables) la mesurabilité de Xrp.

(3) Trajectorielle :
A w € O fixé, I'application X (w) : t — X,;(w) définit une fonction de T — RY. Ainsi
chaque réalisation w € € peut étre identifiée & (X,(w))ier € (RY)T sa trajectoire associée
par le processus X. On sera amené a imposer certaines conditions de régularité sur les
trajectoires (ex : continuité, continuité a droite limite a gauche, etc...). Pour cela on
se restreindra & des sous-espaces (H,H) de ((RY)T, (B(R?))T). Mais il y aura un prix
conceptuel a payer...

Exercice 1.1 Soit X : Q — R? tel que E(|X|P) < +00 pour un p € R,
(a) Montrer 'inégalité de Markov : pour tout A > 0

1
P(X] 2 A) < E(XP);

(b) Supposons qu’il existe k > 0 tel que M = Elexp(k|X|)] < +00 alors montrer que
P(|X| > \) < Me ™™
(c) Appliquez ces résultats pour X = Wy ou W est un M.B.S. puis pour X = Ny ou N est

un processus de Poisson de paramétre .

1.1.2 Comparaisons de processus

Etant donnés deux processus stochastiques X et Y définis sur un meéme espace de proba-
bilité (2, F,P). Quand peut on dire X =Y ?

! Attention pas le processus lui méme! Seulement sa loi.
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Au sens le plus fort ceci se passe si pour tous (t,w) € T x Q on a X;(w) = Yy (w).
Lorsque l'on travaille avec un espace de probabilité on peut avoir une définition moins
restrictive en faisant rentrer IP en action :

Définition 1.1 On dira que deux processus X et Y sont indistinguables si et seulement
St
P(X; = Y; pour tout t € T) = 1.

Autrement dit les trajectoires de X et'Y coincident partout presque surement.
Cela reste encore une définition tres forte. On peut affaiblir cette notion en

Définition 1.2 On dira que X est une modification (ou une version) de'Y si et seulement

st pour tout t € T
P(X,=Y;) =1

Autrement dit pour tout t € T les v.a. X; est Y; sont presque surement égales.

Clairement si X et Y sont indistinguables alors I'un est une modification de I'autre.

Exercice 1.2 (i) Trouver un contre exemple montrant que la réciproque est fausse.
(i1) Montrer que si X est une modification de Y et que de plus les trajectoires de X et de
Y sont continues a droite avec probabilité 1 alors X et'Y sont indistinguables.

Lorsque X et Y ne sont pas définis sur le méme espace de probabilité les définitions
antérieures n’ont plus de sens. On doit alors considérer une notion de comparaison plus
faible que les précédentes.

Définition 1.3 On dira que les processus X et Y a valeurs dans R? définis respectivement
sur (0, F,P) et (Q,F,P) ont méme lois fini-dimensionelles si et seulement si pour tous
n>1,0<t <ty<..<t, avect; € T et A; € B(R?) pour touti € {1,....,n} on a

P(X, € Aie{l,..,n}) =P(Y, € Ajie{1,...,n}).

Cette derniere notion est, bien entendu, toujours utile lorsque les espaces de probabilité
coincident. C’est alors une définition évidement plus faible que la modification ou I'indis-
tingabilité. Elle reste néanmoins la plus pratique car beaucoup plus simple a vérifier.

Exercice 1.3 Soit (R** B, du) ou du est une mesure de probabilité sur R** non ato-
mique (i.e. qui ne charge pas les points). Pour toust > 0 on définit Xi(w) = ¢, et Y; = 0.
Montrer que X et'Y ont méme loi fini-dimensionnelle et que X est une version de Y .

1.1.3 Espaces de trajectoires convenant aux processus aléatoires

Dans ce qui suit on prendra T = [0, 7] (dans le cas ou T = R la plupart des conclusions
restent valables mais sont techniquement plus difficiles a décrire).

Il s’agit ici de trouver un espace fonctionnel suffissamment grand pour décrire et étudier
les processus qui peuvent nous intéresser.
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Le choix de I'espace global (RY)%7] = {f :[0,T] — R?} est bien trop grand : beaucoup
de fonctions de cet espace présentent des pathologies mathématiques entrainant des dif-
ficultés techniques de mesurabilité.

Etant donné un espace métrique E muni de sa tribu borélienne £ on dit qu’une suite
de loi de probabilité p, sur (F,E) converge faiblement vers p si pour toute fonction f
continue, bornée, on a [ fdu, — [ fdu. Dans ce cas on écrit pu, = p.

Tres souvent il est plus pratique d’énoncer un tel résultat avec des fonctions aléatoires
plutot qu’avec leurs lois associées. Ainsi on dira que X,, converge faiblement vers X, que
I'on notera X,, = X si et seulement si E(f(X,,)) — E(f(X)) pour toute fonction f conti-
nue, bornée.

Soit IT une famille de mesures de probabilité sur un espace métrique (S, p).

On dit que II est relativement compacte si de toute suite p, d’élément de Il on peut
extraire une sous suite qui converge vers une limite p (¢ pouvant éventuellement étre hors
de II).

On dit que IT est tendue si pour tout € > 0 il existe un compact K C S tel que u(K) > 1—e¢
pour tout p € II.

Théoréme 1.1 (de Prokhorov)
On suppose (S, p) complet (les suites de Cauchy convergent) et séparable (il existe un sous
ensemble dense dénombrable) alors 11 est tendue ssi Il est relativement compacte.

Espace C

L’espace C' = C([0, T], R?) des fonctions continues & valeurs dans R? est celui qui permet
de décrire les processus a trajectoires continues. On muni cet espace de la topologie de la
norme sup

[flleo = sup LF(£)]
teT

que I'on peut utiliser pour construire la tribu borélienne C sur laquelle les mesures peuvent
étre définies. On montre (cf. Durrett ou Billingsley) que C est engendrée par la famille
des événements qui ne dépendent que d’'un nombre fini de coordonnées :

{WGCIW(ti)GAi, ]_SZSI{?}

ot 0 <t <ty <..<t <TetA €B(RY.
L’espace C' muni de la norme précédente est un espace métrique complet séparable.

Exercice 1.4 Soient a, =271 — (2n)7! et b, =271 — (4n)~! et p, la mesure concentrée
sur la fonction f,(t) = 4n(t — a,) si t € [an,by); fu(t) = 40271 —t) sit € [b,,27Y];
fn(t) = 0 sinon.

(a) Montrer que f,(t) — 0 mais pas uniformément.

(b) Montrer que p,, ne converge pas faiblement vers dy.

Lorsque l'on s’intéresse a la convergence (faible) des processus dans l'espace C' la stratégie

a suivre est de montrer la convergence des lois fini-dimentionnelles puis de vérifier le critére

de tension. C’est le sens du résultat qui suit, le lecteur intéréssé en trouvera une preuve
)
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dans dans P. Billingsley, Convergence of Probability Measures Wiley 1999.

Théoréme 1.2 Soient X, X', X2, ... des processus pour lesquels X, X* : (Q, F) — (C,C).
Alors si pour tous k > 1, t1,...,t, on a

<XIZ’ 7Xtr;i> =n (Xt17 -'-7th)

ou = désigne la convergence en loi et si pour tout € > 0

=0 pooo

limlimsuplP’( sup | X7 — X[ > e) =0

|s—t/<6

alors
X'"=, X.

Le résultat qui suit est de premiere importance. Il nous donne un critere d’existence de
processus (a trajectoires) continu(e)s.

Théoreme 1.3 de continuité de Kolmogorov-Centsov
Soit X un processus vérifiant : pour tout T" > 0 il existe des constantes positives «, 3, D
telles que quels que sotent 0 < s,t <T on a

E[X; — X,[*] < D |t — s|**.

Alors il existe X = (Xt)OStST une version continue de X.
De plus X est localement Holderienne d’exposant v €]0, 3/ a].

Probléme 1.1. L'objectif est de montrer le résultat précédent.

Questions préliminaires :

(1) Montrer le lemme de Borel-Cantelli : si Ay est une suite d’événements tels que
> w P(Ag) < 400 alors P(N9e_, U2, Ax) = 0.

En déduire que P(w € Q : w € un nombre fini de A4,)) = 1.

(2) Montrer que X,, converge en probabilité vers X est équivalent a de toute sous suite de
(X,) on peut extraire une sous-suite qui converge presque surement vers X.

Sans perte de généralité on suppose T' = 1 et pour tout n € N on définit D,, = {2% k=
0,..,2"} et D = U, D, 'ensemble des nombres dyadiques de [0, 1]. On rappelle que D est
dénombrable et dense dans [0, 1].

On définit alors un nouveau processus ()?g)gep par )?9 = Xy pour tout 6 € D.

lére partie. On va montrer qu'il existe €y C € avec P(€y) = 1 tel que pour tout
w € g la trajectoire 0 € D +— Xp(w) est Holdérienne (donc uniformément continue).

On rappelle que par hypothese «, 3 > 0; soit alors 0 < v < f/«
(3) Montrer qu’il existe Qy C 2 avec P(£29) = 1 tel que pour tout w € €y et pour tout n
suffisamment grand

~ ~ 1\”
max |Xk/2n — X(k_l)/2n| < <—)

1<k<2n on
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(Indic : utiliser Chebychev, 'hypothese et Borel Cantelli).
(4) Montrer que pour tout w € €y et pour tout n suffisamment grand alors Ym > n,

Vs, t € D, tels que 0 <t —s < 27" alors | X, — X,| < 2> 127

(5) On pose § = 2/(1 —277). Montrer que pour tout w € g, Vs,t € D tels que |t — s]| est
suffisamment petit alors L
|Xt — XS| S 5‘t - S|fy

2éme partie. On va montrer que pour tout w € Qg et ¥t € [0,1] \ D pour toute suite
0, € D convergente vers t alors X, converge vers une limite X; indépendante du choix
de la suite approximante (6,).

(6) Soient 0, € D et t, € D deux suites convergentes vers t. Montrer que Yw € €,
Ve > 0, ANp(w) t.q. n,p > Ny(w) implique
X, — Xi| < €
et
|X9n — X9p| S 19
et en déduire le résultat.
Pour w ¢ Q on pose X,(w) = 0 pour tout .

3&éme partie. On va montrer que (X;) est bien une modification de (X,).

(7) Montrer que Yw € Qy application ¢ € [0, 1] — X,(w) est uniformément continue.

(8) Montrer que pour toute suite #,, € D qui converge vers t € [0, 1] on a que la suite X,
converge en probabilité vers X;. B

(9) Déduire de la deuxiéme question préliminaire que X; = X; presque surement.

Exercice 1.5 Soit (By)i>o un processus tel que pour tous 0 < s <t les v.a. By — By sont
de loi N(0,t — s).
1) Montrer que pour tout n > 1 il existe C,, > 0 telle que

E(|B; — B,|*) = C,|t — s|".

2) En déduire qu’il existe un mouvement brownien (W) qui est une version de (B;) et
retrouver que Wy est localement Holderienne d’exposant v < 1/2.

Espace D

Comme nous 'avons vu dans le cours d’introduction au calcul stochastique il peut étre
intéressant de considérer des processus ayant des sauts. Pour cela on introduit les fonctions
cad-lag.

Définition 1.4 On dit que f : T — R? est cad-1ag si (en tout point de T) elle est continue
a droite et possede une limite a gauche.
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Sit est un point de discontinuité de f on notera
AJ() = F(t) ~lim 1)
le saut de f au point t.

Remarques importantes :

1) On peut définir une topologie (cf. J. Jacod, A. Shiryaev : Limit theorems for stochastic
processes. Springer 2002) et une notion de convergence (faible) sur I'espace des fonctions
cad-lag. Muni de cette topologie et de sa tribu Borélienne associée cet espace est appelé
espace de Skorokhod et est noté par D(T,R?). Une variable aléatoire & valeur dans D
est appelé un processus cad-lag. Il existe une metrique d pour laquelle I'espace D est
séparable et complet.

2) On peut définir parallelement les fonctions cag-lad : c’est a dire, continues a gauche
avec limite a droite. La différence entre les deux notions prend tout son sens au niveau
pratique. Avec une fonction cad-lag il n’est pas possible d’anticiper sa valeur au temps ¢ au
vu de ses valeurs avant cet instant : on peut avoir f(t) # f(t—). Ainsi ce type de fonction
parait tout a fait adapté a un contexte d’incertitude. Une fonction cag-lad au contraire
permet cette anticipation : f(t) = f(t—). Ce genre de fonction pourra alors également
nous servir lorsque l'on voudra parler de stratégie : basée sur une certaine histoire on
choisit de prendre une décision.

Proposition 1.1 Une fonction cad-lag sur T = [0,T] a au plus un nombre dénombrable
de discontinuités. En particulier pour tout € > 0 le nombre de sauts sur T plus grands que
€ est fini.

Exercice 1.6 Montrez la proposition précédente.

Exemple typique (mais non canonique)
Soient g : T — R une fonction continue et des constantes a;, i =0,....n—1let tHp =0 <
t1 < .. <t,=T. La fonction suivante est cad-lag

n—1

F(O) =gt + > aidp ().

1=0

1.2 Filtrations

Question : Comment formaliser I'idée intuitive que les événements deviennent de moins
en moins incertains au fur et a mesure que 'information augmente avec le temps ?

Les filtrations permettent de définir les notions d’information passée, de prévisibilité et
de non anticipation.

1.2.1 Filtration en temps continu

On considere un espace de probabilité (2, F,P). Dans ce qui suit on prend T = [0, 7| avec
T > 0 ou bien T = [0, 400].
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Définition 1.5 Une filtration (ou flot d’information) (Fi)ier est une famille croissante
de sous tribus de F :
Vs, t €T, s<t = F,CF.

On dit alors que (Q, F, P, (F)ier) est un espace probabilisé filtré.
Dans le cas T = [0, +o0[ on note Foo, = 0(UserFs) c.a.d. la tribu engendrée par UserF.

Exercice 1.7 Soit (H;)ic; une famille de tribus sur S, ot I est un ensemble d’indice
quelconque.

Montrer que H := N;H; est une tribu.

Montrer par contre que H; U 'H; n’est pas forcément une tribu.

Définition 1.6 (Provisoire)
Soit X = (X})ier un processus stochastique sur (Q, F,P). On appelle filtration naturelle
relative a X la filtration définie par

GX=0(X,; s<t, seT)

pour tout t € T ; c’est a dire la plus petite sous tribu de F qui rend mesurable toutes les
applications w — X (w) pour tout s <t, s € T.

On interpréte alors A € G;X comme le fait que jusqu’au temps ¢ un observateur de X sait
si A est réalisé ou pas.

Exercice 1.8 Soit X un processus tel que toutes ses trajectoires sont cad-lag. Soit A
’événement X est continu sur [0, to[. Montrer que A € F;\.

Il y a des subtilités inhérentes a la notion de filtration en temps continu.

Définition 1.7 Soit (F})ier une filtration.

On définit Fy— = 0(Us1 Fs) la tribu des événements antérieurs at > 0 et Fyy = NesoFire
la tribu des événements instantanéments postérieurs a t > 0.

On pose Fo_ = Fo. On dit que (Fy)ier est continue a droite si Fy = Fyy pour tout t > 0.
De fagcon analogue si F; = F;— pour tout t > 0 on dit qu’elle est continue a gauche.

Remarques : Pour un processus X de filtration naturelle (F;)

(1) La continuité & gauche de F;X pour un t, > 0 fixé s’interprete par : la valeur de X,
se déduit de I'observation de X, 0 < s < t.

(2) La continuité & droite de F;* pour un ¢, > 0 fixé s’interprete par : l'information
contenue a to+ n’apporte rien par rapport a I'observation de X, 0 < s <.

Exemple. La filtration naturelle du mouvement Brownien est continue a gauche, mais
pas a droite... (voir Karatzas-Shreeve, section 2.7). Pour cette raison on travaillera avec

une filtration naturelle “augmentée” (voir un peu plus loin).

D’une facon plus générale on définit :
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Définition 1.8 Soient (F;)i>o une filtration et X = (X;)ier un processus sur (S, F,P).
On dira que X est (Fi)ier-adapté (ou non anticipant) si vVt € T

X, est F; mesurable.

Exemple : Tout processus X est F;* adapté (par rapport & sa filtration naturelle.

Exercice 1.9 (a) Est-ce que X est (0(Xy))i>o-adapté ?
(b) Est-ce que X est (Fay )>o-adapté ?
(c) Est-ce que X est (F),)iz0-adapté ?

Définition 1.9 Conditions Habituelles.

Soit (Fi)i>0 une filtration sur (Q, F,P). On dira que F; satisfait auz conditions habituelles
581

(i) Fo contient tous les P-négligeables de F.

(1) Si T =R* ou [0,T] alors (F;) est continue a droite ; ¢’est a dire

\V/tET ft:ﬂft—i—a-
e>0

Propriété 1.1 Dans les conditions habituelles si X est F; adapté et est une modification
de Y alors Y est ausst F; adapté.

Exercice 1.10 Montrer la propriété.

Dans tout le ce qui suit nous supposerons TOUJOURS LES CONDITIONS
HABITUELLES SATISFAITES.
En conséquence on va modifier 1égerement une des définitions précédentes :

Définition 1.10 Soit X = (X;);er un processus stochastique sur (2, F,P). On appellera
filtration naturelle relative a X, notée (F; )ier, la filtration définie par

FX=0(X,; s<t, SET)\/N

pour tout t € T ; ou N représente tous les P-négligeables de F.
En particulier lorsque X = W le mouvement Brownien sur (2, F,P), on appelle filtra-
tion Brownienne [a filtration F}".

Théoréme 1.4 La filtration Brownienne est continue (4 gauche et a droite).

Preuve : Karatzas-Shreeve section 2.7.

1.2.2 Processus prévisibles en temps continu
Contexte : T =R* ou T = [0,7], (Q, F,P, (F,)er) espace probabilisé filtré olt (F)ser

vérifie les conditions habituelles.

Un des probleme lié au temps continu est de définir une notion analogue a celle de pro-
cessus prévisible du cas discret : En effet rappelons (cf. cours de PA 2eme année) que si
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T = N une filtration (F,)nen sur (2, F,P) est une suite croissante de sous tribu de F :
Fri1 C Fpn. Un processus (X, )nen sur (Q, F,P) est dit F,, adapté si X, est F,,-mesurable
pour tout n € N. Enfin un processus (H,),>o est dit F,-prévisible si

Hy est Fy-mesurable et H,, est JF,_i-mesurable pour tout n > 1.

Pour mieux illustrer la difficulté rappelons nous 'exemple d’une stratégie de jeu. Dans
un jeu a plusieurs manches on doit pouvoir parier a n’importe quel instant précédent
strictement (<) l'issue de la manche mais pas apreés (>). Par exemple a la roulette, on a
le droit de miser tant que la bille n’est pas arrétée.

Une fagon de garantir que notre pari a bien été fait avant l'instant 7' (éventuellement
aléatoire) de lissue du jeu est d’exiger que la quantité représentant notre mise a n’im-
porte quel instant t soit continue a gauche. Ceci implique, entre autre, que 1’on ne peut
réagir instantanément pour prendre avantage des soubresauts (l'issue par exemple) du
jeu.

Le processus le plus simple correspondant a cela est du type : pour s < t fixés on pose

Hy(w) = Hy(s, t,w) =Y (w)sg(u).

ou Y une v.a. Fs-mesurable. Ainsi H,, est un processus JF,-adapté a trajectoires continues
a gauche.
On va ainsi définir

Définition 1.11 On appelle tribu prévisible, par rapport a la filtration (F), la plus petite
tribu sur R™, Q, notée I1, engendrée par tous les ensembles de la forme s, t]x A ot A € F,
avec 0 < s<teT.

Définition 1.12 On appelle tribu optionnelle, la plus petite tribu sur R™ x Q, notée O,
engendrée par tous les ensembles de la forme [s,t[xA ot A € Fs avec 0 < s <t €T,

Définition 1.13 On dira qu’un processus (Hy)er est :
prévisible s’il est II-mesurable ;
optionnel sl est O-mesurable

Théoréme 1.5 La tribu II coincide avec la tribu des sous ensembles de R x Q0 qui sont
engendrés par les processus (applications sur RT x Q) (F;)-adaptés continus a gauche.
La tribu O coincide avec la tribu des sous ensembles de RT x Q qui sont engendrés par
les processus (F;)-adaptés continus a droite.

Preuve hors programme (cf. Durrett Ch. 2 Theorem 1.2).

Moralité a retenir :
Si (Hy) est un processus (F;)-adapté continu (resp. continu a gauche) alors il est (F)-
prévisible.

Exemples : Etant continu le mouvement Brownien B, est (FPB)-prévisible. Par contre
un processus cad-lag comme le processus de Poisson N, n’est généralement pas prévisible.
En revanche le processus (IV;_)i>o lest.
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1.3 Temps d’arrét

1.3.1 Définitions

On considere (Q, F, P, (F;)ier) un espace probabilisé filtré dans les conditions habituelles.

Définition 1.14 Un (F;)-temps d’arrét est une variable aléatoire Q — [0, +00] (resp.
dans NU{+oo} si T = N) telle que

VteT {r<tledF.
Une conséquence importante de la continuité a droite de la filtration est que

Proposition 1.2 Pour T=R" ouT =1[0,T], on a
T est un temps d’arrét si et seulement siVt € T, {1 <t} € F;.

Preuve : 1 suffit d’écrire (et d’utiliser la continuité a droite de la filtration)

{r<ty=J{r<t-1/n}

n>1

et
{r<ty=({r<t+1l/n}.
n>1
Proposition 1.3 (1) Toute constante positive (resp. a valeur dans N) est un (Fi)ier-
T.A. pour T=R" ouT =[0,T] (resp. T = N).
(2) Soient T et o deux (F;)-T.A. et a > 1 alors les v.a. suivantes sont aussi des (F;)-T.A.
TNo, TVo, T+0 et ar.
(3)

Exercice 1.11 Montrer la proposition.

Définition 1.15 Soit X un processus stochastique et A un borélien de R. On définit
Ty :=inf{t >0: X; € A}
Alors Ty est appelé le temps d’atteinte de A par X.

Théoreme 1.6 Soient X un processus cad-lag F; adapté, G un ouvert de R et F' un
fermé de R alors

(a) T est un Fy temps d’arrét;

(b) T =inf{t >0: X, € F ou X,_ € F} est un temps d’arrét.

Exercice 1.12 Montrer le théoréeme.
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1.3.2 Evénements antérieurs a un temps d’arrét

Définition 1.16 Soit 7 un (F;)-T.A.
(1) On appelle tribu des événements antérieurs a 7 et on note F, la tribu définie par

F,={AecF : An{r <t} eF, Vte T}

(2) On appelle filtration arrétée la filtration (Fyat)ier-
En particulier on a F.py C F; pour toutt € T.

Exercice 1.13 Soient o et 7 deux temps d’arréts. Montrer que les événement suivants
sont dans F

{r <t}, {T>t}, {r=1t}, {r<o}, {Tr>0}, {r=0}.

La définition de F, n’est pas tres intuitive si ce n’est qu’elle représente bien I'information
que 'on a jusqu’au temps 7T'. Ce que confirme le

Théoréme 1.7 Soient T un temps d’arrét fini. Alors F, est la plus petite tribu contenant
tous les processus cad-lag échantillonnés au temps 7. C’est a dire

F. = o{X,; X processus cad-lag F; adapté}.
Preuve : Soit G := d{X,; X processus cad-lag F; adapté}. Prenons A € F, et posons
Xt = IAItzT.

Le processus X; est cad-lag et X7 =14 donc A € G.
Pour l'inclusion inverse si X est un processus cad-lag adapté alors il suffit de montrer que
X, est F, mesurable ce qui sera fait dans la proposition 1.5 a suivre. i

Proposition 1.4 Soient 7 et o des (F;)-T.A.
(i) T est F.-mesurable ;
(i1) si S est une v.a. Fr-mesurable telle que S > 7 (resp. S > 7 et S a valeurs dans
NU{+oc0} si T=N). Alors S est un (F;)-T.A;
(i1i) si o < T p.s. alors F, C Fr;
(v) Finog = Fr N Fy;
(v) si T, | T sont des temps d’arrét alors T est un temps d’arrét et Fr. = Np,Fr, ;
(vi) si T, | oo sont des temps d’arrét et o < oo alors Fropo T Fo-

Exercice 1.14 Montrer la proposition précédente.

Proposition 1.5 Soient (X;) un processus (F;)-adapté et T un (F;)-T.A. fini. Alors la
v.a. X, est F.-mesurable.

Preuve : 1l suffit de voir que pour tous ¢t > 0 et B € B(R)
{X;eBIn{r <t} ekF.

On considere X : (RT x Q, B(RT) @ F) — (R, B(R)), X (t,w).

On définit
p: {7<t} — R*xQ

w e (T(w),w)

Comme X est adapté et cad-lag on a que (sur {7 < t}) X, = X o ¢ est une application
mesurable de ({7 < t}, F, N {r <t}) dans (R, B(R)). i



1.3. TEMPS D’ARRET 19

Proposition 1.6 Soit X un processus optionnel. Alors, vu comme application sur RT x €,
il est B(RT) @ F-mesurable. De plus si T est un temps d’arrét alors
(a) Xr1lircoo) est Fr mesurable; (b) Le processus arrété X' est aussi optionnel.

1.3.3 Intervalles stochastiques

Définition 1.17 Soient S et T deux temps d’arrét. On définit I’ensemble aléatoire :
(S, T] :={(t,w) eR" x Q: S(w) <t <T(w)}
D’une fagon analogue on définit |S,T[, |S,T] et [S,T].

Proposition 1.7 57 S et T sont deux temps d’arrét et si Y est Fg mesurable alors les
quatre processus suivants sont optionnels :

Y17, Ylsy, Y1, Yiso

Tout processus caglad (donc prévisible) est optionnel.
Si X est cadlag et adapté alors les processus suivants sont optionnels X _ et AX.
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2.1 Rappels : Espérance conditionnelle

2.1.1 Définitions

— Contexte : (©, F,P) un espace de probabilité, X, Y, Z des vecteurs aléatoires intégrables
(c’est a dire E|| X || < co0) de 2 — R™.

Définition 2.1 Etant donné H une sous tribu de F on définit E(X|H), [’espérance condi-
tionnelle de X sachant H comme l'unique (p.s.) vecteur aléatoire de Q — R™ vérifiant

1) E(X|H) est H-mesurable; et

21
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%) /MXWMW:/X&R\MEH
A A

2) < 2) /Z.E(X\H) dP = / Z.X dP, YZ,H — mesurable
Q Q

Commentaires : 2’) implique 2) Il suffit de choisir Z =14 et on a le résultat.
Pour la réciproque on aura besoin de résultats montrés dans les propriétés a venir. Nous
anticipons donc certains éléments de preuve.
On procede en 4 étapes.
Primo pour tout Z fonction élémentaire Z = Iz avec B € F on a directement le résultat
par 2) car

/IB.E(X|H) dIP’:/IE(X|H) dIP’:/XdIP’:/IB.X dP
Q B B Q

Secondo, par linéarité, on étend ce résultat a toute fonction étagée (combinaison linéaire
de fonctions élémentaires).

Tercio pour Z et X v.a. positives. Soit Z,, une suite de fonction étagée telle que Z,, T Z
par le théoreme de convergence monotone on obtient

/Z.E(X\H) dP = lim [ Z,E(X|H) dP= lim | Z, X dP= / Z.X dP
Enfin pour Z et X de signe quelconque on sépare Z = Z+ —Z et X = XT — X~ ou
Y+ = max(Y,0) (partie positive) et Y~ = max(—Y,0) (partie négative). Ce qui permet
de conclure.

Remarques : 1. Si une v.a. Y vérifiant 1) et 2) alors Y est intégrable. En effet posons
A={Y >0} alors par 1) A € F et par 2)

/Yd]P’:/XdIP’g/\XMIP’.
A A A

/—Yd]P: —X dP< [ |X|dP;
c Ac

Ac

De méme on a

on en conclut E|Y| < E|X]|.
2. S1 Y’ vérifie également 1) et 2) alors pour tout A€ Hona [,Y dP = [, Y’ dP. Soit
e >0 on pose alors A, ={Y =Y’ > ¢} d'ou

0:/ Y — Y dP > eP(A.);

d’ott P(A.) = 0. On en conclut que Y =Y presque surement.

— Si X est de carré intégrable alors E(X|H) représente la meilleure approximation
de X au sens des moindre carrés par une v.a. de carré intégrable H-mesurable. En
particulier on a ||E(X|H)|L2 < || X||Lz.

— Si H =o(Y) (la tribu engendrée par Y) alors on note E(X|Y) au lieu de E(X|H);

— Il existe ¢ une application mesurable telle que E(X|Y) = ¢(Y), et on note E(X|Y =

y) =»(y);
— P(AH) := E(I4|H).
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2.1.2 Propriétés

Les (in)égalités suivantes entre v.a. s’entendent presque strement.

- E(1/H) =1

— Linéarité : E(aX + bY |H) = aE(X|H) + DE(Y |H) ;

- E(E(X[H)) = E(X):

~ Si Y est H-mesurable alors E(Y.X|H) = Y.E(X|H);

— Si X est indépendant de H alors E(X|H) = E(X);
Cette propriété a pour conséquence (combinée avec le théoreme de Fubini) le résultat
suivant qui nous sera utile. Pour une preuve de ce résultat on pourra se reporter a la
Proposition 2.5, Chapitre 8 du livre de Lamberton-Lapeyre.

Proposition 2.1 Soit X une v.a. H-mesurable a valeurs dans un espace mesuré (E,E)
et soit Y une v.a. indépendante de H a valeurs dans un espace mesuré (G,G). Alors pour
toute fonction F' borélienne, positive (ou bornée) sur (E x G,E®G) la fonction f définie
par :
f(z) = E(F(z,Y))
est borélienne sur (E,E) et on a presque strement
E(F(X,Y)[H) = f(X).

Remarque : Dans ces conditions on peut donc calculer E(F'(X,Y") comme si X était
une constante.

— Positivité : Si X > 0 alors E(X|H) > 0;

— Si 'H C G sont deux sous tribus de F alors

E(E(X|G)[H) = E(X|H) = E(E(X|H)|F);
— Inégalité de Jensen : Si ¢ : R — R est convexe et si p(X) est intégrable alors
p(E(X|H)) < E(p(X)[H).
Preuve : Comme ¢ est convexe alors pour tout a € R il existe A\, tel que pour tout =
p(r) = pla) + Aa(x — a)
Posons a = E(X|H) et x = X on a
p(X) = p(E(XTH)) + Aa(X — E(X|H))
On prend alors I'espérance conditionnelle des deux membres pour obtenir

E(p(X)[H) = o(E(X[H)).

2.1.3 Théoremes de passage a la limite

— Convergence monotone : Si X,, /* X et 37 t.q. X,, > Z Vn, Z intégrable; alors
E(X,[H) / E(X[H).
— Fatou : Si pour tout n on a X,, > Z avec Z intégrable alors
E(liminf X, |H) < liminf E(X,|H) < limsup E(X,|H) < E(limsup X,,|H).

— Convergence dominée : Si X,, — X et si 37 intrégrable tel que pour tout n on a
|X,| < Z alors
E(X,|H) — E(X|H).
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2.2 Martingales a temps discret

2.2.1 Définitions

Définition 2.2 Un processus (M, )o<n<n @ valeur réelles, adapté et intégrable est :
— Une martingale si pour tout n € N on a E(M,1|F,) = M, ;

- une surmartingale si pour tout n € N on a E(M,11|F,) < M, ;
— une sousmartingale si pour tout n € N on a E(M,1|F,) > M,.

Ces définitions s’étendent aux vecteurs aléatoires de RY, c.a.d. chaque composante doit
étre respectivement une martingale, surmartingale, sousmartingale réelle.

Exemples : Soient (X,,),>; une suite de v.a. i.i.d. intégrables. On considere la marche
aléatoire partant de l'origine : My =0 et M, = X; + ... + X,,. Montrer que M,, est une
— martingale si E(X;) = 0;
— une surmartingale si E(X;) < 0;
— une sousmartingale si E(X;) > 0.

2.2.2 Propriétés élémentaires

Exercices de manipulation de I'espérance conditionnelle :
— (M,,) est une martingale si et seulement si

E(My 1| Fn) = M, V5 > 0;
— si (M,) est une martingale alors on a pour tout n >0
E(My) = E(M,);

— la somme de deux martingales est une martingale ;

— on a les propriétés analogues pour les surmartingales et sousmartingales ;

— Si (X,,) est une martingale réelle et si ¢ : R — R une fonction convexe telle que
(p(X,)) est intégrable alors (¢(X,,)) est une sousmartingale. Méme conclusion si
(X,,) est une sousmartingale et si ¢ est supposée de plus non décroissante.

Cas pariculier important : si (X,,) est une martingale de carré intégrable alors
(X?2) est une sousmartingale.

2.2.3 Transformée de Martingale

Définition 2.3 On dit qu’un processus (Hy)nen est prévisible (pour la filtration (F,))
st Hy est Fo-mesurable et H, est F,_1-mesurable pour tout n € N.

Définition 2.4 Soit (M,) une martingale et (H,) un processus prévisible (pour la
méme filtration). On pose AM,, = M, — M,_1. On appelle transformée de la martingale
(M,,) par la suite (H,) la suite notée ((H - M),)o<n<n définie par

(HM)O :H(]MO
(HM)n = HOM0+H1AM1 ++HnAMn pour n € N.

(H-M) est quelquefois appelée intégrale stochastique discréte du processus (H,) par
la martingale (M,,).
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Théoreme 2.1
- St |H,| est borné ¥Yn € N alors (H - M),, est une martingale.
— Un processus adapté, intégrable (M,) a valeurs réelles est une martingale si et
seulement si pour tout processus prévisible borné (H,) et pour tout N on a :

Remarquer que la condition de bornitude de H, est essentielle pour que (H - M), soit
intégrable.

Si M, est une surmartingale (resp. sousmartingale) alors a condition de supposer en plus
H,, > 0 on a un résultat similaire : (H.M),, est une surmartingale (resp. sousmartingale).

Preuve : Pour tout n € N la v.a. (H - M), est F,-mesurable, car somme de v.a. F,

mesurables. De plus (H - M),, est intégrable car somme finie de quantités intégrables.

Enfin
E((H ) M)n+1|"rn) = (H ’ M)n +E(]—In-i-lA]wn—i—l|~7:n)

(H - M)y + Hy 1 E(AM,, 41| F,)
= (H-M),

car E(AM,,.1|F,) = 0.
Pour le deuxieme point si (M,,) est une martingale alors par le point précédent (H - M),
est une martingale et par conséquent

E((H - M)y) = E((H - M)o) = E(HoMy).

Par ailleurs (H - M)y = HoMy + ZnN:1 H,,AM, d’ou le résultat cherché.
Réciproquement si pour toute suite prévisible bornée (H,,) on a

N
E <Z HnAMn> = 0.
n=1

Pour tout n € N et toute v.a. Z, F,-mesurable, on définit (Hg’z)kzo par Hg’z =0
pour k # n+1 et Hgfl = Z. La suite (Hg’z)kzo est une prévisible et on a pour tout
0<n<N-1

N
E (Z Hg’ZAMk> = E(Z(M, 4, — M,)) = 0.
k=1
D'ou E(ZE(M,,+1|F,)) = E(ZE(M,)) pour toute Z v.a. F,-mesurable. Ce qui permet de
conclure.

Remarque : La philosophie de ce résultat est de premiere importance : il n’existe pas
de stratégie honnéte permettant de “gagner” dans un jeu défavorable (surma-
tingale) ou simplement équitable (martingale).

Martingale du joueur (Casanova 1725-1798).

On joue successivement a pile ou face avec une piece bien équilibrée. A chaque tour on
mise une quantité d’argent sur 'apparition de face. On perd la mise si pile apparait sinon
on gagne ’équivalent de la mise. On emploi alors la stratégie suivante : on commence par



26 CHAPITRE 2. MARTINGALES

miser k unités monétaire. Si I'on perd on mise alors 2k au tour suivant et ainsi de suite
jusqu’a ce que 'on gagne (ce qui ne saurait tarder puisque la piece est honnéte). Lorsque
I'on a gagné on arréte le jeu.

Modélisation : Soit (X,,) une suite de v.a. représentant les résultats des lancés succes-
sifs : +1 si face et —1 si pile, la suite est i.i.d. de loi P(X; = 1) = P(X = —1) = 1/2.
On considere alors M,, = X; + ... + X,, le nombre de succes moins le nombre d’échecs en
n parties. On a déja vu que M, est une martingale (marche aléatoire symétrique). On
définit alors la stratégie (H,) par H; = k et

2f, siX,=-1
H”“_{o si X, = 1.

La transformée (H - M),, représente alors le gain du joueur au temps n. Comme M, est
une martingale le théoreme ci-dessus nous dit que (H - M),, est aussi une martingale. Par
consequent E((H - M),) =E((H - M)y) = 0; c’est a dire qu’en moyenne on ne gagne rien.
Pourtant si on appelle N le temps ou 'on gagne pour la premiere fois on a :

Gain= -k —2k — ... — 2N 1 4 ONE — .

Donc on repartirait en ayant gagné k! Casanova a été, comme il le raconte dans ses
mémoires, victime de cette interprétation douteuse... Nous y reviendrons.

2.2.4 Théoremes d’arréts

— Contexte : (2, F, (F,)n, P un espace de probabilité, filtré.
On rappelle qu'une v.a. 7, a valeurs dans N U {oco} est un temps d’arrét si pour tout
n € Non a
{r <n}eF,.

Exemples : Dans le contexte de la martingale du joueur N = inf{n > 1: X, = 1},
I'instant du premier gain, est un (F,)-T.A. En effet

{N S TL} = {X1 = ]_} U {Xl = —1,X2 = ]_} U..u {Xl = —1, ---aXn—l = —]_,Xn = ]_}

qui est une réunion d’événements contenus dans F,,.

On montre (exercice) que 7, définie par 77 = N et 7,41 = inf{n > 7, : X,, = 1} est une
suite de F,,-T.A.

Par contre T' = sup{n < N : X,, = 1} l'instant du dernier gain avant N n’en n’est pas un
T.A. En effet {T" < n} dépend de ce qui s’est passé apres n...

Définition 2.5 Etant donné un processus (X, )o<n<n de v.a. adaptées et T un temps
d’arrét, on appelle processus arrété a l’instant T la suite définie par

X0 () = Xo0om() = Xa()pner(y + X () (O Linzr(y-

Propriété 2.1 Soit (M,) une martingale et T un temps d’arrét, alors la martingale
arrétée (M) est une martingale. On a les mémes résultats pour les surmartingales et
les sousmartingales.
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Preuve : C’est un corollaire du théoréme antérieur. En effet, posons H,, = Ij;>p). Clest
une suite prévisible car {7 > n} = {r <n —1}° € F,,_; et elle est évidemment bornée.
Donc (H - M), est une martingale. De plus

(H-M), = HiMy+ Y Hp(M, — M, 1) = Mn,
k=1

car si 7 > n alors tous les H, = 1 pour k = 1,...,n. Et si 7 = ¢ < n alors H, = 0 pour
k>/{et H,=1pour k < /.

Théoreme 2.2 Echange optionnel.
Soit (X,,) et (V) deux F,-martingales et T un F,-temps d’arrét, tel que Xp = Y sur
I’événement T' < oo. Alors le processus

7 _ X, sin<T
"1l1Y, sin>T

est une JF,-martingale.

Preuve : On a
Ly = XnI{T>n} + YnI{TSn}
Donc Z,, est Fp-adaptée car {T" > n}® = {T < n} € F, et intégrable car E|Z,| <
E|X,| + E|Y,| < cc.
Par la propriété de martingale de X,, et Y,, on a

Zn = IE(errl‘]:n)I{Tm} + E<Yn+1‘fn)I{T§n}
= E<XH+II{T>n} + Yn+II{T§n}‘fn)

Or Iipsny = Lrsng1y + Lir—ngay et Iirany = Lip<pny1y — Lir—pgry d'olt

Zn = E(Zni1 + X1 lir—ng1y — Yo lir—ns 1y | Fo)
= E<Zn+1|fn) + E(<Xn+1 - Yn+1)I{T=n+1}‘-7:n)

Or par hypothese Xp = Y7 sur {T" < oo} donc le dernier terme dans le membre de droite
est nul. D’on Z,, = E(Z,,.1|F,).

Théoreme 2.3 Echantillonnage optionnel.

Etant donnés (X,) une F,-martingale (resp. sous-martingale, resp. sur-martingale) et
Ty < T, < ... une suite de F,,-temps d’arréts tels que P(T] < k;j) =1 ou k; est une suite
de nombres finis; alors le processus Z, = X, est une martingale (resp. sous-martingale,
resp. sur-martingale) pour la filtration H,, = Fr,.

Preuve : C’est une application itérée du théoreme suivant.

Théoreme 2.4 Echantz’llonnage optionnel de Doob.

Soient (X, )nen une (F,)-martingale (resp. sous-martingale, resp. sur-martingale), o et T
deux (F,) T.A. tels que

(i) o < 1 presque sirement et
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(ii) T est borné :i.e. il existe une constante k < oo telle que 1 <k P —p.s.
Alors P-presque surement
E(X;|F,) = X,

(resp. B(X | F,) > X,, resp. E(X,|F,) < X, ).
En particulier B(X;) = E(X,) = E(Xy) (resp. >, resp. <).

Preuve : On commence par montrer 1'égalité finale E(X,) = E(X,). On définit Y,, par
Yo=0et Y, =X rn — Xorn. On remarque

Xoan = Xoa(m-1) + L (X0 — Xooa)
Donc on peut écrire
Yo = Xonm-1) — Xoam-1) + (Lron = Toon ) (X — Xi1)
Or {t>n} ={r <n-—1}et {o > n} sont dans F,,_; donc
E(Y,|Fno1) = Yoo1 + Lo, E(X, — X1 | Frc)
et comme X,, est une martingale
E(Y,|Fn1) = Yo

et Y, est aussi une martingale. Donc E(Y;,) = E(Y)).
En particulier pour n = k£ qui borne 7 et 0 on a Y, = X, — X, et comme Yy =0 on a

E(X,) = E(X,). (2.1)
Il reste a montrer que VB € F, on a
E(I5X,;) =E(IzX,)

Posons o = ol + klge et 75 = 7Ig + klge alors pour tout j > k I'événement {op <
j}=QeF,etpour j <konad{op<j}=BnN{oc<j}eF, par définition de F,. On
vient de montrer que op est un F,, temps d’arrét. Il en est de méme pour 75. Donc par
(2.1) on en déduit E(X,,) = E(X,,). D’ou

E(X,,15) + E(X,,I5) = B(X,,15) + E(X,,I5).

Or

—sur B°ona X;, = X,, = X et

— sur Bona X,, =X, ainsi que X,, = X,
d’ou

E(X,1p) = E(X,Ip).

2.2.5 Inégalités de Doob
Théoreme 2.5 Inégalités de Doob.

Soient (X,,) une sous-martingale et m € N. On note X7 = p(X,,) ot ¢ est la fonction
conveze non décroissante o(x) = x vV 0. Alors pour tout A >0 on a

AP( max Xy > )‘> < E(Xml{maxogkgm sz)‘}) < E(X;;)

0<k<m
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Preuve : On pose A = maxo<g<m Xi > A et on définit M = inf{k : X; > X\ ou k = m}.
On remarque que sur A on a X,; > A d’ou

AP(A) < E(Xw1a)

par ailleurs par la propriété de sous martingale et le Théoreme 2.11 on a E(X ;) < E(X,,)
et comme X,, = X,s sur A¢ on en déduit

E(Xp1la) <E(X,,14).

Ce qui conclut la premiere inégalité. La seconde est alors triviale.

Corollaire 2.1 Soit (M,,) une martingale et m € N. Alors pour tout A >0 on a

E(|M,,
P( max |Mg| > \) < E(1Mon)
0<k<m A
Preuve : On applique l'inégalité maximale de Doob a la sousmartingale |M,,| (image
d’une martingale par la fonction convexe = — |z|.

Corollaire 2.2 Inégalité de Doob-Kolmogorov.
Soit (M,,) une martingale de carré intégrable et m € N. Alors pour tout A >0 on a
E(M?2)
> < T2
P(max [My| > A) < —3
Preuve : On applique I'inégalité maximale de Doob a la sousmartingale M? (image d’une
martingale par la fonction convexe x — 2.

Corollaire 2.3 Inégalité de Kolmogorov.
Soit (X,,) une suite de v.a. indépendantes de carré intégrable. On pose S, = X1+ ...+ X,,.
Alors pour tout A >0 on a

P( max |S, —E(Sg)| > A) < M.

0<k<m A2

Preuve : On applique I'inégalité de Doob-Kolmogorov a la martingale (S,, — E(S,)).

Théoreme 2.6 Inégalités maximales dans LP de Doob.

Soit (M,,) une martingale telle que il existe p > 1 tel que E(|M,|P) < +oo pour tout
n € N. Alors pour tout m € N

(a) La v.a. maxo<g<m | M| est dans LP (c’est a dire E(| maxo<p<m |Mg||P) < oo.

(b) De plus ) )
| ()| = (75w

“Preuve” : Pour tout m > 1 on a maxo<p<m, |[Mg| < >/, [Mg] € LP d’ou la partie (a).
La preuve de (b) utilise I'inégalité maximale, le théoreme de Fubini et I'inégalité de Holder.
On se reportera au Chapitre 4 du livre de Durrett pour plus de détails.
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2.2.6 Convergences

Dans cette partie nous ne donnerons pas d’élément de preuve. Le lecteur pourra trouver
les démonstrations au chapitre 4 du livre de R. Durrett, Probability : Theory and FExamples.

Théoreme 2.7 Convergence p.s. des Martingales.
Soit X,, une sousmartingale telle que sup, E(X;]) < co; ot 27 = max(x,0). Alors X,
converge presque surement vers une limite X telle que E|X| < oo.

Corollaire 2.4 5i X,, > 0 est une surmartingale alors presque sirement on a X, — X

et B(X) < E(Xp).

(Contre) Exemple : Considérons S, la marche aléatoire symétrique pour laquelle Sy = 1
et S, = 5,1+ X,, ou les X, sont i.i.d. équidistribués sur {—1,1}. Soit N = inf{n > 1:
S, = 0}. On pose M,, = Sy, donc M, est une martingale positive. D’apres le corollaire
précédent on a que M,, converge presque stirement vers une limite M qui doit étre M = 0.
Comme E(M,,) = E(M;,) = 1 pour tout n et comme M, = 0 il ne peut y avoir convergence
dans L'.

Théoreme 2.8 Convergence LP, p > 1 des Martingales.
Soit X,, une martingale telle que sup,, E(| X,|P) < co; ot p > 1. Alors X,, converge presque
surement et dans LP vers une limite X .

Définition 2.6 On dit qu’une collection (X;);e; de v.a. est uniformément intégrable si

lim supE (|X;]1x,>m) = 0.

Si (Xi)ier est uniformément et si on choisit M tel que le sup < 1 alors

supE[X;| < M +1 < 0.

iel
Exemples : S’il existe Y telle que E(Y) < oo telle que | X;| <Y pour tout ¢ € I alors
(Xi)ier est uniformément intégrable.
Par contre la marche aléatoire simple symétrique (S,),>0, avec Sy = 0 n’est pas uni-
formément intégrable puisque des que 2n > M

n

E>(M+1)/2
" 2n
= 2 2 9~ 2n
> ()
E>(M+1)/2

or cette derniére série n’est pas uniformément bornée en n (en fait on a sup,, E (|52n\ 1i5,.1> M) =
+00).

Théoreme 2.9 Si X,, — X en probabilité alors les affirmations suivantes sont équivalentes.
(a) {X, :n >0} est uniformément intégrable ;

(b) X, — X dans L' ;

(c) E|X,| — E|X]| < .
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Théoréme 2.10 Convergence L' des Martingales.

Soit X,, une martingale les propriétés suivantes sont équivalentes;

(a) {X, :n >0} est uniformément intégrable ;

(b) X, — X p.s. et dans L' ;

(c) X, — X dans L';

(d) 1l existe X avec E|X| < oo telle que X, = E(X|F,). On dit alors que la martingale
est réguliere et que X réduit la martingale.

Définition 2.7 Soit X,, une martingale réguliére de limite X,. On dit alors que la mar-
tingale est fermée : dans le sens ot (Xn)neNU{+oo} est une martingale.

Dans ce cas les hypotheses du théoreme d’échantillonnage optionnel de Doob se simplifient
grandement

Théoréme 2.11 Soient X,, = E(X|F,) (avec E|X| < o0) une martingale réguliére,
T,01,09 des temps d’arréts. Alors

(a) X, est intégrable et X, = E(X|F,);

(b) si o1 < oy alors BE(Xy,|Fs,) = Xy -

2.2.7 Décomposition de Doob

Théoréme 2.12 Toute surmartingale (U,) peut étre écrite de fagon unique suivant sa
décomposition de Doob :

ot (M,) est une martingale et (A,) un processus croissant, prévisible et tel que Ay = 0.

Preuve : Pour n = 0 on prend My = Uy. Pour n > 0 on doit avoir
Upi1 — Uy = Myp1 — M, — (Apyr — Ay).
D’ou en conditionnant par F,
E(Unt1Fn) = Un = —(Ang1 — Ap)
et en reversant ceci dans la premiere équation
My — M, =Upy1 — EU,11|F).

Ainsi (M,,) et (A,) sont univoquement déterminés. On constate que (M,,) est une mar-
tingale et que (A,) est prévisible et croissant par la propriété de surmartingale de (U,,).

Exemples : 1) Marche aléatoire avec dérive négative. On suppose E(X;) =z < 0,
on a vu que S, = X1 + ... + X, est une surmartingale. On peut écrire S,, = M,, — A,, avec

Apyr — Ay = —E(Spi1|Fn) + S = —x;
d’ou A4,, = —nx et

Mn+1 - Mn = On+l — E<Sn+1‘fn) - Xn+1 — .
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D’ou M,, = S, — nx.

2) Martingale de carré intégrable. On a vu que si (M,,) est une martingale de carré
intégrable alors (M?) est une sousmartingale. Donc (—M?2) est une surmartingale et ’on
peut appliquer la décomposition de Doob pour écrire

M? =N, + 4,

ou (N,,) est une martingale et (A,,) un processus croissant prévisible. On note (M),, = A,,.

Cas particulier : si on prend My =0 et M, = X; + ... + X,, ou les X, sont i.i.d. de loi
(M)nt1 — (M), = E<MTZL+1‘fn) - Mi

=E((M, + XnJrl)z‘]:n) - Mi

= E(MZ2|F,) + 2M,E( X, 1| F) + B(X2 | Fn) — M2

= M?z + 2MoE(Xp41) + E(X?H—l) - M?z

= E<Xz+1)

=1/2+1/2=1.

D’ou (M), = n. En particulier on a M2 — (M),, = M? — n est une martingale.

2.3 Martingales a temps continu

Contexte : T = R* ou [0, 7], (Q, F, P, (F;)ier) espace probabilisé filtré, (F;)er vérifie
les conditions habituelles.

2.3.1 Définitions

Définition 2.8 Un processus (My)ier a valeurs réelles, (F;)ier-adapté et intégrable est :
— Une (Fi)ier-martingale si pour tout s <t € T on a E(M;|Fs) = My ;
— une (Fy)ier-surmartingale si pour tout s <t € T on a E(M;|Fs) < My ;
— une (Fy)ier-sousmartingale si pour tout s <t € T on a E(M|Fs) > M;.

Ces définitions s’étendent aux vecteurs aléatoires de R?, c.a.d. chaque composante doit
étre respectivement une (F;);er-martingale, surmartingale, sousmartingale réelle.

Remarque : Si (M;)er est une martingale alors E(M;) = E(M,) pour tout ¢t € T.

Théoréeme 2.13 Soit X un processus et ¢ une fonction convezxe telle que E|p(X;)| < oo
pour tous t.

(a) Si X une martingale alors (X;) est une sous martingale ;

(b) si X est une sousmartingale et ¢ est croissante (au sens large) alors p(X;) est une
sous martingale.
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2.3.2 Exemples
Le Brownien

Proposition 2.2 Le Mouvement Brownien Standard (By) est une (FP)ier-martingale (a
trajectoire) continue.

Preuve : On note F; = F7. 11 suffit voir que

E(Bis|Fi) = E(Bi|F) + E(Biys — Bi|F)
= By + E(Bis — By)
- Bt'

Proposition 2.3 Soit (B;) un M.B.S. les processus suivants sont des (FP)-martingales :
(i) My = Bf —t;
(i1) Pour 0 fizé N; = Ny(0) := exp(0B; — 0°t/2).

Preuve : On note F; = FP. Les processus (M;) et (N;) sont bien évidemment adaptés
et intégrables.

E(Mys — My|F) =E(BZ, — (t+s) — B} + t|F)
= E((Birs — By)* + 2B By s — By)|Fi) — s
= E(Bt+s — Bt)2> + 2BtE<Bt+S — Bt) — S
=s5s+0—-5=0
Remarque : on rappélle que la décomposition de Doob de la sous martingale (B?) donne
B? = M, + (B); = M, + t, c’est a dire (B); = t.
E(Ni s — Ni|Ft) = E(exp(0Biys — 0%(t + 5)/2) — exp(0B; — 0*t/2)|F)
= E(exp(@Bt — «92t/2)(exp(9(3t+s — Bt) — 925/2) — 1)‘ft)
= N,e /2B (exp(8(Biss — B))|F) — N,
- Nt - Nt - 0

Le résultat qui suit est profond. Nous en reportons la preuve a une autre partie du cours.

Théoréme 2.14 (Théoréme de Lévy)

Soit (X;) un processus réel centré, a trajectoires continues, F-adapté tel que
(1) (X:) est une Fi-martingale ;

(ii) (X} —t) est une Fy-martingale.

Alors (X;) est un M.B.S.

Processus de Poisson

Définition 2.9 Soit (T,,),>0 une suite croissante de v.a. positives avec Ty = 0. Le pro-
cessus N = (Ny)o<t<oo définit par

Ne=) 1<y
n=1

a valeurs dans N U {oo} est appelé le processus de comptage associé a la suite (T,,).
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On pose Ty, = sup,, T;, on rappelle que si T, = +00 p.s. alors N est un processus de
comptage non explosif. On rappelle que pour tous 0 < s <t < oo on a

Ny — N, = Z Liser, <t

n=1

Théoreme 2.15 Un processus de comptage N est adapté si et seulement si la suite as-
sociée (T),) est constituée de temps d’arréts.

Preuve : Si les T}, sont des T.A. alors pour tout n
{Ni=n}={w: T (v) <t <T(w)}eF

donc Ny € F; donc N est adapté.
Réciproquement si N est adapté alors pour tout ¢

{T, <t}y={N,>n} eF
donc T,, est un temps d’arrét.

Observez qu'un processus de comptage sans explosion a ses trajectoires cad-lag.

Définition 2.10 Un processus de comptage adapté N est un processus de Poisson si
(a) il est a accroissements stationnaires ;
(b) il est a accroissements indépendants.

Théoreme 2.16 Soit N un processus de Poisson, alors il existe A > 0 tel que

P(N; =n) = G e M,

n!

Le parameétre X est appelé intensité du processus.
Théoréme 2.17 Soit N un processus de Poisson d’intensité X. Alors
Ny — Mt et (N, — At)? — Mt

sont des martingales.

Preuve : Exercice.

2.3.3 Propriétés

On a des résultats tout a fait similaires au cas discret.
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Inégalités
Théoreme 2.18 Inégalités maximales de Doob
Soient M; une martingale continue alors pout tout T > 0
— Soient (X;) une sousmartingale continue et T > 0. Alors pour tout A > 0 on a

1
P(max X; > \) < XE(X;?)

0<t<T

— SoientT > 0 et M; une martingale continue telle qu’il existe p > 1 tel que E(|Mp|P) <
+oo. Alors
a) La v.a. maxo<i<r | M| est dans LP.

b) De plus
p p p
- p
e (s 1) | < (525) B0t

Preuve : Pour le premier point soient n € N et N = |12"| (ou |z] indique la partie
entiere de x. On pose 1 = /2" pour tout i = 1,..., N et t},; = T. Alors (X )1<i<ni1
est une (Fy»)i<i<nyi1-sousmartingale (a temps discret). Donc par I'inégalité maximale de
Doob on a

P( max X > \) <

1 +
1<i<N+1 ¢ XE<XT )

On pose A, = {max;<;<yy1 Xpm > A}; on observe que A, est une suite croissante (au
sens de linclusion) d’événements. D’autre par grace a la continuité des trajectoires on a
U A, =limA, = {max X; > \}

n 0<t<T
n>1

d’out le résultat de par la propriété de continuité de la probabilité (P(lim,, A,,) = lim,, P(4,)).

Pour le deuxieme point on montre de la méme maniere en utilisant le Théoreme discret

N )] < (}%)pmwp).

P . . ..
On pose Y, = (maXISiSNH |Mtﬂ) , la suite Y,, est croissante et positive et converge
presque surement (continuité des trajectoires) vers (maxo<¢<r |M|)P donc par convergence
monotone on a

E{( max |M;n

1<i<N+1 @

E(V,) — B((ma [M)).

Pour le mouvement Brownien W; on a quelques résultats plus précis (vus dans le cours
de 2eme année).

Proposition 2.4 Principe de symétrie.
a) Pour tout y > 0 et tout x <y on a

P(max Wy > y) = P(|Wr| > y)

0<t<T

Autrement dit les v.a. maxo<i<r Wy et |Wr| ont méme loi;
b) La loi conditionnelle de maxo<i<r Wy sachant Wy est donné pour y > max(z,0) par

<0<t<T t y| x) < ] )
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Convergences

Définition 2.11 Une martingale X est dite fermée par une v.a. Y si E|Y| < oo et
Xt = E(Y|‘7:t)

La v.a. Y n’est pas nécessairement unique.

Théoreme 2.19 Soit X une surmartingale. Alors la fonction t — E(X) est continue a
droite si et seulement si il existe une unique version Y de X qui soit cad-lag.

Corollaire 2.5 Si X = (X;) est une martingale alors il existe une unique version Y de
X qui est cad-lag.

Par la suite on supposera toujours nos martingales au moins cad-lag.

Théoreme 2.20 Soit X une martingale continue a droite telle que sup, E|X;| < co. Alors
la v.a. Y = lim; X, eziste p.s. et E|Y| < oco. De plus si Z est une v.a. qui ferme X alors
Y ferme également X et Y = E(Z|F).

Théoreme 2.21 Soit X une martingale continue a droite. Alors X est uniformément
intégrable si et seulement siY = limy X, existe p.s., E|Y| < oo et Y ferme X.
Dans ce cas la convergence a également lieu dans L.

Théoréemes d’arréts

Théoréme 2.22 (Echantillonnage optionnel des martingales cad)

Soit (X;) une surmartingale continue a droite et soient o et T deux T.A. presque surement
bornées tels que o < T ps.

Alors X, et X, sont intégrables et

E(X,|Fy) < Xy
en particulier E(X,) < E(X,) < E(Xy) (on a égalité s’il s’agit de martingales).
Proposition 2.5 Soient a <0 < b et By un MBS. On note T, = inf{t > 0: B, = y} le

temps d’atteinte de y € R. Alors on a

b
b—a
Preuve : On pose T' =T, A T}, on peut montrer que 7' < 400 p.s. Comme 7" At est un

temps d’arrét borné on a par le théoreme précédent 0 = E(By) = E(Br,;). On fait alors
t — oo, par le théoreme de convergence bornée on en déduit

0=aP(T, <T,) +b(1—-P(T, <Tp))

]P(Ta < Tb) =

Ce qui implique le résultat.

Théoréme 2.23 (Echantillonnage optionnel des martingales régquliéres)

Soit (X;) une martingale continue a droite fermée par une v.a. X. Soient o et T deux
T.A. tels que 0 < T presque surement.

Alors X, et X, sont intégrables et

E(X,|F,) = X,.
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Définition 2.12 Soit X un processus et T un temps d’arrét. On note X' le processus
définit par XtT = Xinr = Xelyery + Xrly>ry appelé processus arrété a T

Théoreme 2.24 Soit X une martingale uniformément intégrable continue a droite et T’
un temps d’arrét. Alors X1 est aussi une martingale uniformément intégrable continue a
droite. Il s’agit également d’une Gi-martingale ot Gy = Fyar.

Preuve : X7 est continue a droite. Par le théoreme d’échantillonnage des martingale
régulieres on a

XT/\t - E<XT‘ft/\T>
= E(Xrlgey + Xolgsg|Finr)
= Xolypey + E(Xp1irsg|Finr)

or comme E(Xp|F;) est F; mesurable on a que E(Xp|F;)1{r>y est Fr mesurable donc

Xrae = Xrlirey + E(X7|F) Lirsy
X' = E(X7|F)

Alors X7 est une F, martingale uniformément intégrable par le théoréme 2.21.
Corollaire 2.6 Soit Y une v.a. intégrable et soient S et T des temps d’arréts. Alors
E(E(Y|Fs)|Fr) = E(E(Y | Fr)|Fs) = E(Y|Fsar)-

Théoréme 2.25 Soit X un processus adapté a trajectoires cad-lag. On suppose E|Xr| <
oo et B(X7) =0 pour tous T.A. (fini ou pas). Alors X est une martingale uniformément
intégrable.

2.4 Martingales locales

Les conditions d’intégrabilité pour les martingales peuvent étre assez restrictives. Afin
de se donner un peu plus de liberté on introduit une nouvelle notion voisine moins restric-
tive. Pour motiver ce nouvel investissement, en empiétant quelque peu sur les prochains
chapitres, on vera que l'intégrale stochastique, objet central de ce cours, n’est pas toujours
une martingale. Mais par contre elle aura les propriétés de martingale locale.

2.4.1 Deéfinition

Définition 2.13 On dit qu’un processus cad-lag adapté X = (X;)er est une martingale
locale s’il existe une suite T, 1 oo de temps d’arrét tels que pour X" 1y7,>0y soit une
martingale uniformément intégrable pour tout n. On dit alors que les T.A. T, localisent
ou réduisent X .

On multiplie par 1¢7, -0} ce qui permet de prendre des conditions initiales X, pas forcément
intégrable.
On a les notions équivalentes pour surmartingale locale et sousmartingale locale.
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Exemple : Toute martingale cad-lag (M;) est une martingale locale continue. En effet
prenons 75, = n. On a clairement T, T co. A n fixé (M} 1,50} )ser est bien une martingale
uniformément intégrable : elle est réguliere on pose Y = M,, on a pour tout s < n

E(Y|F,) = My

etsis>nonalE(Y|F,) =Y =M, =M

Remarque : a propos de l'intégrabilité, si X, est un processus continu (F;)-adapté et
si T, est défini par T, = inf{t : |X;| > n} alors pour chaque n fixé (X/ 17, 0y) est
uniformément intégrable car borné par n. En effet E(| X, |1(7,20)) = E(|Xiar, [L{7,50)) <
n. On voit donc que travailler avec des martingales locales continues libere des conditions
d’intégration. Par exemple : si (X;) est une martingale continue et si ¢ est une fonction
convexe continue alors (¢(X;)) est une sousmartingale locale.

Définition 2.14 On dit qu’un temps d’arrét T réduit ou localise un processus X si X7
est une martingale uniformément intégrable.

2.4.2 Propriétés

Théoreme 2.26 Soient M, N des martingales locales et S et T des temps d’arréts

(a) Si T localise M et S <T p.s. alors S réduit M ;

(b) La somme M + N est aussi une martingale locale ;

(c) Si S etT localisent M alors SNV T réduit aussi M ;

(d) Les processus M7 et MTl{T>0} sont des martingales locales ;

(e) Soit X un processus cad-lag et T,, T +0o une suite croissante de T.A. telle que pour
chaque n fizé le processus XTr 1¢7, >0y est une martingale locale. Alors X est une martin-
gale locale.

Preuve : Si T localise M alors X7 est une martingale uniformément intégrable et par le
théoreme 2.24 (XT)S = X7 = X9 est une martingale uniformément intégrable ce qui
montre (a).

(b) Soient (T,,) et (S,) des suites de temps d’arrét localisantes respectivement pour M et
N. Alors (T, A S,,) est une suite localisante pour M + N.

(c) on a MTVS = MT + M% — MT"S comme T'A S < T on sait par (a) que T'A S localise
M. Donc MTVS est une martingale uniformément intégrable.

(d) On remarque que si T;, est une suite localisante pour M alors elle 'est également pour
MT et MT1{7-0y par le théoreme 2.23.

(e) cf. P. Protter chapitre 1 section 5.

Corollaire 2.7 L’ensemble des martingale locale est un espace vectoriel.

Définition 2.15 On dira qu’'un processus X satisfait localement une propriété P s’il
existe une suite de TA T, T oo ps tels que pour chaque n > 1 fixé le processus XT"I{Tn>0}
a la propriété P.

Les deux résultats qui suivent sont des conséquences directes du (e) du théoreme 2.26.

Théoreme 2.27 5i X est un processus qui est localement une martingale de carré intégrable
alors X est une martingale locale.
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Théoreme 2.28 Autre caractérisation des martingales locales.
Soit M un processus cad-lag adapté et T,, T oo ps une suite de T.A. Alors si pour chaque
n le processus MT"I{Tn>0} est une martingale alors M est une martingale locale.

Théoreme 2.29 Soit X une (sous, resp. sur) martingale locale telle que E(sup,, | X,|) <
oo pour toutt > 0. Alors X est une (sous, resp. sur) martingale. Si de plus E(sup, | X;|) <
oo alors X est une (sous, resp. sur) martingale uniformément intégrable.

Preuve : L’hypothese implique que pour tout ¢ > 0 on a E|X;| < oo et que X, est
adaptée. Il reste a vérifier que E(X;|F,) > X, pour t > s. Pour cela soit T, une suite
localisante de X. On a

E (X[ F) = X[

Clairement on a la domination | X/"| < SUPg< < | Xs| donc par convergence dominée pour
les espérances conditionnelles on obtient le résultat cherché.

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du théoreme précédent.

Corollaire 2.8 Toute martingale locale bornée est une martingale.

Théoreme 2.30 Si X est une martingale locale continue on peut toujours prendre T,, =

inf{t : |Xi| > n} comme suite localisante ou n’importe quelle suite T, < T, telle que
T} 7 o0.

Preuve : Soient S,, une suite localisante de X et T} satisfaisant les conditions de 1’énoncé.
Si s < t alors si 'on applique le théoréme d’arrét optionnel 2.22 & la martingale (X),>¢
aux temps d’arrets o = s AT, et 7 =t AT, . On obtient ainsi

E (X7 15,5031 Fons,) = X5 1(s,>0-
On multiplie ceci par 1{7 oy qui est Fyp-mesurable donc F,,g,-mesurable pour obtenir
E (Xrns, 1{s,>0.17 503 | Fons,) = Xors, 1{s,>0.17 >0}
Quand n T oo on a Fyps, T Fo = Feary, et pour tout r > 0
Xontr n8n 18,011,501 = Xeatr 112 >0

de plus | X;n1r as, |1{s,>0,17, >0y < m donc par le théoreme de convergence dominée pour
I’espérance conditionnelle on obtient

E(XtTml{T,gl>o}|‘7:s/\T;n) = X170 20y
ce qui est le résultat cherché.

Théoreme 2.31 Convergence des martingales locales.
Si X est une martingale locale sur [0, 7| et si

E ( sup |XS|) < 00
0<s<T

alors avec probabilité 1, X, = limy, X; et E(Xy) = E(X,).
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Preuve admise (Référence, Durrett Chap. 2, Théoréme 2.7).

Théoréme 2.32 Toute martingale locale (X;) non négative et telle que E(Xy) < oo est
une surmartingale.

Preuve : Soit 7, une suite localisante de X. La propriété de martingale implique que si

A € Fy alors

E(X/" 17, 201n4) = E(X{"Lins01na) = E(Xo1l{r, =0yna)-

En prenant la limite et en utilisant Fatou et le théoreme de convergence dominée on obtient

E(Xi14) < ligg}fE<X?n1{Tn>0}mA) < lim B(Xolgr,>0na) = E(Xola).
A présent prenons A = Q d’ott E(X;) < E(Xy) < oo. Comme l'inégalité ci dessus vaut
pour tout A € Fy on en déduit que E(X;|Fy) < X.

Pour conclure on utilise le Lemme suivant que 'on admettra

Lemme 2.1 Soit X une martingale (resp. sousmartingale, surmartingale) locale et T' un
temps d’arrét fini. Alors Yy = Xrpyr est une (Frit)sso-martingale (resp. sousmartingale,
surmartingale) locale.

On utilise donc le lemme avec T' = s, ce qui implique que Y; = X, est une surmartingale
locale a laquelle on peut
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3.1 Intégrale de Stieltjes

3.1.1 Processus a variation finie

On commence par donner quelques définitions générales.

Définition 3.1 Soit X un processus cad-lag, on définit la variation de X = (Xy)er sur
Uintervalle [a,b] par

Viap) (X)(w) := sup {Z | Xy, (W) — Xy, (W) cneNa=ty<...<t, = b} :
i=1

On dit que X est a variation finie si V(X)) < 0o p.s. pour tout sous intervalle compact I
de RT.
Pour I =1[0,t] on notera Vi au lieu de Vipy.

Définition 3.2 Soit (A,) une suite de subdivisions de [0,t] c¢’est a dire A, = (tf =0 <
) <ty <.<ty, =1). On définit le pas de A, par [A,] = sup;eqr gy 167 — Gl

41
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Remarques :

1) Un résultat “classique” d’analyse réelle établie qu'une fonction f : Rt — R est a
variation finie sur tout intervalle [0, ¢] si et seulement si f est la différence de deux fonctions
monotone : i.e. f =g — h ou g et h sont deux fonctions croissantes (au sens large).

2) On observe que V(X)) = 0.

3) On suppose |A,| — 0 quand n — 0o et X;(w) un processus cad-lag & variation finie.

On pose alors
k(n)

VA X)) = Y [Xip(w) = X, ().
i=1
Alors VA"(X) T Vi(X) p.s. quand n — co. En particulier la limite ne dépend pas de la
suite de subdivisions choisie.
On pourra donc prendre

27’L

Vi) = lim 3 i~ Xy
k=1

Exemples :

1) Si X; est un processus croissant (ou décroissant) alors pour presque tout w on peut
écrire Xy (w) = gu(t) = g(t) ou g est une fonction monotone en t. Pour toute suite de
subdivisions A, = ({f =0 <1} <ty <. <t} =1) de[0,t] de pas on a

k(n)

VA (X Zlg t7) = g(ti)] = lg(t) — 9(0)] = | Xy — Xol.

Donc Vi(X) = | X; — Xo| < 00 et X; est a variation finie.

En particulier si X est un processus de Poisson d’intensité A. On a pour tout ¢t > 0 fixé
Vi(X) = X; o X, est une v.a. de Poisson de parametre At.

2) Si X, est p.s. contintiment derivable sur [0,7] : i.e. Xg(w) = fu(s) = f(s) ou f est de
classe C! sur [0,] on a alors

VA (X) Zk(" If(t") (t? Dl
SV St F(s) ds

< maxepog |f'(s )It

On en déduit X est a variation finie.

Lemme 3.1 (a) Le processus V(X) = (V,(X)) est un processus croissant, donc a varia-
tion finie et V(V(X)) =V (X);
(b) St X est un processus continu (p.s.) et a variation finie alors t — Vi(X) est continue.

Preuve : L’application t — V;(X) est croissante par définition et les propriétés énoncées
dans (a) sont immédiates.

Pour montrer la continuité il suffit de montrer qu’il ne peut y avoir de saut.

On suppose par 'absurde qu’il existe ¢ et € > 0 tels que Vs, u tels que s < ¢t < v on a
Vu(X) — Vs(X) > €. On remarque que V,(X) — Vi(X) représente la variation de X sur
s, u].
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Fixons sp < t < ug. Soit d. > 0 tel que |r — ¢| < J. implique | X; — X,.| < /3. L’existence
d’un tel J. résulte de la continuité de (X3).

On va définir par récurrence une suite décroissante d’intervalles emboités [s,, u,], avec
Sp < t < u, :on suppose [s,, u,] défini jusqu’a n > 0. On prend alors une subdivision A,
de [s,, u,) ne contenant pas ¢, de pas |A,| < . et de variation V2" (X) — VA~ (X) > 2¢/3.
On choisit alors s, 1 le plus grand point de la subdivision < t et u,1 le plus petit point
de la subdivision > ¢. Par construction on voit que la variation de X sur [s,, u,] privé
de [$py1, Uny1] est toujours > £/3. Ce qui implique que la variation totale sur [sg, ug] doit
étre infinie ce qui contredit 'hypothese X a variation finie. i

Théoreme 3.1 Toute martingale locale continue X, a variation finie est constante €gale
a Xo.

Preuve : En soustrayant X, on peut se ramener au cas Xg = 0 et montrer que X est
identiquement nulle.
Soit t > 0 et V4(X) la variation de X sur [0,¢]. De part le Lemme 3.1 on sait que
I'application s — V,(X) est continue.
Soit 0 < K < 0o, on définit le temps d’arrét S = Sk :=inf{s > 0: V4(X) > K}.
On a

s<S = | X <K (3.1)

ce qui implique que le processus arrété M, = X2 = X, 5 est borné par K.

De plus M = (My)s>0 est une martingale locale par le (d) du Théoreme 4.1 du Chapitre
2.

Donc M est une martingale locale bornée, c’est donc une martingale de par le Corollaire
4.2 chapitre 2.

Pour s < w on remarque que

E (M, — M,)?|F.) = E(M2|F,) — 2ME(M,|F,) + M?
E(Mg|Fs) — M? (32)
E

cette équation est tres souvent appelée orthogonalité des accroissements de martingale.
A présent soit A, = (0 = {5 <t} < ... < ;) = t) une subdivision de [0,¢] de pas
|A,| = sup; [t! —t |, on a par 'orthogonalité des accroissements de martingale

E(M?) =B (SH ME - M2 )
=E (T (Myy - My, )?)

De plus comme Y a7 < sup; |a;|(3° |as]) on en déduit

E(M?) <E (sup, My — My, | SHD My — My )
<E SUP1<i<k(n) ‘Mt? - Mt?,l‘vt/\S(X)) :

La derniere inégalité étant due aux faits :
i) Mt? = Mg dés que t] > S et



44 CHAPITRE 3. INTEGRALE DE STIELTJES ET INTEGRALE D’ITO

i) Vins (X) > ViRs(X) = 5% [ Mipns — Mg nsl.
Or par définition on a Vj,g(X) < K d’ou pour tout n

E(M?) < KE ( sup |Mt? - Mt$_1|> :

1<i<k(n)

En utilisant la continuité de (X;) sur [0, ¢] cette derniere expression implique E(M?) = 0.
En effet :

la continuité de (X;) implique que si 'on prend des raffinements de la subdivision A,
de pas [A,| — 0 quand n — oo on obtient sup;;<j(, [Mi — M || — 0 quand n —
oco. D’autre part comme sup;<;<y(, [Mip — Myr | < 2K pour tout n, on conclut par le
théoreme de convergence dominée que

lim E < sup | My — My 1|> = 0.
n—00 1<i<k(n) ' i

Ceci montre donc que M; = 0 avec probabilité 1.
Nous avons montré ceci pour un t arbitraire fixé on peut donc conclure

P(M, =0,vt € Q) =1

et par continuité on en déduit P(M; = 0,V¢t > 0) = 1. Enfin K > 0 étant arbitraire on en
déduit P(X; =0,Vt > 0) = 1. i

3.1.2 Intégrale de Stieltjes
Définitions

Soit X un processus croissant (au sens large). Soit w une trajectoire de X continue
a droite et croissante (au sens large). Ceci induit une mesure positive px(w,ds) sur R
telle que py(w,[a,b]) = Xp(w) — Xy(w) pour tous a < b. Plus généralement si f est une
fonction mesurable bornée de R* alors

/Otf(s) dX,(w) == /Otf(S)ux(w,ds)

est bien définie pour tout ¢ > 0.
De méme si H; = H(s,w) est un processus mesurable on peut définir w par w 'intégrale

(H - X)i(w) ::/0 H(s,w) dXs(w).

En procédant de facon analogue si X est un processus a variation finie on a une mesure
induite px(w,ds) (qui est cette fois une mesure signée : la mesure peut étre négative) et
I'on peut définir

(H - X)i(w) ::/0 H(s,w) dXs(w).

pour tout H bornée mesurable.
Notation Etant donné un processus a variation fini X et H un processus mesurable tel
que presque strement

[ .0 ax0
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existe et soit fini pour tout ¢ > 0. On notera H - X, ou de fagon équivalente [ H dX, le

processus ((H - X))o = (fot H dX);>0 que 'appellera intégrale de Stieltjes de H par
X.

Théoréme 3.2 (a) Soient X etY deux processus adapté croissants tels que Y — X soit
aussi un processus croissant. Alors il existe un processus mesurable adapté H tel que
0<H<letX=H-Y=[HJdY.

(b) Soit X un processus adapté a variation finie. Alors il existe un processus mesurable
adapté H tel que =1 < H <1 etV(X)=H-X = [HdX et X = HV(X) = [ HdV(X).

Preuve : Admise (cf Protter)
Exemples : (1) On a vu que si N = (N;) est un processus de Poisson d’intensité A alors

V(N) = (Vi(N)) = (V) et donc on voit que

V(N):/l dNetN:/ldV(N).

(2) Soit M un autre processus de Poisson d’intensité p indépendant de N alors le processus
Y = M + N est un processus de Poisson d’intensité A + u. De par le (a) du théoreme
précédent il existe 0 < H < 1 mesurable adapté tel que

N = /Hd(M+N).

On rappelle que le prototype d'un processus prévisible en temps continu est un processus
adapté cag-lad. Bien évidement tout processus continu adapté est prévisible. Le théoreme
suivant est un résultat d’analyse classique.

Théoréme 3.3 Soient H = (H;) un processus prévisible et X = (X;) un processus a
variation finie. L’intégrale de Stieltjes de H par rapport a X sur Uintervalle [0,t] est la
limite
t k(n)
/ H, dX,:= lim Y H(s!) (X(£}) — X(t],))

ou A, = (0 =15 <17 < ... <1j,)—) est une suite de subdivisions de [0,1] de pas |A,| — 0

lorsque n — oo et pour tousn > 1 et i =1,....,k(n), st € [t |, t!].

Remarque Importante : Le Brownien B = (B;) étant une martingale continue (prévisible)
et non constante on déduit du Théoreme 3.1 qu’il n’est pas a variation finie. De fait on
ne peut pas définir [ H dB comme une intégrale de Stieltjes.

Formules de changement de variables et d’IPP

On montre a partir du théoreme précédent que
Théoréme 3.4 Soit X un processus a variation finie a trajectoires continues (p.s.).

(a) Soit f une fonction de classe C*. Alors f(X) = (f(X}))i=0 est un processus a variation
finie et on a

F(X0) — F(Xo) = / F1(X.) dX,.
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(b) si de plus H est un processus a variation finie a trajectoires continues (p.s.) alors
t t
/ H, dX, = H,X; — Hy X, —/ X, dH.
0 0

Preuve : Exercice.

Remarques :
(1) une application directe du (a) du théoreme précédent montre que si g est une fonction

continue alors
Xt t
/ g(u) du = / g(Xs) dX;
Xo 0

ce qui justifie le nom de formule du changement de variables.
(2) On verra dans la suite du cours que pour X & variation finie et f de classe C' on a

X0 — f(X0) = / X dx,+ S (X)) — (X )AL,

0<s<t

Exemple

Soit N un processus de Poisson de parametre A on a vu que le processus M; = N; — Mt
que 'on appelle Processus de Poisson compensé est une martingale cad-lag. De plus
pour tout ¢ > 0

2”

Z | Mpjon — Mg—1y1/2n |

k=1

on
Z |Nitjan — Neg—nyegon | + Alkt/2" — (k — 1)t/2"]) = N, + At
k=1

Donc M est aussi a variation finie. Soit H un processus mesurable alors on a

t t t o t
/ H, dM, :/ H, dN, — A/ H, ds =Y Hr, g,y — )\/ H, ds
0 0 0 =1 0

ou T}, représente le temps du neme saut du Processus de Poisson.
Si on suppose de plus H prévisible, adapté et borné. Alors [ H dM est aussi un processus
adapté intégrable et pour tout 0 < s <t < o0

t S
E (/ H, dM, —/ H., dMu|]-"S>
0 0
t
_ E(/ i, dMu|]-“s)

= B lim Y H(t,) (M(#) - M(t,)) |7
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et par convergence dominée

=l SOR (H () (M) - M) | F)
=t SR (B (HOL) (M) - MUL) 17 ) 17)

= 0.

Ce qui montre que f H dM est une martingale.
L’hypothese H prévisible est cruciale : supposons H; = 1o 7y((t) alors H est un processus
cad-lag adapté et son intégrale de Stieltjes par M est

t OO t
/ H, dM, = Hr,1(z,<y — )\/ H,ds=—\NtAT))
0 o 0

qui n’est pas une martingale !

3.2 Variation et covariation quadratique des proces-
sus continus

3.2.1 Définitions

Le résultat suivant est une généralisation de la décomposition de Doob abordée au
chapitre précédent.

Théoreme 3.5 Décomposition de Doob-Meyer

Soit (X;) une martingale locale continue. On définit sa variation quadratique (X); comme
I'unique processus croissant prévisible tel que (X)o = 0 et (X2 — (X);) est une martingale
locale continue.

Preuve admise (référence Durrett Ch. 2 Theorem 3.1).

Exemple : Pour le Brownien, on a déja vu que B? — t est une martingale. Comme
Ay = t est croissant et prévisible avec Ag = 0 on déduit de la décomposition de Doob-
Meyer que (By); = t.

Remarque : Le processus (X); est a variation finie (car croisant).

Le lien entre le nom “variation quadratique” et (X); est donné par le résultat suivant
que nous admettrons (Référence : Durrett Chap.2 Théoreme 3.8).

Théoreme 3.6 Soit X; une martingale locale continue. Pour tout t et toute suite de
subdivisions A, = (0 = t5 <1 < .. <ty =1) de [0,t] de pas |Ap[ — 0 quand n — oo,

on pose
k(n)

Qr(X) = Z(Xt? — X )%

i=1
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Alors
sup Q27 (X) — (X),| — 0

s<t

en probabilité lorsque n — oo.

Remarque importante : La variation quadratique d'un processus X continu a variation
finie est nulle.
En effet

Qi (X) < supygjckiny Xeg = Xap (Zfﬁ) [ Xip — Xt?_1|)
= SUP1<j<k(n) Xt;‘ - Xt;il VtAn<X)§

et de par la continuité de X; on a sup;;j<iq, Xt;; — Xt;_z_l’ — 0 quand n — oco. D’ou le
résultat. i
On en tire que tout processus X continu ayant une variation quadratique non nulle est a
variation infinie. Pour un tel processus on ne peut alors donner un sens a f H dX comme

intégrale de Stieltjes.

Exemple : Pour le mouvement Brownien W on a montré (cf. cours de 2A : chapitre
2 section 2.3 du cours de E. Gobet) un résultat plus fort : la convergence presque sure de

QA (W) vers t.

Définition 3.3 Soient X etV deux martingales locales on définit leur covariation qua-
dratique, notée ((X,Y);) par

(X, V)= ((X+Y) = (X =Y))

IS,

On ne sera pas tres surpris d’avoir

Théoreme 3.7 Soit X; et Y, deur martingales locales continues. Pour tout t et toute
suite de subdivisions A, = (0 = t§ <1} < ... <tj,) = 1) de [0,1] de pas |A,| — 0 quand

n — 00, on pose
k(n)

QM (X,Y) = Z(th — X J(Yer —Yin ).

i=1
Alors
sup [Q9(X,Y) — (X, Y),| — 0

s<t

en probabilité lorsque n — oo.

Preuve : 1l suffit de remarquer que
1
et d’utiliser le Théoreme 3.6. i

Remarque importante : Comme auparavant on montre que si X est un processus
continu et si Y est a variation finie alors la covariation quadratique de X et Y est nulle.
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Théoréme 3.8 Soient (X;) et (Y;) deuz martingales locales continues. Alors (X,Y ), est
lunique processus prévisible, a variation finie tel que (X,Y)o =0 et (X;Y; — (X,Y),) est
une martingale locale continue.

Preuve : Par définition : i) (X,Y), est la différence de deux processus croissants a
variation finie; ii) il hérite du caracteére prévisible de (X + Y); et (X —Y),. En utilisant
une fois de plus la définition on obtient que

XY, — (X,)V) =~ [(X +Y)? = (X +Y), — {(X; = V3)* = (X —Y)}]

e~ =

est une martingale locale (somme de martingales locales). Pour I'unicité on remarque que
si A; et A} vérifient la propriété ci dessus alors A, — A, = (XY, — A)) — (X, Y; — Ay) est
une martingale locale continue, prévisible et a variation finie et donc par le Théoreme 3.1
elle est constante égale a Ag — Ay =0—0=0. i

3.2.2 Propriétés

Soient X, Y et Z des martingale locales continues. Les propriétés suivantes sont laissées
a titre d’exercice
(X, V), = (Y, X))
(X+Y,2) = (X, Z) + (Y, Z).
(X — X0, V) = (X, Y),.
— Sia,beRalors (aX,0Y); = ab(X,Y),.
~ Si T est un T.A. alors (X7, YT), = (X7, V), = (X, Y)7n
On admettra le résultat suivant

Proposition 3.1 Soient S < T deux temps d’arrét. Alors (X)s = (X)r si et seulement
si X est constant sur [S,T].

3.3 Intégrale d’Ito

Le but de cette section est de construire une généralisation de l'intégrale de Stieltjes
permettant d’intégrer par rapport a un processus continu qui n’est pas a variation finie.
On va procédé par étapes successives : définir une intégrale stochastique par rapport a
une martingale bornée, puis passer aux martingales locales. Dans le chapitre qui suit nous
étendrons cette construction aux semimartingales : objet le plus naturel de l'intégration
stochastique.

3.3.1 Intégration par des martingales bornées

Dans cette partie il s’agit de construire un nouvel objet mathématique permettant
d’intégrer des processus prévisibles par rapport a une martingale continue bornée.

Comme dans le cas de l'intégrale de Lebesgue il s’agit d'une “montée en puissance”.
On commence par intégrer les fonction les plus simples puis on passe aux limites pour
obtenir le cas général.
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Intégration des processus prévisibles élémentaires

Définition 3.4 On appelle processus prévisible élémentaire (H;) un processus de la forme
Hy(w) = Y (w)ljay(t)

ou'Y est F,-mesurable.
On définit 11y comme [’ensemble des processus prévisibles élémentaires.

Définition 3.5 Soit H = (H;) un processus de I1y. On définit I'intégrale stochastique de
H par rapport au processus continu X sur [0, +oo[, notée (H - X) ou [ H dX par

/Hs dXs =Y (w)(Xp(w) = X,o(w))

L’intégrale stochastique (H - X)), sur [0,t] est alors définie par

t
(H-X), = / H, dX, = / H.Tj4(s) dX..
0

Remarques :

(1) L’intégrale stochastique est un processus aléatoire.

(2) De part la continuité de X, I'application t — (H - X); est continue.
(3) Si on prend H = 1 on obtient pour tout ¢

t
(1~X)tz/ 1 dX, = X, — X,
0

Théoréme 3.9 Si X est une martingale continue et H € bllg = {H € Iy : H est borné},
alors (H - X); est une martingale continue.

Preuve : Nous avons déja vu la continuité au cours des remarques précédentes. Je laisse
I'intégrabilité et I'adaptabilité comme exercice. Soit donc H, = Cljqp(s) avec 0 < a < b
et C' une v.a. F,-mesurable. On va commencer par montrer que si ¢t = b alors pour tout
a<s<b

E((H - X)o|F) = (H - X)s.

En effet E((HX)IJ|JTS) = E(C(Xb_Xa”fs) = CE(Xb|fs)_CXa - C(Xs_Xa) = (HX)S
Sis<aalors (H-X)s=0=(H -X),etonaE((H-X)|Fs) =EE((H - X)p|Fa)|Fs) =
E(<H ’ X)a‘fs) =0= (H ) X)s-

Sit > s> balors C, X; et X, sont Fy-mesurables et comme (H-X);, = (H-X)s = (H-X),
on a donc E((H - X)|Fs) = C(Xp — X,) = (H - X),.

Sit>0b>salors E((H-X)¢|Fs) =E((H - X)p|Fs) = (H - X)s d’apres les deux premieres
étapes.

Enfinsib >t > salors E((H-X)|Fs) = E(E(H-X)y|F)|Fs) = E((H-X)p|Fs) = (H-X)s
d’apres les deux premieres étapes.

Exemple : C’est le cas avec By : si H € blly alors (H - B); := fot H, dB; est une
martingale continue.
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Intégration des processus prévisibles simples

Définition 3.6 On dit qu’un processus (H;) est prévisible simple si ['on peut [’écrire
comme une somme finie de processus prévisibles élémentaires :

ZY ) NI (3.3)

ou 0 <ty <ty <..<t, et est F,_,-mesurable.
On définit alors 11y comme [’ensemble des processus prévisibles simples.

Définition 3.7 Soit H = (H;) un processus de Il; de représentation (3.3). On définit
lintégrale stochastique de H par rapport au processus continu X sur [0, 4o00] par

/ Hy dX, = 3 Vilw) (X, (@) = Xi_, @)

Lintégrale stochastique (H - X); sur [0,t] est alors définie par

HXt_/HdX /HIOt Xs.

Remarque importante : La représentation (3.3) de H € II; n’est pas unique : on peut
par exemple considérer une subdivision plus fine pour représenter H. Cependant il est
fondamental de noter que la valeur (aléatoire) de I'intégrale stochastique ne dépend pas
de la représentation choisie.

Théoreme 3.10 Soient X et Y des martingales continues et H, K € Il alors pour tout
t>0
(H+K)-X)y=(H-X), + (K-X),
(H-(X+Y))=(H-X)+ (H-Y),

Preuve : vue en cours.

Remarque : En conséquence (.-X); est linéaire : pour tous a,b € Ron a ((aH+bK)-X), =
a(H - X); +b(K - X),.

En utilisant le Théoreme 3.9 et le fait qu'une somme finie de martingales locales continues
est une martingale locale continue on obtient facilement le

Théoréme 3.11 Soit X une martingale continue et H € blly = {H € Il; : H borné},
alors (H - X); est une martingale continue.

Théoreme 3.12 Soient X et Y des martingales continues bornées et H, K € blly alors
t
(H-X,K-Y), :/ H K, d(X,Y)s.

Par conséquent E((H - X),(K -Y), Efo H,K, d{X,Y)s e

E((H-X)2) —E / HE d(X), (3.4
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Remarques :

(1) Bien noter que les intégrales par rapport a (X,Y)s et (X), sont des intégrales de
Stieltjes “classiques”. Ceci en vertu du fait que s — (X,Y), est localement a variation
bornée.

(2) La relation (3.4) a des répercussions importantes au niveau de la construction générale
de l'intégrale stochastique. En particulier on en tire (dans les conditions du Théoreme 3.12)
que la martingale (H - X); est de carré intégrable.

(3) La premiere partie du Théoreme 3.10 montre que l'intégrale stochastique est linéaire.
En conséquence de la remarque précédente si X est une Fi-martingale continue bornée
on vient de définir un opérateur linéaire

(.- X).: b — M?,

ot M? est l'espace des martingales F;-adaptées de carré intégrable.

Preuve du Théoréme 3.12
Il suffit de montrer que

Zu= (- X0K V)= [ HE a0,

est une martingale et on conclut par le Théoreme 3.8.
On commence par remarquer que

(H'+ H?) - X)(K-Y), = (H' - X)(K-Y)+ (H*- X)(K - Y),
et t t t
[k ) = [ mE ay) e [ K ay).

Ces deux identités montrent que si le résultat vaut pour (H', K) et (H?, K) alors il vaut
pour (H' + H? K); et si le résultat vaut pour (H, K') et (H, K?) alors il vaut pour
(H, K' + k?).

Il suffit donc de montrer le résultat pour H = Cly,p et K = DI} 4. Enfin il suffira
d’analyser les cas suivant (i) b < cet (ii) a = ¢,b = d.

Cas (i) Dans ce cas on a fot H,K, d(X,Y)s = 0 et on doit m.q. (H - X);(K -Y),; est
une martingale. C’est en effet le cas car si on pose J = C(X, — X,)DI. 4 alors on a
(H-X)(K-Y); = (J-Y); qui est une intégrale stochastique d’'un processus simple, donc
une martingale.

cas (ii) Dans ce cas on a

0 sis<a
Zs = ¢D [(Xs - Xa)(Y;‘ - Ya) - (<X7 Y>s - <X’ Y)a)] sta<s< b
CD[(Xy— X)(Yy = Yo) — ((X, V), — (X,Y)o)] sib<s.

Donc il suffit (pourquoi? exercice) de vérifier la propriété de Martingale pour a < s <
t < b. Pour cela on remarque que

Zt - Zs =CD [XtY;f - XSY; - Xa(Y;f - Y;> - Ya(Xt - Xs) - (<X7 Y>t - <X7 Y>s)]

En prenant 'espérance conditionnelle par rapport a F, et en remarquant que X, Y, sont
Fs-mesurables et E(X; — X |F,) = E(Y; — Y| Fs) =0 on a

E(Zt - Zs|fs) =CDE (XtY;f - <X’ Y)t_(XsY;* - <X7 Y)s )|JTS) =0

Ce qui termine la preuve. i
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Intégration des processus prévisibles de carrés intégrables

Dans cette partie on considere X une martingale continue bornée.

Définition 3.8 On note I15(X) l'ensemble des processus prévisibles H vérifiant

It = [ 2 dx).) <o

Remarque : ||H| x est une norme sur bIl;. L’application linéaire H — [ H, dX de bIL;
dans M? induit une norme sur I'espace des intégrales stochastiques simples.

Théoreme 3.13 Isométrie d’Ito.
Soit X une martingale bornée et H € bIl; alors

1(H - X)J3 = sup £ ((H - X)) = HII%

Preuve : On a (en utilisant que (X); est un processus croissant)

s = ([ oz a00.) =swe ([ 02 ax).).

Et de par (3.4) on obtient

1% = sup £ ((H-X)7) = (H - X)]5.
Ce qui conclut la preuve. i

On ne fera qu’esquisser les grandes lignes de l'extension de l'intégrale stochastique de
bIl; a II5(X). Pour les détails nous renvoyons au livre de Durrett.

Construction de I'intégrale des processus de II5(X)

Premieére étape : on montre que bll; est dense dans I15(X). C’est a dire que pour
tout processus H de Il, il existe une suite de processus simples (H™) de bll; telle que
|[H" — Hl||x — 0.

Idée de la preuve : Supposons que l'on travaille & horizon fini : sur [0, 7.
(a) On commence par supposer H continu et borné. Il suffit alors de prendre

H}':= Holgoy(t) + Y 2" HmayryeXye—yr o ar o (1)
k=1

et on obtient H}» — H, sur [0, 7] par convergence dominée.
(b) Pour H bornée. On pose G; := f(f H, d(X)s, on pose €,, = 1/m. Pour m suffisamment
grand le processus définit par

rTm Gt - Gt—cfm
H™ = —
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est continu, borné et Fi-adapté. De plus pour presque tout (¢,w) on a lim,, .., H"(w) =
Hi(w). Par convergence dominée on obtient

lim E </OT(ﬁfg” — H,)? d(X)S> =0

et par (a) on peut choisir des suites H™™ de processus simples telles que H™™ — H™

pour n — oo de fagon a ce que

lim E (/OT(H;%" — H,)? d(X)S) =

n—00

(c) Pour un H € II,(X) on pose
H" = Hljx, j<m.

Pour tout m > 1 le processus H;" est borné et on a |H]"| < |H,;| donc par convergence
dominée on a

lim E (/OT(f[;n — H,)? d(X)s) =0

m—00

On conclut comme précédemment en utilisant (b) et un argument diagonal.

Deuxiéme étape : comme (H") est convergente, elle est de Cauchy. C’est a dire |H" —
H"||lx — 0 quand m,n — oo. Par l'isométrie d’It6 on en déduit que (H" - X) est de

Cauchy dans M?2.

Troisiéme étape : M? est un espace complet donc la suite de Cauchy (H™- X)) converge
dans M? vers une limite I((H"), H, X). Il n’est pas du tout immédiat que la limite ainsi
obtenue soit continue et indépendante de I'approximation H™ choisie.

Quatrieme étape : on montre que la limite ne dépend du choix de la suite (H™) ap-
prochant H et qu’elle est (a trajectoires) continue. La limite est donc unique, on la note
(H-X) ou f H, dX, et on 'appelle intégrale d’Ito du processus H par la martingale X.

On admettra donc les deux résultat suivants : (Théoremes 4.3a et 4.3.b Chapitre 2 du
livre de Durrett).

Théoréme 3.14 Soient X wune martingale continue bornée et H € Ily(X) alors ((H -
X)) € M? et est continue. De plus on a

ICH - X2 = [ H| x
En particulier E((H - X);) = 0.

Théoréme 3.15 Soient X une martingale continue bornée et H, K € Ily(X) alors H +
K elly(X) et
(H+K) - X)y=(H-X)+ (K- X),
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3.3.2 Inégalité de Kunita-Watanabe

On admettra le résultat suivant (référence Durrett Chap. 2 Théoreme 5.1)

Théoreme 3.16 [négalité de Kunita- Watanabe
Soient X et Y deuzr martingales locales et H et K deux processus mesurables alors avec
probabilité 1 on a

(/OOO |H,K,| dV,((X, Y)))2 < /OOO H? d(X), /O°° K2 Ay,

Remarque : Si X; = Y, = B, alors d(X), = ds et dV,((X,Y)) = s et on retrouve
I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Théoréme 3.17 Soit H € TIo(X) N11(Y) alors H € TIo(X +Y) et
(H- (X+Y)),=(H -X);+(H-Y),.
Preuve : On remarque que
(X+Y) = (X)+ (Y) +2(X,Y),.
Par 'inégalité de Kunita-Watanabe on a
V(X)) < ((X)e(V))"? < (X + (V)i) /2

car 2ab < a® + b%. D’ou
(X+Y) <2((X)e +(Y)e). (3.5)

On rappelle que (z + y)? < 2(z* + y?). On en déduit que H € IL(X +Y).
Il reste a présent a montrer la formule. Il existe H" € bll; telles que |H™ — H||z — 0
pour Z =X Y, X +Y et
(H" - (X +Y))=(H"-X)+ (H"-Y),.
Enfin quand n — oo on a (H" - Z); — (H - Z);. Ce qui permet de conclure. i

Théoréme 3.18 Soient X et Y des martingales continues et bornées, H € Ily(X) et
K e I1,(Y) alors

t
(H-X,K-Y), :/ H, K, d(X,Y)s.
0
Preuve : référence Durrett Chap. 2 Théoreme 5.4.

Remarque : on en déduit E((H - X)), = E [ H? ds.
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3.3.3 Intégration par martingale locale continue

On considere donc X une martingale locale continue.
Définition 3.9 Soit I13(X) la classe des processus H vérifiant avec probabilité 1
/ H2 s < 00 pour tout t > 0.
Théoreme 3.19 Soient X une martingale continue bornée et H, K € Ily(X) tels que
Hy = K pour s <T un T.A. Alors (H-X)s = (K - X), pour s <T.
Preuve : On écrit H, = H! + H? et K, = K! + K? on
H! = K| = H]lpr(s) = KJjo1(s).

Ona (H'-X); = (K" X),; pour tout t.
Pour tout s € [0,7] on a H? = K2 = 0 donc par le Théoreme 3.18 on a

(H?- X)), = (K- X)), = 0.

Donc par la Proposition 3.1 on a que (H? - X) et (K?- X) sont constant sur [0, 7] d’ou
(H?-X); = (K?- X); = 0 pout tout ¢ € [0,T]. On conclut alors par le Théoréme 3.15 sur
la distributivité. i

Intégrale stochastique des éléments de I13(.X)
Soit S,, une suite de T.A. vérifiant

t
Snng:inf{tZO:|Xt|>nou/Hfd(X)8>n}
0

et S, T 0o. On pose H} = H.Ijyg,)(s) et on définit (H - X), = (H"- X ), pour tout ¢ < 5,,.

Définition 3.10 Le processus (H - X); est alors appelé intégrale stochastique de H par
la martingale locale X .

On observe que par le Théoreme 3.19 si m < non a (H™ - X), = (H" - X); pour tout
t €10,S,,]. Donc (H - X); est bien définit pour tout ¢t < S,.

On doit enfin montrer que la définition de (H - X); ne dépend pas du choix de S,,. Soit
donc R, < T, avec R, T co. On pose ),, = R, A S, par le Théoreme 3.19 on a pour tout

s € [0, Q]
(HR” 'X)s = (Hsn 'X)s~

Comme @, T oo il s’en suit que (H - X); est indépendante de la suite de T.A. choisie.
L’unicité et le Théoreme 3.19 impliquent :

Théoréme 3.20 Soit X une martingale locale continue et H € Tg(X). On définit (HT)
par HT =0 sis>T et H' = HT = H, pour s < T alors

H' X)=H -X)"=H -X")=(H" - X"
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Interprétation : Si ’on pose que l'intégrant est nul apres le temps T ou si 'on arréte la
martingale au temps 7" ou les deux, ceci revient a arréter l'intégrale au temps 7.

Théoréme 3.21 Soit X une martingale locale continue et H € 1I3(X) alors (H - X); est
une martingale locale.

Preuve : On arréte aux temps 7, définis comme ci dessus. Il suffit alors de montrer que
si Y = X est une martingale continue bornée et K = H™" € II(Y) alors (K - Y); est
une martingale continue ce qui est vrai de par le Théoreme 3.14. i

Remarque Importante : on ne peut pas avoir mieux. Si M est une martingale continue
et si H € II3(M) alors (H - M); n’est pas une martingale (méme si si M = W le MBS).

En revanche il s’agit quand méme d’une martingale locale.

Théoréme 3.22 Soient X et Y deur martingales locales continues et H, K € II3(X)
alors H+ K € II3(X) et

(H4+K) - X);=(H-X);+ (K -X),.
Soit L € II3(X) NII5(Y) alors L € II3(X +Y) et
(L-(X4Y))=(L-X)i+(L-Y),.

Preuve : Pour montrer la premiere formule on observe que par Kunita-Watanabe on a

Jiv kgt ace, < [ #2a.s [ K2 apo.

2 (/ H? d(X>S) v (/ K? d(X>s) " < 00

Donc H + K € II3(X). En arrétant aux T.A,
t t
T, :inf{tz 0:]X, >nou / H?* d(X), >n ou / K? d(X), >n}
0 0

on se réduit au cas traité par le Théoreme 3.15.
Pour 'autre formule on a déja montré (3.5)

(X+Y) <2(0(X)e+(Y)).
Ce qui implique L € TI3(X +Y) et en arrétant aux T.A.

t
Tn:inf{tZO:\Xt\>nou|Yt|>nou/L2d<X+Y)s>n}
0

on se réduit au cas couvert par le Théoreme 3.17. i

En utilisant les mémes arguments de localisation on obtient le
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Théoréme 3.23 Soient X et Y des martingales locales continues, H € Tl3(X) et K €
[I3(Y) alors

(-0, = [ HLK, d(X, V).,

Exemples :
(1) Variation quadratique si X =Y et H = K

(H X)), = / H? d(X).,

Et de part la décomposition de Doob-Meyer (H - B)? — fot H? ds est une martingale locale.
(2) Cas du Brownnien : on prend X; = B; on a

t
()= [ s
0
En fait sous une hypotheése un peut plus restrictive (H € II5(X)) on a beaucoup mieux :

Théoreme 3.24 (Isométrie d’Ito)
Soient X une martingale locale et H € I15(X) alors (H-X) € My et ||(H-X)||2 = || H] x-

Remarque : Sous 'hypothese plus générale H € I13(X) on n’a pas d’Isométrie d'It6 (ni
d’inégalité de Doob) méme si X est une martingale (comme le Brownien par exemple).
Preuve : Comme dans la définition de l'intégrale stochastique par une martingale locale
on pose T, = inf{t : | X;| > n ou fot H? d(X); > n}.

Pour tout n, ¥; = X/" est une martingale bornée donc par le Théoreme 3.14 (et le
Théoreme 3.20) (H™» - XTv), = (H - X™), = (H™ - X), = (H - X)T" est une martingale
continue de My, et on a

Tn
I(H - X)™ 5 = [ H™ % = IE/(I‘IS,T”)2 dX)s=E | H} d(X), (3.6)

et
Th

E [ H? d{X)e = E((H - X))r,) = E((H - X)},)

Par I'inégalité maximale de Doob on a
Tn

E< sup (H - X)f) <4E((H-X)%) =4E [ H? d(X),

0<t<Thy 0

Par convergence monotone on obtient

7 X013 =& (suptr - X02) <48 [ B2 a(x), < o
0<t 0

car H € II(X).

Comme

E ( sup |(H - X)s|) <E <sup(H : X)f) < 00

0<s<t 0<t
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on conclut par le Théoreme 4.4 Chapitre 2 que (H - X); est une martingale, et par ce qui
précede celle-ci est de carré intégrable.
Enfin en prenant les limites monotones dans (3.6) quand n — oo on obtient

1 - XI5 = [ H][x-

Exemple : Pour X; = B, et H € II3(B) on a (H - B); est une martingale de carré
intégrable.
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4.1 Formule d’Ito6 homogene

On commence par montrer un résultat d’approximation lorsque le processus a intégré
est continu.

Théoréme 4.1 Soient X une martingale locale continue, (H;) un processus continu et
A, = (0=t <t} <..<ty, =1) une subdivision de [0,t] de pas |A,| — 0. Alors

k(n)—1 t
Hyp (X(8,) — X(87) — / H dx
0 0

i=

en probabilité quand n — oo.

61
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Preuve : Soit M > 0 fixé et T' =Ty =inf{s >0:s> M ou (X), > M ou |H|s > M}.
Par le Théoreme 4.5 chapitre 2 on peut peut localiser X, et supposer sans perte de
généralité que (X), < M. De méme en posant H;, = Hp pour s > T on peut supposer
également |H,| < M pour tout s.

On définit la suite H' = Hy pour tout s €7, t7,,] et H = H; pour s > t. De part la
continuité de s — H, sur [0, ¢] on déduit que

lim sup |H — H,| = 0.

n—00 s>(
De plus
|2 — H|% = E/(H? — H,)* d(X), < ME((sup |H]' — H,])?)

s>0

donc (par convergence dominée) ||[H" — H||3% — 0 ce qui implique par I'isométrie d’Ito
que | [H" dX)— [ H dX|]3 — 0 d’ou le résultat. i

Théoreme 4.2 Formule d’Ito.
Soient (X;) une martingale locale continue et f une fonction de classe C*(R) alors avec
probabilité 1 on a ¥Vt > 0

FX) = F(X0) + (F(X / (X

— F(Xo) + / Jax 4L / F(x

En particulier toutes les intégrales ci-dessus sont définies.
Notation différentielle :

1
df (Xe) = f'(Xe) dX; + §f”<Xt) d{X):
Remarque : Rappelons que si A; est un processus continu a variation finie et si f est
de classe C! alors .
F(4) = 70) + [ 74 da
0

Notez bien que l'intégrale est de Stieltjes.

Exemples simples : Pour f de classe C?
1) Si X; = h(t) avec h de classe C'(R™) on retrouve la formule classique

f(h(t)) = f(h(0)) + /Ot f'(h(s))M'(s) ds

car dh(s) = I (s)ds et (X)s = 0.
2) Si X; = B; le M.B.S. on a

f(B / f'(Bs) dBs + = /Ot f"(Bs) ds
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car By = 0 et d(B), = dt.
Preuve : En quatre étapes la derniere étape, plus technique, ne sera qu’esquissée.
Etape 1 : Localisation. En arrétant aux temps

Ty =inf{t >0:|Xy| > M ou (X); > M}
il suffit de montrer le résultat pour le cas borné : | X;| < M et (X);, < M.

Etape 2 : Formule de Taylor. On sait que pour tout a < b in existe ¢,) € [a,b] tel

que
1
fb) = f(a) = (b = a) ['(a) + 5 (b= @) ["(cap).
Soit A, = (0 =t <t < .. <ty,, =1) une subdivision de [0,] de pas |A,[ — 0. En
appliquant la formule de Taylor aux sommes télescopiques suivantes on obtient

k(n)—1
f(Xe) = f(Xo) = (X ) = [(Xip)
i=0
k(n)—1
- F1(Xi) (X% - Xt¢> (4.1)
=0
1 k(n)—1 9
+§ ; f”(CXt;uthH) <Xt?+1 — Xt?) (4.2)
Nous avons donc pour tout n > 1
f(X) = f(Xo) =L+ Va (4.3)

ou I, représente le terme (4.1) et V,, le terme (4.2).

Etape 3 : Convergence de I,, vers (f'(X) - X),.

C’est une conséquence du théoreme précédent en utilisant que, par hypothese, t — f'(X;)
est continu.

Etape 4 : Convergence de V,, vers %fg f(Xs) d(X)s.
On définit G7 = f"(cx,n,x,. ) pour s €)t?, ti' ] et G2 = f"(X;) des que s > ¢ et on pose
i i4+1

AL = Z (Xt?ﬂ o Xt?>2

ti <8

ce qui par construction implique

k(n)—1

2 t
Z f”(Cth7th+ ) (Xt?-H - th) = / GZL dAZ
- T i+1 0

1=

ol cette derniere intégrale est de Stieltjes.
L application f étant de classe C? cela implique la continuité uniforme de f” sur [0,1] et
donc on a GT — f"(Xsp) quand n — oo uniformément en s.
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D’autre part on sait (Théoreme 2.2 Chapitre 3) que A? — (X), en probabilité quand
n — 00. On peut alors montrer que

[ eraar— [ ) a,

en probabilité.

Conclusion : Comme I,, — (f'(X) - X), en probabilité, il existe une sous suite (ny)r>1
telle que 1,,, — (f'(X)-X), p.s. quand k£ — 0.

De plus pour cette sous suite on a V,, — 1 fg f"(Xs) d(X)s en probabilité quand k — oo.
Donc il existe une sous suite (kp)m>1 telle que V,, —— %fot f"(Xs) d{(X)s p.s. quand
m — 0.

Donc I, +V,, ~converge p.s. vers la bonne limite quand m — oo. On tire donc de (4.3)
que pour tout t fixé, avec probabilité 1 on a

FX) = 1060 = [ 7 x5 [ 00 e

Comme chaque membre de I'égalité précédente est une fonction continue de ¢ on en tire
qu’avec probabilité 1 on a pour tout ¢ > 0 le résultat recherché. i

4.2 Intégration par des semimartingales

Nous allons a présent étendre l'intégration stochastique aux semi-martingales. Deux
raisons de faire ceci :
(i) Si X est une martingale locale continue et f est de classe C? alors la formule d’Tto
montre que f(X;) est une semimartingale mais pas en général une martingale locale (sauf
si f” =0). On peut par contre montrer que si X est une semimartingale continue et f est
de classe C? alors f(X;) est une semimartingale continue.
(ii) 11 est facile d’étendre 'intégration par des martingales locales aux semimartingales
pourvu que l'on remplace la classe des éléments intégrables I13(X) par une classe plus
petite ne dépendant pas de X.

4.2.1 Définitions

Définition 4.1 On dit qu’un processus adapté continu X est une semimartingale conti-
nue si X; peut s’écrire sous la forme Xo+ M;+ Az, ou My = Ay = 0, M; est une martingale
locale continue et A; est un processus continu adapté a variation finie.

Exemples :

1) Toute martingale locale continue est une semimartingale continue.

2) De par la décomposition de Doob-Meyer, si X est une martingale locale continue alors
X? est une semimartingale continue.

3) Le mouvement Brownien est une semimartingale.

4) Si X est une martingale locale continue et si f est de classe C* alors la formule d’Tto
implique que f(X) est une semimartingale.

Plus généralement
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Définition 4.2 On dit qu’un processus adapté, cad-lag X est une semi-martingale si X; peut s’écrire
sous la forme Xo+ My+ Ay, ot Mg = Ay = 0, My est une martingale locale et Ay est un processus adapté
a variation finie.

Exemple : Processus de Lévy

Définition 4.3 Un processus X adapté tel que Xog = 0 est un processus de Lévy si

(i) X est a accroissements indépendants du passé : i.e. Xy — X est indépendant de Fs pour tous 0 < s <
t<oo;

(i) X est a accroissements stationnaires ;

(iii) X; est continue en probabilité.

Le mouvement Brownien et le processus de Poisson sont des processus de Lévy;

Etant donné un processus de Lévy il en existe une version cad-lag qui est aussi un processus de Lévy.
Un résultat tres important montre que :

Tout processus de Lévy peux s’écrire X; = Y; + Z; ou Y et Z sont deux processus de Lévy, Y est une
martingale & sauts bornés, Y; € LP pour tout p > 1 et Z est a trajectoires a variation finie. Il s’agit donc

d’une semimartingale.

Exemple : Le processus Xy = Wy + N, ou W est un MBS et N est un processus de Poisson, est un

processus de Lévy.

Théoréme 4.3 Soit X une semimartingale continue. Si les processus (continus) M, et
Ay sont choisit tels que My = Ay = 0 alors la décomposition X; = Xo+ M;+ A; est unique.

Preuve : Sans perte de généralité on peut supposer Xy = 0. Supposons X; = M; + A; =
M| + Aj. On en tire que M} — M, = A, — A} est une martingale locale continue a va-
riation finie donc constante (par le Théoréeme 1.1 Chapitre 3) et donc identiquement nulle.f

En fait on a un résultat tres général cf. Protter Chapitre III.

Théoréme 4.4 Soit X un processus adapté cad-lag. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) X est une semimartingale ;
(b) Etant donné e > 0, X; peut s’écrire sous la forme Xo + My + Ai, ot Mg = Ag = 0, M est une
martingale locale dont les sauts sont bornés par € et A; est un processus a variation finie;
(¢) X peut s’écrire sous la forme Xo+ M+ A¢, ot My = Ag = 0, M, est une martingale locale localement
de carré intégrable et A; est un processus a variation finie ;
(d) Si pour tout T > 0 et toute suite H™ de processus simples prévisibles de limite H simple prévisible :
1.€.

lim sup |H (w) — He(w)| =0

90 (4,w)€[0,T] xQ

on a que
t

t
sup | H"dX—/HdX|—>O
tefo,7] Jo 0

en probabilité quand n — .

4.2.2 Intégration par des semi-martingales continues

Définition 4.4 On note [bIl [’ensemble des processus prévisibles localement bornés : i.e.
les processus prévisibles H tels qu’il existe une suite de temps d’arréts T,, T oo telle que
|Hs| < n pour s <T,.
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Lemme 4.1 Soit X; = M; + A; une semi-martingale continue. On a
IbIT C TI5(M).

Preuve : Soit H € [bIl. On remarque que

Ty
H? d(M), < n*(M)g, < oo
0

et comme T, T oo, on a H € [I3(M). i

Remarque : Pour tout H € [bll on peut définir fot H, dA, comme une intégrale de
Stieltjes. Comme H € II3(M) lintégrale stochastique [ HdM est également bien définie.
D’ou la

Définition 4.5 On définit I’'intégrale stochastique de H € IbIl par la semi-martingale
X, = M, + A; par la somme

t t t
/HdX:/HdM—l—/HsdAs.
0 0 0

On obtient ainsi sans effort le

Théoréme 4.5 Soit X une semi-martingale continue et H € IbIl, alors f(f H dX est une
semi-martingale continue.

De méme on montre tres facilement

Théoreme 4.6 Distributivité
Soient X etY deuxr semi-martingales continues et H, K € [bIl. Alors

[(H+K)dX = [ HdX+ [j KdX
[FHAX+Y) = [ HdX + [, HdY

Théoréme 4.7 Associativité

Soient X une semi-martingale (resp. martingale locale) continue, H, K € IbIl (resp. K €
II3(Y),H e lI3(K - X)). Alors

/Hd(/KdX)z/HKdX.

“Preuve” : En utilisant les notations différentielles
d(H-Y), = H,dY,.
On pose Y; = (K - X); dou dY; = KydX; ce qui donne
dH-(K-X));=HdK-X), = HKdX;,=d(HK) - X),.

Ceci n’est pas une preuve rigoureuse. La preuve procede par étapes successives comme la
construction de 'intégrale (cf. Durrett chap. 2). Nous 'admettrons.
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4.2.3 Intégration générale

Les résultats qui suivent sont extraits de la section 4 du chapitre II de Protter.

Définition 4.6 On note D ’ensemble des processus (adaptés) cad-lag; L l'ensemble des processus cag-
lad; bL l’ensemble des processus (adapté) cag-lad a trajectoires bornées; enfin soit S l'ensemble des
processus simples H de représentation

H= HO{O} + Z Hi]‘]Ti,THl]
=1

ouH; € Fr, et 0 =Ty <T1 < ... <Thyhq1 < 00 sont des temps d’arréls.

Définition 4.7 On dira qu’une suite de processus (H™) converge uniformément sur les compact en
probabilité (que l'on abrégera en uep) si pour tous t > 0 on a que

sup |HY — Hs| — 0
0<s<t

en probabilité.
Théoreme 4.8 L’ensemble des processus prévisibles simples S est dense dans 1L pour la topologie ucp.

Définition 4.8 Soit H € II; et X un processus cad-lag on définit l'application linéaire Jx : S — D par :

Jx(H) = HoXo+ »  Hi(X(Tit1) — X(T))).

i=1

L application Jx (H) est alors appelée intégrale stochastique de H par le processus X .

Théoréme 4.9 Soit X une semimartingale. L’application Jx : S — D est continue pour la topologie
ucp.

De par la densité de S dans L on peut étendre par continuité 'application Jx en une application de
L — D. Cette application est & nouveau appelée intégrale stochastique et on la note

JX(H):H-X:/HdX

Théoréme 4.10 Le processus de saut A([ H dX), est indistinguable du processus Hy(AX).

Théoréme 4.11 Distributivité
Soient X et Y deux semimartingales et H, K € IL. Alors

JJ(H+K)dX = [ HdX+ [} KdX
JJHAX+Y) = [ HdX+ [, HdY

Théoréme 4.12 Soit X une semimartingale et H, K € 1L. Alors le processus fH dX est une semimar-

tingale et on a
/Hd(/KdX):/(HK)dX.

Théoréme 4.13 Soit X une martingale locale, localement de carré intégrable, et soit H € 1. Alors le
processus [ H dX est aussi une martingale locale, localement de carré intégrable.
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4.2.4 Covariation quadratique des semi-martingales

Définition 4.9 Soient X et Y deux semi-martingales continues de décomposition X =
M+ AetY = N+ B. On définit la covariance quadratique de X et Y par

<Xa Y)t = <M7 N)t
Plus généralement on définit

Définition 4.10 Soient X et Y deux semi-martingales. On définit la variation quadratique de X comme
le processus [X, X] = ([X, X]i)i>0 définit par

[X,X]:XQ—Q/X_ dX

ot XO— =0 5
de méme on définit la covariance quadratique de X et Y, aussi appelé le crochet de X,Y par

[X,Y] :XY—/X_ dY—/Y_ dX.
On a alors I'identité de polarisation :

XY =-([X+Y,X+Y]-[X,X]-[Y,Y])

1
2

Exemple : Soit N; un processus de Poisson alors

t
[N,N]t:Nf—Q/ N,_ dNj
0

or

t > Ny(N; — 1
/st dNSZZNTnfl{TnSt}:%
0

n=1
d’ont
[N, N]; = N,.

On rappelle que M; = Ny — At est une martingale et

Définition 4.11 On appelle partition aléatoire o une suite finie de temps d’arréts tels que 0 = Ty <
Ty < ...<Ty < oo. On dira qu'une suite o, = {0 =T <T7 < ... < T]?(n)} de partition aléatoires tend
vers lidentité si

(1) limsup, T} = oo p.s.

(i) supy | T}, — Ty, | converge p.s. vers 0.

Théoréme 4.14 la variation quadratique de X est un processus cad-lag de plus on a
(i) X, X]o = X3 et A[X, X] = (AX)?

(i) Si o, est une suite de partition aléatoire tendant vers l'identité alors
k(n)
Xg + Z(X(Tz") - X(Tz'nfl))Q — [X, X]
i=1

en convergence ucp ;
(iii) Si T est un temps d’arrét alors (X7, X] = [X, XT] = [XT, XT] = [X, X]T.

Corollaire 4.1 Le crochet [X,Y] de deux semimartingales est bilinéaire et a variation finie (sur tout
compact) et est également une semimartingale.
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Corollaire 4.2 Intégration par partie.
Soient X et Y deux semimartingales. Alors le processus XY est une semimartingale et on a

XY:/X_ dY+/Y_ dX.+[X,Y]
avec la convention Xo_ = Yy_ = 0.

Théoréme 4.15 Le crochet [X,Y] de deux semimartingales vérifie
(i) [X,Y]o = XoYp et A[X,Y] = AXAY
(i) Si oy, est une suite de partition aléatoire tendant vers lidentité alors

k(n)
X+ Y (X T )Y (TP) - Y(T2,)) — [X,Y)

en convergence ucp ;
(iii) Si T est un temps d’arrét alors [XT)Y] = [X,YT] = [XT,vT] = [X,Y]T.

Théoréme 4.16 Inégalité de Kunita- Watanabe.
Soient X et'Y deux semimartingales et H et K deux processus mesurable. Alors presque surement

(/O |H||K|dXY) /H2 d[X, X]s /K2 dlY,Y]s

Définition 4.12 Soit X wune semimartingale on note [X,X|¢ la partie continue de la trajectoire de
[X, X]. Ainsi on a
(X, X = [X, X]{+ X5+ Y (AX,)?
0<s<t
on a [X,X]§=0.

Remarque Importante : Si X est une semimartingale continue alors [X, X, = [X, X]{ = (X),

Théoreme 4.17 Soient X = M + A et Y = N + B deux semi—martz’ngales continues.
Pour tout t et toute suite de subdivisions A, = (0 =t5 <1 < .. <ty =1t) de[0,1] de

pas |A,| — 0 quand n — oo, on pose

Qr(X,Y) = (X — Xpp )(Yir — Y ).

i=1
Alors

QP (X,Y) — (M,N),
en probabilité lorsque n — oo.

Preuve : On a
Qrr(X,)Y)=Qy(M,N)+Q;"(A,N)+ Q" (M, B) — (M,N),

ce qui conclut la preuve. i

Théoréme 4.18 Soient X', i = 1,...,m et Y7, j = 1,..,.n des semi-martingales conti-
nues H', K7 € IbIl, X = 37" [[H" dX' et Y =" [ K7 dY7. Alors

m

XYt_ZZ/ HIKT d(X'Y7),.

=1 j=1
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Preuve : Soient M’ et N7 respectivement les parties martingales locales de X et Y7.
On pose M = 3", [H' dM' et N = 37 | [ K/ dN’. De par notre définition on a
(X,Y); = (M, N); donc par le Théoreme 3.15 chapitre 3 on a (X*,Y7), = (M"', N7); et
on peut conclure. i

4.3 Processus d’Ito

4.3.1 Définitions

Définition 4.13 Soit B, = (B}, ..., BY) un F,-mouvement Brownien de dimension d €
N*.

(1) On dit que (X;) est un Fy-processus d’It6 @ valeurs dans R si pour tout t > 0 il peut
s’écrire

t d t
Xt:Xo+/ L, ds+Z/ H? dB? (4.4)

ot Xg v.a. Fo-mesurable, Ly et H; = (H}, ..., HY) sont prévisibles et tels que Vt > 0, i =
1,....d

t t
/ |Ls| ds < oo, / (HY)? ds < oc.
0 0

Notation différentielle :
d

dX, =Ly ds+ Y HI dBI.
j=1
(2) Un processus d’'Tto de dimension n est un processus vectoriel X (t) = (X}, ..., X[") ot
chaque composante est un processus d’Ito réel.

Exemples : Les processus suivants sont des processus d’'Ito
(1) X; = h(t), h dérivable

Xt:h(o)—l—/th'(s) d3+/t0 dB;.

0 0

t t
Bt:OJr/Oder/lst.
0 0

(3) La variation quadratique d'un processus d’It6 est un processus d’Ito

t d t
(X>t:0+/ > (H)? ds+/ 0 dB,.
(1 — 0

Propriété 4.1 Soit X; un processus d’It6 a valeurs réelles de représentation (4.4). Alors
(1) X, est une semi-martingale.
(2) Si'Y; est un processus d’Ito a valeurs réelles de représentation Yy = Yy + fot Js ds +

Zjlzl([(j - B7); alors

(2) X; = B:, Brownien

dnd’

t
(X,Y)t:Z/ HK! ds.
i=1 70
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(3) Formule d’Ité : soit f de classe C* on a

d

f(X) =f(Xo)+/0 (f’(Xs)Lﬁ%f”(Xs)Z H;) ) d5+2/ f'(X,)H] dB.

=1

4.3.2 Représentation des martingales browniennes

Toute I'importance des processus d’Ito rejailli dans les résultats suivants.

Définition 4.14 On appelle martingale (locale) brownienne une martingale (locale) adaptée
a la filtration brownienne.

On admet le résultat suivant.

Théoreme 4.19 Soit X; une martingale locale brownienne.
Alors (Xi)i>0 est continue. De plus il existe un unique processus Hy = (H},..., HY)
vérifiant H' € Ty(B*) tel que

Xt:X0+/HdB

- X0+Z/ H’ dB’.

Corollaire 4.3 Toute martingale locale brownienne peut étre représentée comme un pro-
cessus d’Ito.

4.4 Formules d’It6 générales

4.4.1 Formule d’It6 pour semimartingales continues

Théoréeme 4.20 Formule d’It6
Soient f : R - R et 0 < ¢ < d. Si X},.., X sont des semi-martingales continues et
Xt XE sont localement a variations bornées alors avec probabilité 1 pour tout t > 0

F(X) - /Df dXZ+— > /Dwf d(X*, XY,

1<z ,1<c

des que les dérivées partielles D; f et D;; f existent et sont continues.
Notation différentielle :

d

X = S DS (X)) dXI+ 5 3 Dyf(X) d{X',x),.

i=1 1<i,j<c
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Application aux processus d’Ito

On commence par une remarque :
Remarque Importante : Si B} et B? sont deux M.B.S. indépendants alors B} B est
une martingale et en conséquence (B!, B?); = 0 pour tout ¢ > 0.
En effet pour tous 0 < s <t on a

E(BB}|F,) = E((B} — B;)(B} — B2)) + B{E(B}|F,) + BXE(B/|F,) — B,B:
= E(B! - BHE(B? — B?) + B!B? + B’B! — B! B?
= B!B?

L’intégrabilité et 'adaptabilités sont immédiates. D’otu le résultat.

A présent considérons X; = (X}, ..., X7") un processus d’Ito6 dans R™ tel que pour tout

1=1,...n
X;:X5+/ Lgds+2/ H* dBY
0 k—1 0

ot (B}, ..., BY) est un mouvement Brownien de dimension d commencant & l'origine, et
f: Rt x R" — R une fonction de classe C*?. Par la formule d’It6 on a avec probabilité 1
pour tout ¢t > 0

af

it X)) = f(0, Xo)+ [ —-(s,Xs) ds

n

+Z/t af( X1 ., X") dX!
—1 Y0 axz

XXM a(xt xI
by 30 [ oot X)X X0,

1<zg<n

Or dXi=Li ds+ 3¢ H'"* dBY et

d

(XLY7), = ZZ/ HY*HI* d(B* BY,

k=1 (=

SO

= / HIFHIF ds
=1

=]

FX) = .50+ [ ( +Z 19,

1 02 f
- X szH]k / sz Bk
+ 2 Znﬁxiﬁxj@ )Z )d +Z 8:132 k d

1

Ou en notation différentielle

B, " o
df(t’ Xt) = (a_{(taXt) + Z Lzlta—:f(taXt Z aZL‘ aZL‘ t Xt) Z Ht7ng’k> dt
i=1 v J 1

1<2j<n
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d

+ Z;g—i;(t’Xt )" HF aBf

k=1

Fonction du Brownien

Un cas particulier de I'exemple précédent (n =1, L = 0) pour le processus d’It6

d t
Bi=>" / dB!
i=1 70

autrement dit B, est un mouvement Brownien de dimension d. Soit f : R — R de
classe C* (on considére le cas homogene). En notant V f = (0,, f, ..., 05, f) son gradient et
Af = ZZ 102 .. f son Laplacien la formule d'It6 s’écrit

F(By) — F(By) = / ) ds + / V(B

4.4.2 Intégration par partie des semimartingales continues

Théoreme 4.21 Intégration par parties
Soient X etY deuxr semi-martingales continues; alors avec probabilité 1 pour tout t > 0

t t
Xm—XoYo:/ Y, dXs+/ X, dY, + (X,Y)..
0 0

Notation différentielle :
d(X,Y;) =Y, dXs + X dYs + d(X,Y),.

Preuve : On pose Z; = (X;,Y;) et on considere la fonction f(x,y) = zy. Calculons les
dérivées partielles f,(zy) = vy, f,(zy) = yz, fo,(z,y) = fy.(x,y) = 1 les autres sont
nulles. La formule d't6 donne

t t 1 t 1 t
f(Zt>=Xth=XoYo+/ Y, sXs+/ X, dYs+§/ d<X,Y>s+§/ d(Y, X),.
0 0 0 0

4.5 Formule d’Ité6 pour une semimartingale
Pour les preuves on se réferera au livre de Protter Section 7 chapitre II.

Théoréme 4.22 Soit X une semimartingale et f une fonction de classe C*. Alors f(X) est aussi une
semimartingale et on a presque surement

f(Xt) _f(XO) - f0+ fl s— dXs éfO-i— fll s— ) d[X’X]g
+ D 0wt (F(Xs) = f(Xs-) = f1(Xs2)AX)

Théoréme 4.23 Soit X = (X', ..., X?) une semimartingale de dimension d et f : RY — R une fonction
de classe C2(RY). Alors f(X) est aussi une semimartingale et on a presque sirement

f(Xy) — f(Xo) =>4 0t+ aag (Xso) dXi+ 5 Zl<z ]<n f0+ Dzi07, az] (Xs) d[X*, XS
Yz (£0X0 = F(Xe) = 0y AL (X, )AXY)
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4.6 Application de la formule d’It6

4.6.1 Calcul d’une intégrale stochastique

Considérons f(x) = 2? et X; = B; la formule d’'Tt6 donne

t 1 t t
B§=0+/2Bsd35+—/2ds:2/ B, dBy +t.
0 2 0 0

D’ou

t 2 _
/ B, st:Bt t.
0 2

4.6.2 Solution d’une equation différentielle stochastique

On s’intéresse ici a I’équation du prix de I'actif risqué a la base du modele de Black et
Scholes.

dSt = /LSt dt—|—0'5t dBt (45)
So = x9>0.

On cherche une solution de (4.5) c¢’est a dire un processus adapté vérifiant

t t
Sy = xo +/ WSy ds +/ oS, dB;.
0 0

On voit qu’il s’agit d'une semi-martingale, on verra qu’il s’agit aussi d’un processus d’Ito.

Recherche d’une solution

On va rechercher formellement une solution :
on pose Y; = log(S;) et on considére f(z) = log(z). Méme si f ne satisfait pas aux
hypotheses de la formule d’It6 on va 'utiliser pour “deviner” la solution. On vérifira par
la suite qu’il s’agit bien d’une solution.
Ona f'(z) =27 et f’(z) = —2x 2. Par Itd on trouve

t 1 t
log(S;) = log(Sy) +/ S;hds, — 5/ S;2d(S),.
0 0
Par une propriété des semi-martingales on déduit
d(S), = 0*S%ds

et en utilisant que S; doit vérifier (4.5) on obtient

t 52 ¢
log(S;) = log(50)+/ <u—?> ds+/ o dB;
0 0

o2
= log(Sy) + <u — ?) t+ oB;.
D’ou )
o
St = T €Xp [(M— ?> t+0’Bt:| . (46)
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Vérification
On va a présent vérifier que (4.6) est bien une solution de (4.5).

On pose f(t,x) = xgexp [(u - "—;) t+ a:c] Ainsi S; = f(t, B;). La fonction f est suffi-

samment différentiable on a f;(t,7) = (u — 0?/2)f(t,x), fo(t,x) = o f(t,7) et foo(t,x) =
o?f(t,x). Les autres dérivées partielle ne sont pas importantes pour la formule. On ap-
plique Ito

2

¢ ¢ 1 [t
Sy = f(t,By) = So +/ (,u — %) Sy ds +/ oS, dBg + 5/ oS, d(B),
0 0 0

d’ou I’équation cherchée.

Exercice : On aurait pu (le faire) montrer cela en considérant S; = g(Z;) ou g(z) = xpe?
et le processus d'It6 Z; = (u — 02 /2)t + o B;.

Unicité
Supposons que Y; soit une autre solution de (4.5). Pour ¢ > 0 on définit Z, = S; . Par

It6 (exercice) on a
dZt = (0'2 — M)Zt dt — O'Zt dBt

D’autre part en utilisant la formule d’IPP on a
t t
ZY; - ZoYo = / Z, dYer/ Y, dZ,+ (2, ),
Ot ’ t
= / Z Yy ds +/ Z0oYy dBy
0 0

t t
+/ Y, (o — ) Z, ds —/ Y,0Z, dB, — 0*Z,Y,
0 0
= 0.

Donc Z,Y, = ZyYy = xalxo = 1 ce qui permet de conclure.
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Théoremes de Girsanov
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5.1 Notions de théorie de la mesure

5.1.1 Mesures équivalentes

On notera Ep 'espérance prise par rapport a la mesure de probabilité P.

Théoréme 5.1 Décomposition de Lebesgue. B L
Soient P et P deur mesures de probabilités sur (Q, F). Alors P peut s’écrire P, + Py ot
(a) Il existe A € F tel que Po(A) =0 et P(A°) =0 : on dit alors que Py est singulicre par
rapport a P;

(b) 1l existe Y > 0 une v.a. telle que pour tout A

P, (A) = / Y dP = Ep(Y1y,).
A
Une telle décomposition est unique.

77
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Preuve : Soit G I'ensemble des v.a. Z positives telles que Ep(Z14) < P(A) pour tout A.
On remarque que si Z,Y € G alors

Ep((ZVY)1la) = Ep(Zlanizsvy) +Ep(Y1lanz<yy)

< PAN{Z>YH)+PAN{Z<Y}) =P(A)
Donc ZVY € G. On pose k = sup{Ep(Z) : Z € G} < P(Q) = 1. Soient (Z,) une suite de
v.a. dans G telles que Ep(Z,,) > k—1/n et on pose Y,, = Z; V- -V Z,. Par ce qui précede
Y, € G et on note Y la limite de Y,, quand n — oo. Par convergence monotone on a

n—oo n—oo

On pose alors P, (A) := Ep(Y1,4) et Py(A) = P(A) — P,(A).

On va montrer que I?P/’s est singuliere par rapport a IP.

Soit € > 0 et soit la mesure signée p. = P; — €lP. Le théoreme de décomposition de Hahn
(cf. Durrett p. 477) implique qu’il existe A, et B, tels que (i) Q2 = A.UB,; (ii) AcNB. = 0;
(iii) VA C A mesurable p.(A) > 0 et VB C B, mesurable pu.(B) < 0.

Donc pour tout A, eP(A, N A) < Py(A N A) et
Ep((Y + €14,)14) = Po(A) + eP(A. N A) < P(A)

Donc Z. =Y +€ly, € G. 1l s’en suit que P(A.) = 0 car sinon Ep(Z.) > k ce qui est une
contradiction. On pose C' = U, Ay, on a P(C) = 0.
Observons que si Pg(C¢) > 0 on aurait (P, — eP)(C°) > 0 pour e suffisamment petit mais

ceci contredit le fait que C° C B.. Donc on conclut P4(C¢) = 0. il

Définition 5.1 Une mesure de probabz'litéf[;’ sur (2, F) est dite absolument continue par
rapport a P siVAe F P(A) =0 = P(A) =0. Dans ce cas on note P < P.
On dit que P et P sont équivalentes si P < P et P < P.

Le résultat suivant est un grand “classique”.

Théoreme 5.2 de Radon-Nikodym.
Il'y a équivalence entre les proposition suwantes :
(1)) P<P;
(i) 1l existe une unique (P-p.s.) v.a. Z a valeurs dans R™ sur (2, F), P-intégrable, telle
que
VAe F P(A) = / Z(w) dP(w) = Ep(Z1,).
A

Dans ce dernier cas Z est appelée la dérivé de Radon-Nikodym de P par rapport a P et

dP
la note Z = —.
on la note i
Preuve : Soit ﬁ’a +I?P38 la décomposition de Lebesgue de P par rapport a IP. Soit A tel que
P,(A°) =0et P(A) =0. Comme P < P, 0 =P(A) > P,(A) et donc P, = 0.
Pour l'unicité : si Ep(Z14) = Ep(Y14) pour tout A € F alors il suffit de prendre
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A, = {Z > Y,Z < n} on en conclut P(4,) = 0 pour tout n donc P(Z > Y) = 0.
Inversant les roles de Z et Y le méme argument montre que P(Z <Y') = 0. i

Remarque : On a Ep(Z) = 1.

5.1.2 Application aux processus

Définition 5.2 Soit (F;) une filtration sur (2, F) on dit que deux mesures de probabilités

P et Q sur (2, F) sont localement équivalentes si pour tout t > 0 leurs restrictions a JF;

notées respectivement Py et Q; sont équivalentes. On notera alors Py ~ Q et Z; = ‘Zl%z.

Remarques :
1) Si P, est la restriction de P a F; pour tout A € F; on a Py(A) =P(A).
2) En échangeant le role de P et Q dans la définition on obtient que Z; ' = %.

3) Si P et Q sont équivalentes alors elles sont localement équivalentes. En effet : il existe
une v.a. Z > 0, P-intégrable telle que Z = %. Pour tout A € F; on a

Q(A) = Q(A) = Ep(214) = Ep(Bp(Z]F1)14) = Ep, (Ep(Z]F1)14)

Donc pour Z; := Ep(Z|F;) est la densité de Radon-Nykodym de Q; par rapport a P;. En
échangeant les roles de Q et P on en déduit également que Eq(1/Z|F;) est la densité de
P; par rapport a Q;. D’ou P, ~ Q.

4) Observer également que si Q < P alors il existe une v.a. Z > 0, P-intégrable, Ep(Z) = 1
telle que Z = 92, Et comme précédemment, en posant Z, = Ep(Z|F;) (on en prendra
la version continue a droite) le processus (Z;) est alors une P-martingale uniformément
intégrable cad-lag : en effet, la seule chose restant a vérifier est

E]}D(Zt|FS) = E]p (EP(Z|JTt)|fS) = E]}D(Z|fs) = ZS.
Plus généralement

Lemme 5.1 Soient P et Q localement équivalentes avec Z; = ‘fi%:. SiY est une v.a. Fy
mesurable alors pour tout t > s on a

Eg(Y) = Ep(Y Z¢)
Preuve : Pour t > s la v.a. Y et le produit Y Z; sont F; mesurables donc
Ep(YZ:) = Bp (Y Z,) = Eq,(Y) = Eq(Y) 4

Corollaire 5.1 Sous les hypotheses précédentes;
le processus (Z;) est une Fi-martingale sous P uniformément intégrable.

Preuve : Par définition Z; est F; mesurable et P-intégrable. De plus pour toute Y v.a.
Fs-mesurable on a Vt > s

Ep(YEs(Z,|F,)) = Ep(Y Z,) = Eq(Y) = Ex(Y Z,).
C’est a dire Ep(Z;|Fs) = Z,. Enfin I'uniforme intégrabilité vient du fait que 7, = E(Z|F;)4

En fait on a encore mieux :
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Lemme 5.2 Sous les hypotheses précédentes;
(V) est une (F;)-martingale (locale) sous Q si et seulement si (Z;Y;) est une (Fy)-
martingale (locale) sous P.

Preuve : Le résultat reste vrai sans le contenu de la parenthese.
Soient (Y;) une martingale sous Q, s < t et A € F; alors

/ZthdP:/ZthdPtz/Ytd@tZ/Ysd@sz/ZsstPszfstsdP
A A A A A A

donc (Z,Y;) est une (F;)-martingale sous P.

Pour monter cela au niveau local : si (Y;) est une (F;)-martingale locale sous Q alors il
existe T, T oo localisante telle que pour chaque n, (Y;'") est une (F;)-martingale sous Q.
Donc par ce qui précede, pour chaque n, (Z,Y;™) est une (F;)-martingale sous P.

Le théoreme d’arrét optionnel Chapitre 2, appliqué & la martingale X, := Z,Y;"" aux
temps d’arrét S = s AT,, <t AT, =T implique que pour chaque n, (Zir, Yinr,) €st une
(F;)-martingale sous P. Donc (Z;Y}) est une (F;)-martingale locale sous P.

Pour la réciproque si I'on échange le role de P et Q on voit que si X; est une F;-
martingale (locale) sous P alors Z; 'X; est une F;-martingale (locale) sous Q. Donc en
posant X; = Z,;Y; on obtient le résultat.

En complément

Théoréme 5.3 Si Q << P alors st X est une semimartingale sous P elle est une semimartingale sous

Q.

Preuve : Cest une conséquence du d) du Théoréme 2.2 chapitre 4 : ce résultat disait que X est une
semimartingale (pour P) est équivalent a la propriété que pour tout T > 0 et toute suite H™ de processus
simples prévisibles de limite H simple prévisible : i.e.

lim sup |H{(w) — H(w)| =0
N0 (1,w)€[0,T]xQ

on a que
t

t
sup | H”dX—/HdX|—>O
tefo,1] Jo 0

en P-probabilité quand n — oc.
Or si Q << PP on en déduit que sup;¢( 7y | fg H™ dX — fot H dX| — 0 en Q-probabilité quand n — oo. f

5.2 Théoreme de Girsanov
Idée de base : En général la/les solution/s d’une équation du type

dXt = b(t, Xt) dt + U(t, Xt) dBt

ne sont pas des martingales (locales). On a donc intérét a chercher (s’il en existe) une
nouvelle mesure de probabilité sous laquelle cette solution est une martingale.
Intérét : Pricing.

On va se donner un processus (Z;) sur (Q,F,P, (F;)), adapté qui (s'il vérifie de bonnes
conditions : par exemple étre une martingale) nous définira, en tant que dérivée de Radon-
Nikodym, une nouvelle famille de probabilités équivalentes a P.
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5.2.1 Martingale exponentielle

Lemme 5.3 Soit X; une martingale locale continue et f(x,y) de Classe C*'. Si

alors f( Xy, (X)) est une martingale locale.

Preuve : Par Ito on a
P (00 = £0,0) = [ 0. (X)) ax,
—l—/t Oy f (X, (X)s) d(X)s
= / 92, F(X.. (X),) d(X),

=/afs, ).) dX,

qui est une intégrale stochastique donc une martingale locale. En effet observer que s —
0. f(Xs, (X)s) := Hg est une fonction continue. Donc elle atteint son maximum M sur le
compact [0,¢]. Par suite

t
/ H2 d(X), < M2 (X); < oo.
0
Donc H € II3(X). i

Proposition 5.1 Martingale locale exponentielle.
Soit X une martingale locale continue alors

1
E(X)p = exp <Xt - §<X>t>
est une martingale locale.
Preuve : Il suffit de remarquer que la fonction f(z,y) = exp(x—y/2) vérifie %agxf+8yf =
0. Et on conclut par le lemme précédent. i

Remarque : Comme £(X); > 0 on en déduit (par le théoreme 4.7 du chapitre 2) que
si X est une martingale locale continue telle que E(exp(Xy)) < 400 alors £(X); est une
surmartingale.

Sous une hypothese plus restrictive on a le

Théoréme 5.4 Soit X, une martingale locale telle que il existe K > 0 tel que (X); < Kt
et Xo = 0. Alors E(X); est une martingale.

Preuve : Soit Z; = £(2X);, de par le résultat précédent Z; est une martingale locale. On
remarque alors que

E(X)? =exp (2X, — (X)) = Zyexp((X),).
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Soit T, une suite localisante de Z;, I'inégalité maximale de Doob appliquée a E(X)ar,
donne

E < sup €(X)§ATR) <AE(E(X)ip,) < 4™ E(Zinr,) = 4e™'E(Zy) = 4.

0<s<t

Par convergence monotone, quand n — oo on a par l'inégalité de Jensen

2
4e™' > E ( sup 5(X)§) > (E sup |€(X)s/\Tn|) :

0<s<t 0<s<t

On conclut de par le Théoreme 4.4 du Chapitre 2. i

Remarque : De par ce que 'on vient de montrer si X; est une martingale locale continue
telle que Xy = 0 et (X); < Kt pour tout ¢ alors £(X), € M.

Le théoreme précédent justifie pleinement la

Définition 5.3 Etant donné M = (M,), My = 0 une (F,)-martingale (locale) continue
telle qu’il existe une constante K > 0 vérifiant ¥t € T, (M), < Kt P — p.s. On définit
E(M) la martingale exponentielle associée a M par

E(M), == exp (Mt . %<M>t) .

Remarques :
1) Si de plus M, est une martingale brownienne de représentation M, = f(f H, dB, alors

t 1 t
E(M); = exp </ H; dBS——/ H? ds).
0 2.Jo

2) On pose Z; = E(M), = f(V;) ou f(z) = €” et YV, = My — $(M);. On a dY;, =
dM; — 3d(M); et (Y); = (M),. En appliquant la formule d’It6 on obtient

t 1 1 t
Z, =1 +/ (Z, dM, = 5Z, d(M),) + 5/ Z, d(M),.
0 0

Donc £(M) est solution (dans un autre chapitre on montrera que c’est 'unique solution)

de
dZ, = Zy dM,
Zo = 1.
Ce qui justifie le nom de (martingale) exponentielle de M.
3) D’apres ce qui précede (M) est une martingale et par suite E(E(M);) = E(E(M)y) =
E(exp(Mp)) = 1 pour tout ¢ > 0.

On peut a présent montrer le

Théoreme 5.5 de Lévy

(1) Un processus stochastique X, Xo = 0 est un MBS si et seulement si c¢’est une mar-
tingale locale continue telle que (X); = t.

(2) Si X = (X1,..., X%, Xy =0 est une martingale locale continue telle que (X', X7); =
tlyi—jy ; alors X est un MBS de dimension d.
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Preuve : On a déja vu que le M.B.S. B était une martingale (donc une martingale locale)
continue telle que (B); = t. Montrons donc la réciproque.

Soit u € R et F(z,t) = exp(iux + u?t/2). La fonction F': R x Rt — C est de classe C?
(elle est méme C™). Le fait qu’elle soit a valeur dans C ne nous empéche pas d’utiliser la
formule d’It6 au processus Z; = F(Xy,t).

t U2 t U2 t
Z, = 1+iu/ ZSdXS+—/ZSds——/ZSd<X)S
0 2 0 2 0

t
= 1+iu/ Zs dX,
0

Donc Z = £(iuX) la martingale exponentielle de iuX. Comme X est continue et |(iuX);| =
u?t on conclut que €(iuX) est bien une martingale continue & valeurs dans C. En parti-
culier

B expu(X, — X[ 7)) = exp [ 50— )

pour tous 0 < s <t et u € R. On en déduit que X; — X est indépendant de F; : en effet
VY F, mesurable et Vu,v € R

E [exp(iu(X; — X;) +ivY)] = E[E [exp(iu(X; — X,)|Fs)] exp(ivY)]
= exp <—%(t — s)) E [exp(ivY')]
= E[exp(iu(X; — X;))| E [exp(ivY)]

et que X; — X est de loi N'(0,¢—s). Enfin la continuité de X implique que c¢’est un MBS.
(2) est une simple conséquence de (1). i

Plus généralement on montre (cf. Protter Chapitre 2 Section 8)

Théoréme 5.6 Soit X une semimartingale telle que Xo = 0. Alors il existe une unique semimartingale
Z solution de Z; =1+ fot Zs— dXs. De plus elle est donnée par

Zy = exp (Xt — %[X, X]t) II 0 +Aax.)exp (—AXS + %(AXSF)
0<s<t
= exp (Xt ~ %[X, X]g) I 0 +Ax.)exp(-AX,)

0<s<t

Définition 5.4 Soit X, Xo = 0 une semimartingale on appelle exponentielle stochastique (de Doléans-
Dade) de X, notée £(X), lunique semimartingale Z solution de Z; =1 + fot Zs_ dXs.

Théoréme 5.7 Soient X et Y deux semimartingales telle que Xo =Yy = 0. Alors E(X)E(Y) = E(X +
Y + [X,Y]).

Preuve : On pose Uy = E(X): et V; = E(Y):. La formile d’intégration par partie donne

t t
UV — 1 :/ Us- d‘/5+/ Vi- dUs + [U, V],
0 0
et en utilisant la définition de 'exponentielle stochastique on a

t t t
— [vove avis [vove axos [Uove axy.
0 0 0
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et donc en posant Z; = U;V; on obtient
t
Zi=1+ [ Zo A4y +[XY)),
0
dout Z=E(X+Y + [X,Y)). il

Corollaire 5.2 Soit X semimartingale telle que Xo = 0. Alors E(X)™! = E(—X + (X)).

Preuve : par le résultat précédent E(X)E(—X 4+ [X, X)) =E(X + (X +[X, X])+[X,-X])=£(0) =1
ou on a utiliser que [-X, [X, X]]=0et [X, —X] = —[X, X]. i

5.2.2 Mesure martingale

Notre objectif étant d’estimer des prix d’actifs risqués nous nous placerons a horizon
fini T > 0, c’est a dire on considere seulement la période [0, T7.

Définition 5.5 Soient M, My = 0 une (F;)-martingale (locale) continue t.q. IK > 0
vérifiant (M), < Kt ¥t € [0,T]. Soit E(M) = (E(M);)i>0 sa martingale exponentielle

associée sous P. On définit une mesure de probabilité Pr, appelée mesure martingale
associée a M, sur l’espace mesurable (2, Fr) par

Pr(A) := Es(14E(M)7)

pour tout A € Fr.

Remarques :

dP ~
1) E(M)7 est la dérivée de Radon-Nikodym d—IP’T de Py par rapport a P.

2) Le triplet (2, Fr, @T) est un espace de probabilité. On note Er I’espérance sous Pr.
3) Bien noter que si on change d’horizon 7" alors P change. On a cependant une propriété
de consistence : pour tout A € F; avec t € [0, 7] alors

IFT(‘A) = IF’t (A).

Cela reste encore vrai pour des T.A. bornés par T': si 7 < T et A € F, alors

Br(A) = P, (A).

Des Lemmes 5.1 et 5.2 on tire directement les deux lemmes suivants.
Lemme 5.4 Sit <T etY est F, mesurable alors
Er(Y) = Ep(YE(M),).

Lemme 5.5 X = (X)) est une (Fi)icjor)-martingale sous Pr si et seulement si
XEM) = (XeE(M)i)icpor) est une (Fi)icpo,r)-martingale sous PP.
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5.2.3 Théoréme de Girsanov

On énonce ici ce résultat dans un cadre particulier suffisant pour nos applications.

Théoreme 5.8 de Girsanov.
Soit M, My = 0 une (F;)-martingale (locale) vérifiant 3K > 0 t.q. (M), < Kt Vt €
[0,7]. On note Pr sa mesure martingale. Si (Y;)eo,7] est une (F)iepo,rj-martingale sous

P alors (Y; — (M, Y )1)icpo,r) est une (F;)iejo,r)-martingale sous Pr.

“Preuve” : On pose A; :== (M,Y); de part le Lemme 5.5 il suffit de voir que (Y —A)E(M)
est une martingale sous IP.
Par IPP on a

d((Yy = A)EM)r) = (Vi = A)dEM); + E(M)i(dY; — dAy) +dY — A, E(M)),
= (Y, — A)dE(M), + E(M),dY; — E(M)id A + d{Y, E(M)),.

On a déja vu que d6(M); = E(M); dM; et par la (stricte) positivité de E(M); ceci
implique dM; = £(M); ' dE(M);. D’on

dA, = d(M,Y ), = E(M);* d(E(M),Y ),

et
d(Y = A)EM))y = (Vi — Ay) dE(M), + E(M), dY,

comme E(M); et Y; sont des martingales sous P on en déduit que (Y — A)E(M)) est
une martingale locale sous P. On peut montrer (on 'admettra) qu’il s’agit bien d’une
martingale. i

Théoreme 5.9 Soient P et Q deux mesure localement équivalentes. Alors la variation
quadratique (X); et la covariation quadratique (X,Y); sont les mémes sous P et Q.

Preuve : par identité de polarisation la deuxieme affirmation est une conséquence de la
premiere. On rappelle (cf probleme de révision) que si A,, est une suite de partition de
[0,¢] de pas |A,| — 0 alors

Qy(X) = Z (Xt;;l - Xt?)Q — (X

treA™

en P-probabilité pour une semimartingale sous P. Comme la convergence en probabilité
n’est pas affectée par un changement de probabilité équivalent on a le résultat. i

Théoreme 5.10 Soit X une semimartingale sous P et P et Q localement équivalentes.
Alors pour tout processus H € (Il (H - X) = [ H dX Uintégrale stochastique de H par
X est la méme sous P et Q.

Preuve : Si H est un processus simple alors on a bien le méme résultat. Soient M et N
les parties martingales locales respectives sous P et Q et A et B les parties a variation
finies respectives sous P et Q. Le résultat précédent implique que (M) = (N).

On pose T,, = inf{t > 0 : max((M);, V,(A),V,(B)) < n} ou V; désigne la variation sur
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[0,t]. Alors si H € ¢bI1 et H, = 0 pour t > T,, alors il existe une suite de processus simple
H™ telle que

o ([[H™ = Hl ™ = Bl [ 1D = 5] d/(4) 4 VE)) =0
Ceci permet de passer a la limite dans ’égalité
/Hm d(M+ A), = / H™ d(N + B);.
P Q

Comme n est arbitraire et 7,, — oo on a le résultat. 1.

5.2.4 Théoreme de Girsanov pour les processus d’It6

Soit W; = (W}, ..., W&) un mouvement brownien de dimension d sous P. On notera F;
sa filtration brownienne associée.
On admettra sans démonstration les résultats qui suivent.

Théoreme 5.11 de Girsanov.
Soit (X;) un processus continu (F;)-adapté a valeurs dans RY, et tel que fJ(Xg)Q ds <
+oo P—ps. VE>0,i=1,...,d. On pose

d t d t
i i1 i2
E(X):=exp (Zl/o X, dW; — 521/0 | X ds) .

On suppose que E(X) est une martingale sous P. Pour tout T' > 0 fixé on définit la mesure
de probabilité Pr sur Fr par

Pr(A) := Ep(14E(X)r)
pour tout A € Fr. On définit le processus W= (Wl, s Wd) par

VV;::VV;—/ X ds

0

pour tous t >0 et 1 <1 <d. B
Alors le processus (Wy)iepo,r) est un (F;)-Mouvement Brownien de dimension d sur (2, Fr,Pr).

Théoreme 5.12 Condition de Nowvikov.
Pour que £(X) soit une martingale sous P il suffit que pour tout i € {1,...,d}

1 t
Ep (exp <§/ | X,|? ds)) < 4o00.
0

Corollaire 5.3 du théoreme de Girsanov.
Soient T > 0,
=Y, un processus d’Ité de représentation sous P

t t
Yt:Y0+/sts+/Hde8
0 0



5.3. APPLICATIONS 87

avec [} | K| ds < oo et [y H¥(s) ds <oo P—ps. Vt>0,i=1,..,d;
- X, un processus de carré intégrable sur (0,T) vérifiant E(X) est une martingale sous P;
- (Wi)iepr) et Pr définis comme dans le théoréme de Girsanov.

Alors . .
Yt:YOJr/ (K, + H,.X,) ds+/ H, dW,
0 0

pour tout t € [0,T] Pr— p.s.

5.2.5 Théoreme de Girsanov-Meyer pour les semimartingales

Théoréme 5.13 Soient P et Q deux mesures de probabilité équivalentes. Soit X = M + A une semi-
martingale telle que M est une P-martingale locale et A un processus a variation finie sous P. Alors sous
Q la semimartingale X = N + C ou

t
1
Nt:Mt—/ — d[Z, M];
0 Zs

est une Q-martingale locale, Z; = Ep(dQ/dP|F;) et C' = X — N est un processus & variation finie sous
Q.

(cf. Protter Chapitre III section 6).

5.3 Applications

5.3.1 Mouvement brownien

On se propose d’étudier les solutions de ’équation différentielle stochastique
dXt - b(t, Xt) dt + th

oub: Rt x R — R continue en t, lipchitzienne en x et W; est un M.B.S. sous P.
De par le théoreme d’'It6 (cf. Chapitre 7) on sait qu’il existe une unique solution forte X
de cette équation.

N’ayant pas la forme de b() on ne peut tenter de résoudre explicitement cette équation
et encore moins affirmer que X; est une martingale sous P (ce qui est évidement faux en
général).

Cependant on a

t t
X, — Xog =W, + / b(s, Xs) ds =W, — / —b(s, Xs) ds.
0 0
Comme W; est un M.B.S. sous P il s’agit également d’une martingale sous IP. Le théoreme
de Girsanov dit que si M est une martingale (sous P) vérifiant de “bonnes conditions”

alors Wy — (M, W), est une martingale sous Pr.
L’idée qui vient est alors de chercher la “bonne” martingale M vérifiant

(M, W), = /Ot —b(s, Xs) ds.
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Ceci a effectivement lieu si M; = — fot b(s, Xs) dW (observer que My = 0).

Il faut alors nous assurer que M; est bien une martingale et qu’il existe K > 0 tel que
(M), < Kt.

Une fagon d’assurer ces deux conditions est de supposer b bornée : c.a.d. 3K; > 0 t.q.
|b(t, z)| < K pour tout t € R* et z € R. Ainsi

t
/ Elb(s, X,)|* ds < K7t < oo
0

ce qui assure H, := b(s, X,) € (W) donc M; est une martingale et (M); < K?t.
Dot le (i) du résultat suivant.

Proposition 5.2 Sous les conditions (surb) et les notations précédentes le processus X,
solution de

dX; = b(t, X;) dt + dWi;
XO — 0
vérifie B
(1) (Xi)iepr) est une (Fi)icor-martingale sous Pr.
(i) (X)y =t donc (Xy)ejo,r) est un (Fi)icpo,r)-M.B.S. sous Prp.

Preuve du (ii) : Par ce qui précede on a
X, = X, — Xo = W, — (M, W),

d’ou (X); = (W), = t. De par le théoreme de Lévy on en déduit que X; est un M.B.S.

sous Pr. 1

Remarque : Une fagon équivalente de traduire ce dernier résultat est de conclure que
N t
W, =W, +/ b(s, Xs) ds
0

est un M.B.S. sous IF’T.

5.3.2 Diffusion non dégénérée

Sans énormément plus d’effort on peut obtenir le résultat suivant dont la preuve
(laissée a titre d’exercice) se calque sur celle de la Proposition précédente.

Proposition 5.3 Soient b,o : RT x R — R continues en t, lipchitziennes en x et telles
que |b(t,x)| < Ky < o0 et |o(t,z)| > Ky pour tous (t,x). Soit (X;) le processus solution
de
dX; =b(t, Xy) dt + o(t, Xy) dW,.

L b(s, X, ~
On pose M; = —/ M dW et Pr sa mesure martingale. Alors

0 0(57XS) .
(1) (Xi)icp,) est une (Fi)icp,r-martingale sous Pr.
(i) (X)e = [ (0(s,X,))? ds (done (X,)icpr) nest pas un (Fy)wejor)-M.B.S. sous Pr en
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général).
(iii) Le processus (Wy)iepo,m définit par

—~ " (s, Xy)
= 2
Wt Wt ‘|‘A O_(S’XS) S

est un M.B.S. sous IF’T.

Remarque importante :
En particulier on a

dX, = o(t, X,) dW,.
En effet

b(t, X
dXt = b(t, Xt) dt + O'(t, Xt) th = O'(t, Xt) (g((t’ ){t)) ds -+ th) .
) AL
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Chapitre 6

Temps Local, Formule de Tanaka
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6.1 Introduction

Les hypotheses de la formule d’Ito nous contraigne de I'employer pour des fonctions

de classe C%. Dans ce chapitre nous essayons de relaxer cette hypothese.

6.1.1 Premiere généralisation

On commence par une extension simple de la formule d’Ito.

Théoréme 6.1 Soit g une fonction de classe Ct. On suppose que g est de classe C* en
dehors d’un ensemble de points finis zi, ..., z, et de plus que |¢"(z)] < M pour xz # z,
1 =1,...,n. Soit B, un mouvement brownien de dim 1. Alors la formule d’Ito est reste

valable :
t 1 t )
o(B) = g(Bo) + [ (B dB.+ 3 [ 4'(B) ds
0 0
ou l'on a prolongé 9" (z) = ¢"(z—) = lim, ., ¢" ().

91
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Preuve : Soit p, une suite de fonction C* a support compact dans B(0,1/n) telles que,
pn(t) > 0 et [po(t) dt =11 Alors g, := p, * g est une fonction C* telle que g, — ¢
uniformément sur tout compact de R. 2

De plus comme g est de classe C' on a g/, = (pl,) *x g = pn * (¢') et par suite g/, — ¢’
uniformément sur tout compact de R.

Enfin on peut appliquer la formule d’It6 a g, :

(B0 = gu(B0) + [ 0.8 B+ 3 [ o as. 6.1)

De part la continuité de s — B on a sur [0, t]

lim ||gn(Bs) — g(Bs)|lc =0 et nhjgo ||g;(BS) - g/(BS)Hoo =0

n—oo

donc lim,, ., g, (B;) = g(B;). D’autre part I'inégalité maximale de Doob implique

¢ ¢
sup (/ g, (Bs) dB, —/ g'(Bs) dBS)
s€[0,t] 0 0

(/ gz an— [ 48 i,

2

E

2

< 4sup E
s€[0,t]

et par 'isométrie d’It6 on a

— a8 [ [ 0 B) = ¢ (B ds] 0 quand 0 — o«

On en déduit qu’il existe une sous suite n; ~ oo telle que

t t 2
sup (/ 9, (Bs) dB —/ g'(By) st) —0
s€[0,t] 0 0

presque surement quand k — oo.
Pour traiter le dernier terme K = 1 (f gn(Bs) ds on remarque que (6.1) implique

t
K% = o (By) — guu (Bo) — / 4. (B,) dB,
0

1Une telle suite est appelée suite régularisante. On les appelle aussi parfois fonctions test. On peut
prendre par exemple
pn(z) = Cnexp[(n®z? — 1)*1]1|x|<1/n

ou C est une constante de normalisation.
2Soit K un compact de R fixé. Pour tout ¢ > 0 il existe § = §(K,e) > 0 tel que pour tous z € K et
y € B(0,9) on a |g(zx —y) —g(z)| <e. Ona
1/n
gn(x) — g(x) = /(g(x —y) —9(@))pn(y) dy = / (9(z —y) — 9(x))pn(y)

—1/n

donc dés que n > 1/§ on a pour tout z € K

ln(x) — g)| < e / pn(y) dy = e.

ce qui montre le résulta. it
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et donc par ce qui précede

k—oo

t
lim K™ = g(By) — g(Bo) — / §/(B,) dB,
0

presque sturement.
Or en dehors de z1, ..., 2z, on a g/'(x) — g(z). Sans perte de généralité on peut supposer
21 < 29 < ... < z,. Posons pour tout € >0 I, = U" ||z — ¢, z; + €[. On a donc

[ 630 - B 1m0 () 5=
et de plus
[ 6B~ BB ds < 22N € 0,02 B € 1)
ol A désigne la Iilesure de Lebesgue. Or
li_r)ré)\(s €0,t]: Bs€l.)=0

D’ou I'égalité cherchée. i

6.1.2 Formule de Tanaka

Supposons a présent que 1'on veuille appliquer 1t6 a g(Bs) = |Bsl.
La difficulté ici c’est que x ~— |z| n’est méme plus de classe C!. En revanche c’est une
fonction convexe, donc Lipchitzienne et sa dérivée a gauche existe et est une fonction
cag-lad . On pose donc

1/1
gk(l‘) = —:El],oo7,1/k] (l‘) + B (E + k??L‘Q) 1}71/k,1/k]($) + 1‘1}1/k7+00[(:[)

Clairement g, est de classe C?

9e() = =1_oo —1/k) () + k2110 (%) + Lj1p,4oof(T)

et en dehors des points —1/k et 1/k la dérivée seconde

9i(x) = KLk (@)
est bien continue et bornée (par k). Par le résultat précédent on a donc
t 1 t
a(B) = (B + [ B dB.+ 5 [ gi(B.) ds ©62)
0 0

Observer que ||gr(7) — |2|||oc < o5 — 0 lorsque k — oo. Par ailleurs par I'Isométrie d’Tto

2k
on a

t
(/ kBl 111/ (Bs) st)
0

2

t
E = / K*E (B21)_1/k,1/5(Bs)) ds
0

) t ok 2 72
= Lk exp | —— | dz ds
/0 /1/k V27s p< 25)
2 [t ds 2/t

<_ pu—
~ kJo Vors  kv2r
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2s

t 2
(/ kEB1)_1/k1/k(Bs) st)
0
t

t
lim [ g¢.(Bs) dBs = / sign(B,) dB, dans L?
0

k—o0 0

oll on a utilisé que % exp (—ﬁ> < % pour tout = € [—1/k,1/k]. On en déduit que

lim E

k—o00

d’ou

et
t

¢
lim [ g, (Bs) dBs :/ sign(Bs) dBs p.s.
0

{—00 0

Par (6.2) on a

1

3 | 6B ds = (B0 — au(Bo) ~ [ (B2 dB,

La limite en k existe dans L? on pose

t

. i 11
Ly=lim | olaeam(Bs) ds = lim oA <3 €l0.4:B. € } - D |

k—o0 0 k—oo /{Z7 k

ot A est la mesure de Lebesgue sur R. Donc quitte a prendre une (sous)sous suite de ny,
disons ny, " 00 on a presque surement

t
Ly = |Bi| — | Bo| —/ sign(Bs) dBs.
0
On vient de montrer le

Théoreme 6.2 Formule de Tanaka.
Soit By un mouvement Brownien en dimension 1 alors presque sirement on a

¢
|B;| = | By +/ sign(Bs) dBs + Ly
0

ot Ly :=1lim._g 5=\ (s € [0, 8] : By € ]—¢,¢]) et X est la mesure de Lebesgue sur R.

6.2 Temps Local

6.2.1 Deuxieme généralisation

Nous allons généraliser le résultat précédent. On commence par montrer le

Théoreme 6.3 Soient f : R — R une fonction convexe et X une semimartingale conti-
nue. Alors f(X) est une semimartingale et

7o) - 506 = | FX.) dX, + K

ou f" est la dérivée a gauche de f, c’est-a-dire f'(x) = limp\ o W et Ky = Ki(f, X)
est un processus continu croissant adapté.
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Remarque : La formule est linéaire en f. En effet si f; et fy sont deux fonction convexe
de processus croissants associés K} = K;(f1, X) et K? = K;(f», X) alors

K/(fi+ f2, X) = K} + K2

Preuve du théoréme : Comme f est convexe [’ la dérivée a gauche existe en tout point
et pour tout x € K compact f'(z) < ¢(K) = maxse f'(s). La stratégie s’'inspire des
preuves ci dessus. On sait que X; = M, + A; ou M, est une martingale locale et A; un
processus a variation finie tels que Ay = 0.

Au besoin en utilisant un temps d’arrét (localisation) on peut sans perte de généralité
supposer que max(|Xy|, |A:], (M);) < C < 0.

Soit p, une suite régularisante, on pose f,(x) = f * p,(x) comme précédemment f, est
de classe C* (de plus elle est aussi convexe) donc par Itd on a

FUXD) — fu(X) = / £(X.) dX, + = / (X (6.3)

De par les propriétés de régularisation et comme on suppose | X;| < C on a que
fn(Xy) — f(X}) uniformément en t.

De plus on a pour tout x € R

Y fe—y) = flw—h—y)

/ T
Ju(w) = lim o, h pn(y) dy
et par convergence dominée on en déduit
1/n
fulx) = / f'@ = y)pn(y) dy = [+ pu()
—1/n

et donc lim,, . f/( ) = f'(z).
On pose [J' = fo f(Xs) dMs et I, = fo f'(Xs) dM,. Par I'inégalité maximale de Doob
dans L? et I'Isométrie d [to6 on en déduit

E (SUP(Itn - It)Q) < 4supE [(Itn - It)Q]
t t

= e ([T - e a.)
0
Comme | X| < C et (M), < C on en déduit que

<4C suwp |fi(X,) = f(X)P =0
z€[—C,C]

quand n — oo. Donc il existe une sous suite n, telle que sup,(I;"* — I;)* — 0 presque
stirement quand k& — oo.
On pose J' = fo fi(Xs) dAs et Jp = fo f'(Xs) dAs. Par convergence dominée on a

sup J7 = | < / F1(X0) — /(X)) dA, — 0
0
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presque surement quand n — oo.
Enfin on pose K} = 3 [ f#(X,) d(X), alors par (6.3) on a

K% = (X)) — fue(X0) — / 1 (X.) dX,

De part ce qui précede le membre de droite converge presque surement lorsque k£ — oo
vers une limite uniforme en t. Il en est donc de méme pour le membre de gauche. Par
ailleurs K, est continu, adapté et croissant donc sa limite uniforme K, 1’est aussi. il

6.2.2 Définition et premieres propriétés

Définition 6.1 Soient X une semimartingale et f une fonction convexe alors le processus
K, = K (f, X) définit dans le théoréme précédent est appelé processus croissant associé
a f.

Le processus croissant associé a la fonction © — |z — a| est appelé temps local en a et est
noté L¢ = LX), quand a =0 on écrit simplement L.

Grace au Théoreme 6.3 on abouti aisément a la généralisation suivante de la formule de
Tanaka.

Corollaire 6.1 Formule de Meyer-Tanaka.
Soit X une semimartingale continue. Alors pour tout a € R

t
| X —a| = |Xo — al +/ sign(X; —a) dXs + LY
0

Le résultat qui suit donne une autre définition du temps local qui sera utile dans le
théoreme a suivre.

Lemme 6.1 Le processus croissant associé a la fonction x — (x — a)™

est (1/2)Lg.

oux— (r—a)”

Preuve : Les fonctions z +— (x — a)™ et @ — (z — a)~ sont convexes. Soient donc K} et
K? leur processus croissants associés respectifs. On a |r —a| = (z — a)* + (r — a)~ donc
Ly = K} + K7 (cf. remarque qui suit le Théoreme 6.3).

Par ailleurs g(z) :==x —a = (r — a)™ — (z — a)~ est une fonction (convexe) de classe C*
donc par Ito

t
g(Xt)_g(Xt) :Xt—XOZ/ 1 dXS
0
donc le processus croissant associé a g est 0. D’ou le résultat cherché. i

Le résultat qui suit précise le sens des vocables “temps local” pour Lf.

Théoréme 6.4 Soit X une semimartingale continue. Le processus L} = L*(X); ne croit
que lorsque Xy = a; plus précisément pour presque tout w la mesure sur R, dL{(w) a
pour support {s > 0: Xy(w) = a}.
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Preuve : Comme le processus croissant L¢ est a trajectoire continue la mesure dL*(w)
est une mesure diffuse (c’est a dire ne contient pas d’atome).

Supposons que l'on ait 0 < S < T des temps d’arréts tels que {(s,w) : S(w) < s <
Tw)} C {(s,w) : Xs(w) < a}. Alors X < a sur [S,T]. En appliquant deux fois le
Théoreme 6.3 et le Lemme précédents a f(x) = (z — a)t aux temps S et T on a

T
1
O: (XT—(J,)+_(XS—CL)+ :/S 1}a,oo[(Xs) dXS+§(L%—L%)

d’ou L} — LE = 0 c’est a dire L} = L§.
Pour tout ¢ € QT on définit les temps d’arrét S, par

S, (w) = { q siXy(w)<a

o0 sinon.

Puis on définit

T,(w) = inf{t > Sy(w) : X; > a}.
On a donc [S,, T,[C {X < a} et de plus

Int({s > 0: X,(w) < a}) = (]S, (w), Ty(w)]

ou Int(B) représente l'intérieur de l’ensemble B.

Par I'analyse qui précede ceci implique que dL*(w) ne charge pas Int({s > 0: X (w) < a}).
Or {s > 0 : Xs(w) < a} est 'image inverse de l'ouvert | — oo, a[ par une application
continue donc est lui méme ouvert donc coincide avec son intérieur. Donc dL*(w) ne
charge pas {s > 0: X (w) < a}.

De fagon analogue on montre que dL* ne charge pas {s > 0: X, > a}. Donc son support
est contenu dans l'ensemble {s > 0: X, = a}. i

6.3 Formule de Meyer-Ito

6.3.1 Pour les semimartingales continues

Le résultat suivant est optimal : Cinclar, Jacod, Protter et Sharpe (1980) ont montrer
que car si B; est un mouvement Brownien et si X; = f(B;) est une semi martingale alors
f doit éetre la différence de deux fonctions convexes...

Théoreme 6.5 Formule de Meyer-1to.
Soit X une semimartingale continue. Soit f la différence de deux fonctions convezes, f’
la dérivée a gauche de f et p = f" au sens des distributions (u a pour FDR ). Alors

F(X0) = f(Xo) = / FOX) dX. 45 [ L ()

ot L§ = L*(X); est le temps local passé en a par X jusqu’au temps t.
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Remarques :

(a) Pour f(z) = |z| on a f'(x) = sign(x) = 21j0 400(x) — 1 et donc pu(da) = 25y(da) ol dy
est la mesure de Dirac en 0.

(b) Il est remarquable que le processus croissant associé (intégrale du temps local) ne
dépend pas de f.

”Preuve” : Comme la formule est linéaire en f on peut supposer sans perte de généralité
que f est convexe. En localisant on peut supposer |X;| et (X); bornés par une constante
C pour tout ¢.

On pose alors

C
oe) =5 [ ol n(da)

Sur [-C,C] on a (f —¢g)” = 0 donc par suite f(z) — g(z) = a+ bx pour |z| < N. Comme
le résultat est évident pour les fonctions linéaires (de processus croissant associé nul) il
suffit donc de le montrer pour g.

On a
C
g(@) = [ sign(o~a) u(da).

—C

Par définition du temps local (Théoreme 2.1) on a
t
| Xy —a|l —|Xo—a| = / sign(X, —a) dX, + L
0

et en intégrant %f_cc p(da) on a

(X)) — g(Xo) = % /_ : < /O sign(X, — a) dX. + Lg) u(da)

c

On peut montrer (nous 'admettrons, preuve dans Durrett Section 2.11 chapitre 2) que
I’'on peut échanger I'ordre d’intégration d’ou

C

o(X) —9(X0) = [ 9(X) Xt g [ I3 utda

Comme L = 0 pour |a| > C ceci conclut la preuve. i

6.3.2 Cas général

Les résultat qui suivent sont extrait du livre de Protter (Chapitre IV section 5). On commence par
une généralisation du Théoreme 6.3.

Théoréme 6.6 Soit f une fonction convexe et X une semimartingale. Alors f(X) est une semimartin-
gale et on a

t
f(Xt) - f(XO) = o+ fl(Xs*) dXs + At

ot [’ est la dérivée & gauche de f et A = A(f, X) est un processus adapté, croissant, continu & droite.
De plus on a

AAy = f(Xp) = f(X-) = (X ) AKX
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Définition 6.2 Soit a € R, on définit le processus croissant A} = A*(X); par

¢
| X —a|—|Xo—a| = / sign(X,- —a) dX, + Af.
o+

Le temps local passé par X en a jusqu’au temps t, noté Ly = L*(X); est définit par
L =Af = > [|Xs—a = | X~ — a| - sign(X,- — a)AX,]

0<s<t

Remarque Importante : On montre (cf. Protter chapitre IV section 4) que l'intégrale f(; sign(X,- —
a) dX a une version qui est conjointement mesurable en (a,t,w) et est cadlag en ¢. Par suite il en est de
méme pour le processus AY et par conséquent pour le temps local L{. On choisira toujours cette version
conjointement dans tout ce qui suit.

On observera également que ¢t — L¢ est continue (puisque par définition a retiré les sauts du processus
croissant).

Théoréme 6.7 Pour presque tout w le support de la mesure dL{(w) est contenu dans l’ensemble {s :

X, (w) = a}.

Théoreme 6.8 Formule de Meyer-Ito.
Soit X une semimartingale continue. Soit [ la différence de deuz fonctions convexes, [’ la dérivée a
gauche de f et p = f" au sens des distributions (c’est une mesure signée). Alors

FO0) = 160 = [ F00) dXa+ 3 X = £ ) = FXOAX ]+ 5 [ 12 utde)

0<s<t

ot LY = L*(X); est le temps local passé en a par X jusqu’au temps t.

6.3.3 Propriétés du temps local

Une conséquence de la formule d’Ito-Meyer est le résultat significatif suivant.

Corollaire 6.2 Soit X une semimartingale continue de temps local L} . Si g est borélienne
bornée alors

00 t

| et da= [ gtx) atx).

—00 0
Preuve : Supposons ¢g continue et positive alors notons f la fonction telle que f” = g.
La fonction f est convexe de classe C? donc on peut lui appliquer la formule d’Ito et la
formule de Meyer-1to. Ce qui donne l'identité cherchée.
Si g est continue de signe quelconque on pose g = g™ + ¢~ et on obtient le résultat par la
linéarité et ce qui précede.
Enfin pour g borélienne bornée : on utilise le fait que les fonctions continues constituent
une classe monotone pour les fonction boréliennes bornées. i

Remarque : Pour le MBS W cette formule donne

[ sty da= [ gory as

—00
Ainsi on voit que L¢ = L¢(W) peut étre interprété comme le temps passé en a par
le Brownien jusqu’au temps ¢. Plus précisément L{ est la densité de la loi du temps
d’occupation au temps t :

Mmthm@mzﬁwm.
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Pour la preuve du résultat suivant nous référons a Durrett Section 2.11 Chap. 2 pp.89-90.
Dans le cas général on a le résultat équivalent

Corollaire 6.3 Soit X une semimartingale cadlag de temps local (L%),ecr. Soit g une fonction boréliénne
bornée. Alors pour toust > 0 on a presque sirement

t
[ gty da= [ g, ) dix.xe
R 0
Théoreme 6.9 Soit X une martingale locale continue. Il existe une version de L} telle

que (a,t) — L¢ est conjointement continue.

Remarque : Ce résultat n’est plus vrai pour les sousmartingales ni les semimartingales
continues. En effet posons X; = |B,| ou B; est un MBS. La remarque ci dessus implique
que L{(X) le temps local passé en a par X jusqu’au temps t est

“ /0 sia <0
Li(X) = { L(B) + L;"(B) sia> 0.

Comme LY(B) = |By| — fot sign(Bs) dBs # 0 on en déduit que a — L¢(X) est discontinu
en 0.

Le résultat qui suit montre que pour un f n’étant pas différence de deux fonctions convexe
alors f(X) n’est pas une semimartingale.

Théoreme 6.10 de Yor.
Soit X une martingale locale continue telle que Xo = 0 et soit o €]0,1/2[. AlorsY; = | X;|*
n’est pas une semimartingale sauf dans le cas trivial ou X = 0.

Preuve : voir Protter Chapitre IV section 5.
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7.1 EDS au sens d’Ito

7.1.1 Définitions

Cette partie est consacrée a la résolution des (systemes d’) équations différentielles
stochastiques (ou EDS) qui s’écrivent pour tout ¢ € {1,...,d}

101
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Cas homogeéne
t m t
X! :Xg+/ b (X,) ds+2/ 0:;(X,) dB]

Cas non homogene
X;:X5+/ b (s, X,) ds+2/ 0i;(s, X,) dB?
0 =170

oui € {1,...,d}, B = (B',..., B™) est un mouvement brownien de dimension m > 1
et I'application o(x) = (o;j(x)) est une matrice d x m. Ainsi pour étre cohérent on
traite X = (X1,..., X9)", B et b() comme des vecteurs colones : c.a.d. respectivement des
matrices d X 1, m x 1 et d x 1. On peut alors équire I’équation vectorielle

t t
X = Xy +/ b(s, Xs) ds +/ o(s, Xs) - dBs
0 0

Pour que les intégrales ci dessus aient un sens on supposera que les applications b et o
sont mesurables et localement bornées.

Remarque : Si on note par F; la filtration Brownienne du MBS B alors le sens intuitif
des équations homogenes ci dessus est : pour tout e > 0 on a

E(Xi e — X{|F) = V'(Xo)e + o)

et
E (X[, — Xi =V (X)e| (X[, — X{ =V (X)e||Fi) = (00")i5(Xi)e + ofe)

o ¢’ est la matrice transposée de o et o(€)/e — 0 quand ¢ — 0.
On va a présent définir précisément ce que I’on entend par solution de ces équations.

7.1.2 Solutions forte et faible

Définition 7.1 Etant donnés B = (B:) un Fi-Mouvement Brownien, Z un vecteur
aléatoire sur (Q, F) indépendant de B, b et o des fonctions mesurables localement bornées.
On appelle solution forte de I’EDS homogéne

X, = z+/t b(X,) ds+/ta(Xs) dB, (7.1)

ou de I’EDS non homogéne

t t
thz+/ b(s, X,) ds+/ o(s, X,) dB, (7.2)
0 0

le triplet (X, B, (F;)) ou

(i) X est FPP adaptée ; ov F/P est la filtration brownienne de B augmentée de la tribu
engendrée par Z ;

(ii) (X, B) vérifie (7.1) ou (7.2).
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Définition 7.2 Etant donnés b et o des Jonctions mesurables localement bornées. On ap-
pelle solution faible de I'EDS (7.1) ou (7.2) un triplet (X, B, (H;)) sur un espace (2, H, P)
ou

(i) B est un H,-Mouvement Brownien ;

(ii) (X, B) vérifient (7.1) ou (7.2).
Remarque 1. On pourra toujours prendre H; = H§’§ la filtration engendrée par ()?t, Et)

Remarque 2. Une solution forte est bien entendu une solution faible.

Remarque 3. Par contre ce n’est pas parce-que quun (X, B) vérifie (7.1) ou (7.2) que
X est FP-adapté. L’exemple suivant, dii & Tanaka, offre un contre exemple :
Soit W, un M.B.S. On pose

¢
B :/ sign(W) dW
0

ousign(z) =1six >0 et sign(x) = —1si z < 0.

Le processus f3; est une martingale locale (intégrale stochastique d’un processus de I1(W))
et de plus (B); = f(f sign(W,)? d(W), = t. Donc par le Théoreme de Lévy f3; est un F}V-
mouvement Brownien.

D’autre part la propriété d’associativité donne

o B b s B b , B
/0 sign(Ws) df; —/0 sign(Ws) d </o sign(W,) qu> _/o sign(Wy)* dW, = W,

ce qui montre que (W, 3, F;) est solution de 'EDS homogene
t
m:/dmm@
0

avec o(xz) = sign(z) et F, = FVP.
Cependant ce n’est pas une solution forte : la formule de Tanaka donne

t
|Wt| — Lt = / Sign(WS) dWS = ﬁt'
0

Or on sait (Corollaire 3.1 chapitre 6) que

t

t
/RLgl[E’E](a) da :A 1[75,5](W5) d<W>S = . 1[0,€](|W5|) ds

de plus par la continuité conjointe de (a,t) — L{ = L*(W ), on en déduit que

1 1,
211%2—5/0 Lo, (W) dszlgrlgz—e/sLt da = L

donc L; est F1Wlmesurable et par suite 3, = |W,;| — L, est mesurable par rapport & la
filtration générée par |Wy|.

Or W, n’est évidement pas adapté a la filtration générée par |[W;|. Donc W n’est pas F*
adaptée donc il ne s’agit pas d’une solution forte.
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Comme dans le cas déterministe lorsque l'on a une solution on souhaite savoir si elle
est unique. Pour les EDS il y a plusieurs notions d’unicité. Celle qui va nous intéresser
est celle de 'unicité trajectorielle.

Définition 7.3 On dit qu’il y a unicité trajectorielle des solutions de (7.1) si étant donné
(X, B, Ft) et (X}, By, F]) deux solutions de (7.1) avec Xy = X = x pour le méme
mouvement brownien By alors avec probabilité 1 on a X; = X| pour tout t > 0.

La définition dans le cas non homogéne est similaire.

Remarque : Dans l'exemple de Tanaka ci dessus on n’a pas unicité trajectorielle. En
effet, on a vu que (W, 3, ftw p ) est solution de I'EDS homogene

t
X, :/ sign(Xs) dBs.
0

On va montrer que (—W, 3, F"") est également solution. Observons que sign(—z) =
—sign(z) pour tout = # 0. Donc

t t t
/ sign(—Ws) dfs = —/ sign (W) dﬁs+2/ 1w, —oy dfs
0 0 0
t
= W, + 2/ 1{Ws:0} df,
0

pour conclure il suffit d’observer que par I'Isométrie d’Ito

t t
([ )] -2 )
0 0

7.2 Théoremes d’Ito

2

E

On va donner un critere d’existence et unicité pour les solutions (fortes) de (7.1) ou
(7.2). On va ’énoncé dans les cas homogene puis non homogene.

Théoreme 7.1 d’existence et unicité d’Ito, cas homogene.
On suppose que les coefficients de (7.1) vérifient : il existe K < oo tel que

bi(z) = bi(y)| < Kllz—yl;
|03 (x) —0ii(y)| < Kz —yl
alors 'EDS . .
X, = x+/ b(Xs) ds+/ o(X) dBs
0 0
admet une solution forte, unique trajectoriellement.

Pour le cas non homogene
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Théoreme 7.2 d’existence et unicité d’Ito, cas non homogeéne.
On suppose que les coefficients de (7.2) vérifient : pour tousi € {1,...,d}, 7 € {1,....,m},z,y €
R? et 0 < T < oo, Ky > 0, Vt € [0, T,

max(|bi(Z,0)], oy (1, 0)]) < Kz
it ) =it y)| < Krllz —yl;
|03 (L, ) — 0i5(t,y)| < Krlle -yl

alors 'EDS . .
Xi==x —i—/ b(s, Xs) ds —i—/ o(s, Xs) dBs
0 0

admet une solution forte, unique trajectoriellement.

7.2.1 Existence

La preuve de 'existence de la solution est assez technique. Elle suit de fagon assez ana-
logue la méthode itérative de Picard, pour I'existence de solution dans le cas déterministe
(0 =0). Nous indiquons simplement les étapes de cette preuve dans le cas homogene en
dimension 1 (le cas non homogene et/ou de dimension plus grande est similaire mais plus
pénible a écrire).

On construit une solution par approximations successives :
on commence par poser initialement X°? = x et on définit pour tout ¢ > 0 le processus
X? par

t t
X) = x+/ b(x) ds +/ o(x) dBs.
0 0

On pose alors X! = )?2 pour tout s > 0 et on définit pour tout ¢t > 0 le processus )AG par

t t
Xt1:x+/ b(X! d5+/ o(X}) dB..
0 0

Et ainsi de suite : on se sert du processus X" comme “entrée” pour les arguments des
coefficients b et o de 'EDS et on observe la “sortie” X"

t t
X! == +/ b(X?) ds +/ o(X?") dBs.
0 0

puis on itere par
X = X" pour tous s > 0

pour tous n > 0.

Ce qu’il faut vérifier c’est que cette méthode donne effectivement une solution forte de
I’EDS homogene.

On peut commencer par observer que pour tout n > 0 le processus X est FP-adapté.
Donc la solution si elle existe sera bien une solution forte.

Premiere étape Estimation de base.

On admettra le
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Lemme 7.1 Soit S un F; temps d’arrét et soit T' < oo. Avec les notations du théoréme
on pose C' = (4Td + 16d*)K?. Alors

TNS
E ( sup Y, — Zt|2) < 2E|Yy — Zo|* + CE (/ Y, — Z,|? ds)
0<t<TAS 0

Deuxieme étape Convergence p.s. du schéma d’approximation.

On pose A, (t) = E (supy<icr | X;" — X7 '|?) linégalité de Bienaymé-Chebychev donne

P ( sup | X7 — XY > 2—”) < 22"A,(T)

0<t<T

Par définition du schéma X"*! = X" donc le Lemme antérieur implique la relation
récursive

A (T) < C/T A, (s) ds.

Or on a
1 X1 — X2PP <2(b(z)s|* + |o(2) Bs[?).

En utilisant la relation d’échelle sur le Brownien on a en loi

sup |o(x)B,| = t/% sup |o(z)B,|

0<s<t 0<s<1
par suite

A(t) < CO'(t+17).
En combinant ceci avec ce qui précede on obtient par induction que

aumy < (B 2
B n! (n+1)!

Ceci entraine que Y 22"A,,(T) est sommable donc par Borel-Cantelli on a

P < sup | X7 — X! > 27" infiniment souvent) =0

0<t<T

Enfin comme ) 27" < oo on a que X;* — X;° presque slirement uniformément sur
0,77].

Troisieme étape Convergence dans L? du schéma d’approximation.

Le résultat suivant (exercice) est une conséquence de 'inégalité triangulaire pour la norme

I-[]2-

Lemme 7.2 Pour tous 0 <m <n < oo

E ( sup |Xf—Xm2) < < 3 Ak(T)”Q)Q

0st<T k=m+1
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On laisse ensuite m — oo et par I’étape précédente et Fatou on obtient bien que X" — X7
dans L? uniformément sur [0, 7).

Quatrieme étape La limite X est solution.
On pose Y; = X' et Z; = X°. Le Lemme d’approximation (premiere étape) donne

T
E ( sup | X[ — X;>°|2) < CE (/ | X" — X ds)
0

0<t<T

< CTE(sup \XQ—X§°|2) — 0

0<s<T

donc X{° = lim, .o X' = X/°.

7.2.2 Unicité

Pour montrer 'unicité nous aurons besoin d’un résultat classique d’analyse fonction-
nelle du a T. Gronwall (1877-1932).

Lemme 7.3 de Gronwall
Soit f une fonction borélienne telle que pour tout t € [0,T]

Fo<at+ [ (s) ds (7.3

ot af.) est une fonction intégrable sur [0,t] et 3 > 0.

Alors Vt € [0, T
ft) < alt)+ ﬁ/ta(s)eﬁ(ts) ds. (7.4)
En particulier si a(.) = a est constante O
ft) < a(l+e%).

Preuve : On pose u(t) = e fot f(s) ds. Cette fonction est dérivable et

w) = (50— Fs) E

pour tout t € [0, T] par hypothese.
Mais u(t) = [, u/(s) ds donc u(t) < fga(s)e*m ds d’ou

t d t Bt=s) s
/Of(s) SS/O a(s)e s

Le résultat s’obtient alors en utilisant cette inégalité dans le deuxieme membre de (7.3).4

Preuve de 'unicité pour le théoréme d’It6 : Pour plus de simplicité on montre
le résultat en dimension 1.

Soient (X, By, F) et (Y, By, Ft) deux solutions fortes de (7.2) avec F; = FF. Pour tout
n € N on définit la suite de T.A. 7, := inf{t > 0 : |Xy| > noulY;] > n}. On a
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lim,, oo 77, = +00.
Soient 7> 0 et ¢t € [0,7] on pose

Wﬂ=E< wp\K—Xﬁ)-

0<s<tATh

On a

M®=E< sup

0<u<tATy

/0 (s, Y2) — b(s, X)) ds + /0 Clo(s, ) — o(s, X.)] dB.

et en utilisant que (a + b)? < 2(a® + b?) et sup(|z + y|) < sup|z| + sup |y| on a

2) (7.5)

2
) (7.6)
On va traiter chacun des termes (7.5) et (7.6).

Par hypothese on a
2 u 2
) gK%E( sup U Y. - X ds} )
0<u<tAty 0

E ( sup
0<u<tAty
Et par Cauchy-Schwarz

K3E (supo<y<inn, (Jo 12 ds) [y LY; - X[ ds)
TK;E (SUPogugmm fo Y5 — X ds)
THFE (f;™ Y, = X[ ds)

(1) §2E<sw

0<u<tAry,

/Ou [b(sv YS) - b(S, Xs)] ds

+2E ( sup

0<u<tATy

/Ou [o(s,Y;) —o(s, Xy)] dBs

/0 “[b(s, Ya) — b(s, X.)] ds

VAN VARRVAN

Pour borner (7.6) on pose

M, — /0 (0(s,Y.) — o(s, X.)] dB,

et 0, = inf{t > 0:|M;| > n} A7, on utilise alors I'inégalité maximale de Doob dans L?
sur la martingale M, :

B( s ) <4BGME,)

0<u<tAon

Or de part le Théoreme 5.6 chapitre 3 on a pour tout H € Il3(B)

(- sy, = [ s

et par la propriété de martingale locale

E((H - B)?) = E({(H - B)},) = E( / 17 ds)
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D’ou
E (SUPogugman Mg) < 4E f(;mo" lo(s,Ys) — (s, X,)|? ds)
<AE ([ o(s, Ya) — ols, Xo)[? ds) .
Et par hypothese

< ARGE (7 |, - X, ds).

D’ou

IN

p(t) < 2AT+A)KZE ( ["™ |V, - X, ds>

2
2T + IGE ( f Yerr, = Xonr, ? ds)

et par Tonnelli

= AT +4)K3 [y E([Yinn, — Xopn|?) ds
< 2(T+4)K} fJE (SupOSUSS/\Tn Y, — Xu|2) ds

On vient donc de montrer pour tout ¢ € [0, 7] que

o) < 27+ 97 () ds

Donc en appliquant le Lemme de Gronwall avec a(t) = 0 et § = 2(T + 4) K% on obtient
©(t) = 0. Ce qui entraine qu’avec probabilité 1, X; = Y; pour tout s > 0. i

7.2.3 Autre formulation

Avec des hypotheses plus restrictives on peut montrer le résultat suivant que l'on
admettra (cf. Karatzas-Shreve).

Proposition 7.1 Sous les hypothéses d’existence et unicité si de plus on suppose qu’il
existe L < oo tel que
lo(t, 2)II* + llo(t, )1 < L(1 + |«*)
ol [b]2 = S0 |bs]? et ||o||? = tr(o0’) ow o' est la transposée de o ;
alors la solution X de (7.2) vérifie : pour tout t € [0,T], pour tout m € N il existe des
constantes C' > 0,C7 > 0,Cy > 0 ne dépendant que de T, Kr, L et m telles que
(i) E| X, [P < (1+ |z™)e®t YO<t<T
(ii) B| X; — X ™ < Co(1 + xP™)(t —s)™ VO<s<t<T
(i1) E(supgc,er |X[*™) < C(1+ |2*™)eCT.

Les conclusions des Théoremes d’Ito et de la Proposition 7.1 restent valables si I’on suppose
Xo = Z indépendante de la filtration brownienne et pour la Proposition 7.1 il faut de plus
que E(]Z)*™) < 4o00.

7.3 Exemples et contre exemples

7.3.1 Modele de Black et Scholes

On verra dans la section suivante que S; = xgexp [(,u — (’2—2> t+ aBt} est (I'unique)

solution de
dXt = /J/Xt dt + O'Xt dBt
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avec Xg = xo. On vérifie aisément que les conditions du Théoreme d’Ito sont vérifiées. Ici
b(t,x) = px et o(t,x) = ox qui sont Lipchitziennes de constantes respectives |u| et |o|.
De plus comme |b(t, z)|? + |o(t,)|* = (u? + 0*)2? les conclusions de la Proposition 7.1
sont valables.

On remarque qu’on peut écrire S, = e M, ot M, = xyexp [aBt — %0275} est une martin-
gale. On voit donc que S; n’est pas une martingale (ni une martingale locale) a cause du
terme multiplicatif e** dépendant de ¢.

7.3.2 Processus d’Ornstein-Uhlenbeck

On peut voir en exercice les propriétés décrites dans la

Proposition 7.2 La solution forte X de I’EDS suivante

XO =g € R

ot v, B €]0, +oo[ est un processus gaussien appelé processus d’Ornstein-Uhlenbeck :

t
X, =e (:L’O + ﬁ/ e’ dWs) )
0

De plus on a E(X;) = zge " et Var(X;) = 52(1 — e 2*") /(2a).

Remarque : On notera que E(X;) — 0 et Var(X;) — 3?/(2a) quand ¢ — oo indiquant
que le processus X; a tendance a rester confiné (pas comme le mouvement brownien).
Les coefficients de 1’équation étant simples les conditions du Théoreme d’'It6 et de la
proposition 1.6 sont tres facilement vérifiées. Cependant, toujours a cause du terme mul-
tiplicatif dépendant de ¢, ce processus n’est pas une martingale (locale).

L’équation précédente est un cas particulier des équation différentielles stochastiques
linéaires.

7.3.3 EDS Linéaires

Définition 7.4 Soit W; un mouvement Brownien de dimension m. On appelle EDS
linéaire une équation du type

dX: = (A(t) X+ a(t)) dt + o(t) dW(t);

Xo=1x9 € R4, (77)

ot A(t) est une matrice d x d, a(t) € R et o(t) est une matrice d x m. On suppose
A(t),a(t) et o(t) mesurables et localement bornées.

Définition 7.5 On appelle équation fondamentale de (7.7) l’equation matricielle :

{ dd(t) = A(t)®(t) dt
®(0) = L)
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Sa solution ®(t) est appelée matrice fondamentale du systéme d’équations différentielles
ordinaire
dF(t) = (A(t)F(t) + a(t)) dt. (7.8)

La solution de (7.8) est représentée a l'aide de ®(t) par

F(t) = o(t) (F(O) + /0 t &1(s)al(s) ds) .

Dans le cas homogene : A(t) = A alors ®(t) = >  A"L, = exp(At). D’ou

F(t) = exp(At)F(0) + /0 exp(A(t — s))a(s) ds.

De part les hypotheses sur les coefficients on voit qu’il existe une unique solution forte de
(7.7). On peut expliciter la solution en fonction de ®.

Théoréme 7.3 Awvec les notations et les hypotheses précédentes I’EDS linéaire

dX; = (A(t)X: + a(t)) dt + o(t)dW;
XQ = 29

a pour solution sur [0, T

t t
X; = ®(t) (azo +/ d1(s)a(s) ds +/ O 1(s)a(s) dWs)
0 0
ou, ®(t) est la matrice fondamentale de (7.8).

Preuve : On pose

Y, = g +/Ot<1>_1(s)a(s) ds+/0tq)_1(s)cr(s) dW,

et Xy = ®(¢)Y;. Comme P est déterministe, localement a variation borné on a (®,Y), =0
pour tout ¢ > 0. Donc par la formule d'TPP on a

dX; =®(t) dY; + (d®(1))Y; + d{(P,Y),
= (1) [P (t)a(t) dt + D (t)o(t) dWy] + A(t)®(t) dt Y,
= (A(t)X; + a(t)) dt+o(t) dW,.

i
Corollaire 7.1 Pour d =m =1 le processus
t
X, = (1) (x0+ / 7(s) dWs)
o ¢(s)
est solution forte de I’EDS linéaire
Xo = '

ot a,0 : RT — R sont continues et localement bornées et ¢ est solution de 1’équation
différentielle ordinaire (déterministe)

{dw(t) = a(t)p(t) dt
e(0) =1
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Remarque : Il est important de noter que X; est un processus gaussien. De plus on a
tAu _
E(X:) = @(t)zo et Cov(Xy, Xu) = @(t)p(u) [i (07 (s)a(s))? ds.

7.3.4 Processus de Bessel

Soit W; un Fi-mouvement brownien de dimension d > 1.
Pour tout = € R? on pose f(:p) — ||x|| — (2"1 xz)l/Z ot

=11

Xo = WA,

Pour d > 2 la fonction f : R? — R est de classe C' et est C? en dehors du point 0 € R%.
On pourra donc employer la formule d’It6. Dans ce qui suit on note f,, = df/dz;. On a
foi(@) = zi| 2|7 forei(2) = ||2]I7F = 2 [|2]|7% et Af(2) = (m — 1)[|z[~". Par It6 on a

1 t
X—X—
S HWH +Z/ A

On pose

t d z
dW?!.
z; ||W I

Le processus B; est une F;-martingale locale (somme finie d’intégrales stochastiques). De

plus
ds =t.
/ZHWH2

Par le théoreme de Lévy on en déduit que B; est un F;-mouvement brownien standard.

On peut également remarquer que X; = ||[W;|| est bien évidement F” mesurable. On en
tire que (X, By, FP) est une solution forte de I'EDS
dX d- d +dB
= s
t 2X, t

La fonction b(t, x) = (d—1)/(2z) n’est pas Lipchitzienne ni localement bornée au voisinage
de 0 donc on ne peut pas utiliser le théoreme d’It6. Néanmoins on peut montrer qu’il y a
unicité de la solution.

De facon générale on définit le processus de Bessel comme 'unique solution forte de
I’EDS

~
dX, = — dt +dB
t= 9y, + aby

avec Xog = x ou v > —1 est appelé 'index du processus de Bessel.
Ce qui précede montre que ||W;|| est un processus de Bessel d’index d — 1.

7.3.5 Signal

dX; = sin(Xy) dt + cos(X;) dBy

avec Xy = xg € R. Les fonctions satisfont toutes les conditions des théoremes d’existence
et unicité d'Itd6. Cependant on ne sait pas résoudre formellement cette équation. D’ou
I'intéret de méthodes numériques.
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7.3.6 Diffusion ramifiée de Feller
On veut X; > 0 et tele que
dXt = ﬁXt dt + g/ Xt dBt

Mais o(t,x) = o/ n’est pas Lipchitzienne au voisinage de 0 et cette fois il n’existe pas
de solution forte.

7.4 Application au modele de Black et Scholes

7.4.1 Evolution des cours

Dans le modele proposé par Black et Scholes un portefeuille financier consiste en la
détention de deux actifs
(1) Un actif sans risque, dont le prix a 'instant ¢ est noté Sy obtenu en résolvant I'équation
différentielle ordinaire

dSP = rSY dt
LS

Autrement dit SP = €™ pour tout ¢ > 0. La constante r > 0 est le taux d’intérét
instantané.
(2) Un actif risqué, dont le prix a I'instant ¢ est noté S; obtenu en résolvant 1’équation
différentielle stochastique

So=2

sur l'espace probabilisé filtré (Q, F,P, (F;)) ou (F) est la filtration brownienne, Z est
une v.a. de carré intégrable et (W) est un (F;)-mouvement brownien standard (M.B.S.)

indépendant de Z.
o2
St = ZeXp |:<,M — 7) t+0’Bt:|

On a vu que
en est (I'unique) solution mais n’est pas une martingale.

{ dSt = ,uSt dt + O'St th

7.4.2 Stratégie autofinancée

Définition 7.6 Une stratégie autofinancée est un processus continu ¢ = ((HY, Hy)) a
valeur dans R?, (F;)-adapté tel que :

(i) HY représente la quantité d’actifs sans risque détenus par l'investisseur a l'instant t
et Hy représente la quantité d’actifs risqués détenus par l'investisseur a [’instant t.

(ii) Le processus (Hy, Hy;) vérifie

T T
HY| dt < +o00 H,* dt < +o0 P —p.s.
‘ t I p
0 0

(11i) Le processus (V;) valeur du portefeuille défini par

%((b) = HtOStO + H, S,
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satisfait la condition d’autofinancement :
dVi(¢) = HY dS) + H, dS; Yt €[0,T).
On définit et on note S, = e S, le cours actualisé de Dactif risqué.

Proposition 7.3 Soit ¢ = ((HY, Hy))o<i<T un processus adapté de R? vérifiant les points
i) et 1) de la definition précédente. On pose Vi(¢) := HPSY + HySy et V(o) = e V(o).

Alors ¢ est une stratégie autofinancée si et seulement si :

Vite) = Vi(o) + | "1, 43, (7.10)

pour tout t € [0, 7.

Preuve : Si on a (7.10) alors B N
dVi(¢) = H, dS,.

Or dV,(¢) = —re "'V;(¢) dt + e dVy(¢) et dS, = —re S, dt + e~ dS, d'oi
dVy(¢) = € (—re " H,S; dt + e " Hy dSy + re "'V, (o) dt)
et en utilisant que V;(¢) := H?S? + H;S; on obtient la condition d’autofinancement
dVi(¢) = rH?SY dt + H, dS, = H? dS? + H, dS,.

La réciproque est analogue.

7.4.3 Changement de mesure

On va montrer qu’il existe une probabilité équivalente a P sous laquelle le prix de
lactif actualisé Sy est une martingale.
On a

dS, = —re S, dt +e " dS,
(i —1)S, dt + oS, dW,. (7.11)

En s’inspirant de la section qui précede I’étude du modele de B.& S., on pose

t — —
M, ;:—/ de’s:—“ "w,.
0

oS, o

Il s’agit bien donc d'une martingale telle que

La martingale exponentielle associée a M

1 1 2
ZM = exp <Mt - §<M>t) = exp <_gVVt 3 (g) t)
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est donc bien une martingale et par Girsanov

o

t — —
Wt::Wt—/—’u Das=w,+ P
0 g

est un M.B.S. sous la mesure martingale Py. De plus (7.11) est équivalente a
dgt = O'gt d/WVt (712)

avec §0 = Z. Sa solution
o’t

gt = ZeXp (UWt — 7)

est une martingale sous Prp.

7.4.4 Pricing

Définition 7.7 Une option européenne est une variable aléatoire h, Fr mesurable (o

T > 0 figure [’échéance de ’option) qui représente ce que recevra linvestisseur a l'instant
T.

Remarque : On prendra souvent h de la forme f(S7). Pour un call européen on a
f(z) = (x — K)" et pour un puton a f(z) = (K —x)").

Définition 7.8 Une Stratégie ¢ = (H?, H;) est dite admissible si elle est autofinancée
et si la valeur actualisée du portefeuille associé Vi(¢) = HY + HS; est Vs € [0,T] une
variable aléatoire positive de carré intégrable sous Prp.

Définition 7.9 On dit qu’une option h est simulable s’l existe une stratégie admissible
¢ telle que

VT(¢) =h.

Remarque : Vu que VT(QZ)) est supposé de carré intégrable sous Pr il en est de méme
de Vr(¢). Donc une condition nécessaire pour que h soit simulable est que h est de carré

intégrable sous Prp.

Définition 7.10 On définit le prix a linstant t d’une option simulable h (i.e. le priz du
droit a recevoir h a l’échéance) comme Vi(¢) la valeur au temps t du portefeuille associé
a a la stratégie ¢ simulant ['option h.

Théoréme 7.4 Dans le modele de Black et Scholes, toule option définie par une v.a. h,
positive, Fpr-mesurable et de carré intégrable sous la probabilité Pr est simulable.
De plus son priz a ['instant t est donné par

Vi(¢) = Ep (e " T90|F,) . (7.13)
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Preuve : Etape 1. On montre que s'il existe une stratégie admissible ¢ = (H, Hy)
simulant h alors V;(¢) satisfait (7.13).
A linstant ¢ on a

Vt<¢) = H?Sz? + HS;.

Par hypothese Vi(¢) = h. Soit Vi(¢) = e "V,(¢) la valeur actualisée du portefeuille &
I'instant ¢. On a N B
Vi(g) = HE + HyS;.

De plus par la Proposition 7.3 on a
t ~ —_—
Vt /HdS—VO )+/HSJSSdWS
0

la deuxieme égalité étant due a (7.12).

Ceci montre que ‘Z(qﬁ) s’exprime comme une integrale stochastique par rapport a Wt sous
Pr. I s ‘agit donc d’une martingale locale sous Pr. De par 'hypothese d’admissibilité de
¢ on a que supco 7] Vi(¢) est de carré 1ntegrable sous Pr. On en conclut que V;(¢) est

une martingale de carré intégrable sous Pr. D'ou
Vi(¢) = Er(Vi()|F);

et
Vi(¢) = Er (e T=Y0|F,) .

Etape 2. On montre qu’il existe ¢ admissible simulant h.
Il faut donc trouver des processus (Hy) et (H;) définissant une stratégie admissible et tels
que

HCSY + H,S; = Er (" T=90|F,) .

Or sous la mesure ﬁT le processus M, := IET (e_TTh|ft) est de facon évidente une mar-
tingale. De plus M; est de carré intégrable. .

La filtration (F;) associée a (W;) est aussi celle associée a (W;). Donc par le Théoreme
3.3 chapitre 4 de représentation des martingale brownienne il existe (K;)o<i<r € I, (W)
et

t
Mt:MOJr/ K, dW,
0

Py presque stirement.
On définit alors ¢ = (H}, H;) avec

K ~
Ht = —j et Hto = Mt — HtSt'
O'St
On a
W(Qb) = H?Sto + HtSt = Mtert — HtSt + HtSt = Mtert.
Donc

. t . tK
14(¢):M0+/stws:%+/ A S VA /HdSt.
0 0

O'St
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On en déduit par la Proposition 7.3 que ¢ est autofinancée. De plus
Vi) = "My = Er (e Oh|F)
donc est une v.a. positive de carré intégrable sous Pr : c.ad. ¢ est admissible. Enfin
Vi(¢) = Er (h|Fr) = h

donc ¢ simule h.

7.4.5 Application au pricing d’un call

Lorsque h est de la forme h = f(S7) on peut pousser un peut plus loin le calcul. On a

Vite) = B (700 (50 exp oy ) - L)) 7).

Or S, est Fi-mesurable et WT — Wt est indépendant de F; de loi N (0,7 —t) sous ﬁ’T donc
de par les propriétés de 'espérance conditionnelle on a la
Proposition 6.8
Soit donc h = f(Sr), on a
Vi = F(t,S;)

o

2
(Tt oy+(r—o?/2)(T—t) N
F(t,l’) =€ e Y ) eXp < 20_2(T _ t)) dy

1
)g¢5qfi7yéf(x

Dans le cas d'un call f(z) = (x — K)" on peut encore plus pousser les calculs

F(t,z)=F (:c exp <a\/T——tY — @) _ Ker(Tt>)+

ou Y est une v.a. de loi (0, 1).
En posant

d1: et d2:d1_0\/T_t

on obtient
F(t,z) = 2U(dy) — Ke "0 (dy)

ou U(.) est la fonction de répartition d'une loi N'(0, 1).
Dans le cas d'un put f(x) = (K — x)" on obtient

F(t,z) = Ke "I 0(—dy) — 20 (—d,).

Remarque : Le seul facteur non observable est la quantité o : la volatilité. Il est alors
nécessaire d’utiliser des outils statistique pour pouvoir I’estimer.
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7.4.6 Couverture des calls et des puts

Dans le cas d'un call européen h = (St — K)™ on peut trouver explicitement (sans

avoir recours au théoreme de représentation des martingales browniennes) une stratégie
admissible simulant A. Celle-ci est donnée par la

Proposition 7.4 La stratégie définie par

oF
H =— P —p.s.
t ax (tu St) p-s
“ OF
HP = eirtF<t, St) - %Of, St)efrtSt.

est une stratégie admissible simulant h = (Sp — K)*.

Preuve : Exercice.

7.5 EDS générales

Définition 7.11 Un opérateur F' : D" — D (processus cad-lag, adaptés) est dit Lipschit-
zien st pour tous processus X, Y € D™ on a

(i) Pour tout temps d’arrét T, X7~ =YT" implique F(X)T~ = F(Y)T";

(ii) 1l existe un processus croissant (fini) K tel que presque stirement pour tous t > 0

|[F(X)e = F(Y)| < K || X =Y

Théoréme 7.5 Etant donnés Z = (Z*1, ..., Z%), Zy = 0 un vecteur de semimartingales
J* des processus de D et F]Z des opérateurs Lipschitziens alors le systeme d’équations

d t
Xi=J + Z/O Fi(X),_ dZ!
7j=1

a une unique solution dans D™. De plus si (J') est un vecteur de semimartingale alors la
solution [’est aussi.
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8.1 Diffusions

Soit T' > 0 fixé. Dans cette partie on s’intéressera aux solutions fortes sur [0, 7] de

{ dX, = f(t, X;) dt + g(t, X,) dW, (8.1)

XO - Z
Ou Z est de carré intégrable, indépendante de la filtration F;, f et g sont mesurables

et localement bornées. De plus pour garantir 'existence et 1'unicité de solution forte on
supposera 3Kr < oo tel que Vt € [0,T], Vz,y € R

|f(t,x) = f(t,y)| < Krlle —yll; (8.2)
l9(t,z) — g(t,y)| < Krllz —y]. (8.3)

De plus on supposera pour garantir de bonnes conditions d’intégrabilité sur la solution
(Proposition 1.6 chap 5) que 3L < 0o t.q. Vt € [0,T], x € R

1F &) + llg(t, )" < L1+ [2]?). (8.4)
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8.1.1 Propriété de Markov des Solutions d’E.D.S.

Définition 8.1 On dit qu’un processus (X;) vérifie la propriété de Markov par rapport
a une filtration (F;) a laquelle il est adapté si pour toute fonction f mesurable, bornée et
tous 0 < s <t

E(f(X0)|Fs) = E(f(X0) | Xs).

Notation : Soit s € [0, 7], on note X;", t € [s,T] la solution de

dX; = f(t,Xy) dt + g(t, Xy) dW; pour t > s;
X, =s.

C’est a dire que X,** vérifie pour tout ¢ € [s,T]

t t
X7 = [ f X dut [ gluXim) aw, (85)

En particulier on notera X? = X»*.

Remarque :
On admettra que sous les conditions (8.2), (8.3) et (8.4) (s,¢,x) — X,”* est continue en
chacune des variables.

La propriété de Markov est une conséquence de la propriété suivante :

Lemme 8.1 (propriété de flot)
Sous les conditions (8.2), (8.8) et (8.4) décrites plus haut les solutions (X" )icis 1), S €
0, 7] de
{ dX, = f(t, Xy) dt + g(t, X;) dW,  pourt > s
X,==x

vérifient P-p.s. pour tous 0 < s <t <T
Xp= X0 = X0

Idée de la preuve : Soit s € [0, T] et X;*, ¢ € [s,T] vérifiant (8.5).
Par continuité de I'application
y— XY

on déduit que pour tout y € R on a
t t
XY = y+/ flu, X259 du+/ g(u, X)) dW,.

On peut donc conclure que X}, t € [s, T] vérifie

dX, = f(t, Xy) dt +g(t, Xy) dW,  pour t > s;
X, = X",
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Montrons que X[, t € [s,T] est également solution.
En effet on a

t t
X7 = :1:+/ fu, X7 du+/g(u,Xff) dW,.
’ t ’ t
= X [ fXp dut [ gu Xz dw,

De part I'unicité de la solution on doit donc avoir X% = X7 surt e s, T].

Le résultat suivant est une conséquence de la propriété de flot et de la propriété d’ac-
croissement indépendant du Brownien (Preuve dans A. Friedman Stochastic Differential
Equations and Applications. Academic Press 1975).

Théoréme 8.1 Sous les conditions antérieure la solution forte (X;) de

dXt = f(ta Xt) dt + g<t7 Xt) th
XO - Z

est un processus de Markov pour la filtration (F;) du mouvement Brownien. Plus précisément
on a pour toute h : R* — R borélienne bornée, et pour tous 0 < s <t

E[h(X)IF] = E h(X;)|,_x, P-p.s.

Remarque : Dans le cas homogene (f et g ne dépendent que de z) X;* et X7 , ont
meme loi et on a

Eh(X)IF] = E [hXE)] |y P-pes.

r=Xg

Définition 8.2 Un processus de Markov X; solution de

i) (8.1) est appelé diffusion non homogene ;

i) dX; = f(Xy) dt + g(X,) dW, est appelé diffusion homogene ;

Si la fonction g() vérifie IK > 0 t.q. g() > K alors la diffusion est dite non dégénérée.

On peut généraliser (dixit Lamberton-Lapeyre) le résultat précédent a des fonctions des
trajectoires de la diffusion apres le temps s. Ce qui offre un outil de calcul pratique pour
les modeles avec taux d’intérét r(.).

Théoréeme 8.2 Soit (X;) une solution forte de (8.1) et r(s,z) une fonction mesurable

positive. On a sit > s
t
fs] =E {exp (—/ r(u, X3°) du) h(Xt”)}

E [exp (- / o X,) du) h(X))

r=Xg
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8.1.2 Générateur d’une diffusion
Diffusion homogene
Soit donc 'EDS

dX, = f(X,) dt + g(X,) AW, (8.6)
XO = To

ou f et g vérifient les conditions habituelles d’existence et unicité.

Définition 8.3 A I'EDS (8.6) on associe l'opérateur linéaire A : C2(R) — CO(R) définit
par

Au(a) = fapi () + 30" (x)

pour tous u € C*(R) et x € R. L'opérateur A est appelé générateur de la diffusion
homogeéne (Xi)o<i<r solution de (8.6).

Exemples :
1) Brownien : X; = W, est solution de dX; = 1 dW, avec Xy = 0. Son générateur s’écrit
pour tout u € C*(R)
1
Au(x) = §u”(:c).
2) Black et Scholves : Le générateur associé a la diffusion solution de

dXt = ,uXt dt + O'Xt th

avec Xy = xy est donné par

o2x?

Au(z) = pzu'(z) + )

u//<x>’

pour tout u € C*(R).

Proposition 8.1 Le générateur A caractérise la diffusion (Xi)o<i<r. De plus si Xy est
solution de (8.6)
(1) Pour tout u € C*(R)

u(X,) — /0 t Au(X,) ds

est une martingale locale.
(ii) Pour tout u € C*(R)

t\0 t

lim E <1 (X, — u(a:o)]) — Au(zo)
(iii)
1

| 5(X )] = flan) et T |4 0 - | = )
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Preuve :
On pose M; = u(X;) — fo Au(X5) ds. Par 1t on a

dM, = u'(Xy) dX; + %u”(azt)d(X>t — Au(Xy) dt
Or d(X); = ¢*(X;) dt d’ou
dM; = ' (X;)g(Xe) AW, + ( FXu' (Xy) + %gQ(Xt)u”(Xt) — .Au(Xt)> dt.
Le terme dans la parenthese étant nul on a
M, = u(o) + / W (X)g(X,) dW,

Or par hypothese fot(u'(Xs)g(XS))2 ds < oo donc v/ (Xy)g(X;) € H3(W) et M, est donc
une martingale locale.
Pour obtenir (ii) il suffit d’observer que par ce qui précede

[ (X)) — /Au ds—u(:co)]:O

d’ou
PRI —utro) = 7 [ EAUK) ds — dun)

quand t — 0.

(iii) s’obtient a partir de (ii) en prenant d’abord u(z) = = pour la premieme limite. Pour
l'autre en écrivant (X; —x¢)? = X7 — 13 —220(X; — o) puis en appliquant ii) aux fonctions
r— 2% et T .

Remarques :

) Si on suppose u € C? & dérivée bornée alors la preuve ci-dessus montre que u(X;) —
fo Au(X) ds est une martingale.

2) Si lon ch0181t (judicieusement) u de fagon a ce que Au = 0 on obtient que u(X;) est
une martingale (locale).

Cas non homogéne

Pour les diffusion non homogene on a des résultats similaires :

Définition 8.4 Soitt > 0 fizé. A 'EDS (8.1) on associe Uopérateur linéaire A, : C2(R* x
R) — C*O(R* x R) définit par

At ) = [0, 2) 001, 2) + 5g%(0, )% o (0,)

pour tous u € CM?(RT x R) et x € R. La famille d’opérateur (A;)o<i<r est appelé
générateur de la diffusion (X¢)o<i<r solution de (8.1).



124 CHAPITRE 8. DIFFUSIONS ET INTERPRETATION PROBABILISTE D’EDP

On montre de la méme maniere que précédemment la

Proposition 8.2 Le générateur (A;)o<i<r caractérise la diffusion (Xi)o<i<r. De plus si
X est solution de (8.1) et u € CY2*(RT x R) alors

¢
M, = u(t, Xy) — / [%(s, Xs) + Asu(s, Xs)| ds
0

est une martingale locale.

Remarques :

1) Si on suppose u € CH? & dérivée en & bornée alors M; est une martingale.

2) Si l'on choisit (judicieusement) u de fagon & ce que 4%+ A,u = 0 on obtient que u(t, X)
est une martingale (locale).

Pour étudier les quantités actualisées on peut étendre le résultat précédent en

Proposition 8.3 Sous les hypothéses précédentes si r(t,x) est une fonction continue
(bornée) sur RT x R alors le processus :

t
M, = Ryu(t, X;) — / R, (% + A, — 'r’u) (s, Xs) ds
0

est une martingale locale (martingale) ot Ry := exp (— fotr(s, Xs) ds).

8.2 Interprétation probabiliste d’EDP

8.2.1 Mouvement brownien et équations de la chaleur

On note W;* = W; + x le M.B. commencant au point x € R.
La diffusion associée a ce M.B. est

dX; =dW; pourt >0
XO =XI.
Equation progressive

On commence par énoncer un résultat de la théorie des équations aux dérivées par-
tielles.

Théoreme 8.3 (Résultat d’analyse)
Soit f € C°(R) alors il existe une unique fonction u € CL*(RT x R) vérifiant

ou 1 0%u N

u(0,z) = fo(z), VreR
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Remarque : L’équation (8.7) s’appelle équation de la chaleur (progressive). Elle modélise
la “diffusion” de la chaleur dans un fil : u(t, z) représente la température du filament au
point x au temps t. Et fy represente le “profil” initial de la temperature sur le fil.

Lemme 8.2 Si u est solution de (8.7) alors pour tous T > 0 et v € R fiwés (u(T —
t, W))iepo,r) est une Fieor) martingale locale.

Preuve : On applique Ito a la fonction f(t,x) = u(T — ¢, x), on trouve
w(T —t, W) —u(T,z) = 8—(T—5,Ws)dWS
o Ox

qui est une martingale locale car %(T — s, W¥) e (V7). i
T

Proposition 8.4 Soit u la solution de (8.7) ou fo est de plus supposée bornée. Alors
pour tous T'>0 et x € R on a

u(T, x) = E(fo(Wr)).

Preuve : On pose M; = u(T —t,W/7), en particulier on a My = u(0, W5) = fo(W§) qui
est borné. De part la continuité des fonctions en jeu on a pour tout ¢ € [0, 7]

E(sup |M8|) SE(sup MSZ) SE( sup MSZ) < 00.

0<s<t 0<s<t 0<s<T
Donc M, est une martingale et on a
u(T, ) = E(Mo) = E(Mr) = E(fo(WF)) 2

Remarque : Comme W est de loi N'(x,T) on peut écrire explicitement la solution

400 —x 2
BD) = [ h) e (-2 an

En travaillant plus on peut obtenir le résultat suivant que 1'on admettra.

Théoréme 8.4 Si f € CO(R) et vérifie |z|2log™ | f(z)| — 0 quand x — oo alors
u(t, ) = E(f (W)

est solution de (8.7).
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Equation rétrograde

Comme précédemment on énonce un résultat de la théorie des équations aux dérivées
partielles.
Théoréme 3.5 (Résultat d’analyse)
Soient T' > 0 et fr € C°(R) alors il existe une unique fonction u € C»?(R™ x R) vérifiant

ou 0*u

u(T,7) = fr(z), VoeR
Remarque :
On a ici une condition terminale f7. Le théoreme précédent nous dit qu’étant donné un

profil régulier (continu) il existe une solution de ’équation de la chaleur qui conduit a
(simule) ce profil a I'instant 7.

Lemme 8.3 Si u est solution de (8.8) alors pour tous to € [0,T] et zg € R fizés
(w(t, W) ) sepor) est une (F)iefo.r) martingale locale.

Preuve : Il s’agit d'une application de la proposition 8.2 avec

10%u

Proposition 8.5 Soit u la solution de (8.8). Alors pour tous to € [0,T] et zg € R on a
ulto, wo) = E(fr(Wr"™)).
Preuve : Encore une fois on utilise la régularité de u et fr pour avoir pour tous tg <t < T

sup |u(s, Wioro)| < oo
to<s<t

pour conclure que (u(t, tho’xo))te[to,T] est une (F¢)sepr,,r) martingale d’ott le résultat. 4

8.2.2 Formule de Feynman-Kac

On revient sur le cas des diffusions générales (8.1) :

dXt = f(ta Xt) dt + g<t7 Xt) th
Xo=24

sous les hypotheses faites en début de chapitre.

Comme précédemment on cherche a exploiter les résultats de la section 2. On commence
par un résultat de la théorie des équations aux dérivées partielles.
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Théoréme 8.5 (Résultat d’analyse)

Soient Ay le générateur associé a la diffusion solution de (8.1). Soient T >0, r : RT x R
continue, bornée et fr € C°(R) alors il existe une unique fonction u € CY?(RT x R)
vérifiant

ou
{ SH(ta) + Awlt,w) = r(t2)ultr) =0, V(t,w) € [0,7) x R 59)

uw(T,z) = fr(z), VreR

Comme corollaire immédiat de la Proposition 8.3 on obtient le

Lemme 8.4 Soient u la solution de (8.9), (X;) la diffusion associée a (8.1) et r(t,z) une
fonction continue sur RT x R. Pour tous tg € [0,T] et xg € R fizés on définit pour tout

t € [to, T]
t
R, :=exp (—/ r(s, X10m0) ds) et
to
M, = Ryu(t, X{>™).

Alors (My)iejo,m) est une Fiep, ) martingale locale.

Proposition 8.6 (Formule de Feynman-Kac)
Soit u la solution de (8.9) et (Xt) la diffusion associée a (8.1). Alors sir(t,x) est continue
sur RT x R, pour tous ty € [0,T] et xg € R on a

uttorao) = & [oxp (= [ o x10%) ds) g

to
Remarque : Lors du chapitre précédent nous avions obtenu une formule pour “pricer”
une option du type h = fr(Sr). En suivant la méme démarche pour un modele plus
général : le taux de l'actif sans risque est une fonction r(¢,z) et le prix de 'actif risqué
suit 'EDS pour t > 0
dX; =b(t, X;) dt + o(t, Xy) dBy

et Xo = Z; on en conclut que le prix de 'option h = fr(Xr) au temps ¢ doit étre
T
Vi=E {exp (—/ r(s, Xs) ds) fr(Xr) .7-}}
t

qui de part le Théoreme 8.2 (propriété de Markov des diffusions) s’écrit

~5 e (- X ) 1)

La formule de Feynman-Kac nous donne un moyen de calculer cette espérance dans la
mesure ou l'on sait identifier la solution wu(t,z) (au moins numériquement) de I'EDP
déterministe

r=X¢

g—?(t, x) + Aw(t,x) —r(t,x)u(t,z) =0
ou V(t,z)€[0,T] x R avec u(T,x) = h = fr(Xr) et
ou

ox

(t.2) + 20%(t.0) (1),

Au(t, z) == b(t, z) 92

On obtient ainsi
% = U(t, Xt)



128 CHAPITRE 8. DIFFUSIONS ET INTERPRETATION PROBABILISTE D’EDP

8.2.3 Cas multidimensionnel

Le résultat précédent se généralisent aux cas des diffusions a valeurs vectorielle. On
considere W; un mouvement brownien de dimension d et pour tout i € {1,...,n}

d

J=1

On suppose toutes les “bonnes hypotheses” sur les coefficients vérifiées. On introduit pour
chaque t l'opérateur A, qui opere sur les fonctions v de classe C'? de RT x R" dans R
selon

; ou 1 0*u
Atu(tax) = Z b (tax)a—xl(t)x) + 5 Z ak,ﬁ(tax)m(tax)

i=1n 1<k,(<n

ot a(z,t) := (ak(t,)) est la matrice définie par a = oo’ olt 0’ est la transposée de o i.e.

d
j=1

Théoréme 8.6 Sous les “bonnes hypotheses” si (X)) est la diffusion vectorielle associée
au systéme ci dessus et si u(t,z) est une fonction a valeur réelle de classe C*? a dérivée
bornée sur RT x R™ et si r(t,x) est une fonction continue bornée sur RT x R™ alors le
processus

t
M, := Ryu(t, X3) — / R, (2—1: + Agu — Tu) (s, Xs) ds
0

est une martingale, ot Ry = exp(— f(f r(v, X,) dv)
De plus si u vérifie

du

5 (t,x) + Awu(t,z) — r(t,x)u(t,x) =0 V(t,z) € [0,T] x R"

avec u(T,x) = fr(x) pour tout x € R™ alors

u(t,r) = (exp (— /tTr(s,X;vm) ds) f(X;x)) .



