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Chapitre 1

Introduction

Le cours de premiére année de Principes et Méthodes Statistiques (PMS) a présenté
les principes et les méthodes de base d"une analyse statistique de données. On peut
résumer rapidement son contenu de la fagon suivante :

e Statistique descriptive : le but est de décrire et résumer l'information contenue
dans les données a 1’aide de représentations graphiques (diagrammes en batons,
histogrammes, graphes de probabilité) et d'indicateurs statistiques (moyenne,
variance, médiane, quantiles, ...). Tous les exemples vus portent sur des don-
nées unidimensionnelles. L'extension a des descriptions de données multidi-
mensionnelles est traitée dans le cours de Statistical Analysis and Document
Mining (SADM).

e Statistique inférentielle : le but est de faire des prévisions et prendre des déci-
sions au vu des données. Nous avons vu deux grandes catégories de méthodes :

— L’estimation, ponctuelle et par intervalles de confiance, avec la méthode des
moments et la méthode du maximum de vraisemblance.

— Les tests d’hypotheéses, avec les tests paramétriques sur un échantillon et le
test du 2.

Le but du cours de Statistique Inférentielle Avancée (SIA) est d’approfondir et d’éten-
dre ces notions, en allant plus loin dans la théorie mathématique sous-jacente. Le
contenu du cours de PMS est un pré-requis indispensable, auquel il sera souvent fait
référence.

Nous commencerons par donner des concepts généraux sur l'inférence statistique,
en introduisant la notion de modele statistique. Puis nous nous intéresserons aux pro-
priétés d’optimalité des méthodes d’estimation. Qu’est-ce qu'un estimateur optimal et
comment le trouver? Nous étudierons de pres les propriétés de la méthode d’estima-
tion par maximum de vraisemblance.

Nous distinguerons la statistique paramétrique, qui suppose I’existence d"un mo-
déle connu avec des parametres inconnus, et la statistique non paramétrique, qui ne
fait pas ces hypotheses. Dans ce contexte, nous verrons comment estimer des fonctions
de répartition et des densités de probabilité. Nous nous intéresserons également a
la théorie des valeurs extrémes. Enfin, nous étudierons les tests d’adéquation, dont
l'objectif est de déterminer s’il est vraisemblable de considérer que des observations
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proviennent d’'un modele probabiliste donné.

Nous établirons des propriétés sur des parameétres a plusieurs dimensions (avec la
notion de matrice d’information au lieu de celle de quantité d’information) et étudie-
rons des résultats asymptotiques (optimalité asymptotique de 1'estimateur de maxi-
mum de vraisemblance).

Le poly contient aussi trois chapitres supplémentaires, non traités en cours et hors
programme de 1’examen. Ils sont donnés a titre informatif car constituant une suite na-
turelle des précédents. Le premier porte sur la détermination de tests d’hypothéses op-
timaux et les deux autres présentent des tests non paramétriques sur un ou plusieurs
échantillons. IIs permettent de déterminer si des observations sont indépendantes et
de méme loi ou présentent une tendance, de tester une moyenne et de comparer des
échantillons, sans faire d’hypotheses sur un modéle sous-jacent.



Chapitre 2

Concepts de I'inférence statistique

Le but de ce chapitre est de donner un cadre formel a des notions de base vues en
PMS, et d’introduire de nouvelles notions : modele statistique, statistique non paramé-
trique, famille exponentielle.

2.1 Le modele statistique

Un modeéle statistique est un objet mathématique associé a I’observation de données
issues d"un phénomene aléatoire.

Une expérience statistique consiste a recueillir une observation z d"un élément aléa-
toire X, a valeurs dans un espace A et dont on ne connait pas exactement la loi de
probabilité P. Des considérations de modélisation du phénomeéne observé amenent a
admettre que P appartient a une famille P de lois de probabilité possibles.

Définition 1 : Le modeéle statistique (ou la structure statistique) associé a cette expérience
est le triplet (X, A, P), oit :

o X est I'espace des observations, ensemble de toutes les observations possibles.
o Aest la tribu des évenements observables associée.

o P est une famille de lois de probabilités possibles définie sur A.

L’'intérét de cette notion de modele statistique est qu’elle permet de traiter avec le
méme formalisme tous les types d’observations possibles.

On dit que le modele est discret quand X est fini ou dénombrable. Dans ce cas,
la tribu A est I'ensemble des parties de X' : A = P(X). C’est le cas quand I'élément
aléatoire observé X a une loi de probabilité discrete.

On dit que le modele est continu quand X C R” et VP € P, P admet une densité
(par rapport a la mesure de Lebesgue) dans R”. Dans ce cas, A est la tribu des boréliens
de X (tribu engendrée par les ouverts de X) : A = B(X).

On peut aussi envisager des modeles ni continus ni discrets, par exemple si ’ob-
servation a certains éléments continus et d’autres discrets. X’ et .4 sont alors plus com-
plexes.
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Le cas le plus fréquent, celui qui a été principalement vu en PMS, est celui o1 1'é1é-
ment aléatoire observé est constitué de variables aléatoires indépendantes et de méme
loi (iid.): X = (Xy,...,X,), oules X; sont i.i.d. On dit que l'on a alors un modele
d’échantillon. Dans ce cas, par convention, si on note (X, A, P) le modele correspon-
dant a un échantillon de taille 1, on notera (X', . A, P)" le modele correspondant a un
échantillon de taille n.

Exemple 1 : ampoules. L'exemple de référence du cours de PMS a consisté a recueillir les
durées de vie, supposées indépendantes et de méme loi exponentielle, de n ampoules
électriques. L'observation est de la forme © = (x4, ..., x,), ol les x; sont des réalisations
de variables aléatoires X; indépendantes et de méme loi exponentielle de parametre A
inconnu.

Pour tout i, ; € R, donc l'espace des observations est X = R*". Alors la tribu
associée est A = B(R'"). Le modele est continu. Comme on admet que la loi est ex-
ponentielle mais que son parametre est inconnu, I'ensemble des lois de probabilités

possibles pour chaque X; est {exp()\); A E R+}. Comme les X; sont indépendantes, la

loi de probabilité du vecteur (X7, ..., X,,) estlaloi produit P = {exp(/\)®”; AeR"T }, en-
semble des lois de probabilité des vecteurs aléatoires de taille n dont les composantes
sont indépendantes et de méme loi exponentielle de parametre inconnu.

Finalement, le modele statistique associé est :

<R+n, BR™), {exp(A)®"; A€ R+})
qu’on peut aussi écrire, d’apres la convention énoncée :

<R+, B(R"), {exp()\); A€ R+})n.

Exemple 2 : controle de qualité. Une chaine de production produit un tres grand nombre
de pieces et on s’intéresse a la proportion inconnue de piéces défectueuses. Pour 1esti-
mer, on préléve indépendamment n piéces dans la production et on les controle. L'ob-
servation est x = (xy,...,2,),0l:

i =

1 sila i*™M€ piece est défectueuse
0 sinon

Par conséquent, 1’espace des observations est X = {0, 1}". Il est fini, donc le modele
est discret et A = P ({0,1}"). Les X, sont indépendants et de méme loi de Bernoulli
B(p), o p = P(X; = 1) est la probabilité qu'une piece soit défectueuse.

Alors le modéle statistique peut s’écrire :

({0,137 ({0,1}") . {B(p)*";p € [0, 1]})

ou

({0,1}, P ({0,1}),{B(p);p € [0, 1]})".
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2.2 Modele paramétrique ou non paramétrique

Un modele paramétrique est un modele o1 ’'on suppose que le type de loi de X est
connu, mais qu’il dépend d’un parametre ¢ inconnu, de dimension d. Alors, la famille

de lois de probabilité possibles pour X peut s’écrire P = {Pg ;0€eBC Rd}.

C’est évidemment le cas des deux exemples. Le probleme principal est alors de faire
de l'inférence statistique sur 6 : I'estimer, ponctuellement ou par régions de confiance
(intervalles si d = 1), et effectuer des tests d’hypotheses portant sur §. On fait alors de
la statistique paramétrique.

Un modele non paramétrique est un modele o P ne peut pas se mettre sous la
forme ci-dessus. Par exemple, P peut étre :

I'ensemble des lois de probabilité continues sur R,

I'ensemble des lois de probabilité dont le support est [0, 1],

I'ensemble des lois de probabilité sur R symétriques par rapport a I’origine,
etc...

Dans ce cadre, il est possible de déterminer des estimations, des intervalles de
confiance, d’effectuer des tests d’hypothéses. Mais les objets sur lesquels portent ces
procédures statistiques ne sont plus des parametres de lois de probabilité. On peut
vouloir estimer des quantités réelles comme 1'espérance et la variance des observa-
tions. On a vu en PMS qu’on pouvait utiliser la moyenne et la variance empirique des
données. On peut aussi vouloir estimer des fonctions, comme la fonction de répartition
et la densité des observations. On a vu en PMS qu’un histogramme est une estimation
de densité.

En termes de tests d’hypotheses, on peut effectuer des tests sur la valeur d"une espé-
rance, tester si les observations sont indépendantes, si elles présentent une croissance,
si elles proviennent d’une loi normale, tester si plusieurs échantillons proviennent de
la méme loj, etc... On fait alors de la statistique non paramétrique.

De maniere générale, la statistique non paramétrique regroupe 1'ensemble des mé-
thodes statistiques qui permettent de tirer de I'information pertinente de données sans
faire I’hypothese que la loi de probabilité de ces observations appartient a une famille
paramétrée connue.

Un des problémes de la statistique paramétrique est le risque d’erreur du a un mau-
vais choix de modeéle. Par exemple, on a vu en PMS dans l’exercice sur les niveaux de
bruit a Montréal, que 1’on obtient des résultats aberrants si on effectue des calculs en
supposant que des observations sont de loi exponentielle, alors qu’en fait elles sont de
loi normale. L’avantage de la statistique non paramétrique est de ne pas étre soumise
a cet aléa. En revanche, si les observations sont bien issues d’'un modéle précis, les
méthodes statistiques paramétriques qui utilisent ce modéle seront plus performantes
que celles qui ne 'utilisent pas. Il est donc également important d’établir des méthodes
permettant de déterminer si des observations sont issues ou non de tel ou tel modele
paramétrique, les tests d’adéquation.
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2.3 Fonction de vraisemblance et statistiques

Dans un modele paramétrique, la fonction de vraisemblance joue un roéle fonda-
mental. Nous n’avons vu en PMS que le cas des modeles d’échantillon, en traitant
séparément le cas des lois discretes et des lois continues.

Pour un modele d’échantillon discret, I’élément aléatoire observé est X = (X1, ...,
X,), ot les X; sont indépendantes et de méme loi discrete. Alors la fonction de vrai-
semblance est :

L(0;z) = P(X =u;0)
= L(O;x1,...,x,) =P(Xy=21,..., X, =2,;0) = HP(Xi =1z;;0)
i=1
Pour un modele d’échantillon continu, I’élément aléatoire observé est X = (X4, ...,
X,), ot les X; sont indépendantes et de méme loi continue. Alors la fonction de vrai-
semblance est :

L(O;x) = fx(x;0)
— £(@;x1,...,.§l}n):f(X1

n

..... )@, 0 0) = [ fx, (24;0)

i=1

Pour simplifier, nous resterons essentiellement dans ces 2 cas simples dans le cadre
de ce cours. Cependant, il est possible de définir la fonction de vraisemblance pour
n‘importe quel modeéle statistique paramétrique. Pour cela, il faut utiliser des notions
de théorie de la mesure, que nous ne détaillerons pas ici. On a alors la définition sui-
vante.

Définition 2 On considére un modele paramétrique (X, A, {Py; 0 € ©}). S'il existe une me-
sure 1 et une fonction de 6, L(0; x), tels que I'on puisse écrire :

VAEA Py(A) = P(X € A 0) = /Az(e;x) dp(z),

alors L(0; x) est la fonction de vraisemblance du modele.

L’avantage de cette définition générale est qu’elle permet de définir la fonction de
vraisemblance pour des modeles atypiques, pas forcément d’échantillon et pas forcé-
ment discrets ou continus.

Pour les modeles continus ou discrets, on retrouve bien les résultats attendus :

Modeles continus. La mesure de référence est la mesure de Lebesgue A, qui vérifie
Ar(Ja, b)) =b—aet [, f(x) dA(z) = % f(z) dz. Si X estun vecteur aléatoire admettant
une densité fx(z;6) (par rapport a la mesure de Lebesgue), on a :

PIX € 4:0) = [ fx(@i0)do = [ fx(@:0)dr (@)

Donc la fonction de vraisemblance est bien L(0; x) = fx(x;0).
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Modeles discrets. La mesure de référence est la mesure de dénombrement sur X’ p,4, qui
vérifie p14(A) = card(A) et [, f(x) dpa(z) = Y pea f(x). Si X est un vecteur aléatoire de
loi discrete, définie par les probabilités élémentaires P(X = z;6), alors :

P(X € A4;0) =Y P(X = 2:0) = /AP(X — 2:0) dpua()
TEA

Donc la fonction de vraisemblance est bien £(6; x) = P(X = x;0).

En PMS, on a défini une statistique comme une fonction des observations, ¢(z).
Dans un modele paramétrique, cette fonction ne doit pas dépendre du parameétre in-
connu f. Autrement dit, elle doit étre mesurable. La définition formelle d"une statis-
tique est la suivante.

Définition 3 Dans un modeéle statistique (X, A, P), une statistique est une application me-
surable t de (X, A) dans un espace ) muni d'une tribu .

Rappel : une application ¢t de (X, A) dans (), B) est mesurable si et seulementsiV B € B,
I'événement ¢t !(B) = [t(X) € B| est dans A, c’est-a-dire VA,t(A) = B = A € A
Concretement, cela signifie que 1'on peut calculer la probabilité de tout évenement de
la forme [t(X) € B], donc ¢ ne doit pas dépendre de parametres inconnus.

Puisque z est une réalisation de 1’élément aléatoire X, #(x) est une réalisation de
I’élément aléatoire 7" = t(.X).

Définition 4 Soit (X, A, {Fy; 6 € ©}) un modele statistique paramétrique. Si la fonction de
vraisemblance admet un maximum unique au point 0(x), alors l'application x — 0(z) est

appelée statistique de maximum de vraisemblance. §(X) est [’estimateur de maximum
de vraisemblance de 6 au vu de X.

2.4 Exhaustivité

On considere un modele statistique paramétrique (X', A, {Pg ;0eoC Rd}). On cher-
che a obtenir le maximum de connaissance possible sur le parametre ¢ a partir de 1’ob-
servation z € X. Souvent, x est un vecteur (z1,...,z,) et n est tres grand. Il est alors
intéressant de réduire les données en les résumant par une statistique ¢(z) de dimen-
sion tres inférieure a n. Il est logique de s’attendre a ce que le résumé ¢(x) des observa-
tions contienne moins d’information sur 6 que I’ensemble des données initiales. Or il
existe des statistiques qui résument les observations tout en conservant l'intégralité de
I'information sur 6, les statistiques exhaustives.

Définition 5 Une statistique t est exhaustive pour 0 si et seulement si la loi de probabilité
conditionnelle de X sachant [T = t] ne dépend pas de 6.
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Justification. Si la loi de X sachant [T' = t] ne dépend pas de 6, cela signifie que, quand
on connait le résumé de 1'observation ¢(z), la connaissance de la totalité de 1’observa-
tion x n’apporte aucun renseignement supplémentaire sur . Donc la totalité de 1'in-
formation sur 6 est contenue dans ¢(z). Par conséquent, il faut s’attendre a ne se servir
que de t(x) (au lieu de x tout entier) pour estimer 6.

Exemple du controle de qualité. Le modele est ({0,1},P ({0,1}),{B(p);p € [0,1]})". z =
(.I’l, . ,.I'n), ou

] 1silai®™€ piece est défectueuse
' 0 sinon

Les X; sont des variables aléatoires indépendantes et de méme loi B(p), o1 p est la
probabilité qu’une piece soit défectueuse.

Il semble évident que, pour avoir toute 1'information sur p, il est inutile de savoir,
pour chaque piéce controlée, si elle est défectueuse ou pas. 1l suffit de connaitre le
pourcentage (ou le nombre total) de pieces défectueuses. D’ailleurs on a vu en PMS
que 'estimateur optimal (ESBVM) de p était bien la proportion de pieces défectueuses
Pn = — > X;. On doit donc s’attendre a ce que p,(r) = — > x; soit une statistique ex-

n =1 ni=1
haustive. Pour des raisons de simplicité d’écriture, on va plutot montrer que le nombre
total de pieces défectueuses t(z) = Y x; est une statistique exhaustive. Pour cela, il faut
i=1
montrer que P(X = z|T = t) ne dépend pas de p.
On sait que 7' = Y X; est de loi binomiale B(n, p). Alors :
i=1

P(Xlle,...,Xn:xn,iji:t>
=1

P(En)

=1

= P(Xi=2,...,X, = n
o ( ! xi’ ’ L mn) Si Z T; = t

P(L X =1) =

=1
L= ) — p Slxl:l — T RN S 7
P(Xz—xz)—{l_p siz,—o —PA-p)
et comme les X; sont indépendants, on a:
) O — . 0 L _ 1—:13i
P(Xy =y, Xy =10) _ il;llp(Xz = @) _ il;llp 1-r

P(T=1) Chpt (1 —p
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=1

Donc P(X =z|T =t)=¢ 1
On reconnait la loi uniforme sur {(xl, oo xy) €40,137 an T t}.
i=1

La loi conditionnelle de X sachant [T = ] ne dépend pas de p, donc t(x) = i x; est
=1

une statistique exhaustive pour p.

La vérification de la propriété définissant les statistiques exhaustives n’étant pas
forcément facile, il est plus pratique d’utiliser le théoreme de Fisher-Neyman, qui ca-
ractérise tres simplement 1’exhaustivité.

Théoréme 1 . Théoréme de factorisation de Fisher-Neyman. Pour qu'une statistique t
soit exhaustive pour 0, il faut et il suffit qu'il existe deux fonctions mesurables g et h telles que :
Vee X, V0eO, L(0;x)=g(tx);0) h(z).

Démonstration. Effectuons la démonstration dans le cas d"un modele discret. On a donc

L(0;2) = P(X = x;0).

(=) Si t est exhaustive, P(X = z|T = t) ne dépend pas de §. Par conséquent :

e,

L(O;z) =

(X =z;0) = P(X =znNt(X) =t(x);0)
(X NT =t(z);0) = P(X =z|T =t(x)) P(T = t(x);0)
(x) P(T = t(x);0

g,

>

)
qui est bien de la forme g (¢(x); 0) h(x).

(<) On suppose que L(0;z) = P(X = z;0) = g (t(z);0) h(z). Il faut montrer qu’alors
P(X =z|T =t) ne dépend pasde . On a:

P(X=2nT=ty0) PX=2nt(X)=t:0

P(T = ty;0) P(T = ty; 0)
= P(X =uz;0) Ha) = t
P(T —tg;0) S @)=t
Or P(T = t;0) = P(t(X) = tg;0) = % P(X = y:0).
it(y)=to
Dongc, pour t(z) = tp,ona: o
P(X = ;0) g (t(z);0) h(x)
P(X =x|T =ty;0) = =
K=l =t:0) = “S P =yt~ % g(tw)i0) hy
y;t(y)=to yit(y)=to
_ glef) b _ h)
> g(to;0) h(y) > h(y)
yit(y)=to yit(y)=to

qui ne dépend pas de 0. Donc ¢ est exhaustive, d’ot1 le théoreme. |
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Exemple 1 : controle de qualité. On a vu que :

n . . zn:xz H—in
L(p;xy, ... ,x,) = 1_[]9“(1—]9)1 Ti=pi=t (1—p) =1 .
i=1

n n
C’est de la forme g( Y z;;p), donc on retrouve immédiatement que ) z; est une
=1 =1
statistique exhaustive.
Exemple 2 : échantillon de loi normale A (m;c?). On suppose que X = (X3,...,X,), ol
les X; sont indépendantes et de méme loi NV (m; o?). La vraisemblance est :

" A C el 0
L 2, n = ) i , 2) = 2 2
(m,U,ZL’l, ,ZL’) Z:]:Esz(l' mg) izl_[lo_\/%e o
1 & 9
1 )

= —— €

(0’ 27r>n
) —%;[Zx?—QmmeanQ]

m e i=1 i=1

qui est de la forme g ((Z T, S x?);m, 02>. Donc le couple (Z i, xf) est une sta-
=1 = =1 iz

tistique exhaustive pour le parametre § = (m, 0*) d’un échantillon de loi normale.
Propriété 1 Sit est exhaustive et sit = p o s, alors s est exhaustive.

Démonstration. t est exhaustive donc
L(0;x) = g (t(x);0) h(z) = g (p[s(x)];0) h(z) = G (s(x);0) h(z)
donc s est exhaustive. [ |

Exemple : échantillon de loi normale. (Z T, > xf) = o(Tp, s2), donc (Z,,s?) est une
=1 =1

statistique exhaustive pour (m, o?) (c’est la statistique de maximum de vraisemblance).

Remarque : Si t est exhaustive, ¢ o t ne l'est pas forcément! Par exemple, ¢(z,, s2) =17,

n’est pas exhaustive pour (m, o?).

Propriété 2 Si t est une statistique exhaustive et si 0 est la statistique de maximum de vrai-
semblance, alors il existe une fonction ¢ telle que 0 = ¢ o t.

Démonstration. t est exhaustive donc L£(0;x) = ¢ (t(x);0) h(x). h n'intervient pas dans
la maximisation de cette fonction par rapport a 6, donc la statistique de maximum de
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vraisemblance ne dépend de = qu’a travers t(z). Par conséquent, il existe une fonction
ptelleque = pot. |

n n A
C’est bien le cas de la loi normale avec t(z) = (Z T, > xf) et 0(z) = (T, s2).
=1 i=1
La statistique de maximum de vraisemblance est fonction d’une statistique exhaus-
tive, mais elle n’est pas forcément exhaustive elle-méme.

En fait, on peut caractériser facilement les lois de probabilité pour lesquelles les
modeéles d’échantillon admettent une statistique exhaustive : celles qui appartiennent
a la famille exponentielle.

2.5 La famille exponentielle

Définition 6 Soit X une variable aléatoire réelle, dont la loi de probabilité dépend d’un para-
metre 0 € R”. On dit que la loi de X appartient a la famille exponentielle si et seulement
Si:

> a;j(z)ay(0) + b(z) + B(6)

= ejzl

cas discret :  P(X = z;0)
cas continu : fx(z;0)

La plupart des lois usuelles appartiennent a la famille exponentielle :

e Loi de Bernoulli B(p) :

siz=1 . ,z — _
PR =mn) = {1819 Gip—o —PA-p)’ = rnp+ (1 —2)In{l —p)

zln

p
lp—In(l—p)]+(l—p) _ S 1-p +1In(1 —p)

qui est de la forme souhaitée avec d = 1, a(z) = z, a(p) = In T b(z) =0 et
—-Pp
B(p) = In(1 — p).
o Loi exponentielle exp(\) :
Fxlm ) = Ne M — ,—Az+1InA
qui est de la forme souhaitée avec d = 1, a(z) = z, a(\) = =\, b(x) = 0 et
B(A) = In \.
e Loi normale N'(m,o?):
(x —m)? 2 mx  m?
SR L/ LI RS
fX(CCQm,O'Q): L 7T 22 T T VT
oV2rm
1
qui est de la forme souhaitée avec d = 2, a;(z) = 2%, a1 (m, 0?) = ~5 as(r) =
o

2
m m
;, b(.fl?) = Oetﬁ(m,@j) =53 —an'\/27T.

T, ao(m, 0?) = S
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Mais par exemple, la loi de Weibull W(7, §) n’appartient pas a la famille exponen-
tielle :

X p ;pﬁ
g1 — | = ——B+(ﬁ—1)lnx—ﬁlnn+lnﬁ
€ =ec 7

T
P
Le terme 2’ fait que — ne peut pas étre mis sous la forme a(x)a(n, B), donc la loi
Ui

de Weibull n’appartient pas a la famille exponentielle.

Le lien entre famille exponentielle et exhaustivité est donné par le théoreme de
Darmois :

Théoréeme 2 . Théoréeme de Darmois. Dans un modele d’échantillon (X, A,{Py; 0 € ©
C Rd})”, oit le support de la loi des observations ne dépend pas de 0, il existe une statis-
tique exhaustive si et seulement si cette loi appartient a la famille exponentielle. Alors t(x) =

(fj ap(x;),..., i ad(xi)> est une statistique exhaustive.
=1 =1

Démonstration. On effectue la démonstration pour des lois continues.

(<) Sila loi des observations appartient a la famille exponentielle, la fonction de vrai-
semblance est :

d

n w2 a;()ay(6) + b(x:) + ()
L(O;xy,...,x,) = 1:[ fx, (x5 0) = 1:[ e =1
>3 an)ayl) + 3 blas) + i)
= e@; Jj=1 ) z;l
Z: a;(6) Z: aj(x;) + Z: b(z;) +np(0)

1

Le théoreme de Fisher-Neyman permet alors d’en déduire que t(x) = (

1

est une statistique exhaustive pour 6.

(=) Montrons la réciproque pour d = 1, c’est-a-dire § € R. On suppose qu'il existe une
statistique exhaustive ¢. Alors :

n

LO;z1,... x,) =[] fzi;0) = g t(x1,...,20);0) h(z1,...,2,)

=1

Il faut montrer qu’alors forcément f(z;6) est de la forme e a(@)a(f) +b(x) + 5(9),
Ona:

ImLO;z1,...,x,) =Y Inf(z;0) =Ing (t(z1,...,2,);0) + Inh(zy,...,z,)
i=1

Zl ap(x;), ..., :1 ad(xi))
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Et comme h ne dépend pas de 6 :

9] "0 9,
— InL(O;21,...,2,) = Z@(‘)lnf(x“) aelng((xl,...,xn);ﬁ)

06
Pour un i quelconque fixé dans {1,...,n},ona:
2 52 )
; . = 1 . — 1 )
aea$l ln£(97x17 ,.Tn) aeaxz nf(x’l? 9) 8661‘1 ng (t(x]_, 7'Qj ) 9)

= at(x x)a2 Ing(y;0)
= axZ 1y++3Ln 808y G\Y; U )ly=t(z1,...,zn)

Pour i et j distincts, on obtient donc :

0? 5, 52
2 e 1 - . e
8‘961‘Z In f(ZL’z, 6)) B 8% t(lEl, 7xn) 898 ng<y; 9)\y7t( T1yeesTr) B axz t(lL’l, 7l‘n>
0? B 0 0? - )
1 i — e 1 ) =tz —t(x1,...,Tp
gooz, B @i0) Gt ) aa MO Opmttaran (@1, 70)

p(x;0)
o(y; 0)
ne dépend pas de 6. Alors forcément p(z;6) est de la forme ¢(x;0) = u(z)v(d). Par

In f(x;0) = u(z)v(0).

qui ne dépend pas de 0. On est donc dans la situation d’une fonction ¢ telle que

conséquent, on a 509
T

D’ou 889 In f(x;0) = a(x)v(0) + w(f) etln f(x;0) = a(x)a(0) + 5(0) + b(x).

Finalement, la densité est bien de la forme f(z;0) = ¢ a(z)o(0) + b(z) + B(0).

Pour finir ce chapitre, appliquons le théoreme de Darmois aux lois usuelles.

e Loi de Bernoulli B(p) : a(z) = w, donc on retrouve le fait que 3 x; est une sta-

tlsthue exhaustive. L'ESBVM de p est une fonction de cette statistique : p,, =

fZX

n =

n
e Loi exponentielle exp(\) : a(xr) = z, donc Y z; est une statistique exhaustive.
i=1
n — 1

ZX

L’ESBVM de )\ est une fonction de cette statistique : \,,

e Loi normale N'(m,o?) : a;(x) = 2* et az(z) = =z, donc on retrouve le fait que

n n
(Z DY x1> ou (Z,, s2) est une statistique exhaustive.
=1 1=1
e Loi de Weibull WW(n, ). Elle n’appartient pas a la famille exponentielle, donc il
n’y a pas de statistique exhaustive. Cela peut se voir autrement en écrivant la
vraisemblance :

B
Zi 1 3
n -1 — () Bn n — X;
T; B 4
£l i) = [[5%5e A1) =25 lnx@ 1] Sk
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Elle ne peut pas étre factorisée sous la forme du théoreme de Fisher-Neyman
g (t(z1,...,2,);m, B) h(z1,...,x,), sauf si on prend t(xq,...,z,) = (21,...,2,).
Autrement dit, on ne peut pas résumer 'ensemble des données en conservant
la totalité de I'information sur les parameétres.

Remarque : on a relié la notion d’exhaustivité a celle d’information sans définir précisé-
ment 'information. Il y a en fait un lien entre 'exhaustivité et I'information de Fisher,
comme on le verra plus tard.



Chapitre 3

Estimation paramétrique optimale

On se place dans un modele statistique paramétrique (X, A,{Fp; 0 €O C Rd}).
On cherche a estimer au mieux le parametre § a partir de I’'observation x a ’aide d"une
statistique ¢(z). L'estimateur 7' = ¢(X) doit vérifier certaines propriétés pour étre de
bonne qualité. Il est sans biais si £(7) = §. Quand 6 € R (d = 1), on a vu qu'il fallait
que l'erreur quadratique moyenne EQM (T) = E[(T —0)?] = Var(T) + [E(T) — 6]
soit la plus petite possible. Quand 7" est sans biais, EQM (T) = Var(T). Donc pour
§ € R, un estimateur optimal sera un estimateur sans biais et de variance minimale
(ESBVM).

En PMS, nous avons vu qu'un estimateur sans biais et efficace (sa variance est égale
a la borne de Cramer-Rao) était forcément un ESBVM, mais nous n’avons pas donné
de procédure générale permettant de trouver un ESBVM. C’est le but essentiel de ce
chapitre. Cela nécessite d’utiliser la notion d’exhaustivité, vue au chapitre précédent,
et de complétude, que nous allons introduire.

Les résultats seront d’abord introduits dans le cas simple ot § est de dimension 1
(sections 3.1. a 3.3.), puis nous regarderons le cas ot ¢ est de dimension d quelconque
en abordant la notion d’information de Fisher.

3.1 Réduction de la variance

Le théoreme suivant permet, a partir d'un estimateur sans biais, de construire un
autre estimateur sans biais de variance inférieure, pour peu qu’il existe une statistique
exhaustive.

Théoreme 3 . Théoreme de Rao-Blackwell. S'il existe une statistique exhaustive T' et un
estimateur sans biais 0 de 0, alors Z = E[0 | T] est un estimateur sans biais de 0, de variance
inférieure a celle de 6.

Rappels.

e E[Y | X]| est une variable aléatoire fonction de X. F[Y | X = z] en est une réali-
sation.

e Théoreme de 1'espérance totale: E'[E[Y | X]] = E(Y).
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e Pour toute fonction ¢ mesurable, E[o(X) | X] = p(X).
e Pour toute fonction ¢ mesurable, E[o(X)Y | X] = p(X)E[Y | X].

Démonstration. Comme 7" est exhaustive, laloi de X sachant 7" ne dépend pas de ¢, donc
celle de # sachant 7' non plus. Par conséquent, E[f | T = t] ne dépend pas de 6, donc
2(z) = E[f| T = t(x)] est bien une statistique. Ce résultat est indispensable puisque, si
Z dépendait de 0, on ne pourrait pas 1'utiliser pour estimer 6.

D’apres le théoreme de 'espérance totale, £(Z) = E [E 0 T]} = E(0). Donc si f est
un estimateur sans biais de 6, Z est aussi un estimateur sans biais de 6. La variance de
0 est:

Var(f) = E[(0—E0))?] = E[(0-0)]

[(é - 2)7 | T” d’apres le théoreme de I'espérance totale
(0~ B3| 7)) B 7| 7]

TIE [0 - E]|T)|T|]

T |E0|T) - E0|T)]

Dot Var(0) = E [(é - Z)Q] + Var(Z), ce qui prouve que Var(Z) < Var(d), d’oti le
théoreme.
|

Exemple des ampoules. Modele d’échantillon de loi exponentielle. On souhaite estimer
la fiabilité d'une ampoule a l'instant z, c’est-a-dire la probabilité qu’elle fonctionne
toujours au bout d'une durée z :

R(z) = P(X; > 2) = e,
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On sait que l'estimateur de maximum de vraisemblance de \ est N, =1 /X, =

n
n/ > X;, donc I'estimateur de maximum de vraisemblance de R(z) est :
i=1

R, (z) = e = i

On a dit en PMS (mais sans le prouver) que 'ESBVM de A est X, = (n — 1)/ an X,

=1

) 1)/ Y X
donc on peut aussi proposer d’estimer R(z) par R, (z) =e i=1

Mais le biais de ces estimateurs est difficile a calculer. En effet, étant donné que
n
> X; estdeloi G(n,\), on a par exemple :
=1

. oo An
E . — / —nzx/y Ay, n—1
[R (x)} e =1 e My dy

qu’on ne sait pas calculer.

Une autre solution consiste a estimer la probabilité quune ampoule fonctionne tou-
jours a l'instant x par le pourcentage d’ampoules observées qui fonctionnent toujours
a l'instant x. C’est ce qu’on appelle la fiabilité empirique :

1 n
Rn(ZE) = 1 — Fn(x) = E Z ]L{Xi>x}-
=1

Les propriétés de cet estimateur sont faciles a établir. En effet, les Y; = 1x,-,) sont
des variables aléatoires indépendantes et de méme loi de Bernoulli B(P(Y; =1)) =
B(P(X; > x)) = B(R(x)).

La fiabilité empirique n’est autre que la moyenne empirique des Y; : R, (z) = Y.
Donc on sait que R,,(z) est un estimateur sans biais et convergent de E(Y;) = R(z) :

_ Var(Y;)  R(z)[1 - R(x)]

ER,(z)] = R(x) et Var [R,(z)] - "

On a vu que t(z) = Y z; était une statistique exhaustive pour \. Par conséquent,
1=1

le théoreme de Rao-Blackwell permet d’affirmer que Z = E {Rn(x) | i XZ} est un esti-
=1

mateur sans biais de R(x), de variance inférieure a celle de R, (z).

Soit z(x,t) = E an(x) | Zn:Xi = t]

1 n n

= B Lixsal le:t]
=1 i=1
1 n n

= -2 F ll{xj»} [ > Xi= t]
na 4 i—1
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=1

car les X; sont interchangeables, donc toutes les espérances sont égales

= P(Xi>z zn:Xi:t).

i=1

Comme les X; sont positives, il est impossible que 1’on ait a la fois X; > x et Z X, =

t quand ¢t < z. On fera donc le calcul sous I'hypothése ¢t > x et on ra]outera a la fin
lI'indicatrice 1y~,). Ona:

n +oo
P(X1>[L'|;Xlzt>: : fX”iX t(U,)dU
avec :
f<X1 ZX)< 1) f(Xl,iXi)(u’t_u)

i= 1 i=1
Pour les mémes raisons que précédemment, le numérateur est nul quand ¢ < w.
Donc dans l'intégrale, la borne sup est en fait ¢ au lieu de +oc.

Pouru <t,ona:
Frolw) fg (0=

" u) = =2
fX1| > Xi:t( ) fa (t)
i=1 X;
i=1
car X; et ) X, sont indépendantes. Comme ) X, est deloi G(n —1,\),ona
i=2 i=2
)\n—l
—u —A(t—u) n—2
e (=2 e (t —u) (t— )2
. ()= - — -1
X 3o Xi=t —t gn—1 t

+— n—1 n—1
= (x)_(l_a:) , avecx < t.
tn—1 t
T\ " 1
Donc finalement z(x,t) = (1 - t) 11>, et I'estimateur recherché est :

i n—1
Z=(1- z Xi) 1{§Xi>x}.

=1
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Autant les estimateurs R, (), &', (z) et R,,(x) semblent naturels, autant celui-ci n’est
pas intuitif. Pourtant, c’est le meilleur des 4.

On a vu qu’on pouvait diminuer la variance d"un estimateur sans biais, mais peut-
on atteindre la variance minimale ? Pour le déterminer, on doit introduire la notion de
statistique compléte.

3.2 Complétude

Définition 7 Une statistique t est complete ou totale si et seulement si pour toute fonction
mesurable p, on a :

Elp(T)] =0, V8 € © = ¢ = 0 presque partout sur le support de la loi de T', c’est-a-dire

partout sauf sur un ensemble de mesure nulle.

Exemple 1 : contrdle de qualité. X = (X,,...,X,,), oules X; sontii.d. de loi de Bernoulli

B(p). On sait que t(z1,...,2,) = Y x; est une statistique exhaustive pour p. Est-elle
i=1
complete?

On sait que T = i X, est de loi binomiale B(n, p), donc :
=1

n n

Ep(T)] = Z: p(k) P(T = k) = Z p(k) Crp*(L—p)" ™.

I faut montrer que

n

S k) ChpF(1—p)*F =0, Vpe[0,1] = Vk € {0,...,n}, p(k) = 0.

k=0
En effet, comme le support de 7" est fini, ¢ doit étre nulle partout sur le support.

n n k
Or 3= ) ChoH(L -+ = (1= 3wtk (1)

SoitQZL.Ona:
I—p

Sok)CEpF1—p)"F =0, Vpe[0.1] = > (k) Cré* =0, V6 € R*.

k=0 k=0
C’est un polyndme de degré n en 6 qui est identiquement nul, donc tous ses coeffi-
cients sont nuls. Par conséquent, Vk € {0,...,n}, ¢(k) C* = 0 et donc Vk € {0,...,n},

(k) =0, ce qui prouve que t(xy,...,x,) = > x; est une statistique complete.
=1

Exemple 2 : ampoules. X = (X3,...,X,), ol les X; sont ii.d. de loi exponentielle exp(\).

n
> x; est une statistique exhaustive pour ). Est-elle com-

i=1

On sait que t(z1,...,2,)

plete?
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On sait que 7' = fj X; est de loi gamma G(n, \), donc :
=1

Bl = [ o) e o

+oo
Elp(T)] =0, YA € R = /O o(y)y" e N dy =0, YA € R*.

Or cette intégrale est la transformée de Laplace de la fonction ¢(y) y"~* au point .
Comme la transformée de Laplace est injective, la seule fonction dont la transformée
soit 0 est la fonction nulle.

DonconaVy € R™, o(y)y" ! =0, dou Vy € R™, ¢(y) = 0. p n’est peut-étre pas
nulle en 0, mais elle est nulle presque partout sur R", support de la loi G(n, )). Par

conséquent, t(zy,...,x,) = Y. x; est une statistique complete.
i=1

3.3 L’estimation sans biais et de variance minimale

Les notions d’exhaustivité et de complétude permettent de trouver un ESBVM de 6
a partir d'un estimateur sans biais.

Théoréme 4 . Théoréeme de Lehmann-Scheffé. Si ) est un estimateur sans biais de 0 et t
est une statistique exhaustive et compleéte, alors Z = E|[0 | T est 'unique estimateur sans biais
de 8, de variance minimale parmi tous les estimateurs sans biais de 6.

Démonstration. D’apres le théoreme de Rao-Blackwell, si un estimateur sans biais § n’est
pas fonction de la statistique exhaustive 7', on peut toujours trouver un autre estima-
teur sans biais de 6, de variance inférieure, qui soit fonction de 7' : Z = E[f | T]. Donc
un ESBVM est forcément fonction de 7.

Supposons qu'il existe 2 estimateurs sans biais fonction de T, 6 (T') et 6,(T).

E[0:(T)] = E [0(T)] = 0 done V0 € ©, E [0,(T) — 6o(T)| = E (0, — 0,)(T)] = 0.

Comme ¢ est complete, on en déduit que 0, — 0y, =0 presque partout, d’out 0, = 0,
presque partout. Il n’existe donc qu’un seul estimateur sans biais fonction de 7" et cet
estimateur est de variance minimale. [ |

Corollaire 1 . Pour trouver un estimateur optimal, il suffit de trouver un estimateur sans biais
fonction d'une statistique exhaustive et complete.

A — 1 » . ..
Exemple 1 : contrdle de qualité. p, = X, = — > X, est un estimateur sans biais de p,
n i=1

fonction de la statistique exhaustive et complete > X;, donc c’est 'ESBVM de p.
=1

Cela conforte l'intuition : la meilleure fagon d’estimer la probabilité qu'une piece
soit défectueuse, c’est de prendre le pourcentage de piéces défectueuses dans le lot
controlé.
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~ n
Exemple 2 : ampoules. L’estimateur de maximum de vraisemblance de Aest A, = n/ > X,.
i=1

~ n
On a vu qu'il était biaisé et que X/, = (n—1)/ > X était sans biais. On a affirmé en PMS
i=1
que A;, était 'ESBVM de ), sans pouvoir le justifier. On sait maintenant que c’est parce
que A, est un estimateur sans biais fonction de la statistique exhaustive et complete

3 X
=1

Propriété 3 Le théoreme de Lehmann-Scheffé reste valable si on remplace 0 par p(9), oit ¢ est
une fonction mesurable quelconque. Autrement dit, 'TESBVM de (0) est un estimateur sans
biais de ¢(0) fonction d’une statistique exhaustive et complete.

est un es-

n

Dans I'exemple des ampoules, ona vu que Z = (1 S )Thl 1 »
S X, O Xi>a}
i=1 =t

timateur sans biais de R(z) = ¢=**. Comme il est fonction de la statistique exhaustive et

complete Enj X, cela signifie que Z est 'ESBVM de R(z). R, () est aussi un estimateur
i=1

sans biais de R(x), mais comme il n’est pas fonction de i X, ce n’est pas 'ESBVM.
=1

7

Théoréeme 5 Dans un modele d’échantillon o la loi des observations appartient a la famille

exponentielle, si «(0) est bijective, alors la statistique exhaustive an a(z;) est complete.
i=1

n
Ce théoreme permet de retrouver directement que ) x; est complete dans les exem-
i=1

ples du contrdle de qualité et des ampoules.

3.4 Information de Fisher et efficacité

On a dit qu’une statistique exhaustive contenait autant d’information sur 6 que
I'observation x toute entiére, mais on n’a pas défini ce qu’était I'information sur un
parametre. Il y a en fait plusieurs fagons de la définir. On ne parlera ici que de 1'in-
formation de Fisher, mais on pourrait aussi parler de I'information de Kullback ou de
Shannon. Intuitivement, 1'information mesure la capacité de 1’observation a estimer
avec précision le parametre 6.

En PMS, on a défini la quantité d’information de Fisher dans le cas de modeles
paramétriques d’échantillon, pour un parametre ¢ de dimension 1 :

2

7,(0) = Var gemc(e;xl,...,){n)l - —F l;mlnﬁ(H;Xl,...,Xn)

L’intérét principal de la quantité d’information est qu’elle fournit une borne infé-
rieure pour la variance de n’importe quel estimateur sans biais de 6, grace a 'inégalité
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FDCR : pour n’importe quelle statistique 7" de dimension 1,

2
S E)
T) >
Var(T) > 7.0)
1
En particulier, si 7" est un estimateur sans biais de 6, alors Var(T) > .0)

Un estimateur efficace est un estimateur pour lequel I'inégalité FDCR est une éga-
lité. Si un estimateur sans biais est efficace, alors il est forcément de variance minimale
et sa variance est égale a la borne de Cramer-Rao 1/7,(0).

Dans cette section, nous allons approfondir cette notion d’information de Fisher, en
commengant par la définir pour un parametre ¢ de dimension d quelconque.

3.4.1 Score et matrice d’information

On se place dans un modele paramétrique (X, A, {Fy; 0 € © C Rd}). Le parametre
01
0 s’écritdonc § = | :
O
Quand on estime un parameétre de dimension d, les notions usuelles liées a l'esti-
mation s’écrivent sous forme vectorielle. Par exemple :

T
e Le vecteur aléatoire 7" = : | estun estimateur sans biais de 0 si E(T') = 6, ce
Ty
E(TY) 01
qui s’écrit vectoriellement : =| : |ouVje{l,....d},E(T;) =6,
E(Ty) 04

e L'erreur quadratique moyenne de l'estimateur 7 est

BT - 6] = > B |(T;- ;)]

J=1

o Les théorémes de Rao-Blackwell et Lehmann-Scheffé se généralisent en rempla-
cant la notion de variance par celle d’erreur quadratique moyenne : on réduit
I’EQM en prenant l'espérance conditionnelle a une statistique exhaustive et on
a I’'EQM minimale si cette statistique est complete.

Dans ce qui suit, les calculs seront effectués pour un modele continu. Mais il sont
généralisables a n'importe quel modéle statistique paramétrique, en utilisant la défini-
tion générale de la vraisemblance vue au chapitre précédent.

On rappelle que la vraisemblance £(¢, x) vérifie :

VAe A Voeo, P(XGA;Q):/AL(H;J:)dx
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On a alors, pour toute fonction ¢ intégrable :

Elp(X)] = [ ¢(z) £(0:2)da.
Pour définir les notions qui vont suivre, on a besoin de faire les hypothéses sui-

vantes :

e Le support de P ne dépend pas de 0 (ce qui, par exemple, exclut la loi uniforme
sur [0, 0]).

o VO, Vu,L(0;z) > 0.
e In £(0; x) est dérivable 2 fois par rapport a chaque composante 6; de 6.

e On peut dériver 2 fois sous le signe somme par rapport a chaque composante
de 6 : pour toute fonction mesurable g et tous j et k dans {1,...,d},

aij/qu(a:)/j(@;x) dx:/Ag@) égjﬁw;I) dx

et
02 92
53,05, 90V £0:) = [ 9() g 0:0)

Sous ces hypothéses, on peut définir les quantités suivantes.

Définition 8 Le score est le gradient de la log-vraisemblance :

71(6; X)
Z0;X)=VInL(#; X) = :
Zd(Q,X>
0

ouvj € {1,....d}, Z(6; X) = 5 n L(6: X).
J

Le score est un vecteur aléatoire de dimension d. Quand ¢ € R, c’est simplement la

0
variable aléatoire Z(6; X ) = 20 In £(0; X). L'estimateur de maximum de vraisemblance

0 de 6 est la valeur de 6 qui annule le score : Z(#; X) = 0.

Définition 9 La matrice d’information de Fisher Z(0) est la matrice de covariance du
score, de terme général

Zir(0) = Cov|Z;(60; X); Z1(0; X))

Quand # € R, on retrouve bien Z(0) = Var[Z(0; X)] = Var laae In L(0; X)]
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Propriété 4
1. Le score est centré : E[Z(0; X )] = 0.
82
2. Zy0) = —F|=———InL(6; X
Jk( ) [aejaek Ilﬁ( ) )1

Propriété 5 Pour les modeles d’échantillon de taille n, la matrice d’information est notée Z,,(0)
et vérifie Z,,(0) = nZ;(6).

Cette propriété traduit 1'idée naturelle que, dans un échantillon, chaque observa-
tion porte la méme quantité d’information sur 6, et que la quantité d’information est
additive. La démonstration de ce résultat est similaire a celle effectuée en PMS. Par
exemple, pour des variables aléatoires continues de densité f :

8 8 n
Z,(0) = Var [30 InL£(6; Xy, ... ,Xn)l =Var [89 1ni:1—[1 f(Xi;Q)]

0 & "0
= Var [aeiz:llnf(Xi;@)] = Var lza@hﬂ f(Xi;Q)l

=1

= Zn:Var [889 In f(Xi;Q)] =nZ(0)

3.4.2 Information et exhaustivité

Pour 6 € R, soit Z(#) la quantité d’information d’'un modéle paramétrique (X, A, { Fp
8 € O}). Soit t une statistique, application mesurable de (X, .A) dans (), B). Soit Pr(0)
la loi de probabilité de T'.

L'observation de ¢(x) conduit au modele statistique (Y, B, { Pr(0); 6 € ©}). Soit Z,(6)
la quantité d’information de ce modeéle.

Alors on a la propriété suivante.

Propriété 6 .
Dégradation de I'information : pour toute statistique t, Z,(6) < Z(0).
Information et exhaustivité : 7,(0) = Z(0) < t est exhaustive.

Autrement dit, si on résume les données x par une statistique ¢(z), on perd de I'in-
formation, sauf si la statistique est exhaustive.

3.4.3 Borne de Cramer-Rao et efficacité

L'inégalité FDCR vue plus haut pour ¢ € R s’exprime en fait pour 6 de dimension
quelconque.

Théoreme 6 . Inégalité de Fréchet-Darmois-Cramer-Rao (FDCR). On consideére un mo-
dele paramétrique (X, A, {Pg ;0 €0 C Rd}) vérifiant les hypotheses de cette section et tel que
la matrice d"information Z(0) soit inversible.
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Soit t une statistique a valeurs dans R, K la matrice de covariance de T' et A la matrice

de terme général A;; = E(T;),1<i<q 1<j<d

00
Alors V0 € R?, la matrice Ky — AT(0) AT est semi-définie positive.

Rappel : La matrice M est semi-définie positive si et seulement si Vx # 0,27 Mz > 0.

0

Quandd=¢q=1,Kr=Var(T)et A = 2 E(T). Alors on obtient :
2
[%m]
Var(T) — %
Z(0)

C’est bien le résultat attendu.

Démonstration. Démontrons le théoréme pourd = ¢ =1.Ona:

Cov|T; 2(6;X)| = E[TZ(6;X)| - E[T| E|Z(0;X)]

= K [TZ 0; X )} car le score est centré

- El gemc(e X)] / ()gelnc(e ) L(0; ) dx
:/t()aaewx ae/
N aaeEm

L’'inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’écrire :
Cov {T; Z(H;X)}2 <Var(T)Var [Z(G;X)}

Dou:

5 2
OOU[T; Z(«9;X)}2 B lagE(T>]
Var(l) 2 VarZ(o; X)) Z)

[

Quand ¢ € R?, I'inégalité FDCR appliquée aux termes diagonaux de Kr permet
d’obtenir une borne inférieure pour la variance de chaque composante de T :
Propriété 7 Vi c {1,...,q},ona:
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En particulier, si 7' est un estimateur sans biais de #, on a pour tout i, E(T;) =

@E(E) o . 1 Si'l :] 7~ 1 .
9,;. Donc o0, = 0 = { 0 sinon ' d’ou Var(T;) > Z'(6)s, qui est la borne de

Cramer-Rao.

L’estimateur 7" est efficace si 1'inégalité FDCR est une égalité.

Définition 10 Un estimateur sans biais T est efficace si et seulement si K7 = Z~(0). Alors,
pour tout i, Var(T;) = Z7(0).

Le dernier théoreme de ce chapitre donne une condition d’existence d'un estima-
teur efficace dans les modeles d’échantillon, liée a la famille exponentielle.

Théoréme 7 Dans un modele d’échantillon (X, A, {Pg; e C Rd})", la borne de Cra-
mer-Rao ne peut étre atteinte que si Fy appartient a la famille exponentielle. La vraisemblance
s'écrit : )

> ai(wi)ag(0) + 3 b(wi) + nB(0)

L(O;xq,...,x,) =e=ti71 i=1

Alors, a une transformation affine pres, la seule fonction de 6 qui peut étre estimée efficacement

est h(0) = —A~1(0) VB(0), oir A(0) est la matrice de terme générique A;(6) = 8(;}9)
J

p'(0)

10) On montre alors en plus que 'estimateur
o}

1 n /
efficace de h(0) est T' = — ¥ a(X,) et la variance minimale est Var(T) = w() ,
T i=1 na' ()

Quand 6 € R, on a simplement h(0) = —

Exemple des ampoules : échantillon de la loi exp(\).

fX(fL‘yA) _ )\6—)\$ — e—)\l' + In )\
La loi exponentielle appartient a la famille exponentielle avec d = 1, a(z) = z,

a(\) = =\, b(z) = 0 et (\) = In \.
AN 11

e ! = Donc on peut estimer efficacement 1/ mais pas

. C’est bien ce qu’on avait vu: X, = (n — 1)/ f} X, est 'ESBVM de ), mais il n’est pas
i=1

Alors h(\) =

efficace.

1 1 n —
L’estimateur efficace de h(\) = X est — Y a(X;) = X, et la variance minimale est
ni=1

WA -1/ 1
na/(A)  n(=1)  n\?’
1 1 — Var(X)

C’est logique car 3= E(X), i Var(X), E(X,)=EX)etVar(X,) = "

Var()_(n) =




Chapitre 4

Maximum de vraisemblance

On se place dans un modele paramétrique (X, A, {Pg; 0eocC Rd}). Le chapitre
précédent s’est intéressé a la qualité des estimateurs de ¢ dans ces modeles : variance
minimale et efficacité. Mais au préalable, il faut disposer de méthodes permettant d’ob-
tenir de tels estimateurs. On a vu en PMS la méthode des moments et la méthode du
maximum de vraisemblance, et en MPA la méthode d’inférence bayésienne. Dans ce
chapitre nous allons approfondir les propriétés des estimateurs de maximum de vrai-
semblance, en nous intéressant a leurs propriétés asymptotiques. Les résultats établis
permettront en particulier de construire des intervalles de confiance asymptotiques
pour les parametres du modéle sous-jacent, ainsi que des tests d’hypotheses paramé-
triques.

4.1 Propriétés asymptotiques de l’estimateur de maximum
de vraisemblance

Rappelons que si la fonction de vraisemblance £(6; x) admet un maximum unique
au point A(z), alors I'application = — 6(z) est appelée statistique de maximum de
vraisemblance et é(X ) est I'estimateur de maximum de vraisemblance (EMV) de 6.
Dans la suite, on notera plus simplement @ cet estimateur. On a donc :

f = arg max L(0; X).
Comme d’habitude, on préférera maximiser le logarithme de la vraisemblance :
0 = arg max In £(6; X).

Dans la plupart des cas, on maximisera la log-vraisemblance en annulant sa dérivée
par rapport a chaque composante de . Mais on a vu (voir le cas de la loi uniforme) que
cette méthode ne fonctionnait pas toujours. Nous allons nous placer dans ce chapitre
dans le cas ot cette méthode va fonctionner. Il faut pour cela faire les mémes hypo-
théses (dérivabilité, intégration,...) que celles qui ont été introduites dans la section
pour définir la matrice d’information. Dans ces conditions, 'EMV 0 est solution
du systeme des équations de vraisemblance :

vje{1,....d}, (;;mc(e;X):o.
J
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Mais comme le score est défini par Z(#; X) = VIn £(6; X), f est finalement la valeur
de 0 qui annule le score :
Z(0:;: X) = 0.
Nous allons maintenant énoncer les propriétés asymptotiques de I'EMV, vues en
PMS pour ¢ € R, pour un parametre de dimension d quelconque. Nous nous intéres-
sons ici uniquement aux modeles d’échantillon, mais il existe des résultats analogues

pour de nombreux autres modéles. Pour un échantillon de taille n, 'EMYV sera noté 0,,
le score Z(™ (6; X) et la matrice d’information Z,(0) = nZ,(6).

Théoreme 8 Dans un modele paramétrique d’échantillon (X, A, {Pg; e C Rd})” véri-
fiant les hypotheses annoncées, on a :

Vi (0, — 0) 55 Ny (0,27(9))

oit Z,(0) est la matrice d'information de Fisher pour un échantillon de taille 1 et Ny est la loi
normale dans RY.

A

Interprétation : Comme E[6,,] tend vers 6, 'EMV est asymptotiquement sans biais. Comme
la matrice de covariance de 6, est asymptotiquement équivalente 2 la borne de Cramer-
Rao [nZ;]71(0) = Z,,'(0), 'EMV est asymptotiquement efficace. Enfin, 'EMV est asymp-
totiquement gaussien. De plus, la vitesse de convergence de 6, vers 6 est 1/1/n, ce qui
signifie que la variance de chaque composante de 0, tend vers 0 comme 1/n. Il s’avere

que la plupart des autres estimateurs convergent moins vite. Par ailleurs, 6,, converge
également presque stirement vers 6.

Démonstration : Nous allons montrer le résultat pour un parametre réel (d = 1). Alors
la quantité d’information est simplement un réel Z,,(¢) = nZ;(9).
Par commodité d’écriture, on suppose que la loi sous-jacente est continue, de den-

sité f. Alors la vraisemblance s’écrit L(0;x) = L(0;x1,...,x,) = ﬁ f(z;0) et le score
i=1
est: 5 n g
(n)(p. _ 7 . _ -~ .
Z0(0:X) = =5 ML(0:X) =3 = In f(X;:6).

i=1

On a déja vu que E [ 2 (6; X)| = O et :

7,(0) = Var [20(0; X)| = —E [5; lnﬁ(H;X)] ——F [aae Z<”>(9;X)1 .
N 0 02
En particulier, Z,(0) = Var [69 In f(Xl;G)] =—-F l@@Q In f(Xy; 9)] :

. . 0 . R . ,
Les variables aléatoires 5 In f(X;; #) sont indépendantes, de méme loi, centrées et

de variance 7, (9).
Pour éviter des confusions d’écriture, on va noter dans la suite 6, la vraie valeur du
parametre 0.
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Le théoreme des accroissements finis permet d’écrire qu’il existe un ), dans } min(6,, 6y),

max(f,,, 0) [ tel que:

A

ZM(0,; X) = Z™ (00; X) + (0, _90)3892 )(6; X))

0

Or Z™(f,; X) = 0. Multiplions par 1/+/7.

1 1 4 0
_—_ 7m(p,- i _ = zm)p. x _
\/HZ (00; X) + \/ﬁ(ﬁn 6) 50 (0; X) , 0
w = Z™ (0y: X) 4+ v/n (8, — 6) o1 ZM™(0; X)) =0.
n ’ " 90 n e
Or:
01 0 01 0
YT z(n)(p. _ 2 = . Y- . - . .
o0 n Z ((9,X) o, 90 n Z (97X> o, o0 n Z (67X) +80 n Z (97X) 60+I1(80) II(QO)
On pose :
0 1
1 & 02 0?
= — — —F In f(X
n z;a b f XZ,H) [892 n (X )] 6o

Comme les X; sont indépendantes et de méme loi, la loi des grands nombres permet
d’affirmer que :

n 2 2
5 0 1nf(Xi;9)‘00 5 E [;2 In f(X;; )]

)

donc A, % 0.On pose :

o1
B ~zm g x
" 80 n <9 )

01
AT ¢
. 00 n (9 )

0o

Puisque 6, L5 0y et g, € ]min(én, 0o), max(f,,, 0) [, on a forcément 0, 22, 9y, donc
B, 2% 0.

D’ou \/1_ AL (90, )+ \/ﬁ(én —by) [Bn+ A, —Z1(00)] = 0, avec A, L5 0 et B, Ps,

De plus, le théoreme central-limite appliqué aux ({;90 In f(X;;0) s’écrit :

0
Z In f(X;0)—0 ") a.
20 _Z90:X) o) o,

nZ,(0) nZ, ()
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AL ZM (0 X
= I;gzo) _ J(B: — in a méme limite en loi que M

VvnZi (o)

, C’est-a-dire la loi N <O, 1) , d’ot le résultat. [ |
Z:(6o)

Finalement, /7 (8,, — 6,)
_ Z (n)(eo; X)
VVZ1(00)y/nZ: (60)

Si au lieu d’estimer directement 6, on veut estimer une fonction de 6, on sait que
©(f,) est I'estimateur de maximum de vraisemblance de ¢ (6). Les propriétés de cet es-
timateur sont données par le théoreme suivant. Il porte le nom de méthode delta car
ce résultat fournit une méthode pour construire des intervalles de confiance asympto-

tiques.

Théoréeme 9 . Méthode delta. Si o est une fonction de R* dans R? dérivable par rapport i
chaque composante de 6, on a :

Vi [p(0) = o(O)] = N, (0, A0 (O)AB))

0

oit A(0) est la matrice de terme général A;;(0) = 20, ¥
J

0),1<i<ql<j<d

Démonstration pour d = g = 1. Dans ce cas, A(f) = ¢'(#), donc le résultat s’écrit :

Vi [p(,) — 0(0)] 5 N (O’ S;1((90))2>

On le montre facilement a 'aide du théoreme des accroissements finis. Il existe 6/,
dans }min(@n, ), max(0,,0) [ tel que :

A

0(0n) = 0(0) + (0, — 0)'(61,).

Donc v/ [¢(0,) — (0)| = /(0 — 0)¢/(0),). Comme v/ (f, — 0) = N <0, Ii%)

et ¢'(0)) — ¢'(#), on a bien le résultat ci-dessus. |

Exemple des ampoules. X1, ..., X, sont indépendantes et de méme loi exp(\). L'informa-
tion de Fisher est :

(A = Var lai In f(X;A)] =Var Li In )\eAX]
— Var | L tmr—ax)| = v [1—X}—V (X) = —
= ara)\n —ar/\ = Var =
1

. Le résultat asymptotique sur 'EMV s’écrit :

Vi(An = A) =5 N (0,Z71(N)) = N(0,32).
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Donc Var(y/nh,) = nVar(\,) tend vers A%, d’ott Var(\,) ~ A2/n quand n tend vers
e e « n\?
I'infini. Or en PMS, on a vu que Var(\,) = CENECE)
A2 /n.

LEMV de R(z) = ¢(\) = e est R,(z) = ¢ **. On a vu qu’on ne pouvait pas
calculer son biais et sa variance pour n fini. Mais la méthode delta montre que R, (z)
est asymptotiquement sans biais et que sa variance asymptotique est :

, qui est bien équivalent a

90/<>‘)2 _ x2€72)\m _ )\2$2 o
nZy () n/\2 n '

Var,s (]-A?,n(x)) =

4.2 Intervalles de confiance asymptotiques

On a vu en PMS que la meilleure facon de déterminer un intervalle de confiance
pour un parametre réel d'un modele paramétrique, est de trouver une fonction pivo-
tale, fonction des observations et du parametre, dont la loi de probabilité ne dépend
pas du parametre. Mais il n’est pas forcément facile de trouver une telle fonction. Nous
allons voir dans cette section que les propriétés asymptotiques de l'estimateur de maxi-
mum de vraisemblance permettent de déterminer assez facilement des intervalles de
confiance asymptotiques pour des fonctions presque quelconques des parametres.

Sif € R, un intervalle de confiance (exact) de seuil o pour 6 est un intervalle aléa-
toire [Y, Z] qui a une probabilité 1 — o de contenir §. Comme on se place dans le cadre
de modeles d’échantillon de taille n, on notera [Y,,, Z,| l'intervalle de confiance. On a
donc P (8 € [Y,, Z,]) =1 —«.

Définition 11 [Y,,, Z,)] est un intervalle de confiance asymptotique de seuil o pour 0 si et
seulement si :
lim P(0e€[Y, Z,)]) =1—-a.

n——+oo

Dans la pratique, si on sait calculer un intervalle de confiance exact, on n’a pas be-
soin de calculer un intervalle de confiance asymptotique. Mais quand on ne sait pas
calculer un intervalle de confiance exact, on utilise un intervalle de confiance asymp-
totique : si n est suffisamment grand, P (0 € [Y,,, Z,]) ne devrait pas étre trop éloigné
del—o.

4.2.1 Cas d’un parametre réel
Si# € R, Z;(f) est un réel et le résultat asymptotique sur 'EMV s’écrit : /n (4, —
1 A L
0 i>/\/<o,> ou +/nZ.(0) (B, — 6) =5 N(0,1).

Le terme 1/nZ;(0) (6, — 0) est une fonction pivotale asymptotique : fonction de 6 et

des observations (par I'intermédiaire de 6,,), dont la loi asymptotique ne dépend pas
de 0.
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D’apres les propriétés usuelles de la loi V(0,1), on a donc :

ngl}rloop (—ua < \/nZy(0) (6, — 0) < —i—ua) =1—«

_ j Y p<i +L
n—r+00 n(0) ~ ~  JnZi0))

Donc [ est un intervalle de confiance asymptotique

I T N B
N O () NN 7 A ()
de seuil o pour 6. Mais cet intervalle est inutilisable a cause du terme Z,(f) qui est

A

inconnu. L'idée naturelle est de le remplacer par Z;(6,). Pour savoir quel est I'impact
de cette transformation, il faut utiliser le résultat suivant.

Théoréeme 10 .Théoreme de Slutsky. Soit {U,, },> une suite de variables aléatoires conver-
geant en loi et {V,,},>1 une suite de variables aléatoires convergeant en probabilité vers une
constante c. Alors pour toute fonction continue g, la suite {g(U,,, V,,) }n>1 a méme limite en loi
que la suite {g(U,, ¢) }n>1.

Ici, on pose U, = /1 (6, — 0) = N (O, 19)>

On sait que 0, Ps, f, donc \/Il(én) Ps, \/Z1(6). Comme la convergence presque
stire entraine la convergence en probabilité, on a également \/Z; (6,,) L5 T (9).

Soit g(u,v) = wv, V;, = \/Z;(6,) et ¢ = \/Z;(8). Le théoreme de Slutsky permet
d’écrire que g(U,, V) = \/nZ1(6,,) (6,—0) a méme limite en loi que g(U,,, ¢) = /nZy(0) (0, —

0), donc \/nZ(0,) (B, — 0) = N(0,1).
Alors, en appliquant la méme démarche que précédemment, on obtient la propriété
suivante.

Propriété 8 Un intervalle de confiance asymptotique de seuil o pour 6 est :

O, — 2§yt
[ \/ nZl(Hn) \/ TLIl <8n)

Exemple 1 : contrdle de qualité. X, ..., X, sont indépendantes et de méme loi B(p). On a
vu en PMS que Z,(p) = nZ:(p) =

. Donc un intervalle de confiance asympto-

tique de seuil a pour p est :

N ﬁn(l _ ﬁn) A ﬁn(l _ ﬁn)
|:pn uoa“ n apn_‘_uoc“ n .
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Ce résultat avait été obtenu en PMS (propriété 9) par une méthode bien différente.

Exemple 2 : ampoules. Xy, ..., X, sont indépendantes et de méme loi exp(\). Z,,(\) =

nZi(A) " Donc un intervalle de confiance asymptotique de seuil o pour A est :

T

. A < A < Us \ < u
)\n_ ainvAn ain - )\n 1_70[ 7)‘n 1 — .
o ﬁ] [ ( ﬁ) ( +ﬁ>]

Rappelons que l'intervalle de confiance exact est :

L Zonl-a/2 % Z2n,a/2]
An s An .
[ 2n 2n

Pour n grand, les deux intervalles de confiance sont équivalents.

Intéressons-nous maintenant a des intervalles de confiance asymptotiques pour une
fonction () du parametre 6, o1 § € R et ¢ est continue et dérivable. Le résultat de la
méthode delta s’écrit :

V() — 0(0)] S N (O’ S;1((90))2>

ou:
| (0)]

On peut encore appliquer le théoreme de Slutsky et on obtient le résultat suivant.

[2(6) — 9(8)] == N (0, 1).

Propriété 9 Un intervalle de confiance asymptotique de seuil o pour ¢(6) est :

5 (0 5 &' (6n)]
90(971) = U — 90(071) + Uy ———=|.
nIl (On) \/ nIl (Qn)

Exemple des ampoules. X1, ..., X, sont indépendantes et de méme loi exp()\). L'estima-
teur de maximum de vraisemblance de R(z) = p()\) = e ** est e"***. On a vu que

90/(/\)2 — /\21:2 672)\2.
nZy(N) n

Donc un intervalle de confiance asymptotique de seuil a pour R(z) est :
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4.2.2 Cas d'un parameétre vectoriel

SigeR% ona:
Vi (0, — ) 5 N (0,27(9)) -

Z,(0) est une matrice symétrique définie positive, donc on peut en prendre la racine
carrée et écrire :

VRI(0) (0, — 0) -5 Ny (0,1d) .

ou /d est la matrice identité.

Sous des conditions de régularité (continuité des composantes de Z; (¢) par rapport
a chaque composante de ), on peut appliquer une version vectorielle du théoréme de
Slutsky et on obtient :

Vi (6,) (0, — 6) 55 Ny (0, 1d) .

De méme, le résultat de la méthode delta s’écrit :

Vi [p(B,) = o(8)] == N, (0,A0) T (9)A6)")

ou:
Vi[O OAG)] " [p(0.) - 0(0)] 5 N, (0, 1d).

Sous des conditions de régularité, on a alors :

A

Vi [AO)TT B)AGT) T [o0n) - 0(0)] - N (0, 1d)

ce qui permet de donner des intervalles de confiance asymptotiques pour chaque com-
posante de ¢(0).

4.3 Test du rapport des vraisemblances maximales

Les bonnes propriétés de I'estimateur de maximum de vraisemblance permettent
égale-ment de construire des tests d’hypotheses paramétriques performants.

Rappelons tout d’abord les principes généraux des tests d’hypotheses, tels qu’ils
ont été introduits dans le cours de PMS.

e Un test d’hypotheses a pour but de trancher, au vu d’observations, entre une
hypothese nulle Hy, et une hypothese alternative H;.

e Le seuil du test a est la probabilité maximale de 1'erreur de premiére espéce,
erreur qui consiste a rejeter Hy a tort (conclure H; alors que Hj est vraie). La
valeur de « est fixée par l'utilisateur en fonction de la gravité des conséquences
de l'erreur de premieére espece.

e La puissance [ est liée a la probabilité de rejeter H, a raison. Sa définition dé-
pend de la nature du test (test d’hypotheses simples ou d’hypothéses compo-
sites).

e Larégion critique IV est ’ensemble des valeurs des observations pour lesquelles
on rejettera H,.
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On se place dans un modele paramétrique (X, A, {Fy; 0 € ©}) et on souhaite tester
Hy:"0 € ©y” contre Hy : “0 ¢ ©y”, ol O est une partie de ©.

Définition 12 La statistique du rapport des vraisemblances maximales est :

sup L(6; x)
0€0q
v(x) =

- osupL(0; )
6co

Il est clair que v(z) € [0,1]. Sil existe une statistique de maximum de vraisem-
blance 6(z), le dénominateur est sup L(0; z) = L(0(z); z). Ce dénominateur est la vrai-
00

semblance maximale globale alors que le numérateur peut étre considéré comme la
vraisemblance maximale sous H,.

Sid(z) € Oy, v(x) = 1. Comme () est une bonne estimation de 0, si H, est vraie,
v(z) ne doit pas étre trop loin de 1. Inversement, si v(z) est trop loin de 1, on peut
douter du fait que § € ©,. D’ou1 I'idée de construire un test qui va rejeter Hy si v(z) est
trop petit.

Définition 13 Le test du rapport des vraisemblances maximales est le test dont la région
critique est de la forme :
W ={v(z) <l.}.

Autrement dit, on conclura que 6 ¢ O si et seulement si v(z) < [,. On sait que la
probabilité de se tromper en prenant cette décision est inférieure a «.

Pour déterminer [,, il faut connaitre la loi de v(X) sous Hy. Donnons le résultat
dans un cas particulier.

Propriété 10 On considere un modele d’échantillon (X, A, {Ps;0 € © C R%})" et le test
bilatéral de Hy : “0 = 0" contre Hy : "0 # 6,”. Ona :

(I) B E(Qo,l’) i E(eo,l')
CsupL(0;x) ﬁ(An;x)'
0O

Alors, sous Hy,ona :
—2Inwv(X) 55 2.

Donc le test dont la région critique est
W ={-2Inv(r) > z4a}

est asymptotiquement de seuil o pour tester Hy contre H.

Démonstration. On considere le cas ot d = 1 (# € R) et la loi des observations est
continue, de densité f. On utilise le développement limité déja vu pour démontrer les
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propriétés asymptotiques de 1'estimateur de maximum de vraisemblance, mais on le
prend cette fois a l'ordre 2 :

2
In £(6: ) = In £(0,: 7) + (6 — 0 )gemc((; o), + ;(eo—en) 68921115(0 7)

o’

n

N . A
ou 0, est compris entre 0 et 0,,.

Par définition de 'EMYV, 9 InL(0; ).

50 =0.Doncona:

n

—2Inv(X) = -2 [lnE(QO;X)—ln/J(én;X)}

5 0

0, iy 6y donc ¢/, iy 6. Par la loi des grands nombres :

1
—= 2092 In f X,,e)

n

82
i —E [092 In f(Xy; )1 X = 7, (6y).

Par ailleurs, /7 (6, — 6) = N (0, 1>,

T, (6o)
donc /T (6)v/n (B, — 65) —= N(0,1)
et Z,(6o) [/ (6., — 60)] 55 \2,

ce qui prouve que —2Inv(X) - 2.

Revenons a d quelconque : —2In v(X) N x> Le test du rapport des vraisemblances
maximales a pour région critique :

W ={v(zr) <l,} ={-2nv(z) > -2Inl,}.

On cherche donc [, tel que Py, (—2Inv(X) > —2Inl,) = a. Comme on ne connait
pas la loi exacte de —2Inv(X) sous H,, on ne peut pas calculer exactement /,. Mais
grace au résultat asymptotique, on a :

lim Py, (—2Inv(X) > —2Inl,) =1— Fe(-2Inl,).

n—-+00
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Donc on peut approcher 1 — F\2(—2Inl,) par a et —2Inl, par Fx’zl(l — Q) = Zga-
d
Alors la région critique approchée est :

W ={-2lnv(x) > 244}

Le test défini par la région critique ci-dessus est considéré comme le test du rapport
des vraisemblances maximales dans ce cas. Il n’est pas de seuil exactement égal a o
mais seulement asymptotiquement égal a a. u

Ce résultat est aussi valable pour d’autres modeles que les modeles d’échantillon
(par exemple pour des cas ot les X; sont indépendantes mais pas de méme loi), mais
malheureusement pas dans tous les cas.
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Chapitre 5

Estimation non paramétrique de
quantités réelles

Comme on l'a dit dans l'introduction, la statistique non paramétrique regroupe
I'ensemble des méthodes statistiques qui permettent de tirer de l'information perti-
nente de données sans faire I’hypothéese que la loi de probabilité de ces observations
appartient a une famille paramétrée connue.

On se place dans le cadre d"un modele d’échantillon : 1’observation z est un vecteur
(21, ...,x,), constitué de réalisations de variables aléatoires réelles X;, .. ., X,, indépendan-
tes et de méme loi, de fonction de répartition F. On notera f leur densité, si elle existe.

En statistique paramétrique, la loi des X; dépend d'un parameétre 0. Les problemes
statistiques que l’on traite consistent essentiellement a estimer ¢ (par exemple par la
méthode du maximum de vraisemblance) et a effectuer des tests d’hypotheses sur
ce parametre. L'estimation du parametre permet alors d’estimer toutes les caractéris-
tiques intéressantes de la loi de probabilité sous-jacente. En particulier, on peut estimer
I'espérance E(X) et la variance Var(X) de cette loi.

Mais il n’est pas nécessaire d’avoir un cadre paramétrique pour estimer ces quanti-
tés. Le but de ce chapitre est d’étudier des méthodes d’estimation non paramétrique de
quantités réelles, comme les moments et les quantiles de 1’échantillon. Pour cela, il faut
d’abord introduire les outils de base de la statistique non paramétrique : statistiques
d’ordre et de rang, loi de probabilité empirique.

Remarque. En toute rigueur, on devrait parler des moments de la loi de probabilité d’un
échantillon. Pour simplifier, on parle de moments d"un échantillon.

5.1 Les outils de la statistique non paramétrique

5.1.1 Statistiques d’ordre et de rang

ixy,..., 2, n réels, o < gk < ... < gz n ré
Rappelons que si zy,...,x, sont n réels, on note 7 < 23 < < z ces n réels
rangés dans l’ordre croissant.

Définition 14 . La statistique d’ord\re associée a l'échantillon X4, ..., X, est le vecteur
X* = (X7,...,X}). X} est appelée la i°™€ statistique d’ordre.
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Remarques :
¢ On note parfois X(;) ou X(;.,) au lieu de X;.
o X*estavaleursdansR" = {(y1,..., ) ER% 1 <1 < < yp}
o Xi=Min(Xy,...,X,), X} =Max(Xy,...,X,).

La statistique d’ordre contient toute 1'information de 1’échantillon de départ, sauf
I'ordre dans lequel les observations ont été obtenues. Cet ordre est indiqué par les
rangs r; des observations.

exemple 1 (sans ex-aequos) :n =5
z;, 23 35 17 05 -14
z; -35 -14 05 17 23

(2

T 5 1 4 3 2

exemple 2 (avec ex-aequos) :m = 5
r; 05 -35 1.7 05 -14
z; -35 -14 05 05 17

(2

T 3 1 5 3 2

Définition 15 . La statistique de rang associée a I'échantillon (X, ..., X,,) est le vecteur
R=(Ry,...,Ry)oiVie{l,... ,n},

j=1
1 + nombre d’observations strictement inférieures a X,
= rang de X, dans I'échantillon ordonné

Le rang R; de la i observation X, est aussi appelé la 1*™€ statistique de rang,

Remarque : on ne définit pas R; comme le nombre d’observations inférieures ou égales
a X;, pour pouvoir traiter le cas des ex-aequos.

Propriété 11 . Si on connait les statistiques d’ordre et de rang, on peut reconstruire I'échan-
tillon initial car X; = X, .

On constate que s’il n'y a pas d’ex-aequos dans l'échantillon, les rangs seront les
entiers de 1 a n dans un ordre quelconque. On est siirs de ne pas avoir d’ex-aequos
si et seulement si V(i,5) € {1,...,n}? @ # j = P(X; = X;) = 0. En théorie, cest
bien ce qui se passe si la loi des X; est continue. Mais en pratique, méme si cette loi est
continue, il est possible qu'il y ait des ex-aequos, du fait de la limitation de la précision
des mesures et des erreurs d’arrondis. Il faudra donc étre tres attentifs a la présence
d’ex-aequos dans les données. Sur le plan théorique, nous éviterons cette difficulté en
nous limitant aux lois continues.
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Théoréeme 11 . Soit X1, ..., X,, un échantillon d’une loi continue. Alors :
1. Laloi de R est la loi uniforme sur I’ensemble 3,, des permutations des entiers de 1 a n.

2. Les statistiques d’ordre et de rang sont indépendantes.

Démonstration.

1. La loi est continue donc il n'y a pas d’ex-aequos. Les R, prennent toutes les valeurs
entieres de 1 a n, donc R est bien a valeurs dans X,,. Puisque les X; sont indépendantes
et de méme loi, elles sont interchangeables et les permutations sont équiprobables,
d’ou1 le résultat.

1 1

card X, n!

Vr=(r,...,m) €Xp, P(R=1r)=P(Ry=711,...,R, =1,)

Par exemple, pour n = 3,0ona:
PX;<Xo<X;) = PX1<X35<Xy)=PXo<X; <X3)=P(Xy<X3<Xy)
= PXs5<Xi1<Xy)=PXz3<Xy<Xj) = é
2. 1l faut montrer que pour tout borélien B de R" et toute permutation r de 3, on a :
P(X*€e BNR=r)=P(X"€ B)P(R=r).
Commencons par un exemple simple :
P((X},X3) € 2,4 x [T,8]N R = (2,1)) = P(X; € [2,4] N X; € [7,8]).
Or l'interchangeabilité des X fait que :
P(X;e24nX,€[78]) = P(X1€24nX;€[7,8])
= P((X1,X) € [2,4] x [7,8]).
Plus généralement, pour tous B et r, on obtient :
P(X*e BNR=r)=P(X € B).
D’autre part, le théoreme des probabilités totales permet d’écrire :

P(X*eB)=Y P(X*e BNR=r)= Y P(X € B)=n!P(X € B).

TEEn T'EZn

D'ouVB € B(R"), Vr € %,
1
P(X € B) = —P(X"€B)=P(R=r)P(X" € B)=P(X" € BN R=r),

ce qui prouve que X* et R sont indépendantes.
|

La principale conséquence de ce théoréme est que la loi de R ne dépend pas de la
loi des X;. On en déduit que toute variable aléatoire qui ne s’exprime qu’a l’aide des
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rangs des observations a une loi de probabilité indépendante de la loi de ces obser-
vations. C’est bien ce qu’on cherche a obtenir en statistique non paramétrique, ot la loi
des observations n’appartient pas a une famille paramétrée connue. On pourra donc
faire de 'estimation et des tests non paramétriques a partir des rangs des observations.

Remarques.

e IIn’y a pas d’équivalent de ce théoreme pour les lois non continues, ce qui limite
beaucoup l'intérét de la statistique non paramétrique basée sur les rangs dans
ce cas.

e Toute fonction symétrique des observations initiales est une fonction des statis-

tiques d’ordre. Par exemple, i X; = znj X/
1=1 i=1

Propriété 12 . Si la loi des X; est continue, X* admet pour densité :

f(Xi‘,...,X:L)(xTw'-ax:L) =nl Hf(a;;‘) ]lﬁ(fl‘, cex)

Démonstration. Etant donné que pour tout borélien B de R",onaP(X* € B)=n!lP(X €
B), on obtient pour tout B :

/B f(X{,...,X;)(ff, cooxr)day, . dey = nl /B Jxnxny(@n, . xn)dey, ... dy,
= / n! I fx, (zi)dzs, ..., dz,
B =
- / W I f(a?)dat, .. da
B iz
d’ou le résultat. ]

Propriété 13 .Vi € {1,...,n}, la fonction de répartition de la i°™ statistique d’ordre X est :

Démonstration :

*

o)

(X < x) = P(i au moins des X sont inférieurs a z)

~

P(k exactement des X; sont inférieurs a x)

C*P(X,<a,..., X <2, Xpp1>2,..., X, > 1)

n

CplP(X; < )] [P(X; > 2)]" ™

n

=10= 11 T1-

CplF ()] 1 = F(z)]" ™"

n

e
Il

1
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Corollaire 2 . Si la loi des X; est continue, alors Vi € {1...n}, X} admet pour densité :

Vo € R, (o) = o Pl = P f(a).

Démonstration. Une premiere solution est de dériver directement I’expression de Fix:(z)
donnée par la propriété

Une autre fagon de faire, qui permet de mieux comprendre le sens des statistiques
d’ordre, est la suivante :

1 1
et ! = i _— * — * et ] _— *
fx:(r) = FX;({E) = limo a:<FXi (z + Az) — Fx:()) lglcm0 xP(x < X; <x+ Ax)

1 .
= Alim0 —P((z — 1) des X; sont < z, un des X; est compris entre x et z + Az,
xT— X

(n —1i) des X, sont >z + Ax)

= lim o O P0G < )] T O Pl < X < o A [POG > 0+ A"

G 1)!(2!— i D@L = P AliIEOAlfL’P(x <Ay s o A)
n! =11 _ B() P (o

= @ - F@P @

Les lois de probabilité du minimum et du maximum d’un échantillon peuvent s’ob-
tenir comme cas particuliers des résultats précédents :

o Xi{=Min(Xy,...,X,): Fx:(x)=1-[1—F(x)]
fxi(x) = nf(z)[1 — F(z)]"!
e X'= Max (X1,...,X,): Fx:(z)=[F(2)]"

fx; (@) = nf(@)[F()]"~

Plus généralement, on peut déterminer la loi de probabilité de n'importe quel sous-
ensemble de la statistique d’ordre. Dans le cas ot la loi des X; est continue, on obtient :

Propriété 14 . Pour tous ry, ... ,ri entierstelsque 1 <r; <ro <...<rp,<mn,ona:
n' ri—1 b
f(X;:1 ,,,,, X;?k)<371> o Tg) = A [F'(2q)]"™ H f(x:)
(ri — DL (i — 7t — Dl —1y)! =1
=2

[TIE ) = Pl L= Fla)]) ™ g (o, )

1=2
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5.1.2 Loi de probabilité empirique

La loi de probabilité empirique est une loi de probabilité créée directement a partir
de I’échantillon observé x4, ..., x,.

Définition 16 . La loi de probabilité empirique P, associée a I'échantillon x4, ..., x, est
la loi uniforme (discréte) sur {z1, ..., x,}. Si X, est une variable aléatoire de loi P,,, alors :
o X, est avaleurs dans {xq,...,x,}.

1
o Vic{l,...,n},P(Xe =) =P,(x;) = —
n

L 1
On peut aussi écrire P,, = — Z O, -
n -
Les caractéristiques essentielles de la loi de probabilité empirique sont en fait des
quantités bien connues :
e La fonction de répartition de la loi de probabilité empirique est la fonction de

répartition empirique £, :

1 12
P(X.<z)= ) P(X.=uw)=—xnombrede z; <z ==Y I, = F,(z).
n ni=

x; <x

L'espérance de la loi de probabilité empirique est la moyenne empirique z,, :

:szP(Xe:l',L):* iIZ',L:.i'n
n

i=1 i=1

e Le moment empirique d’ordre k est :

1 n
mi = E[XN == al.
N i=1
e Le moment empirique centré d’ordre k est :
€ 1 - -~
i = B[(X. = BIXJ)] = 5 2o — 2"

Les quantiles de la loi de probabilité empirique sont les quantiles empiriques :

1

Vp €]0,1], Gnp = { 2(3: +x5,11) sinp est entier,

T |41 sinon.
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Remarque. Puisqu’on considére les observations 1, ..., z, comme des réalisations de
variables aléatoires Xj,...,X,, toutes les quantités définies dans cette section sont
elles-mémes des réalisations de variables aléatoires :
1 =1 , 1 —
n;3 ) n;3 ni4
Gy = { 5( np T Xooi1) sinp est entier
X opl+1 sinon

5.2 Estimation de l’espérance d’un échantillon

5.2.1 Estimation ponctuelle

On a déja vu que la moyenne empirique X, est un estimateur sans biais et convergent
(presque stirement et en moyenne quadratique) de E(X) :

b5 - L] 255800 Labn - o
Var(X,) = Var[ifjlxi} = ;iVar(Xi) — V‘“;L(X )

qui tend vers 0 quand n tend vers I'infini. La convergence presque stire est une consé-
quence directe de la loi forte des grands nombres.

5.2.2 Intervalle de confiance

Donner un intervalle de confiance de seuil o pour E(X), c’est donner un intervalle
aléatoire I tel que P(E(X) € I) =1—-a.

Etant donné que X, est un bon estimateur de E(X), il est logique de chercher un
intervalle de confiance de la forme [ = [Yn —Qp, Xy, —|—aa} . a,, est déterminé en écrivant :

P(X,—a, < B(X) <X, +a0) = P([X, - B(X)| < a,) =1—a.

Il est donc nécessaire de connaitre la loi de probabilité de | X,, — E(X)| pour déter-
miner a,. Dans un cadre paramétrique, c’est parfois possible, mais ¢a ne l'est pas si on
ne fait pas d’hypothéses particulieres sur la loi des X;. Aussi est-on obligés de recourir
a un résultat asymptotique. Le théoréme central-limite dit que :

X, — E(X)

00 -5 N(0,1).

Vn
On dit aussi qu’asymptotiquement, X, est de loi N/ (E (X),Var(X)/ n) Par consé-
quent, quand n est suffisamment grand, on a:

P([X, — B(X)| < a0) = P(Vn IXU—()Jf)(XN

Qg

o(X)

< Vi) = P(IU] < Vi 7o)

o(X)
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ot U est une variable aléatoire de loi N/ (0, 1).
Alors, avec les notations habituelles, on a asymptotiquement :

— g, o(X)
P(IX, — E(X)| < as) =1 a:>\/ﬁa<X) e = 0 = tla —
Et un intervalle de confiance asymptotique pour E(X) est donc :
— o(X) — o(X)
[Xn_ua\/ﬁa Xn+uoc \/ﬁ}

Comme d’habitude, cet intervalle de confiance est inexploitable car il est fonction
de o(X), qui est inconnu. Une solution naturelle est alors de remplacer o (X)) par 'écart-
type empirique S,, dans 1’expression de l'intervalle de confiance.

Il reste alors a déterminer quelles conséquences a ce remplacement de Iécart-type
théorique par 1'écart-type empirique. Pour cela, il faut utiliser le théoréme de Slutsky,
vu au chapitre 4.

Ce théoreme dit que, si {U, },>1 est une suite de variables aléatoires convergeant
en loi et {V},},,>1 une suite de variables aléatoires convergeant en probabilité vers une
constante ¢, alors pour toute fonction continue g, la suite {g(U,, V,,) },>1 a méme limite
en loi que la suite {g(U,, ¢)}n>1.

Ici, soit U, = /n (X,, — E(X)). {U,}n>1 converge en loi vers la loi N (0, Var(X)).
1 n
La loi des grands nombres appliquée aux X? permet d’écrire que —» X7 25
=1
E(X?). Comme par ailleurs, X,, =% E(X), on obtient que :

1 -
S2==3 XX, 5 B(X?) - E(X)? = Var(X),
ni4

Comme la convergence presque siire entraine la convergence en probabilité, on ob-
tient que S2 = Var(X), d’ott V, = S, = o(X).
Alors, puisque la fonction g(u,v) = — est continue sur R x R”, le théoréme de
v

Slutsky prouve que :

X, — E(X)
Sn

Il suffit alors d’appliquer la méme démarche que précédemment, et on obtient :

—£5 N(0,1)

Propriété 15 . Un intervalle de confiance asymptotique de seuil o pour E(X) est :

= S~ S,
[Xn — UQ%7X7L + Uaﬁ]

Remarque. Rappelons que dans un contexte paramétrique, un intervalle de confiance
de seuil a pour la moyenne m de la loi normale N (m, 0?) au vu d’un échantillon est :

K= tora e, Xt 2],

vn—1 vn—1
Pour n grand, la loi de Student se rapproche de la loi normale et 'intervalle de confiance
proposé est équivalent a celui de la propriété
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5.3 Estimation de la variance d’un échantillon

5.3.1 Estimation ponctuelle
On sait déja que la variance empirique S? est un estimateur biaisé de la variance
1 & —
de I’échantillon et que la variance estimée 5”2 = — > (X; — X,,)? est un estimateur
n — 1

=
sans biais et convergent en moyenne quadratique de Var(X).

Dans la section précédente, on a montré que S> converge presque slirement vers
Var(X). Cest évidemment aussi le cas de S'.

Enfin, on montre que, si E[X*] < oo, alors la variance de la variance estimée est :

12 1 2
VQT(S n) = n(n _ 1) [(n - 1):“4 - (n - 3):“2]
avec py = E[(X — E[X]))Y] et uy = Var(X).

5.3.2 Intervalle de confiance

On peut montrer que, si E[X*] < oo, alors le comportement asymptotique de la
variance estimée est déterminé par :

12
vn Sn e £ N(0,1).
\/ Ha — i3

En utilisant le théoreme de Slutsky, on montre que :

Propriété 16 . Un intervalle de confiance asymptotique de seuil o pour Var(X) = pq est :

S = St = 9 Sk S = )

5.3.3 Lien entre moyenne et variance empiriques

Dans la mesure ot la moyenne et la variance empiriques sont deux quantités cal-
culées a I’aide des mémes observations, ce ne sont a priori pas des variables aléatoires
indépendantes.

Propriété 17 . Si E(X?) < oo, alors Cov(X,, S"?) = =3
n

On en déduit que X, et 5”2 sont corrélées mais asymptotiquement non corrélées.

On peut montrer que si la loi des X; est symétrique, alors 3 = 0. Donc dans ce cas,
X, et S’ sont non corrélées pout tout n.

On sait que I'indépendance entraine la non-corrélation mais que la réciproque est
fausse. En fait, on montre que X, et S"2 sont indépendantes si et seulement si les X;
sont de loi normale.
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5.4 Estimation des moments de tous ordres

Comme pour l'espérance et la variance, on peut estimer les moments d’ordre %,
my = E[X*], etles moments centrés d’ordre k, u, = E[(X — E[X])"], de laloi de I’échan-
: . 1 & 1 & -
tillon par les moments empiriques correspondants m§, = — > Xfetus = — > (X, — X,,)".
iz iz
Les propriétés de ces estimateurs sont données par la propriété suivante :

Propriété 18 .

e PS
e PS
Mg — Hk
\/ﬁw £ N(0,1)
\/ Mok, —m3
Jn e — P £ N(0,1)

\/k2M2M%_1 — 2k g1 1 + pak — 1E

Les résultats de convergence en loi et le théoreme de Slutsky permettent d’obtenir
des intervalles de confiance asymptotiques pour tous les moments.

On n’a pas de résultat non asymptotique, par exemple sur le biais de ces estima-
teurs.

Enfin, ces résultats interviennent dans 1’établissement des propriétés de la méthode
d’estimation paramétrique des moments.

5.5 Estimation des quantiles

On s’intéresse maintenant a l'estimation des quantiles de la loi de 1’échantillon.
Pour simplifier, on se bornera ici au cas ot la loi des observations est continue et F" est
strictement croissante. Alors le quantile d’ordre p est ¢, = F~!(p). On se propose de
'estimer par le quantile empirique d’ordre p,

1
Qnp = 5( oo+ Xooy1) sinp est entier,
n’p Xop)+1 sinon.

5.5.1 Propriétés des quantiles empiriques

Connaissant la loi d"une statistique d’ordre et la loi conjointe d'un couple de statis-
tiques d’ordre, il est facile de déterminer la loi d"un quantile empirique, donnée par sa
densité :

Théoreme 12 . Si np est entier,

2 n!
(np — )l(n —np —1)!

fo,. (@) = [T B =y = F ) e - ) f )y
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Si np n’est pas entier,

n!
~ Lnp)!(n — [np] — 1)

f5,, (@) F(a) " (1~ F(a)) 1 f ()

Démonstration. Le cas ol1 np n’est pas entier est immédiat car on a directement la densité
de X} .
[np|+1

Quand np est entier, on utilise la loi conjointe de (X}, X

o Xpr1) €N €crivant :

]' * *
Fg,,(@) = P(5(X3, + Xip0) < @) = | / fosay s, (2. y)d=dy

et on obtient le résultat annoncé par dérivation. |

On obtient donc entre autres ainsi la loi de probabilité de la médiane d"un échan-
tillon, mais cette loi dépend de f et I, qui sont inconnues.

On a également un résultat sur la loi asymptotique d"un quantile empirique :

Théoréme 13 . Théoréme de Mosteller :

vp 0, 1], vir2m B py £ a0, 1)
p(1—p)

5.5.2 Estimation ponctuelle

Le théoreme montre que le calcul de E(Q,,) n’est pas simple. En fait, on n’a pas
de résultat non asymptotique sur la qualité d’estimation de g, par @, ,. En revanche, le
théoreme de Mosteller permet d’établir un résultat asymptotique.

Propriété 19 . Q.. , est un estimateur de q, asymptotiquement sans biais et convergent presque
silrement.

Démonstration. Le théoréme de Mosteller dit que la loi asymptotique de Q,,, est la loi

1- ~
N (qp, p(f2(p))) , ce qui prouve directement que (), , est asymptotiquement sans biais
n dp

et est convergent en moyenne quadratique. Pour la convergence presque stre, il faut
utiliser un résultat sur la fonction de répartition empirique, le théoréme de Glivenko-
Cantelli, qui sera énoncé dans le chapitre 7. |

En conclusion, il est justifié, au moins si on a beaucoup d’observations, d’estimer un
quantile théorique par un quantile empirique. Dans certains cas, certains moments et
quantiles théoriques sont confondus. C’est le cas par exemple pour les lois symétriques
pour lesquelles 'espérance et la médiane sont confondues. Il est alors important de
déterminer lequel des deux estimateurs empiriques correspondants est le meilleur.
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5.5.3 Intervalle de confiance

Contrairement a ce qu’on avait pour les moments, le théoréme de Mosteller ne per-
met pas de construire un intervalle de confiance asymptotique pour g, en utilisant le
théoréme de Slutsky, car on ne sait pas estimer simplement f(g,). En fait, on a ici un
résultat non asymptotique.

Théoréeme 14 . V(i,j), 1 <i<j<mn,ona:
P(X] <q<X7) = 2 Crpt(l=p)" ™"
Démonstration. 1l suffit d’écrire :

P(X; SngX;) = P(X] qu>_P(X; < gp) :FX;*(QP)_FX;(QP>

= SO [P — Pl Z O [F(g) 1 — Fg,)™*

k=i
j—1
= Y Gy [Fg)]"[1 = Flgp)]" ™.
k=i
i1
Or F(gy) = p, donc on obtient P(X; < ¢, < X7) = JZ Ck pk(1 — p)n=F. |
k=i

j—1
Corollaire 3 . S'il existe i et j tels que >, C¥ p*(1 —p)*™* =1 — «, alors [X}, X7] est un
=i

intervalle de confiance de seuil o pour g,

Dans la pratique, on cherche le couple (i, j) tel que cette somme soit la plus proche
possible de 1 — a. [ X, X7] sera alors un intervalle de confiance de seuil proche de o (et
connu) pour g,.

1
Par exemple, si on s’intéresse a la médiane, ona p = 3 On cherche donc i et j tels
j—1 1 -1
que Y. Ckpkt(1 —p)n=F = o > C¥ soit proche de 1 — a.
k=i fe=i

7
Pour n = 10, on a 510 > CF ~ 89%. On en déduit que [X}, X}] est un intervalle
k=3

de confiance de seuil approximativement égal a 11% pour la médiane de ’échantillon
. iy Lo "
(rappelons que la médiane empirique dans ce cas est 5 (X: + X§))-
L'intérét principal de ce résultat est qu’il n’est pas asymptotique, ce qui est assez

rare en statistique non paramétrique. Cependant, ces intervalles sont en général tres
larges, ce qui les rend assez peu utiles en pratique si on a peu d’observations.



Chapitre 6

Statistique des valeurs extrémes

6.1 Introduction

Les hypothéses de ce chapitre sont les mémes que celles du chapitre précédent :
on suppose que les observations z, . .., x, sont des réalisations de variables aléatoires
réelles Xi,..., X, indépendantes et de méme loi supposée continue, de fonction de
répartition F'. On s’intéresse aux valeurs extrémes de cet échantillon, c’est-a-dire a ses
plus grandes et plus petites statistiques d’ordre, ainsi qu’aux quantiles extrémes et aux
petites probabilités, définis ci-dessous.

Le quantile d’ordre p de la loi sous-jacente est g, = F~'(p). Comme on l'a vu dans
le chapitre précédent, on I'estime par le quantile empirique

1
G, — { 5(X;p + X;,11) sinp estentier,
np —

. .
X opl+1 sinon.

Les quantiles extrémes concernent les trés petites et treés grandes valeurs de p. Par
exemple, pourp > 1 —1/n,np > n —1,donc [np] = n—1,dou X}, ,, = X;. Cela
signifie que tout quantile d’ordre supérieur a 1 — 1/n sera estimé par X;. Il est clair que
cet estimateur n’est pas satisfaisant. Les quantiles extrémes sont obtenus en faisant
tendre p vers 0 ou 1. On s’intéressera ici a 1'estimation de ¢,, = F~'(p,) ol p, tend
vers 1 quand n tend vers l'infini. En fait, il est plus usuel de poser a,, = 1 — p,, et de
s’intéresser a I'estimation de ¢;_,,, ol o, tend vers 0 quand n tend vers 1'infini.

Un probleme similaire est I’estimation de “petites probabilités”. Pour une suite de
réels (z,,) fixée, on souhaite estimer la probabilité «,, = 1—F(z,,) ot z,, tend vers l'infini
quand n tend vers 'infini.

Ce sont les hydrologues qui ont été parmi les premiers a s’intéresser a ces deux
problémes. Disposant d"un échantillon de hauteurs d’un cours d’eau, ils se sont posé
les deux questions suivantes :

1. Quelle est la hauteur d’eau qui est atteinte ou dépassée pour une faible proba-
bilité donnée (par exemple une fois sur cent)?

2. Pour une “grande” hauteur d’eau fixée, quelle est la probabilité d’observer une
hauteur d’eau qui lui sera supérieure?

Ces questions se rapportent respectivement a l’estimation d’un quantile extréme

(niveau de retour en hydrologie) et d'une petite probabilité (période de retour en hy-
drologie). Plus généralement, ces problemes interviennent des qu'un phénomene peut
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étre considéré comme extréme (tsunami, pic d’ozone, rupture d’une résistance, crack
boursier,...) et sont donc utiles en finance, assurance, climatologie, fiabilité,... Pour y
répondre, il faut s’intéresser aux lois asymptotiques des statistiques d’ordre extrémes.
Nous nous contenterons ici d’étudier le maximum X;.

6.2 Lois asymptotiques des extrémes

*

Le théoréme de Mosteller dit que, pour p fixé, la loi asymptotique de X7, .

L estla

loi M (qp, M) . On peut ainsi obtenir la loi asymptotique des statistiques d’ordre

“centrales”, par exemple de la médiane empirique. En revanche, le théoréme de Mos-
teller ne permet pas d’obtenir la loi asymptotique des statistiques d’ordre extrémes X7
et X,.
\ " 1 4 :
Eneffet, X, =X{ & [np] =0 np<lep< — Or, pour p fixé, en faisant

tendre n vers l'infini, on finira forcément par avoir — < p.
! n

1 o
De méme, X[, = X, & lnpl=n—-1lenp>n—-1p>1-— 5.Etpourpf1xe,
en faisant tendre n vers 'infini, on finira forcément par avoir 1 — — > p.
n

Par conséquent, les lois asymptotiques de X7 et X ne peuvent pas étre obtenues a

l'aide du résultat sur la loi asymptotique de X[, ;.

En fait, X| et X’ convergent en loi vers les bornes inférieure et supérieure du sup-
port de la loi de I’échantillon.

| | [0 siF(x) =0

En effet, lim Fx:(z) = Jm [1 - (1 - F(z)) } - { 1 siF(z)>0"
A ‘ o O siF(r)<1

De méme, nﬂr&o Fx;(z) = nETOO[F@)] B { 1 siF(z)=1"

Par exemple, si la loi des X; est la loi uniforme sur [a, b], X; converge en loi vers a
et X* converge en loi vers b. Si c’est la loi exponentielle, X converge en loi vers 0.

En fait, au lieu de s’intéresser a la loi asymptotique de X};, on va s’intéresser a celle

X:—b
ei

d = 0t (an)n>1 et (bn)n>1 sont des suites de réels bien choisies. Le théoreme de

n
Gnedenko établit cette loi asymptotique.

6.2.1 Convergence en loi du maximum d’un échantillon

Théoreme 15 . Théoreme de Gnedenko : Soit X1, ..., X, un échantillon d’une loi conti-
nue. S’il existe des suites de réels strictement positifs (a,),>1 et de réels (b,),>1 telles que
X:—b

———" converge en loi vers une loi limite, alors la fonction de répartition limite est forcément
an
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de la forme H.,(ax + 3), ot a € RT, 3 € Ret

_ [ ep[=(1+y2)3") siy #0,
Hy (@) = { exp(—e™") " siy =0,

ot yy = max(0,y).

La fonction de répartition H, est la fonction de répartition de la loi des valeurs
extrémes. La densité associée est représentée dans la figure[6.1 pour différentes valeurs
de ~.

1.9 f

0.9 f"‘l‘

4 / gamma=-1
0.8+
0.7 /
0.6
0.5
0.4+
0.3

0.2

0.1

0.0-— —

FIGURE 6.1 — Exemples de densités de la loi des valeurs extrémes

Ce qui est remarquable dans ce résultat, c’est que, pour une fois, la loi asymptotique
n’est pas une loi normale. Il existe donc une différence de comportement notable entre
les statistiques d’ordre “centrales” et les statistiques d’ordre “extrémes”.

La loi des valeurs extrémes dépend du seul parametre v, appelé indice des valeurs
extrémes. Selon le signe de 7, on définit trois familles, appelées domaines d’attraction,
pour la loi (ou la fonction de répartition) de 1’échantillon :

— Siy > 0, on dit que F' appartient au domaine d’attraction de Fréchet. Il contient
les lois dont la fonction de survie 1 — F' décroit comme une fonction puissance.
On parle aussi de lois a queue lourde. Dans ce domaine d’attraction, on trouve
les lois de Pareto, de Student, de Cauchy, etc . ..

— Siy = 0, F est dans le domaine d’attraction de Gumbel qui regroupe les lois
ayant une fonction de survie a décroissance exponentielle. C’est le cas des lois
normale, gamma, exponentielle, etc . ..

— Sivy < 0, F appartient au domaine d’attraction de Weibull. Ce domaine contient

certaines lois dont le point terminal xy = inf{z, F(z) = 1} est fini. C’est le cas
par exemple des lois uniformes, lois beta, etc . ..
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La table|6.1|donne les domaines d’attraction de quelques lois usuelles. Nous allons
a présent donner des théoremes de caractérisation des trois domaines d’attraction ci-
dessus.

Domaine Gumbel Fréchet | Weibull
d’attraction v=0 v >0 v <0
normale Cauchy | uniforme
Loi exponentielle | Pareto beta
lognormale | Student
gamma Burr
Weibull

TABLE 6.1 — Domaines d’attraction des lois usuelles.

6.2.2 Caractérisation des domaines d’attraction

La caractérisation des domaines d’attraction fait largement appel a la notion de
fonctions a variations régulieres. Une fonction U positive est a variations régulieres
d’indice § € R a l'infini (ce qu’on notera par la suite U € RVs) si pour tout A > 0:

_ U(Az) s
= \°.
=500 U(x)

Sid = 0, on dit que la fonction U est a variations lentes (U € RV;). On montre
facilement que toute fonction a variations régulieres d’indice 6 € R s’écrit :

U(z) = 2°L(x), ot L € RV,.

Par exemple, les fonctions constantes strictement positives, ou qui tendent vers une
constante strictement positive, sont a variations lentes. De méme, toutes les puissances
du logarithme sont a variations lentes. En conséquence, une fonction de RV; se com-
porte qualitativement a l'infini comme x — 2°.

6.2.2.1. Domaine d’attraction de Fréchet

Le résultat ci-dessous assure que toute loi appartenant au domaine d’attraction de
Fréchet est associée a une fonction de survie qui est a variations régulieres.

Théoréme 16 Une fonction de répartition F appartient au domaine d’attraction de Fréchet
(avec un indice des valeurs extrémes v > 0) si et seulement si1 — F' € RV_y,.

Autrement dit, une fonction de répartition /' appartenant au domaine d’attraction
de Fréchet s’écrit sous la forme :

F(z) =1—a"Y7L(x), ot L € RV. (6.1)

Les suites de normalisation (a,,) et (b,) sont données dans ce cas par a,, = F~!(1 —
1/n) et b, = 0. Il faut aussi noter que toutes les fonctions de répartition du domaine
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d’attraction de Fréchet ont un point terminal infini. On peut montrer que I'équation (6.1)
est équivalente a :
ql—a = oé_wf(l/ak (62)

ou «a €]0,1] et £ € RVy.

6.2.2.2. Domaine d’attraction de Weibull

Le résultat suivant montre que 1’on passe du domaine d’attraction de Fréchet a celui
de Weibull par un simple changement de variable dans la fonction de répartition.

Théoreme 17 Une fonction de répartition F' appartient au domaine d’attraction de Weibull
(avec un indice des valeurs extrémes -y < 0) si et seulement si son point terminal xp est fini et
si la fonction de répartition F, définie par

0 six <0,
Fu(x) _{ F(zxp—1/z) siz >0,

appartient au domaine d’attraction de Fréchet avec un indice des valeurs extrémes —vy > 0.

Ainsi, une fonction de répartition /' du domaine d’attraction de Weibull s’écrit pour
< xp:

F(a)=1— (ep—2) V7L ( ) Lol L € RV, 6.3)

Tp—
De maniere équivalente, le quantile d’ordre 1 — « € [0, 1] associé s’écrit :
Qo =xp —a U(1/a), ol € RV,. (6.4)
Les suites de normalisation (a,,) et (b,) sont données par a,, = zr — F~*(1 — 1/n) et
b, = Tp.
6.2.2.3. Domaine d’attraction de Gumbel

La caractérisation des fonctions de répartition du domaine d’attraction de Gumbel
est plus complexe.

Théoréme 18 Une fonction de répartition F appartient au domaine d’attraction de Gumbel si
et seulement si il existe = < xp < oo tel que

F(x)zl—c(x)exp{—/zxciwdt}, z <z <uxp, (6.5)

oit c(x) tend vers ¢ > 0 lorsque x tend vers xp et a est une fonction positive et dérivable de
dérivée o’ telle que o/ (x) tend vers 0 lorsque x tend vers xp.

Le domaine d’attraction de Gumbel regroupe une grande diversité de lois comp-
tant parmi elles la plupart des lois usuelles (loi normale, exponentielle, gamma, log-
normale).



62 Chapitre 6 - Statistique des valeurs extrémes

6.2.3 Approximations de la fonction de répartition et des quantiles
extrémes

Etant donné que P(X} < z) = [F(x)]", on déduit du théoreme de Gnedenko qu'il
existe des suites (a,),>1 et (b,),>1 telles que :

lim [F(a,z+b,)]" = Hy(z).

n—-+o0o

Posons z,, = a,z + b,. On montre que z,, tend vers le point terminal z quand n
tend vers 'infini, et on obtient alors une approximation de F(z,,) :

n - bn
F(w,) ~ HY (:;:) :

Qn

valable pour z,, au voisinage de zr. On a de fagon équivalente en passant au loga-
rithme :
Tp — bn
In H, ( o ) .

Or 1 — F(x,) tend vers 0 quand z,, tend vers z . Donc un développement limité au
premier ordre de In(1 — u) au voisinage de © = 0 donne :

In F(x,) ~

S|

1 n— bn
F(xn):l—knlnHW(x )

Qn

On a donc une approximation de la fonction de répartition lorsque z,, est grand,
c’est a dire proche du point terminal :

1 n_bn —1/y
1—[1+’y$ si v # 0,
F(z,) ~ n an,
(Tn) 1 T, — by, i
l——exp|— si v=0.
n an,

Par inversion, on a également une approximation de son inverse, donc du quantile
extréme :

e, = { bn + Cf; {(nan)_V — 1} siy#£0,

b, — a, In(nay,) si v=0.

En pratique, ces approximations ne sont pas utilisables directement. La loi de dé-
part étant inconnue, les parametres a,,, b, et v doivent étre estimés. La section suivante
présente quelques pistes pour construire des estimateurs a,, b, et 4,. On considere
généralement que le cas 4, = 0 est de probabilité nulle, et I'on définit donc comme
estimateur du quantile extréme :

A

41—y = by + 2: {(nan)’% — 1} .

La construction de cet estimateur a été justifiée ici de maniére heuristique. Des
résultats théoriques sur la propriétés statistiques de cet estimateur existent, qui dé-

pendent de la nature des estimateurs a,, b, et 4, utilisés.
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6.3 Inférence statistique

On souhaite estimer les trois parametres de la loi des valeurs extrémes de fonction

de répartition
e r—b z—b\""
Hoap(w) < H, < . ) = exp [— <1 +tr— >

+

Dans la suite, on suppose étre en possession d'un échantillon Y3,...,Y}; de k va-
riables aléatoires indépendantes et de méme fonction de répartition H, , .

6.3.1 Estimateurs de maximum de vraisemblance

Il faut tout d’abord noter que nous ne sommes pas dans un cas régulier car le sup-
port S de la loi des valeurs extrémes dépend de ses parametres :

|b—a/y,+o0]  si vy >0,
S = R si v=0,
| —o00,b—a/y] siy<O.

On montre le résultat suivant :

— Siy > —1/2,'EMV de (7, a,b) existe et le résultat de normalité asymptotique
du Théoreme (8 est encore valable.

— Siy = —1/2, 'EMV existe et le résultat de normalité asymptotique du Théo-
réme (8| est encore valable mais avec une vitesse de convergence différente de

VE.
— Si—1<~v < —1/2,'EMV existe mais il n'y a pas normalité asymptotique.
— Siy < —1, 'EMV n’existe pas.

En pratique, 'EMV (quand il existe) n’est pas explicite. Son calcul requiert une mé-
thode d’optimisation itérative capable de prendre en compte la contrainte de support.
Ces difficultés a la fois théoriques et pratiques peuvent conduire a se tourner vers un
autre type d’estimation.

6.3.2 Estimateurs des moments pondérés

On définit le moment pondéré d’ordre r de la loi des valeurs extrémes par :

=B [YH,, (V)]

Cette quantité existe pour v < 1 etr > 0, et vaut:

urzril lb—j[l—(rJrl)VF(l—fy)]].
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Ainsi, les trois moments pondérés peuvent s’exprimer en fonction de a, b et v de la
manieére suivante.

a
po = b— §[1—F(1—7)]7 (6.6)
a
2 —po = —5 (1=27M)I(1 ), (6.7)
Bpa —po 137
2 —po 1 =27 (©8)

En inversant ces formules, on obtient (a,b,~y) en fonction de (o, i1, pi2). 1l reste a
estimer ces trois moments, ce qui peut se faire classiquement avec des moments empi-
riques :

ZYH”ﬂb ZY s ap(Y)

en ordonnant les observatlons Y;. On estime H%a,b par la fonction de répartition empi-
rique F;, de I’échantillon des Y; et on obtient :

ZYF’” Yy) = ZY*( )
On obtient donc un estimateur sous forme d’une combinaison linéaire :

1 i\"
Hr = E ;Y;* (k) :

Ainsi, en injectant fi, fi; et fio dans , et en résolvant I'équation numerlquement
on obtient un estimateur ¥ de ~. Ensuite, on remplace fio, f1, et ¥ dans (6.7) pour ob-
tenir un estimateur explicite b de b. Finalement, en reportant /i, b et 4 dans , on
obtient un estimateur explicite a de a. Ces estimateurs introduits de facon heuristique
ici bénéficient de propriétés asymptotiques proches de celles des EMV mais difficiles a
démontrer.

6.3.3 L’estimateur de Hill

Dans les deux méthodes précédentes, on a supposé qu’on disposait d'un échan-
tillon Y3, ..., Y} de k variables aléatoires indépendantes et de méme fonction de répar-
tition H, , . Dans la pratique, cette hypothese n’est pas simple a satisfaire car Y7, ...,Y
sont des maxima extraits d'un échantillon initial X3, ..., X,, (maxima annuels de pré-
cipitations par exemple). Il serait plus simple d’étre capable d’estimer les parametres
de la loi des valeurs extrémes a partir des observations initiales X7, ..., X,,.

On peut le faire quand on suppose que la loi de I'échantillon appartient au domaine
d’attraction de Fréchet. Dans ce cas, un estimateur explicite simple de l'indice des va-
leurs extrémes v > 0 est I'estimateur de Hill. Cet estimateur utilise les &, plus grandes
statistiques d’ordre X7 _, .,,..., X, ot k, doit tendre vers I'infini quand n tend vers
I'infini.

Pour touti € {1,...,k,}, on utilise et on obtient :

, l(n/i
Ingi—ipn —Inqip,n = vIn(k,/i) +1In E(E”L//k:)
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Les propriétés des fonctions a variations lentes font que le dernier terme est négli-
geable, d’our :
In q1—i/n — In A —kp/n = v In(k, /).

Le quantile ¢, ;/, est estimé par le quantile empirique Q,1 i/, = X m(—i/m)+1 =
X, _i;1- Par conséquent :

InX; . —InX; , . ~vIn(k,/i).

En utilisant le principe des graphes de probabilités, on peut utiliser cette propriété
pour vérifier graphiquement que 1’hypothése que F' appartient au domaine d’attrac-
tion de Fréchet est acceptable. On peut également estimer v en sommant de part et
d’autre pour i allantde 1 a £, :

kn k'n
S (X oy =X ) 2y Wk /i) = (ke Ik, — Ink,!) .

i=1 i=1
En utilisant la formule de Stirling k,! ~ \/27k,(k,/e)*, on obtient que :

kn

> (hl Xp—iz1 —In X;Lknﬂ) ~ vk,

i=1

Et finalement, I'estimateur de Hill de v est défini par :

1
AH = /? lnX

it —In X

1 M;’r

k'll+]~

On montre que, si /' appartient au domaine d’attraction de Fréchet, quand n tend
vers l'infini, si k,, tend vers I'infini de sorte que &, /n tende vers 0, alors 4% LN .
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Chapitre 7

Estimation fonctionnelle

Les hypotheses de ce chapitre sont toujours les mémes que celles des chapitres
précé-dents : on suppose que les observations zi,...,z, sont des réalisations de va-
riables aléatoires réelles X1, ..., X,, indépendantes et de méme loi, de fonction de ré-
partition F, et de densité f, si elle existe.

Dans le chapitre 5, on s’est intéressé a I'estimation de quantités réelles caractéris-
tiques de la loi de probabilité de 1’échantillon, les moments et les quantiles. Aussi riches
d’enseignement que soient ces quantités, elles ne suffisent pas a déterminer entiere-
ment la loi de probabilité de I’échantillon.

C’est pourquoi nous allons maintenant nous intéresser a 1’estimation de la fonction
de répartition et, si elle existe, de la densité de 1’échantillon. Par rapport au chapitre 5, il
s’agit maintenant d’estimer des fonctions, d’ou1 le nom d’estimation fonctionnelle. De
plus I'une comme ’autre de ces fonctions caractérisent entierement la loi de probabilité
de I’échantillon.

La fonction de répartition empirique est un estimateur simple et performant de la
fonction de répartition de 1’échantillon. Il est beaucoup plus difficile d’estimer une den-
sité. On connait déja I’estimateur de base de la densité d"un échantillon, I'histogramme.
Bien que tres connu et tres utilisé, il est de médiocre qualité. Aussi allons-nous propo-
ser une méthode d’estimation de densité bien plus performante, la méthode du noyau.

Remarquons que 1'estimation des quantiles peut étre considérée comme de l'esti-
mation fonctionnelle dans la mesure ou estimer ¢, = F~!(p) quel que soit p revient a
estimer la fonction £~ .

Estimer une fonction g, c’est d’abord estimer g(z) pour tout  donné. Il faut ensuite
juger de la qualité de I'estimation de g(x) pour chaque z, puis de I'estimation de g dans
son ensemble.

Si g(z) est un estimateur de g(z), la qualité de 'estimation pour un = donné est
usuellement mesurée par le biais, la variance et I'Erreur Quadratique Moyenne (ou
risque quadratique), qu'on notera EQM,(§) :

EQM.(3) = E[(3(x) - 9(x))?] = [E@(x)) — 9()] + Var(g(x)).

On voit que l'erreur quadratique moyenne se décompose en un terme de biais et
un terme de variance. Si §(x) est un estimateur sans biais de g(z), 'erreur quadratique
moyenne se réduit a la variance. On verra que, si on peut trouver facilement un es-
timateur sans biais pour la fonction de répartition en un point z, il n’en est pas de
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méme pour la densité. Aussi utilisera-t-on l’erreur quadratique moyenne plutot que la
variance dans ce cas.

Pour juger de la qualité de 1'estimation de g dans son ensemble, il faut utiliser des
mesures de I’écart entre g et §. Suivant les cas, on utilisera :

— l’Erreur Quadratique Moyenne Intégrée (EQMI) :

“+o00

[B(3(2) — 9(@)] de + [ Var(§(e)) da.

— 00

“+00

EQMIG) = [ T EQM.(9) dr = [

—0o0

— l’écart maximum entre les deux fonctions :

sup{|§(z) — g(z)|;z € R}.

7.1 Estimation de la fonction de répartition

7.1.1 Estimation ponctuelle

Rappelons que la fonction de répartition empirique F,, de I’échantillon est définie
par:
1 n
F.(x) = — Z lix,<2y = pourcentage d’observations inférieures a x

i=1

ecdf(x)

FIGURE 7.1 — Fonction de répartition empirique

Il s’avére que F,, est un excellent estimateur de [, ce que 1’on peut montrer en
plusieurs étapes.

Propriété 20 . Vx € R, nF,(z) est de loi binomiale B(n, F'(z)).

Démonstration. nF, (x) = Z 1{x,<.} est une somme de n variables aléatoires indépendan-
i=1

tes et de méme loi de Bernouilli de parametre P(X; < x) = F(z), donc c’est une va-

riable aléatoire de loi B(n, F(z)).



7.1 Estimation de la fonction de répartition 69

On peut dire aussi que nF,(z) est le nombre de X; inférieurs a x, qui peut s’inter-
préter comme le nombre de fois ot, en n expériences identiques et indépendantes, un
évenement de probabilité P(X; < z) = F(z) s’est produit. Donc c’est une variable
aléatoire de loi B(n, F'(z)). [

On en déduit facilement les qualités de 1’estimation de F'(x) par F,,(z).

Propriété 21 .Vx € R, F, () est un estimateur sans biais et convergent en moyenne quadra-
tigue de F(x).

Démonstration. E(F,(z)) = ~ E(nFy(z)) = - nF(z) = F(z).

Var(F,(z)) = ;2 Var(nF,(z)) = 732 nF(zx)(1 — F(x))
F(a)(1 = F(z))

Y

n
qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini. |

En fait, la convergence est presque stire :
Propriété 22 :Vz € R, F,(z) 25 F(x).

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la loi des grands nombres aux variables aléatoires
de loi de Bernoulli 1x,<,; :

1 n
Fu(w) = — > Lixica) =% B(Lixc) = Fla).
=1

Vue sous cet angle, la loi des grands nombres dit que la probabilité d"un évenement
est la limite de la fréquence d’occurrence de cet évenement dans une suite d’expé-
riences identiques et indépendantes. On en déduit que 1’on peut estimer la probabilité
que X soit inférieure a =, F'(z), par le pourcentage d’observations inférieures a x, F,, ().
Cette estimation est d’excellente qualité.

Pour juger de la qualité globale de l'estimation de F' par F,, on utilise le théoreme
de Glivenko-Cantelli, qui dit que F,, est un estimateur convergent uniformément et
presque stirement de F':

Théoréme 19 . Théoréme de Glivenko-Cantelli.

D, = sup{|F,(z) — F(z)|:z € R} £5 0.

Par ailleurs, 'erreur quadratique moyenne intégrée est :

+00 1 [t
EQMI(F,) = / Var(F,(z)) dz = — / F(2)(1 - F()) da.
—00 n J—oo
On ne peut pas calculer explicitement cette erreur, mais on sait qu’elle tend vers 0

quand n tend vers l'infini a la vitesse 1/n.
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7.1.2 Intervalle de confiance

Soit = fixé. Un intervalle de confiance de seuil a pour F'(x) est un intervalle aléatoire
Itelque P(F(z)el)=1—q.

Si on reprend la démarche vue en 5.2.2. pour l'espérance de 1’échantillon, on va
chercher un intervalle de confiance de la forme I = [F,(x) — aq, F,.(z) + a.], ol a, est
déterminé en écrivant :

P(F(z) el) = P(Fu(r) - aa < F(r) <Fy(2) + aa)
= P(F(z) —a, <F,(z) < F(z) + a,)
= P(n(F(z) = aa) < nFy(z) < n(F(2) + aa))
[n(F(z)+aa)]
= > Cy [F(@)]'[L = F(z)]"*
k=[n(F(z)—aa)]+1
= 11—«

On ne peut pas déduire la valeur de a, de cette expression car elle implique F'(z),
qui est inconnue. En revanche, on peut obtenir un résultat asymptotique par un rai-
sonnement similaire a celui que 'on a utilisé pour 'espérance.

En effet, 'application du théoréme central-limite sur les 1x,<,}, variables aléatoires
indépendantes de loi de Bernoulli, d’espérance F'(z) et de variance F(z)(1 — F(z))
permet d’écrire :

3 Xi<ay — NE(Lix,<s
;]1{ <y — nE (L }>: nEu() —nF() e Bal@) @) e

VnVar(Lix,<a) nF(@)(1 = F(x)) VF@)(1 -

Grace au théoreme de Slutsky et a la convergence presque stire de F,, (z) vers F'(z),
on a également :

-~ Fu(2) — F()
VEa(2)(1 — Fy(2))

Alors on obtient que, pour n suffisamment grand :

—£5 N(0,1).

P(F(x)el) = P( to < Fy(2) = F(2) < @) = P(|Fn(z) — F(2)] < aa)

_ [F,,(2) — <>| < m an )
¢F (@)1 =Fu(z)) ~  /Fa(z)(1 — E(2))
— P(Ul<Vn “"‘ )

VEa(@)(1 = By(2))

= l—-«
ou U est deloi N (0, 1).

D’out v/n da — ug eta, = 2 B (2)(1 —F,(z)).
\/Fn(:c)(l—Fn(x)) € \/ﬁ\/ (@)( (z))

Et on obtient finalement :
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Propriété 23 .V € R, un intervalle de confiance asymptotique de seuil o pour F(x) est :

[F.(x) 3%\/51(3;)(1 —F.(z)) , En(z)+ \l;%\/lfn(x)(l —F.())].

En fait, on a des résultats sur les intervalles de confiance pour le parametre de la loi
binomiale qui nous donnent directement le résultat suivant :

Théoreme 20 . Vx € R, un intervalle de confiance exact de seuil o pour F'(x) est :

1 1

n—nF, (z)

+1 ’ n—nFn(J:)
nF,(z) f2(n—nFn(w)+1),2nFn(z),o</2 L+

L+ nE, (z)+1 f2(n—nFn(w)),2(n1:n(x)+1),1—a/2

Ol fy, vy.0 €5t le quantile d’ordre 1 — o de la loi de Fisher-Snedecor a (v, v2) degrés de liberté.

7.2 Estimation de la densité

Dans cette section, on suppose que la loi de I’échantillon est continue et on cherche
a estimer sa densité f. f est la dérivée de F', mais la fonction de répartition empirique
F, n’est pas dérivable, puisque c’est une fonction en escalier. On ne peut donc pas
utiliser directement les résultats sur la fonction de répartition empirique pour estimer
la densité.

On peut se demander quelle est 1'utilité d’estimer la densité alors que 1'on a déja
un tres bon estimateur de la fonction de répartition. La principale raison est que la
forme d"une densité est beaucoup plus facile a interpréter que celle d'une fonction de
répartition. Par exemple, on pourra facilement avoir, grace a une estimation de den-
sité, des informations sur la symétrie ou la multimodalité de la loi de 1’échantillon,
alors que ce n’est pas du tout facile au seul vu de la fonction de répartition empirique.
De méme, une estimation de densité est une aide importante au choix d’un modele
approprié pour la loi de 1’échantillon. Par exemple, une densité estimée en forme de
cloche symétrique peut conduire a ’adoption d’'un modéle de loi normale.

Nous allons commencer par donner des rappels sur la méthode d’estimation de
densité la plus élémentaire, celle de 'histogramme. Puis nous présenterons la méthode
plus sophistiquée du noyau.

7.2.1 Rappels sur les histogrammes

On se fixe une borne inférieure de I’échantillon ay < x7 et une borne supérieure
ap > . On partitionne l'intervalle |ao, a;], contenant toutes les observations, en k
classes |a;_1,a;]. La largeur de la classe j est h; = a; — a;_;.

L'effectif de la classe j est le nombre d’observations appartenant a cette classe :

nj = El L4, ,.0;)(7:). La fréquence de la classe j est %

L’histogramme est constitué de rectangles dont les bases sont les classes et dont les
aires sont égales aux fréquences de ces classes. Donc I'histogramme est la fonction en
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escalier constante sur les classes et qui vaut —— sur la classe |a;_1, a;]. Cette fonction
n .
J
peut s’écrire :

k n

1
Z hﬁ laj—1,a;] ) Z ]]‘}ajfhaj](xi)'

a]*ha] "
j=1 h n j=1"" =1
Q. — Qg
. Dans

Dans 'histogramme a pas fixe, les classes sont de méme largeur h =

ce cas, la hauteur d"un rectangle est proportionnelle a I'effectif de sa classe.

On a vu en PMS qu'il était plus pertinent de choisir un histogramme a classes de
méme effectif. Admettons pour simplifier que n soit divisible par k. Alors chaque classe
doit contenir n/k observations. Les limites des classes seront alors les j/k quantiles
empiriques :

. L, . .
a]:qn7j/k:§($%j +x%j+1), j=1... k=1,

Les bornes des classes sont donc cette fois aléatoires, puisqu’elles sont fonction des
observations.

Enfin, le polygone des fréquences est la ligne brisée reliant les milieux des sommets
des rectangles, et prolongée de part et d’autre de I'histogramme de fagon a ce que l'aire
totale délimitée par le polygone soit égale a 1, comme pour une densité.

Prenons 1’exemple vu en PMS du bruit a Montréal. Les histogrammes a classe de
méme largeur et de méme effectif, avec leurs polygones des fréquences, sont donnés

par la figure

/N

0.08
|
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o / \
S
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0.04

0.02

nnnnn

FIGURE 7.2 — Histogramme a classes de méme largeur et a classes de méme effectif
pour les niveaux de bruit &8 Montréal

La forme de ces histogrammes est assez proche d’une cloche symétrique, ce qui
nous ameéne a envisager 1’hypothese que les données proviennent d’une loi normale.

7.2.2 Laméthode du noyau

Les histogrammes et les polygones des fréquences ne sont pas des estimations tres
satisfaisantes de la densité de I’échantillon car ce sont des fonctions en escalier et des
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lignes brisées alors que la densité a estimer est en général plus lisse, avec au moins sa
dérivée continue.

D’autre part, 1'aléa du au choix du nombre de classes et des bornes des classes est
un élément tres perturbant de ’analyse, puisque des choix différents peuvent aboutir
a des histogrammes d’allures assez nettement différentes.

L’estimation par noyau a pour but de répondre a ces deux écueils et de proposer
des estimations de densité ayant de bonnes propriétés.

Pour cela, on commence par remarquer que la densité est la dérivée de la fonction
de répartition, ce qui permet d’écrire pour tout x :

f(z) = F'(z) = lim F(“’Z—F(fv) o Flath) = Fe—h)

h—0 h—0 2h

Donc pour un h > 0 fixé “petit”, on peut penser a estimer f(z) par :

) = g (Fule 1) = Fufe = ) = 503 B (X0,

On a alors:
1

A 1
Elf(@)] =5 T

qui tend vers f(x) quand h tend vers 0. Il faut donc faire dépendre h de la taille de
I’échantillon, et le faire tendre vers 0 quand n tend vers l'infini, de sorte que f(z) soit
un estimateur asymptotiquement sans biais de f(x). h sera donc dorénavant noté h,,.

Cette démarche est proche de celle de 1'histogramme au sens ot cela revient a
mettre x au centre d'une classe de largeur 25 et a calculer 1'estimateur histogramme
correspondant. La fonction f obtenue a des sauts aux points X; + h et est constante
autrement.

La grande différence par rapport a 'histogramme est qu’il n’y a pas de classe fixée
a l'avance : on crée une classe en chaque point ot on veut estimer la densité.

(E[Fu(z + h)] = E[Fu(x — h)]) = o (F(z + h) = F(z — h))

L’estimateur f reste une fonction en escalier. Pour obtenir quelque chose de plus
lisse, on peut remarquer que :

N 1 1 &1
flx) = Z]l]a: Tzt (Xi) = o 221{x hn<X;<z+hn}

th"zl n =1
1 1 1 Xi)

~ X, - -
T nh 251[_1,+1[($ By ) ~ nh, ;K(gj fin

n =1

N 1
ot K(u) = oLt (w).

La méthode du noyau consiste a généraliser cette approche a d’autres fonctions K.

Définition 17 . Un estimateur a noyau de la densité f est une fonction f définie par :

flo) = :K(“‘ )
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ot {hy,}n>1 est une suite de réels positifs appelés parametres de lissage ou largeurs de la
fenétre, qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini, et K est une densité de probabilité appelée
noyau.

Les noyaux les plus communs sont :

1
e le noyau rectangulaire : K (u) = 51[,17+1[(u). C’est celui qui donne ’estimateur

de type histogramme.

e le noyau triangulaire : K (u) = (1 — |u|) 11 41((u).

1 2
e le noyau gaussien : K (u) = Fe_“ /2
™
3 u?
e le noyau d’Epanechnikov : K (u) = 1 \/_( 3 )]I_[_\/g’ +va(w)-

1
¢ le noyau quadratique : K (u) = 12 (1 = u2>2 Ly qag(u).

Dans l'estimation de f(x) par le noyau rectangulaire, le méme poids est accordé a
toutes les observations comprises entre x — h et z 4 h. Dans les autres noyaux, le poids
d’une observation est d’autant plus fort qu’elle est proche de z.

f ales mémes propriétés de continuité et de différentiabilité que K. Par exemple, si
K est le noyau gaussien, f admet des dérivées de tous ordres.

Propriété 24 . Un estimateur a noyau est une densité.

Démonstration.
+oo
/ flz)dz = Z / )da:
o n i=1
1 - X;
= Z / K (u)h,du (changement de variable u = ’ )
nhn p hn,

1

= Z/ En:L
|

Pour choisir quel noyau prendre et surtout choisir le parameétre de lissage h,,, il faut
étudier la qualité de 'estimation de f par f .

Comme les expressions du biais et de la variance de 1'estimateur a noyau ne sont
pas simples a traiter, on en donne des équivalents pour pouvoir étudier leur compor-
tement asymptotique :

Propriété 25 . Si K est la densité d’une loi de probabilité symétrique par rapport a l'origine
et de variance ps, si f admet des dérivées continues de tous ordres, alors, quand n tend vers
'infini, on a :
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BIf()] — £(a) ~ "2 ()

o Var[f(x)] ~ Li(hm) /+oo K (u)?du.

« EQMI(f) ~ ”“2/ 'z dx+/+°°

On voit que, dans l'erreur quadratique moyenne intégrée, le terme de biais est une
fonction croissante de h,,, alors que le terme de variance est une fonction décroissante
de h,,. Si h,, est grand, la variance sera faible, mais le biais sera fort. Si h,, est petit, c’est
I'inverse. La valeur de h,, optimale, qui minimise I'EQMI, réalise donc un compromis
entre biais et variance.

Cette valeur optimale est une fonction de f, qui est inconnue. On ne peut donc en
donner qu’une valeur approchée. En pratique, on choisit souvent :

h,, = (;1)1/5 ~1/5 min (sn, 1 24(% 3/4 — %,1/4))-

En fait, la valeur optimale de &,, dépend aussi de K. On montre que l'erreur quadra-
tique moyenne intégrée minimale est obtenue en choisissant le noyau d’Epanechnikov.
Mais I’écart de performance entre les différents noyaux usuels est assez faible, aussi on
a plutot tendance en pratique a choisir le noyau le plus facile a utiliser, qui est le noyau
gaussien.

Le biais étant un O(h2), on voit que le biais optimal est un O(n~%°). Par conséquent,
f(z) est un estimateur asymptotiquement sans biais de f(z), mais la convergence est
lente car n~%/° tend lentement vers 0.

De la méme facon, la variance optimale est un O(n~%?). Donc f(x) est un estimateur
convergent de f(z), mais la convergence est plus lente que celle de F,,(z) vers F(xz) car
n~4/5 tend plus lentement que n~* vers 0.

Ces deux résultats font que, pour pouvoir estimer efficacement une densité, il faut
avoir beaucoup de données.

Dans I'exemple des niveaux de bruit, 'estimation de densité par la méthode du
noyau gaussien avec le parametre de lissage ci-dessus est donnée par la commande :

> lines (density (bruit,n=200))

On obtient la figure la densité estimée semble bien proche de celle d"une loi
normale.

Bien que le noyau gaussien soit choisi par défaut par R, il présente des effets de bord
a cause de son support infini. Il est donc conseillé d"utiliser plutot le noyau d’Epanech-
nikov ou le noyau quadratique.
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FIGURE 7.3 — Estimation de densité par la méthode du noyau



Chapitre 8

Tests d’adéquation basés sur la fonction
de répartition empirique

Grace aux méthodes de statistique non paramétrique, il est tout a fait possible d’ex-
traire des informations pertinentes d'un échantillon sans connaitre la loi de probabilité
dont il est issu. Cependant, si c’est possible, il est quand méme préférable d’adop-
ter un modele probabiliste. En effet, les estimations seront toujours plus précises dans
un cadre paramétrique que dans un cadre non paramétrique. Par ailleurs, un grand
nombre de procédures statistiques standard ne sont utilisables que si on fait des hy-
potheses particuliéres sur la loi de probabilité des observations (par exemple, les tests
dans les modeles linéaires gaussiens).

Par conséquent, il est fondamental de disposer de méthodes permettant de détermi-
ner s’il est vraisemblable de considérer que des observations proviennent d"un modele
probabiliste donné. Ces méthodes sont appelées les tests d’adéquation. On a vu en
PMS les graphes de probabilité, qui sont des tests d’adéquation graphiques. Nous al-
lons dans ce chapitre étudier des tests plus puissants, qui sont basés sur la fonction de
répartition empirique.

8.1 Problématique des tests d’adéquation

Tester 'adéquation d’'un échantillon (zy,...,z,) a une loi de probabilité donnée,
c’est déterminer s’il est vraisemblable que x4, . . ., z,, soient les réalisations de variables
aléatoires X, ..., X, indépendantes et de cette loi.

On note F' la fonction de répartition inconnue de 1’échantillon, que I’on supposera
pour simplifier continue. Dans le cas de lois discretes, les procédures présentées ici
nécessiteront des aménagements, pas toujours simples.

On distinguera deux cas, suivant que 1’on veut tester 'adéquation de 1’échantillon
a une loi de probabilité entierement spécifiée ou a une famille de lois de probabilité.

e Cuas 1 :Test d’adéquation a une loi entierement spécifiée.
Testde Hy: “F = F,” contre H, : “F # F,”.

Par exemple, on se demande si les observations sont issues d'une loi normale
de moyenne 10 et de variance 4.
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e Cas 2 : Test d’adéquation a une famille de lois de probabilité.
Testde Hy: “F € F” contre H, : “F ¢ F”.

Le plus souvent, la famille F est une famille paramétrée : F = {F(.;0);0 € O}.
C’est le cas quand on se demande simplement si les observations sont issues
d’une loi normale, sans donner de valeur a priori aux parametres. Si le modele
de loi normale est adopté, on pourra toujours estimer les parametres ultérieure-
ment.

En théorie, on devrait toujours appliquer un test d’adéquation avant d’utiliser n"im-
porte quel modele probabiliste sur des données. En pratique, on ne le fait pas toujours,
ce qui entraine parfois 1'utilisation de modeles completement erronés.

8.2 Rappels sur les graphes de probabilité

On a vu que la fonction de répartition empirique F,, était un excellent estimateur de
la fonction de répartition inconnue F'. Si on teste ’hypothese “F = F”, il est naturel
de tracer les graphes de F,, et de F, et de juger visuellement si les deux courbes sont
proches (voir figure 8.1). Cependant, il est difficile de juger si les deux courbes sont
“significativement proches”, surtout si on dispose de peu de données. De plus, toutes
les fonctions de répartition ont des formes voisines.

1.0

0.4 0.6 0.8
|

0.2

0.0
I

55 60 65 70 75

FIGURE 8.1 — Fonctions de répartition empirique et testée

De la méme fagon, on peut comparer visuellement une estimation de la densité (par
histogramme ou par noyau) et la densité testée f,. Cela peut permettre d’écarter cer-
taines hypothéses manifestement fausses. Par exemple, si I’estimation de densité n’est
pas du tout en forme de cloche symétrique, il est peu probable que les observations
proviennent d’une loi normale. Dans ce cas, il n’est pas forcément nécessaire d’effec-
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tuer un test d’adéquation pour confirmer cette hypothese. Inversement, méme si la
forme de 'estimation de densité n’est pas tres éloignée d’une cloche, rien ne prouve
que la loi des observations est normale. De toutes facons, il est toujours difficile d’éva-
luer visuellement la proximité de deux courbes.

L’idée des graphes de probabilité est de chercher, a partir de la fonction de réparti-
tion F', une relation linéaire caractéristique de la loi a tester. On trace alors un nuage de
points qui, si la vraie fonction de répartition est F', devraient étre approximativement
alignés.

Le probléme essentiel de cette procédure graphique est de déterminer a partir de
quand on peut considérer que des points sont “suffisamment alignés”. Une idée na-
turelle est de déterminer la droite des moindres carrés pour le nuage de points, et de
considérer que ’adéquation est bonne si le coefficient de corrélation linéaire empirique
correspondant dépasse une certaine valeur. Malheureusement, la loi de probabilité de
ce coefficient de corrélation sous H est trop complexe pour que I'on puisse construire
un test d’adéquation statistique simple par ce moyen.

Les graphes de probabilité sont une premiere étape indispensable dans une étude
statistique, car ils sont faciles a mettre en oeuvre et permettent de rejeter facilement
de trop mauvais modeles. Il est cependant nécessaire de les compléter par des tests
statistiques si 1’on veut obtenir des résultats plus précis.

8.3 Cas d'une loi entierement spécifiée

Quand on doit tester si “F' = Fy”, il est logique de ne pas rejeter cette hypothese si
F, et F;, sont significativement proches, d’autant plus que I'on sait, d"apreés le théoreme

de Glivenko-Cantelli, que D,, = sup |F,,(z) — Fy(x)| converge presque stirement vers 0

xe
sous H.

Il s’agit donc de définir une distance, ou plutot un écart, entre F,, et Fy, et de rejeter
Hy:"F = Fy” si cet écart est “trop grand”. Les mesures d’écart les plus usuelles sont :

o La statistique de Kolmogorov-Smirnov (KS) - Commande R: ks.test:

K, = \/ﬁDn - \/ﬁ sup |Fn(x) - FO(£)| :

zeR

o La statistique de Cramer-von Mises (CM) - Commande R : cvm. test :

wi=n/ T Ba(x) — Fo(a))? dFy(x).

n
—00

e La statistique d’Anderson-Darling (AD) - Commande R: ad.test:

oo [Fu(x) — Fo()]’

A2 =n dFy(z).
"V Fo(z) (1= Fy(2)) o)
Un test de seuil a de Hy : “F = Fy” contre H; : “F # F,” aura donc une région
critique de la forme W = {K,, > k,}, avec o« = Py, (K, > k,). Il faut donc connaitre
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la loi des variables aléatoires K,,, W2 et A% sous H,. Ces lois ne sont pas facilement
accessibles pour n fini. En revanche, on a un résultat asymptotique.

Théoréme 21 . Sous H,, K,, converge en loi vers la loi de Kolmogorov-Smirnov, de fonction

+oo
de répartition : ¥z € RY, Fg(z) =1 — 23 (—1)FHle 22,
k=1

Ce qui est remarquable dans ce théoreme, c’est que la loi limite de K, est la méme,
quelle que soit la loi de I'échantillon. C’est en cela que la procédure est non paramé-
trique et c’est pour cela que 1’on peut construire un test.

Ainsi, dans la région critique définie plus haut, k, est le quantile d’ordre 1 — o de
la loi de Kolmogorov-Smirnov.

L'inconvénient de ce résultat est qu’il n’est qu'asymptotique. En pratique, on ne
peut utiliser ce test tel quel que pour n > 80. Pour n < 80, on peut utiliser les lois
exactes de K,, qui ont été tabulées pour tout n, mais c’est fastidieux. On préfere utiliser
le résultat suivant.

. ) L. 0.11 .
Propriété 26 . Pour tout n > 5, la variable aléatoire D, <\/ﬁ +0.12 + \/_> est approxima-
n

tivement de loi de Kolmogorov-Smirnov sous H.

Par conséquent, on appelle test de Kolmogorov-Smirnov, le test, valable quelle que
soit la taille de "échantillon, ayant pour région critique :

W= {Dn <\/ﬁ+ 0.12 + 0\}3) > Frg(l— @)}

On montre que, sous H,, W? et A2 convergent aussi en loi vers des lois qui ne
dépendent pas de F. Mais cette fois, les fonctions de répartition des lois limites n’ont
pas d’expressions simples, et on est obligés de se référer a des tables. Comme pour
K,, on dispose de résultats permettant d’appliquer les tests quelle que soit la loi de
I"échantillon :

Propriété 27 . Pour tout n > 5, on a, sous Hy :

° <W3_O4_|_06

1 L . ,
5 > (1 + > est approximativement de loi de Cramer-von Mises.
non n

o A2 est approximativement de loi d’Anderson-Darling.

La table[8.T|donne quelques quantiles usuels des lois limites de Kolmogorov-Smirnov,
Cramer-von Mises et Anderson-Darling.

Enfin, pour calculer facilement les statistiques de test, il est pratique d’utiliser le
résultat suivant.
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15% | 10% | 5% | 2.5% | 1%

KS | 1.138 | 1.224 | 1.358 | 1.480 | 1.628
CM | 0.284 | 0.347 | 0.461 | 0.581 | 0.743
AD | 1.610 | 1.933 | 2.492 | 3.070 | 3.857

TABLE 8.1 — Valeurs usuelles des quantiles des lois de KS, CM et AD dans le cas 1

Propriété 28 . Pouri € {1,...,n}, on pose U; = Fy(X;). Ona:

. '_ 1
e K, =+/nmax [max{Z — Ui =1.n}, max{U — ! Ji=1.n}.
n
.WQ_z":(U*_zi—lf 1
no ‘ 2n 12n°

i=1

o A2=-n+ l2%[(22 —1-=2n)In(1 -U})—(2i — 1) InU/].

! —
i=1

I est impossible de calculer la puissance de tels tests puisque 1’hypotheése alterna-
tive H, : “F # F,” est beaucoup trop vaste. Des études intensives prenant en compte
un grand nombre d’alternatives possibles ont montré que, de maniére générale, le test
d’Anderson-Darling était le plus puissant des trois et le test de Kolmogorov-Smirnov
le moins puissant.

8.4 Cas d’une famille de lois

Onteste Hy: “F € F ={F(.;0);0 € ©}” contre H, : “F ¢ F”.

Puisque 6 est un parametre inconnu, une démarche naturelle est d’en déterminer
un estimateur (X, ..., X,) et de calculer les statistiques K,,, W2 et A2 en remplacant
Fo(z) par F(z;0(Xy,...,X,)). Onnotera K,, W?2 et A2 les statistiques correspondantes.

Les expressions de f(n, Wj et fli en fonction des U, restent valables a condition de
remplacer U; = Fy(X;) par U, =F (Xi; é(Xl, e ,Xn)).

Malheureusement, le fait d’estimer # entraine que les lois limites sous H,, de K " Wﬁ
et A2 ne sont pas les mémes que celles de K,,, W?2 et A2. Cela tient au fait que, sous H,
les U; étaient indépendantes et de méme loi uniforme sur [0, 1], alors que les U; ne sont
plus ni indépendantes, ni de loi uniforme.

Dans le cas général, les lois limites des statistiques de test dépendent de la loi tes-
tée F, de la procédure d’estimation utilisée (maximum de vraisemblance, moments,
moindres carrés, ...), et de la vraie valeur de 6. Contrairement au cas d"une loi entiere-
ment spécifiée, on ne peut donc pas obtenir de test d’adéquation applicable dans tous
les cas de figure.

Pour faire un test d’adéquation, il faut au minimum que la loi limite des statistiques
de test soit indépendante de 60, puisque cette valeur est inconnue.
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Propriété 29 . Si 0 est un parameétre de position, d’échelle ou de position-échelle, alors les lois
de probabilité sous Hy de K, W?2 et A2 ne dépendent pas de 6.

Rappelons que:

e m est un parametre de position (ou de localisation) si et seulement si la loi de
X — m est indépendante de m ou bien si et seulement si la densité de X est de
la forme f(z;m) = g(x — m).

. . X
e o est un parametre d’échelle si et seulement si la loi de — est indépendante de
o

1
o ou bien si et seulement si la densité de X est de la forme f(z;0) = —g (93)
o o
6 = (m,o) est un parametre de position-échelle si et seulement si la loi de
X—-m

est indépendante de m et de o ou bien si et seulement si la densité de X

1 _
est de la forme f(z;m, o) = Pty (x Um).

Exemples :
1 —

=€ 20% . (m, o) est un parametre de position-
g ™

e loinormale: f(z;m,0) =

échelle.

1
e loi exponentielle : f(z;\) = Ae 7. X est un parametre d’échelle.

[0}

[(a)

e 2. (a, \) n’est pas un parametre de position-

e loigamma: f(z;a, \) =
échelle.

Par conséquent, les méthodes KS, CM et AD permettent de tester I’adéquation d"un
échantillon a la loi normale et a la loi exponentielle, mais pas a la loi gamma.

Pour les lois dont le parametre est de position-échelle, la loi limite des statistiques
de test ne dépend pas de 0, mais elle dépend du type de loi testée et de la procédure
d’estimation. Aucune des lois limites n’a d’expression explicite, donc il faut recourir
a des tables. D’autre part, il existe encore des modifications des statistiques de test a
effectuer pour pouvoir utiliser les tests méme pour de petits échantillons.

Exemple 1 : la loi normale.

Les estimateurs de maximum de vraisemblance de la moyenne et la variance pour
un échantillon de loi normale sont 7, = X, et 62 = S2. Donc U; = F(X;;m,,62) =

X, — X, e -
o <S> Les modifications des statistiques sont :

. 0.85
e Statistique de Kolmogorov-Smirnov modifiée : D, (x/_ —0.01 + \/_>
n

A 0.5
e Statistique de Cramer-von Mises modifiée : W <1 + )
n
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A 0.75 225
e Statistique d’Anderson-Darling modifiée : A2 (1 +—+ 2).
n n

Et les valeurs usuelles des quantiles sont données par la table

15% | 10% | 5% | 2.5% | 1%

KS | 0.775 | 0.819 | 0.895 | 0.995 | 1.035
CM | 0.091 | 0.104 | 0.126 | 0.148 | 0.179
AD | 0.561 | 0.631 | 0.752 | 0.873 | 1.035

TABLE 8.2 — Valeurs usuelles des quantiles des lois de KS, CM et AD dans le cas 2 pour
la loi normale avec estimation par maximum de vraisemblance

Exemple 2 : la loi exponentielle.

L’estimateur de maximum de vraisemblance du parameétre A pour un échantillon
. A 1 A ] <
exponentiel est \,, = < Donc U; = F(X;; M) = 1 — e~ Xi/Xn,

n
Les modifications des statistiques sont :

“ 0.2 0.5
e Statistique de Kolmogorov-Smirnov modifiée : <Dn — > <\/ﬁ +0.26 + )
n

NLD
. . . o (s T2 016
e Statistique de Cramer-von Mises modifiée : W, (1 + )
n
. g ’ . e[ 2 92 06
e Statistique d’Anderson-Darling modifiée : A;, (1 + )
n

Et les valeurs usuelles des quantiles sont données par la table

15% | 10% | 5% | 2.5% | 1%

KS 10926 | 0995 | 1.094 | 1.184 | 1.298
CM | 0.148 | 0.175 | 0.222 | 0.271 | 0.338
AD | 0916 | 1.062 | 1.321 | 1.591 | 1.959

TABLE 8.3 — Valeurs usuelles des quantiles des lois de KS, CM et AD dans le cas 2 pour
la loi exponentielle avec estimation par maximum de vraisemblance

L’estimateur de maximum de vraisemblance est biaisé. Il faut néanmoins le conser-
ver car la table[8.3]a été obtenue avec cet estimateur biaisé.

Il s’avere que les puissances des différents tests sont plus proches quand on estime
les parametres que pour une loi entierement spécifiée. Cependant, Anderson-Darling
est toujours le meilleur et Kolmogorov-Smirnov le moins bon.

Ces tests sont plus puissants que les tests du x? car le regroupement en classes fait
perdre de l'information sur les données.
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Chapitres 9, 10 et 11
hors programme de I’examen
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Chapitre 9

Tests d’hypotheses optimaux

9.1 Introduction

Les principes généraux des tests d’hypotheses ont été introduits dans le cours de
PMS et rappelés dans le chapitre 4. Rappelons les encore une fois.

e Un test d’hypotheses a pour but de trancher, au vu d’observations, entre une
hypothese nulle Hy, et une hypothese alternative H;.

e Le seuil du test a est la probabilité maximale de 1'erreur de premiére espéce,
erreur qui consiste a rejeter Hy a tort (conclure H; alors que Hj est vraie). La
valeur de « est fixée par l'utilisateur en fonction de la gravité des conséquences
de I’erreur de premiére espece.

e La puissance 3 est liée a la probabilité de rejeter H, a raison. Sa définition dé-
pend de la nature du test (test d’hypotheses simples ou d’hypothéses compo-
sites).

e Larégion critique IV est 'ensemble des valeurs des observations pour lesquelles
on rejettera H,.

En PMS, on a déterminé les régions critiques essentiellement a 1’aide du bon sens
ou de l'intuition, ou en utilisant la dualité entre tests d’hypotheses et intervalles de
confiance. Nous allons donner dans ce chapitre un procédé systématique de construc-
tion de tests d’hypotheses paramétriques.

Comme on ne peut pas minimiser les deux risques d’erreur en méme temps, on a
choisi de privilégier 'erreur de premiere espece, c’est-a-dire de construire des tests en
fixant le seuil a. A « fixé, le meilleur des tests possibles est celui qui minimisera la pro-
babilité de l’erreur de deuxieme espece, ou maximisera la puissance. Nous donnerons
dans ce chapitre les moyens de déterminer des tests optimaux.

Mais pour commencer, nous allons proposer une définition plus formelle des tests
d’hypotheses, qui va permettre d’élargir le cadre vu en PMS.
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9.2 Définitions

On se place dans un modele statistique (X', A, P). L'observation z est la réalisation
d’un élément aléatoire X deloi P € P. Les hypotheses que I'on peut effectuer sur cette
observation portent sur la nature de la loi P.

Donc on peut écrire que les hypotheses d’un test sont de la forme H, : “P € P,” et
H,:"P e P,”, ou Py et P, sont des parties de P. Au vu de z, on doit décider s'il est
plus raisonnable de considérer que P € P, ou que P € P;.

Définition 18 Un test d’hypotheses de H, : “P € P,” contre H, : “P € P,” est une
statistique

v X —[0,1]
)

x +— P(x) = probabilité de rejeter Hy au profit de Hy quand I’observation est x.

Définition 19 Un test d'hypotheses est déterministe si et seulement si i est une indicatrice :
U(z) = Lw(z). Autrement dit, on rejettera Hy si x € W et on ne rejettera pas Hy si x ¢ W.

On voit que l'on retrouve ici la notion de région critique. Tous les tests vus en
PMS sont déterministes. Mais la définition proposée ici est plus large : un test n’est
pas forcément une indicatrice, donc on peut imaginer des tests pour lesquels la valeur
de I'observation = ne permet pas immédiatement de trancher entre H, et ;. On va
voir qu'il est indispensable de définir un test de cette fagon si on veut étre capables de
traiter I'optimalité des tests.

Une hypothese est simple si elle est réduite a un singleton : “P = F,”. Une hypo-
these est composite ou multiple quand elle n’est pas simple : “P € P,” ou1 P n’est pas
réduit a un singleton.

9.3 Tests d’hypotheses simples

Un test d’hypothéses simples est un test dans lequel Hj et H; sont simples. C’est
doncun testde Hy: “P = P,” contre H, : “P = P,”.

Définition 20 Le seuil du test est « = Ep, [)(X)] et la puissance du test est § = Ep, [¢)(X)].

Explication : Le seuil du test est la probabilité de rejeter a tort H,, c’est-a-dire la proba-
bilité de décider que la loi de X est P, alors qu’en fait la loi de X est F;. Or on a défini
le test de sorte que ¢(x) soit la probabilité de rejeter H, quand 1'observation est x. Pour
obtenir ¢, il faut donc considérer )(x) pour toutes les valeurs possibles de x quand la
loi de X est P. Autrement dit, il faut prendre I'espérance de (X ) sous la loi F%.

La loi de X étant caractérisée par sa fonction de vraisemblance, on note £(P; x) la
fonction de vraisemblance quand la loi de X est P. Alors on peut réécrire a sous la
forme :

a = Ep [¢ / b(x) dPy(x / b(x) L(Py; ) dp(z).
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La puissance du test est la probabilité de rejeter a raison H, c’est-a-dire la probabi-
lité de décider a juste titre que la loi de X est P,. On a donc:

3= Ep, [t /¢ )dPy(x /w L(Pr;z)dp(z).

Quand le test est déterministe, ¢)(z) = 1y (x), donc :
a = Ep, [0(X)] = / Ly () £(Py; ) dp() = /W L(Py; ) du(z) = Po(X € W).

De méme, § = Ep, [Y(X)] = P (X € W).

On retrouve bien le fait que, pour un test d’hypotheses simples déterministe, le
seuil est la probabilité sous H,, que les observations soient dans la région critique et la
puissance est la probabilité sous H; que les observations soient dans la région critique.

La probabilité d’erreur de deuxieme espece est 1 — 3. Un test ¢y est meilleur qu'un
test v, si les deux probabilités d’erreur sont inférieures pour v, a ce qu’elles sont pour
1. Donc 71 a un seuil inférieur et une puissance supérieure a 1, :

Qg < Qryy et 61111 > Biﬁz'

D’ou la définition suivante :

Définition 21 Un test ¢ de Hy : “P = P,” contre H, : “P = P,” est dit le meilleur a
son niveau de signification si et seulement si tout test de seuil inférieur est moins puissant.
Autrement dit :

V@D’, Oy < Ay = 51/,/ < ﬁw.
Cela signifie en particulier que, quand la probabilité d’erreur de premiere espece est
tixée, le meilleur test est celui qui minimise la probabilité d’erreur de deuxiéme espece.

Le résultat le plus important de ce chapitre est le lemme de Neyman-Pearson qui
permet, d"une part de construire des tests d’hypotheses simples de fagon systématique,
et d’autre part de déterminer les meilleurs tests d’hypothéses simples.

Théoréme 22 . Lemme de Neyman-Pearson. Vo € [0, 1], il existe k, € R" et 7, € [0,1]
tels que le meilleur test de seuil o de Hy : “P = Py” contre Hy : “P = P,” est :

1 si L(Py;x) > ko L(Po;x)
Y(x) =13 Yo SiL(P;x) = ko L(Py;x)

0 Sl£<P1,$> < ka£<P0,$>

Remarque. Quand L(Fy; x) # 0, on voit que le test consiste & comparer L(P;z)/L(Fy; )
a k.. Aussi le test 1 est-il appelé test du rapport de vraisemblances. Intuitivement, si
ce rapport est grand, alors P, est “plus vraisemblable” que F, et donc on rejettera H
au profit de H;. Et inversement si le rapport est petit.
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Démonstration. On admettra que Vo € [0, 1], il existe un test de la forme de ) de seuil a.
On verra dans la suite comment trouver k, et 7, pour définir ce test.

Soit 7" un test tel que oy < . Il faut montrer que ¢’ est forcément moins puissant
que ©, c’est-a-dire que [, < S.

Posons A(z) = ¥(x) — /(x), B(x) = L(Py;2) — ko L(Py; ) et g(x) = A(x)B(z). On

a:
e Si B(z)>0,¢(r)=1,donc A(z) =1 —¢'(x) > 0d’ou g(z) > 0.
e Si B(x) =0, g(x)=0.
e Si B(x) <0,¢(x)=0,donc A(zx) = —)/(z) < 0d’ot g(z) > 0.
Par conséquent, Vz € X, g(z) > 0, donc [ g(x) du(x) > 0.Or:
[ot@ydutz) = [ @) £(Pr; ) / V(@) L(Pri ) dp(x)
%MU@@)~%, /w L(Pyi) dp()
= By = By — kaloy — o]
= B—ﬁw/—ka[a—aw] ZO
Finalement § — 8y > koo — ay] > 0, donc 5 > Sy, ce qui prouve que ) est bien le
meilleur test & son niveau de signification a. |

Dans un modele paramétrique (X, A, { ;0 € ©}), a chaque loi Fy correspond un
parametre ¢. Donc I'hypothese “P = Fp,” peut s’écrire “0 = 6,” et la vraisemblance
peut s’écrire L(FPy;x) = L(6;x). Les tests d’hypotheses correspondant sont appelés
tests paramétriques. Dans le cas contraire, on parle de tests non paramétriques.

Exemple du controle de qualité. Dans le modele ({0,1},P ({0,1}),{B(p);p € [0,1]})", on
veut tester Hy : “P = B(po)®"” contre H; : “P = B(p;)®"”. Plus simplement, il s’agit
de tester Hy : “p = py” contre H; : “p = p;” dans un modele d’échantillon de loi de

Bernoulli. On reconnait le probléme de test d’hypotheses simples sur une proportion
vu en PMS.

n

n
> ey

On sait que la fonction de vraisemblance est L(p; z1,...,2,) = pi=t (1 —p) =
Par conséquent :

2‘% n—f::ci zzz n—f::ci
L(pi;x) > ko L(po;x) <= pi° (1—p1) =1 >kaps' (I—po) =

pl(l po)‘|i=1 > ka ll pO]
IL—pm

- p1(1 — po) 1 —po
= z;| Ihn————~ >Ink,+nln
[Z ] po(l —P1) 1—p
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On va maintenant isoler la statistique de test, c’est-a-dire ce qui ne dépend que des
;. Il faut alors prendre en compte le signe de p; — py. On a:

pi(I—p
p0<p1:>1_p1<1_p0:>p0(1—p1)<p1(1—po):>lnu>0.
po(1 —p1)
Dong, pour py < p1,
1—
n 1nk’a+nln1 Po
L(p1;x) > ko L(po;x) <= Y ;> P
i1 1y P —po)
po(1 —p1)

ce qui signifie que le meilleur test est de la forme :

n
1 si Z €T; > la
=1

P(x) =1 Yo Si i T, = g
i=1

0 siam<l,
=1

1=

Réciproquement, pour py > p;, le meilleur test est de la forme :

n
1 si > a; < la
i=1

w(:l?) =4 Yo Sl éxl =lq

n
0 sidy x>l
=1
I reste a déterminer les valeurs de [, et de v,, ce qui se fait en explicitant le seuil du
test. On pourrait ensuite déterminer %, en fonction de [, po, p1 et n, mais ¢a n’a aucun
intérét : seuls [, et 7, sont importants.

Faisons le calcul dans le cas ot py < p; :
a=Ep [P(X)] = 1x B ((X)=1)+7 x B (¥(X) =7a) +0x P (¥(X) =0)

= Po (ZXZ > la> +")/O¢P0 (ZXz :la>
=1

i=1

Sous H,, znj X; est de loi binomiale B(n, py), donc, pour [, entier, F (i X, = la> =

i=1 =1

Clepg (1 —po)" ' et Py (i X > la) = 3 CEph(1—po)t.
i=1 f=lo+1
S’il existe [, tel que Fy (an X; > lg> = «a, on prend [, = [y et 7, = 0. Sinon, il existe
i=1
forcément [, tel que F, (2”: X; > lo) <a< P <i X; >y — 1>. Alors on prend [, = I
=1

i=1
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Ayant obtenu [, et v,, on peut calculer la puissance du test :

BZEP1 [¢(X)] :Pl (zn:Xz >la> +7aP1 (Zn:Xizla>7

=1

n
o, sous P;, Y X; est de loi binomiale B(n, p;).
i=1
Sin est assez grand, on peut utiliser le théoreme central-limite ou I’approximation

de la loi binomiale par la loi normale :

i Xi—mnp
=L N0, 1).
np(l—p)

Comme la loi normale est continue, lim B, ( 3 X; = la> = 0. Donc il suffit de
=1

n—-+o00

)

prendre un test déterministe (7, = 0) et

z';l nPo loc — NPo

OZZP0<ZXZ'>Z&>:P

i=1 npo(1 —po) npo(1 — po)

lo —
Quand n tend vers l'infini, cette probabilité peut étre approchée par 1—¢ ((npo)) .
npo(l — po

On va donc prendre I, = npy + /npo(1 — po) o~ (1 — @) = npo + \/npo(1l — po) Uz,

et on obtient que le meilleur test asymptotique de seuil o de Hy : “p = py” contre H; :
“p=p1”, avec py < py, est le test déterministe défini par la région critique

n 2. T = npo
W = {sz > npo + 1/npo(1 — po) Uza} = >y,

i—1 npo(1 — po)

On retrouve le test vu en PMS pour les hypotheses “p < p,” contre “p > py”. Sa
puissance est :

n Z X’L —npy L. — np;
6:P1<2Xi>la>zpl =l > = )
i=1 \/npl(l —p1) \/”pl(l — 1)

np1(1 —p1)

n(po — p1) + \/npo(1 — po) Uza)

qui tend, quand n tend vers l'infini, vers 1 — ¢ (

On constate que le meilleur test de seuil o est un test déterministe pour n infini
mais pas pour n fini. Donc la définition des tests avec des régions critiques ne suffisait
pas pour déterminer des tests optimaux.
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9.4 Tests d’hypotheses composites

Un test d’hypotheses est composite quand au moins une des deux hypotheses est
composite. C’est donc un test de Hy : “P € Py” contre H, : “P € P,” ou P, et P, ne sont
pas toutes les deux réduites a un singleton.

Les tests paramétriques d’hypothéses composites les plus usuels sont :

e test bilatéral : test de Hy : “0 = 6,” contre H; : “0 # 6,".

o tests unilatéraux : test de Hy : “0 < 0y” contre H, : “0 > 0,” et testde Hy: “0 > 0"
contre Hy : “6 < 6y”.

Dans ces deux exemples, H, et H; sont complémentaires : des 2 hypotheses, I'une
est forcément vraie. C’est ce cas qui est important en pratique.

Définition 22 La fonction puissance d'un test d’hypotheses composites est la fonction

g: P —10,1]
P — B(P) = probabilité de rejeter Hy quand la vraie loi de X est P

= Ep [0(X)] = [¥(x) L(P;x) du(z).

Le seuil du test est la probabilité maximale de rejeter Hy a tort :

a = sup S(P).
PePy

Pour les tests paramétriques, la puissance peut étre considérée comme une fonction
du parametre :

8(0) = [ ¥(@) £(652) dyu(a)
Pour le test bilatéral, on a simplement a = 3(6y).

Un test ¢ est meilleur qu'un test ¢’ si VP € P, la probabilité de rejeter a tort H, est
plus forte pour ¢/’ que pour ¢ et la probabilité de rejeter a raison Hj est plus forte pour

Y que pour ' :
VP € Py, By(P) < By(P) et VP e Py, fu(P) > By(P).

Définition 23 Un test 1y de Hy : “P € Py” contre H, : “P € P,” est dit uniformément
le plus puissant (UPP) si et seulement si tout test de seuil inférieur est moins puissant.
Autrement dit :

V¢/, Qg < Qyy = VP e Pl, 6¢/(P) < Bw(P)

Dans le cas particulier des tests d’hypotheses simples (Py = {Fy} et P, = {P1}), le
test du rapport de vraisemblances donné par le lemme de Neyman-Pearson est UPP.

Il n’existe pas de théoréme analogue au lemme de Neyman-Pearson pour les tests
composites. Pour rechercher des tests UPP, on utilise alors les résultats suivants :
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Théoréme 23 .

1. Un test iy de Hy : “P € Py” contre H, : “P € P,” est UPP si et seulement si il est
UPPde Hy: “P € Py contre H, : “P = P,”,VP, € P,.
2. Soit Py C Py. Soit ¢ un test de seuil cwde Hy: “P € Py” contre Hy : “P € P,”. Si 1)
177

considéré comme un test de “P € P\” contre “P € P,” est UPP et de seuil «, alors 1
est UPP.

Démonstration. 1. est immédiat. Pour 2., soit ¢’ un test de “P € P,” contre “P € P;” de
seuil oy < a. Il faut montrer que VP € Py, By (P) < By (P).
Or sup 57/}/(P) S sup 6¢,/(P) = CY¢/ S (o'
PE’P(/) PePy

17

Donc 7', considéré comme un test de “P € P;” contre “P € P;” est de seuil inférieur
a a. Si ¢ est UPP pour cette situation, on en déduit que VP € Py, Sy (P) < By(P), ce
qui prouve que v est aussi UPP pour le probleme de test initial. u

La partie 1 du théoreme permet de réduire I’hypothese alternative a une hypothese
simple. La partie 2 permet de réduire '’hypothese nulle a une hypothese simple en
prenant P) = {,}. Pour traiter un probleme de test d’hypothéses composites, il faut
donc commencer par traiter le probleme de test d’hypotheses simples sous-jacent.



Chapitre 10

Tests non paramétriques sur un
échantillon

Comme précédemment, on suppose dans ce chapitre que les observations z1, ..., z,
sont des réalisations de variables aléatoires réelles X1, ..., X,,. Dans les chapitres précé-
dents, on a supposé que les X; étaient indépendantes et de méme loi. Tout ce qui a été
fait jusqu’ici n’a de sens que si cette hypothese est vérifiée. Il est donc fondamental de
déterminer si cette hypothese est valide ou pas. Les tests qui permettent d'y parvenir
sont appelés tests d’échantillon.

Si on a admis que les observations forment un échantillon, on peut utiliser les
procédures d’estimation des moments, quantiles, fonction de répartition et densité
de l'échantillon, vues précédemment. L'étape statistique suivante est d’effectuer des
tests d’hypotheses sur ces quantités. Par exemple, on peut vouloir faire un test de
“E(X) < m” contre “E(X) > m”. Dans ce chapitre, on se contentera d’étudier des
tests portant sur la moyenne et la médiane de la loi de I’échantillon.

Dans les deux cas, on supposera que la loi est continue et on utilisera les statis-
tiques de rang pour effectuer les tests. En effet, on a vu que, si la loi de 1’échantillon est
continue, alors la loi des statistiques de rang ne dépend pas de la loi de I’échantillon.

10.1 Tests d’échantillon

Le probleme est de déterminer si les observations forment un échantillon. L’hypo-
these nulle d’un test d’échantillon sera donc :

Hy:"Xy,...,X, sont indépendantes et de méme loi (i.i.d.)”.

Le choix d"un test d’échantillon dépend fortement des hypotheses alternatives que
I'on choisit. Lhypothese H; = Hj : “Xi,..., X, ne sont pas i.i.d.” est trop vaste. Les
alternatives les plus fréquemment retenues sont celles qui portent sur 'existence d"une
tendance :

e M, :"”Les X, sont de plus en plus grandes”

e H,:"Les X, sont de plus en plus petites”
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Par exemple, si X; est la cotation d'un titre au jour ¢, il est intéressant de déterminer
si le titre évolue a la hausse (H,), a la baisse (H3), ou ni I'un ni 'autre (H,).

Ou bien, si les X; sont les durées de bon fonctionnement successives entre les
pannes d’un systéme réparable, l'usure va faire en sorte que les pannes se produiront
de plus en plus souvent, donc les X; seront de plus en plus petits (H5).

Il est nécessaire de définir ce que 'on entend par “des variables aléatoires de plus
en plus grandes”. Cela peut vouloir dire par exemple que la suite des F(X;) est crois-
sante. On peut en fait définir plusieurs ordres de ce type, appelés ordres stochastiques.
L’ordre le plus fréquemment retenu est le suivant :

Définition 24 . On dira que la suite de variables aléatoires {X;};>1 est stochastiquement
croissante (resp. décroissante) si et seulement si les fonctions de répartition des X, diminuent
(resp. augmentent) au sens ot :

VxeR, i<j= Fx,(x)> Fx,(x) (resp. <)

En effet, pour n'importe quel z, si X; est “plus petit” que X, X; a une plus forte
chance que X d’étre inférieure a x.

On se contentera ici d’étudier les hypotheses :
e H, :"”Les X; sont stochastiquement croissantes”
e H,:"”Les X; sont stochastiquement décroissantes”
sachant que d’autres alternatives sont possibles comme par exemple :
e “Les X; sont stochastiquement périodiques”
e “Les X; sont de méme moyenne mais de variances croissantes”

Sous H, les X; sont i.i.d. donc leur ordre n’a aucune importance. Ce n’est évidem-
ment pas le cas sous H; et H,. Il semble donc logique d’utiliser les statistiques d’ordre
et de rang pour construire les tests.

Remarque. N’oublions pas que le résultat d"un test n’est probant que si on rejette H,.
Donc on pourra éventuellement conclure qu’il n’est pas improbable que les X; forment
un échantillon, mais on ne pourra jamais accepter cette hypothése.

10.1.1 Le test de Spearman

La premiere idée consiste a étudier le lien entre les rangs R; des observations et
leurs indices i. En effet, si les X; sont strictement croissants, alors les observations sont
directement ordonnées dans l’ordre croissant, donc Vi, R; = i. Inversement, si les X;
sont strictement décroissants, alors Vi, R; = n — 1 + 1.

D’ot1 I'idée dutiliser le coefficient de corrélation linéaire empirique entre les rangs
et les indices, Rg; . Sous Hy, Rg; ,, doit étre proche de 1, sous H, il doit étre proche de
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-1, et sous Hy, il doit étre proche de 0.

i ; R;i — Ry,

o SRST o 1. B 1. B ’
“SNTRF-RE) (=D 242
(GER-R)G -2
Par exemple, un test de H contre H, de seuil o aura une région critique de la forme
W = {RRL” > k;a}. ko est déterminé en écrivant que Py, (RRL” > ka) = «. Il faut donc
connaitre la loi de Rp;,, sous H, pour effectuer le test : k, sera le quantile d’ordre 1 — «
de cette loi.

- n 1 1 1 — 1 n 1
Onaz’n:—z n(n—i—):n+ etR,=—-—> R, = —
im n 2 2 n i=1 n

n'y a pas d’ex-aequos (loi continue), alors pour toute fonction ¢, Z o(R;) = i o(1).
i=1 )

,.
, car, sil

Li=

De méme,
B O 1E 1n(n—|—1)(2n—|—1) n+ 1,2
RS = ﬁ; 6 - (=)
n+lr2n+1 n+1ly n+l (n+1)(n—1)
= = dn+2—3n—3] =
2 = 5| = g ln 2 =303 12
B n? —1
12
1
fZRZz (n+ ) 19 L
VRSN _ TL — — n
DOURRLn— n 1 = ( _1)12}%2 n—l.
12
Sachant que la loi du vecteur des rangs R = (R, ..., R,,) sous H est la loi uniforme

sur 'ensemble des permutations des entiers de 1 a n, il est possible d’en déduire la
loi de Rpg;,, sous Hy. Cette loi est appelée loi de Spearman. D’ou le test d’échantillon
suivant :

Définition 25 . Le test de Spearman est le test d'échantillon basé sur la statistique Rg; ,, =

12 1 .
ﬁ Z R;i — T Plus précisément, on a :
R n —_—

e Test de Hy contre H, (test de croissance) : W = {RRM > Sn,a}/

e Test de Hy contre H, (test de décroissance) : W = {RRL” < Sn,l—a}r

ol sy, est le quantile d’ordre 1 — « de la loi de Spearman de parametre n.

Il existe une table des quantiles de la loi de Spearman. Mais quand la taille de
I’échantillon est suffisamment grande, on utilise les résultats suivants.
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Propriété 30 .

Rrrn
e Sous Hy, pour n > 10, vVn — 2 Bl

St(n — 2).

est approximativement de loi de Student

RIn
e Sous Ho, Vil — 1 Rpr.n —= N(0,1).

En pratique, pour n < 10, on utilise la table de la loi de Spearman. Pour 11 < n <
30, on utilise I'approximation de Student, et pour n > 30, on utilise 'approximation
normale.

10.1.2 Le test de Kendall

Siles X; sont strictement croissants, alors V(i,j), i < j = X; < X;. Inversement, si
les X; sont strictement décroissants, alors V(i,j),i < j = X; > Xj.

D’ou I'idée de compter le nombre (),, de couples (7, j) tels que i < jet X; < X, :

n—1 n

Qn= > > lix,<x;)- Lenombre total de couples (i, j) tels que i < j estle nombre de
=1 j=i+1
. . L . 4 n n(n—1)
facons de choisir 2 entiers distincts parmi n, c’est-a-dire C;; = —
-1
Donc, sous H;, (),, doit étre proche de 71(712), et sous H, (), doit étre proche de
1 -1
0. Sous H,, V(3,7), P(X; < X;) = 3" Donc @, doit étre proche de n(n4)
- o . 4Qn
Pour rendre la statistique de test plus facile a interpréter, on pose 7,, = nn—1) 1.
n(n —

7,, est appelée le tau de Kendall. Sous H,, 7,, doit étre proche de 1, sous H,, 7,, doit
étre proche de -1 et sous H,, 7,, doit étre proche de 0. Ainsi l'interprétation de 7, est
similaire a celle du coefficient de corrélation de Spearman. On peut déterminer la loi
de 7, sous Hy, appelée loi de Kendall.

Définition 26 . Le test de Kendall est le test d'échantillon basé sur la statistique 7, =
4 n—-1 n

_ 1ix.<x — 1. Plus précisément, on a :

n(n—1) 2,;1 j:zi;i-l {Xi<X;} P

o Test de Hy contre H, (test de croissance) : W = {Tn > kn,a}
e Test de Hy contre H, (test de décroissance) : W = {Tn < kn,1—a}

ol ky, o est le quantile d’ordre 1 — o de la loi de Kendall de parametre n.

In(n—1)

L
mm — N(O, 1)

Propriété 31 . Sous H,
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En pratique, pour n < 10, on utilise une table de quantiles de la loi de Kendall, et
pour n > 10, on utilise 'approximation normale.

Suivant les cas, le test de Kendall sera plus ou moins puissant que le test de Spear-
2(n+1)
\/2n(2n + 5)
vers l'infini, ce qui signifie que, quand on a beaucoup de données, les deux tests sont

équivalents.

man. On peut montrer que p(Rgin, ) = , qui tend vers 1 quand n tend

10.2 Tests sur I’espérance et la médiane

Dans cette section, on suppose que les observations forment un échantillon, ce qui
a pu étre confirmé par les tests de la section précédente. On peut alors vouloir effectuer
des tests d’hypotheses sur les diverses caractéristiques de la loi de 1’échantillon.

Les tests les plus utilisés portent sur la valeur de l'espérance de 1’échantillon. On
a vu dans le chapitre 5 que la moyenne empirique X, est un excellent estimateur de
E(X). 1l est donc logique de construire des tests sur I'espérance a partir de la moyenne
empirique. Mais comme on ne connait que la loi asymptotique de X, seuls des tests
asymptotiques seront possibles.

Au lieu de faire porter les tests sur I'espérance de la loj, il est aussi intéressant de
les faire porter sur la médiane de cette loi. Il s’avere qu'il est plus facile de construire
des tests sur la médiane que des tests sur l'espérance a partir des statistiques de rang.
Par ailleurs, espérance et médiane sont égales dans le cas des lois symétriques.

10.2.1 Tests asymptotiques sur l’espérance

Les hypotheses des tests portant sur 1’espérance de 1’échantillon sont les suivantes :

Hy:“E(X)=m" H,:“E(X)#m”

Hy:“E(X)>m" Hs:“E(X)<m”

Au chapitre 6, on a vu qu'un intervalle de confiance asymptotique de seuil a pour
E(X)est:
- Se — S,
[Xn — Ua—F=, Xn + uai}
n

/n /n

Par conséquent, pour tester H, : “E(X) = m” contre H; : “E(X) # m” au seuil
a, il suffit de rejeter H, si et seulement si m n’est pas dans l'intervalle de confiance
ci-dessus. On obtient comme région critique :

W = {m§§ {Yn—ua S:L,Xn%—uoéSn”:{TrL<Xn—1LaSnoum>Xn+uCY Sn}

NN Vi n

= {Yn —-m< —uai% ouX, —m> +ua:j%} = {’X"S:m\/ﬁ) > ua}.
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On peut vérifier que cette région critique convient. On a vu que :

X, — E(X)

5 —£5 N(0,1).

vn

T2 N0, ).

Alors PH0(<X1, o, Xp) € W) = PHO( an_m\/ﬁ’ > ua) X . La probabilité de

rejeter a tort Hy est bien asymptotiquement égale a o.
Intuitivement, on rejette ’hypothese “E(X) = m” si X, est significativement éloi-
gné de m, c’est-a-dire si | X,, — m| est “trop grand”.

Donc, sous Hy, \/n

Supposons maintenant que ’on veuille tester H; : “E(X) < m” contre H, : “E(X) >
m”. L'idée naturelle est de rejeter “E(X) < m” si X, est significativement grand, d’ott
une région critique de la forme W = {Yn > ka}.

k. est déterminé en écrivant que le seuil du test est :

a=supP(X, >k, = sup P(\/ELE(X)>\/EI{;@ E(X))
Hs3 E(X)<m Sn Sn
ko — E(X)

Donc asymptotiquement, « = sup [1 - @(\/ﬁ
E(X)<m Sn

de répartition de la loi normale centrée-réduite.

)} , ot ® est la fonction

ko — E(X) . .
7> est une fonction crois-

Sn
sante de F(X). Par conséquent, son maximum quand E(X) < m est atteint pour
E(X) =m.

® est une fonction croissante, donc 1 — CID(\/E

kOZ - ka - —
On en déduit que a = 1—<I>(\/ﬁ 5 m),d’ofl\/ﬁ 5 m_ ¢ 1 —a) = ug, et
aSn n n
finalement k, = m + ui/ﬁ .
, . ol ~ u2aSn
Le test de H3 contre H, aura donc comme région critique W = {X n > m+ NG },
n

) . . X,—m
ce qu’on peut aussi écrire sous la forme plus pratique W = {T\/ﬁ > Uga}.

Le test symétrique de H, contre H3 s’établit de la méme maniere et on obtient au
bout du compte la propriété suivante.

Propriété 32 . Tests asymptotiques de seuil o sur 'espérance de Iéchantillon, parfois appelés
tests de Student :

X, —
o Testde Hy: “E(X) <m” contre Hy : “E(X) >m”: W = {Tm\/ﬁ > u?a}-
o 7 “ ” yTL —m
o Testde Hy: “E(X) > m” contre Hy : “E(X) <m” : W = {T\/ﬁ < —uQQ}.
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X —
o Testde Hy: “E(X) =m” contre Hy : “E(X) £ m” : W = {’”Tm\/ﬁ\ > ).

L’'inconvénient de ces tests est qu’ils sont asymptotiques, donc ils ne sont pas va-
lables pour des échantillons de petite taille.

En pratique, on peut disposer de tests valables méme pour de petits échantillons,
a condition de supposer en plus que la loi de I'échantillon est symétrique. Le principe est
d’effectuer des tests portant sur la médiane, puisque, quand la loi est symétrique, la
médiane ¢, /, est égale a I'espérance £(X).

10.2.2 Tests sur la médiane

Dans cette section, on va s’intéresser a des tests non paramétriques portant sur la
médiane ¢;/,. Quand la loi est symétrique, ces tests pourront étre considérés comme
des tests sur I'espérance de I’échantillon.

Les hypotheses des tests portant sur la médiane de I’échantillon sont les suivantes :

HO . /1q1/2 — m//, Hl . /1q1/2 ?é mr/,
Hy: ”C]1/2 >m”, Hj: ”C]1/2 <m”.

Sous H,, il y a une chance sur deux qu'une observation soit inférieure a m et une
chance sur deux qu’elle soit supérieure a m.

10.2.2.1. Le test du signe
Le principe de ce test est de considérer le nombre d’observations supérieures a m,
n
appelé statistique du signe : S;" = - 1(x,5m}-
=1
. s s . . L . 1
Sous H,, puisque la probabilité qu'une observation soit supérieure a m est Y St
: A n : A 1" 4 : A £ N
doit étre proche de 5 Sous H, S, doit étre “grand” et sous Hj, S, doit étre “petit”.

. A "z . 2z n 7
Sous H,, S;f doit étre “éloigné de 5

1
Propriété 33 . S est de loi binomiale B(n,1 — F'(m)). Sous Hy, S;" est de loi B(n, 5).

Démonstration. S, est une somme de n variables aléatoires indépendantes et de méme
loi de Bernouilli B(P(Xi > m)) Donc S est de loi binomiale B(n, P(X; > m)) =

1 1
B(n,1 — F(m)).Sous Hy, F\(m) = F(q1/2> =5 donc S;" est de loi B(n, 5). [ |
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Pour tester H3 contre H,, on prendra logiquement une région critique de la forme
W ={SI > k,}. k, est déterminé en écrivant :

a = SILE) P(SF >k, = sup |1-— FB<n71F(m))(l€a)] =1- FB<n,l) (ko)

q1/2<m 2
L oo lqi 1yn—i 1 L 4
= Cl =] |1—= = — ct.
z‘:[kza:J+1 " {2} [ 2} 2n z‘:LkZ(;JH !

Le probleme est que la fonction de répartition de la loi binomiale n’est pas inver-
sible. Donc il n’est pas forcément possible, pour un o donné, de trouver k, vérifiant
I’équation ci-dessus. Cela signifie qu’on ne peut effectuer le test que pour quelques
valeurs de o bien déterminées.

Ce probleme se résoud quand n est grand en utilisant I’approximation de la loi

1
binomiale B(n, —) par la loi normale A/ (ﬁ, ﬁ). On a en fait, sous Hj :
2 24
sr-= +
n 2 QSn —Nn r
Y — N(0,1).
4

Alors, en reprenant le calcul précédent, on a, asymptotiquement :

255 —n 2ka—n):1_¢(2ka—n)

=P t>k)=P
(0% Ho(Sn > oz) HO< \/ﬁ > \/ﬁ \/ﬁ
2k, — o
d’ou n_ 1 —a) = ugg et ky = m
vn 2

. .re n + \/nu
Le test de H3 contre H, aura donc comme région critique W = {Sf{ > \2/_20‘},

255 —n

vn

ce qu’on peut aussi écrire sous la forme plus pratique W = { > uza}.

Finalement, on obtient :

Définition 27 . Le test du signe est le test sur la médiane basé sur la statistique S;7 =

> Lyx,>m}- Plus précisément, on a, asymptotiquement :
i=1

'z 4 'z 14 25’;1__”
o Testde Hs: “qi/o < m” contre Hy : “qijp > m” : W = { —"—=— > g, ¢ .

s 7 " 4 25’;‘[ - n
o Testde Hy: “q1/o > m” contre Hy : “qjp <m” : W = { —"=— < —Ugq ¢ -

s 4 e 4 25; - n
o Testde Hy: “qijo = m” contre Hy : “qijo #m” : W = { | —"=—

En pratique, on admet que 'approximation normale est valide des que n > 10.
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10.2.2.2. Le test des rangs signés de Wilcoxon

Dans cette section, on suppose que m = 0. Il est possible de généraliser a m quel-
conque.

Définition 28 Le vecteur des rangs signés associé a I'échantillon (X, ..., X,,) est le vecteur
RY = (Ry,...,R}) défini par :

Vie{l,....n}, Rf = 1+ Iy, <x.

J=1

= rang de | X;| dans la suite | X,|", ..., | X,|"

Les rangs signés R;” sont aux | X;| ce que les rangs R; sont aux X;.
Exemple : n = 5.

x 23 35 17 05 -14
xf 35 -14 05 17 23
r; 5 1 4 3 2
7| 23 35 17 05 14
z;|* 05 14 17 23 35

r 4 5 3 1 2

)

Définition 29 . Le test des rangs signés de Wilcoxon est le test de nullité de la médiane
basé sur la somme des rangs signés des observations strictement positives, appelé statistique

des rangs signés de Wilcoxon : W7 = i R l¢x,501.
=1

L’idée est que, sous H, : “q;/2 > 07, il y aura plus de X; positifs que de X; négatifs,
et que les valeurs absolues des X; positifs seront dans I’ensemble plus grandes que les
valeurs absolues des X; négatifs. Donc, sous Hy, W, sera “grand”. Réciproquement,
sous Hjz, W, sera “petit”.

Propriété 34 .
1

o Wt est a valeurs dans {0, - n(n;)}
b WJ = Z ]1{X¢+Xj>0}-

1<i<j<n
L4 W; = Z ]l{X,-+Xj>O} + S:

1<i<j<n

1 1)(2 1

o Sous Hy, E(W+) = ”(”j) et Var(w+) = Mt 2)4(1 ntl)
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W n(n+ 1)
e Sous H,, 4 -5 N(0,1).
WL(H 1)(2n+1)
24

En pratique, pour n < 15, on utilise une table de la loi de W,f sous H,. Pour n > 15,
on utilise 'approximation gaussienne.

On montre que le test des rangs signés est plus puissant que le test du signe. De
plus, il est utilisable sans problemes méme pour les trés petits échantillons. Donc il est
conseillé d’utiliser le test des rangs signés plutot que le test du signe.



Chapitre 11

Tests non paramétriques sur plusieurs
échantillons

Dans ce chapitre, on suppose que 1’on dispose de plusieurs échantillons, que 1’'on
souhaite comparer. Par exemple, il peut s’agir des résultats de l'application de plu-
sieurs traitements d"une méme maladie a plusieurs groupes de malades. Il est impor-
tant de déterminer si les traitements ont des efficacités comparables ou si I'un s’avere
plus efficace que les autres. Mathématiquement, cela revient a comparer les lois de
probabilité de chaque échantillon. Dans un contexte paramétrique, on dispose pour
cela de méthodes bien connues comme 1’analyse de variance. On s’intéressera dans ce
chapitre a un point de vue non paramétrique sur ce probleme.

La situation de base est la comparaison de deux échantillons indépendants, notés
Xy, ..., X etYy, ... Y,,. Les X; sont supposés indépendants et de méme loi, de fonc-
tion de répartition ' inconnue, et les Y; sont supposés indépendants et de méme loi, de
fonction de répartition GG inconnue. Tester I’hypothese que les deux échantillons sont
issus de la méme loi de probabilité, c’est tester :

Hy:”"F =G"contre H, : “F # G”.
Mais on peut aussi s’intéresser aux hypotheses :
o H,:"F > (", quisignifie que les X; sont stochastiquement inférieurs aux Y.
o H;:”F < (G”, qui signifie que les X, sont stochastiquement supérieurs aux Y.

C’est ce genre d’hypotheses que 1’on utilisera si on cherche a déterminer si un trai-
tement est plus efficace qu'un autre.

Pour pouvoir utiliser les propriétés des statistiques de rang, on se contentera d’étu-
dier le cas ot les lois des échantillons sont continues.

11.1 Test de Kolmogorov-Smirnov

Si les deux échantillons proviennent de la méme loi, ils ont la méme fonction de
répartition, donc leurs fonctions de répartition empiriques F,,; et G, doivent étre tres
proches. Le test de Kolmogorov-Smirnov consiste a rejeter H : “F' = G” si et seulement
si Dy, py = Sulp{ ‘Fm(m) — G’nz(l')’ est “trop grand”.

re
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ning
ny + No
loi de probabilité qui ne dépend pas de F' et converge en loi vers la loi de Kolmogorov-
Smirnov. Donc le test de comparaison d’échantillon résultant est similaire au test d’adé-
quation de Kolmogorov-Smirnov.
Sing = ng = m, laloide D, ,, sous H est tres simple et a une expression explicite
méme pour m fini :

On montre alors que, sous H), la variable aléatoire K, ,,, = Dy, n, a une

2 [m/k) ‘ (ml)?
Vk € N,P | Dy > — | =2 —1)7*t , .
< ’ _m> ;( ) (m — jk)!(m + jk)!

11.2 Tests de rang

Pour un seul échantillon, on a utilisé le fait que le vecteur des rangs a une loi de
probabilité indépendante de la loi de 1’échantillon (loi uniforme sur I’ensemble ¥,, des
permutations des entiers de 1 a n). Dans le cas de deux échantillons, on a une propriété
équivalente.

Théoreme 24 . Soient S et R les vecteurs des rangs respectifsde (X, ..., X, ) et (Y1,...,Y,,)
lorsque ces n = ny + ny variables aléatoires sont ordonnées toutes ensemble. Alors, sous Hy :
“FF=G",ona:

e (S, R) est de loi uniforme sur %,,.

|

o Vs = (51,80 ), {81, -, St C{1,...,n}, P(S=3s) = 7;2'
77/1!

o Vr=(ri,...,rn ) {r1,.. ., CH{Ll,...,n},P(R=1) = w

Démonstration. Si F' = G, X4, ..., X, Y1,. .., Y,, est un échantillon de taille n de la loi
de fonction de répartition F' et (S, R) est son vecteur des rangs. (S, R) est donc de loi

uniforme sur ¥, ce qui signifie que V(s,r) € 3,, P(S=sNR=r) = t

1
Alors, P(S = s) =X P(S=sNR=r) = — X nombre de vecteurs r possibles.
r n.
Puisque les rangs des X, sont déterminés par s, il reste a choisir les rangs des n, Y.

: ny! o
Il y a ny! possibilités pour cela. On obtient donc P(S = s) = —2' et symétriquement
n:

TL1!

P(R=r)= e

Puisque la loi de (S, R) ne dépend pas de F' sous Hy, on pourra construire des tests
de H, contre H; a partir de statistiques ne dépendant que de (5, R). De tels tests et
statistiques s’appellent tests de rang et statistiques de rang.

11.2.1 Le test de la médiane

L'idée de ce test est que, si les X; sont stochastiquement inférieurs aux Y, alors
les rangs des X; dans l"échantillon complet (les 5;) seront dans 1’ensemble inférieurs
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aux rangs des Y; (les R;). En particulier, les Y; seront dans 'ensemble supérieurs a
la médiane de I’échantillon complet, ou bien les rangs des Y; seront dans I'ensemble

. ‘< 1s , 2 . . n + PN
supérieurs au rang médian de 1'échantillon complet, qui vaut — D’ou :

Définition 30 . La statistique de la médiane M, ,,, est le nombre d’observations du deuxieme
échantillon strictement supérieures a la médiane de I'échantillon complet :

ng
Muyne = 3 Vg yonsty
Jj=1

Sous Hy, M,,, », doit étre “grand”, sous Hs, M, ,, doit étre “petit”, et sous Hy, My, n,
doit étre “ni grand, ni petit”.

Propriété 35 . Sous Hy, M,, n, est de loi hypergéométrique :

o H <n,n2, Z) si n est pair.
n—1\ . . .
o H <n,n2, 2) si n est impair.

Démonstration. Rappelons qu'une variable aléatoire K est de loi hypergéométrique
H(N,
m,n) si et seulement si on est dans la situation suivante : on a NV objets dont m ont une
certaine caractéristique; on tire n objets sans remise parmi ces N ; K représente alors le
nombre d’objets possédant la caractéristique en question parmi les n tirés.

Ici, on a n observations parmi lesquelles n, sont des Y; et M, ,, représente le
nombre de Y; parmi les observations strictement supérieures a la médiane. Celles-ci

sont au nombre de 5 sin est pair et s1n est impair. u

Connaissant I'espérance et la variance de la loi hypergéométrique, on peut en dé-
duire celles de la statistique de la médiane sous H,. Un argument de type théoreme
central-limite permet d’en déduire la loi asymptotique de M,,, ,,, sous H,.

2Mn ne
Propriété 36 . Sous H,, g 712 oy £ N(0,1).

A/ 1Mo

Finalement, on a :

Définition 31 : Le test de la médiane est le test de comparaison de deux échantillons basé

sur la statistique de la médiane M,,, ,,, = 5 Lig,snity.
j=1

Les régions critiques des différents tests possibles sont établis a 1’aide des quantiles
des lois hypergéométrique ou normale. En pratique, on considere que I'approximation
normale est valide sin; > 8etny > 8.
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11.2.2 Le test de Wilcoxon-Mann-Whitney

Le principe de ce test est similaire a celui du test de la médiane : si les Y; sont
dans 'ensemble supérieurs aux X;, alors les rangs R, des Y; seront dans 'ensemble
supérieurs aux rangs S; des X; dans "échantillon complet.

Définition 32 : La statistique de Wilcoxon W,,, ,,, est la somme des rangs des observations
du deuxieme échantillon dans I'échantillon complet :

ny
Wiine = Z R;.
Jj=1

N N Y na2 No (TLQ + 1)
Dans le cas extréme ot les Y; sont tous inférieurs aux X;, W, n, = > j = —
j=1
. L. nitnz No(ng + 1
Inversement, siles Y; sont tous supérieursaux X;, Wy, n, = > J = ¥—|—n1 9.

J=n1+1 2
Sous Hy, le mélange des deux échantillons est homogene, donc W,,, ,,, devrait étre de

1 +1
I'ordre de na(nz +1) + mnz _ na(n )
2 2 2
Par conséquent, sous Hs, W,,, ,,, doit étre “grand”, sous Hs, W,,, ,,, doit étre “petit”,

na(n + 1).

et sous Hy, W, », doit étre “proche” de 5

Définition 33 . Le test de Wilcoxon est le test de comparaison de deux échantillons basé sur
la statistique de Wilcoxon.

2Why ny — (n+ 1)

"2 /3 £ N(0,1).
(n + 1)ning

Propriété 37 . Sous H,

Quand n est petit, on utilise des tables de la loi de la statistique de Wilcoxon sous
Hy. En pratique, on considere que l’approximation normale est valide si n; > 8 et
ngy > 8.

On peut aborder le probleme différemment, en remarquant que, sous H,, comme

1
les X; et les Y; sont indépendants et de méme loi, on a V(i, j), P(X; <Yj) = o

Définition 34 . La statistique de Mann-Whitney est le nombre de couples (i, j) tels que

ny ng

Un1,n2 = Z Z ]L{Xz‘SYj}‘

i=1j=1

Sous Hy, U, n, doit étre de 1'ordre de la moitié des couples (X;,Y;) possibles, a
ning

savoir .Sous Hj, Uy, n, doit étre “grand”, et sous H3, U,, ,, doit étre “petit”.
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Définition 35 . Le test de Mann-Whitney est le test de comparaison de deux échantillons
basé sur la statistique de Mann-Whitney.

W, 1y —
Propriété 38 . Sous H,, ——tre — "2 /5 Lo Ar(0,1).
(n+ 1)nine

La condition de validité de I'approximation normale est la méme que pour les tests
précédents : n; > 8etny > 8.

’)12(712 + 1)

Propriété 39 . U, », = Wiy 0y — 7

Cette propriété a pour conséquence que les tests de Mann-Whitney et Wilcoxon
sont en fait équivalents, au sens ot ils donneront exactement la méme réponse. C’est
pourquoi on peut utiliser indifféremment 1'un ou 1’autre, en leur donnant le nom de
test de Wilcoxon-Mann-Whitney.

On montre que ce test est globalement plus puissant que le test de Kolmogorov-
Smirnov et le test de la médiane.

11.2.3 Le test de Kruskal-Wallis

Apres avoir comparé deux échantillons, on souhaite maintenant comparer k échan-
tillons, avec & > 2. Pour i allant de 1 & k, le ™ échantillon est noté X{,..., X/ . Le
k
nombre total d’observations estn = > n;,.
i=1
Des hypotheéses comparables a “F' > G ne sont plus possibles quand on a plus de
deux échantillons. Aussi on se contentera de tester :

H, : “Les k échantillons sont de méme loi” contre H, = H,.

Pour cela, on ordonne 1’ensemble des n observations et on note :

e R} =rangde X dans I'échantillon global.

n

e R = > R = somme des rangs des observations du :*™ échantillon dans

J=1
I"échantillon global.

Définition 36 . Le test de Kruskal-Wallis est le test de comparaison de k échantillons basé
sur la statistique de Kruskal-Wallis :

12 F R?
>

Ky=—
n(n+1) = n

—3(n+1)
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Propriété 40 . Sous Ho, K, —= \2_,.

En pratique, 'approximation par la loi du x? est valide dés qu’il y a au moins 5
observations par échantillon.

Le test de Kruskal-Wallis consiste a rejeter I'hypothese d’égalité des k lois si K,
est “trop grand”. Si l'approximation du x? est valide, la région critique du test sera
W ={K, > 2t—14}, OU 251, est le quantile d’ordre 1 — o de la loi x7_;.
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Annexe A : Rappels de probabilités
pour la statistique

Cette annexe rappelle quelques résultats de base du calcul des probabilités utiles
pour la statistique. Les notions sont présentées sans aucune démonstration. Les détails
sont a aller chercher dans le cours de Probabilités Appliquées de premiere année.

12.1 Variables aléatoires réelles

12.1.1 Loi de probabilité d’une variable aléatoire

Mathématiquement, une variable aléatoire est définie comme une application me-
surable. On se contentera ici de la conception intuitive suivante.

Une variable aléatoire est une grandeur dépendant du résultat d’'une expérience
aléatoire, c’est-a-dire non prévisible a I'avance avec certitude. Par exemple, on peut
dire que la durée de vie d"une ampoule électrique ou le résultat du lancer d"un dé sont
des variables aléatoires. Pour une expérience donnée, ces grandeurs prendront une
valeur donnée, appelée réalisation de la variable aléatoire. Si on recommence I'expé-
rience, on obtiendra une réalisation différente de la méme variable aléatoire.

On ne s’intéresse ici qu'aux variables aléatoires réelles, c’est-a-dire a valeurs dans
R ou un sous-ensemble de R. On note traditionnellement une variable aléatoire par
une lettre majuscule (X) et sa réalisation par une lettre minuscule (z).

Le calcul des probabilités va permettre de calculer des grandeurs comme la durée
de vie moyenne d'une ampoule ou la probabilité d’obtenir un 6 en langant le dé. Ces
grandeurs sont déterminées par la loi de probabilité de ces variables aléatoires.

Il y a plusieurs moyens de caractériser la loi de probabilité d"une variable aléatoire.
La plus simple est la fonction de répartition.

On appelle fonction de répartition de la variable aléatoire X la fonction

Fx: R — [0,1]
x — Fx(r)=PX <)

Fx est croissante, continue a droite, telle que lim Fx(x) =0 et ll)l}_l Fx(x)=1.

Elle permet de calculer la probabilité que X appartienne a n'importe quel intervalle de
R:
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V(a,b) € R* a <b, Pla < X <b)=Fx(b) — Fx(a)

Les variables aléatoires peuvent étre classées selon le type d’ensemble dans lequel
elles prennent leurs valeurs. Dans la pratique, on ne s’intéressera qu’a deux catégories :
les variables aléatoires discretes et les variables aléatoires continues (ou a densité).

12.1.2 Variables aléatoires discretes et continues

Une variable aléatoire X est dite discréte (v.a.d.) si et seulement si elle est a valeurs
dans un ensemble E fini ou dénombrable. On peut noter £ = {z1, 2o, ...}.

Exemples :
e Face obtenue lors du lancer d'undé : E = {1,2,3,4,5,6}.

e Nombre de bugs dans un programme : £ = N.

La loi de probabilité d"une v.a.d. X est entierement déterminée par les probabilités
élémentaires P(X = z;), Va; € E.
La fonction de répartition de X est alors Fiy(z) = P(X <z)= Y P(X = ;).
x; <x
Une variable aléatoire X est dite continue (v.a.c.) si et seulement si sa fonction
de répartition Fx est continue et presque partout dérivable. Sa dérivée fx est alors

appelée densité de probabilité de X, ou plus simplement densité de X. Une v.a.c. est
forcément a valeurs dans un ensemble non dénombrable.

Exemples :
e Appel de la fonction Random d’une calculatrice : £ = [0, 1].

e Durée de bon fonctionnement d’un systeme : £ = R".
Onaalors V(a,b) € R a < b, P(a < X <b) = Fx(b) — Fx(a) = [ fx(z) dx.

Plus généralement, VB C R, P(X € B) = [; fx(x)dz. Donc la densité détermine
entierement la loi de probabilité de X.

fx est une fonction positive telle que [ fx(z)dz = P(X € R) = 1.

Connaissant la loi de X, on est souvent amenés a déterminer celle de Y = ¢(X).
Quand X est discrete, il suffit d’écrire P(Y = y) = P (¢(X) = y). Si ¢ est inversible, on
obtient P(Y = y) = P (X = ¢ !(y)). Quand X est continue, on commence par détermi-
ner la fonction de répartition de Y en écrivant Fy (y) = P(Y <y) = P (¢(X) < y), puis
on en déduit sa densité par dérivation. Quand ¢ est inversible, on obtient la formule
du changement de variable :

1

frly) = " (=1 ()]

fx (Sfl(y))

Remarque : 11 existe des lois de probabilité de variables aléatoires réelles qui ne sont ni
discrétes ni continues. Par exemple, si X est la durée de bon fonctionnement d'un
systeme qui a une probabilité non nulle p d’étre en panne a l'instant initial, on a
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liI(Ijl Fx(z) = 0 (une durée ne peut pas étre négative) et F'x(0) = P(X <0) = P(X =
z—0~

0) = p. Par conséquent Fx n’est pas continue en 0. La loi de X ne peut donc pas étre
continue, et elle n’est pas non plus discrete puisqu’elle est a valeurs dans R*. Ce type
de variable aléatoire ne sera pas étudié dans ce cours.

12.1.3 Moments et quantiles d’une variable aléatoire réelle

Si X est une variable aléatoire discrete, son espérance mathématique est définie
par:
E(X)= > xP(X =)
z,€R
Si X est une variable aléatoire continue, son espérance mathématique est définie

par:
E(X):/ Oofo($)d:1:

—0o0

Concretement, £(X) est ce qu'on s’attend a trouver comme moyenne des résultats
obtenus si on répete 1’expérience un grand nombre de fois. Par exemple, si on lance
une piece de monnaie 10 fois, on s’attend a trouver en moyenne 5 piles.

Plus généralement, on peut s’intéresser a I’espérance mathématique d’"une fonction
de X :

e Si X estunevad., Flp(X)] = > ¢(x;)P(X =x;).

z,€R
e Si X estune va.c., E[p(X)] = [T ¢(2) fx(x) dx.

Ce résultat permet de calculer 1'espérance de ¢(.X) sans avoir a déterminer entiére-
ment sa loi.

Deux espérances de ce type sont particulierement utiles :

e Si X est une v.a.d., sa fonction génératrice est définie par Gx(z) = £ [zX } =
Y 2 P(X = 1)

r,€EE
e Si X estune v.a.c, sa fonction caractéristique est définie par ¢x(t) = £ [e
[ ¢ fy () d.

Au méme titre que la fonction de répartition et la densité, les fonctions génératrices
et caractéristiques définissent entiérement les lois de probabilité concernées.

z'tX:| _

Soit k£ un entier naturel quelconque. Le moment d’ordre £ de X est E [X k] et le
moment centré d’ordre k est £ {(X - E(X ))k}.

De tous les moments, le plus important est le moment centré d’ordre 2, appelé aussi
variance. La variance de X est Var(X) = F [(X - E(X ))2], qui se calcule plus facile-

ment sous la forme Var(X) = E (X?) — [E(X)]".
L’écart-type de X est o(X) = /Var(X).
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La variance et 1’écart-type sont des indicateurs de la dispersion de X : plus la va-
riance de X est petite, plus les réalisations de X seront concentrées autour de son es-
pérance.

- - o(X) e o

Le coefficient de variation de X est CV (X)) = BEX)’ C’est également un indicateur
de dispersion, dont I'avantage est d’étre sans dimension. Il permet de comparer les
dispersions de variables aléatoires d’ordres de grandeur différents ou exprimées dans
des unités différentes. En pratique, on considere que, quand C'V (X) est inférieur a 15%,
I'espérance peut étre considérée comme un bon résumé de la loi.

Soit p €]0,1[. Le quantile d’ordre p (ou p-quantile) de la loi de X est tout réel g,
vérifiant P(X < ¢,) <p < P(X <g,).

e Si F' est continue et strictement croissante (donc inversible), on a simplement
P(X <¢,) = P(X <¢,) = Fx(q,) = p, dotr g, = F'(p).

e Si Fx est constante égale a p sur un intervalle [a, b], n'importe quel réel de [a, b]
est un quantile d’ordre p. En général, on choisit de prendre le milieu de l'inter-

a+0b
lle:q, = ——.
valle : ¢, 5
e Si Fx est discontinue en ¢ et telle que lim Fy(x) < p < Fx(q), alors ¢, = q.

T—q—

Les tables fournies donnent les quantiles les plus usuels des lois normale, du chi-
deux, de Student et de Fisher-Snedecor.

12.2 Vecteurs aléatoires réels

On ne s’intéressera ici qu’aux vecteurs aléatoires (Xi,...,X,,) constitués de n va-
riables aléatoires réelles toutes discretes ou toutes continues.

12.2.1 Loi de probabilité d'un vecteur aléatoire

La loi d"un vecteur aléatoire (X, ..., X,) est déterminée par sa fonction de réparti-
tion :
Fix, .x)(@,...,2,) = P(Xy <21,..., X, < 2y)

Si les X; sont discrétes, cette loi est aussi déterminée par les probabilités élémen-
taires P (X1 = x1, ..., X, = ).

Siles X; sont continues, la densité de (X7, ..., X,,) est définie, si elle existe, par :
o
8x18xn
OnaalorsVB C R", P((Xy,...,X,) € B) = [ ... [5 fixi,..x) (@1, ..., Ty) doy...dxy,.

f(Xl,...,Xn)(ﬂfh s 7$n) = F(Xl,...,Xn)(ﬂfb s ,fn)

Les variables aléatoires X3, ..., X,, sont (mutuellement) indépendantes si et seule-
ment si :

n

F(Xl,...,Xn)(xlu v 7'rn) - H P(Xl S SEZ)

i=1
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Pour des variables discretes cela donne P (X = z1,..., X, = x,) = [] P(X; = ;).

Et pour des variables continues, f(x,,. x,)(z1,...,2n) = [1 fx,(x:).
i=1

Concretement, l'indépendance signifie que la valeur prise par 'une des variables
n’a aucune influence sur la valeur prise par les autres.

12.2.2 Espérance et matrice de covariance d’un vecteur aléatoire

L’espérance mathématique d’'un vecteur aléatoire est le vecteur des espérances ma-
thématiques de ses composantes : E [(X7,...,X,,)] = (E[Xi],..., E[X,)]).

L’équivalent de la variance en dimension n est la matrice de covariance du vecteur
(X1,...,X,), notée K(x, . x,) ou K, dont les coefficients sont donnés par

kij = Cov(X;, X;),Y(i,5) € {1,...,n}’

Couv(X;, X;) est la covariance des variables aléatoires X; et X et est définie par :
Cov(X;, X;j) = E[(Xi = E(X,)) (X; = BE(X;))] = B(XiX;) — BE(X3)E(X))
Pour i = j, Cov(X;, X;) = E (X2) — [E(X,)]” = Var(X,).

Pour i # j, la covariance de X; et X traduit le degré de corrélation entre ces deux
variables. En particulier, si X; et X; sont indépendantes, Cov(X;, X;) = 0 (mais la réci-
proque est fausse). Par conséquent, si X, ..., X,, sont indépendantes, leur matrice de
covariance K est diagonale.

CO'U(XZ', X_y)

Le coefficient de corrélation linéaire entre X; et X est p(X;, X;) = ————~.
! 7 o(Xi)o(X;)

On montre que :
b p(XZ7XJ> € [_17+1]
o p(X;,X;) =41 X, =aX;+0baveca >0etbeR.
o p(X;,X;)=—-1&X,=—aX;+0baveca>0etbeR.

o si p(X;,X;) > 0, X; et X; sont corrélées positivement, ce qui signifie qu’elles
varient dans le méme sens. Par exemple, X; et X; peuvent étre la taille et le
poids d’individus pris au hasard.

e si p(X;, X;) < 0, X; et X, sont corrélées négativement, ce qui signifie qu’elles
varient en sens contraire. Par exemple, X; et X; peuvent étre 1’dge et la résistance
d’un matériau.

e si p(X;, X;) = 0,il n’y a pas de corrélation linéaire entre X; et X;. Cela ne si-
gnifie pas que X; et X; sont indépendantes. Il peut éventuellement y avoir une
corrélation non linéaire.

L’espérance mathématique est linéaire : si X et Y sont des variables aléatoires et a,
bet cdesréels, alors E(aX +bY +¢) =aE(X)+0E(Y) + c.
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En revanche, la variance n’est pas linéaire : si X et Y sont des variables aléatoires et
a, b et c des réels, alors Var(aX + bY + ¢) = a*Var(X) + 2abCov(X,Y) + b*Var(Y).

Si X etY sontindépendantes, Cov(X;, X;) = 0,donc Var(aX+bY +¢) = a*Var(X)+
b*Var(Y). En particulier, la variance de la somme de variables aléatoires indépen-
dantes est égale a la somme des variances de ces variables. Mais ce résultat est faux
si les variables ne sont pas indépendantes.

12.3 Convergences et applications

Deux des résultats les plus importants des probabilités sont le théoréme central-
limite et la loi des grands nombres. Ces résultats nécessitent d’utiliser la notion de
convergence d"une suite de variables aléatoires.

Une suite de variables aléatoires { X, },>; converge en loi vers la loi de probabilité
de fonction de répartition F si et seulement si lim Fx,(z) = F(x) en tout point x ol

F' est continue. Cela signifie que, quand n est grand, la loi de probabilité de X,, est
approximativement la loi de fonction de répartition F.

Théoreme Central-Limite : Soit { X, },,>1 une suite de variables aléatoires réelles indé-pendantes
et de méme loi, d’espérance E(X) et d’écart-type o(X) = \/Var(X) finis. Pour tout n > 1, on
pose :
X, —nE(X _
> (X) X, - B(X)

D= nVar(X) =n o(X)

Alors la suite {Z,,},,>1 converge en loi vers la loi normale centrée-réduite, ce qui s’écrit :

—£5 N(0,1)

Concretement, cela signifie que la loi de toute variable aléatoire égale a la somme
d"un nombre “suffisamment grand” de variables aléatoires indépendantes et de méme

loi est approximativement une loi normale. Plus précisément, pour n grand, fjl X, est
i=
approximativement de loi N (nE(X),nVar(X)). Ce qui est remarquable, c’est que ce
résultat est vrai quelle que soit la loi des X;.
De tres nombreux phénomeénes naturels sont la résultante d'un grand nombre de
phéno-menes élémentaires identiques, indépendants et additifs ce qui justifie I'impor-
tance (et le nom) de la loi normale.

La plus forte des convergences de suites de variables aléatoires est la convergence
presque stre. Ce concept nécessite d’avoir défini une variable aléatoire comme une
application mesurable d’un espace probabilisé dans un autre. Une suite de variables
aléatoires { X, },,>1 converge presque stirement vers la variable aléatoire X si et seule-

ment si P ({w,nILHgO X (w) = X(w)}) =1

Une suite de variables aléatoires { X, },,>1 converge en probabilité vers la variable
aléatoire X si et seulement si Ve > 0, lim P (|X, — X[ >¢) = 0.



12.4 Quelques résultats sur quelques lois de probabilité usuelles 117

On montre que la convergence presque stire entraine la convergence en probabilité,
qui elle-méme entraine la convergence en loi.

Loi forte des grands nombres : Soit { X, },>1 une suite de variables aléatoires réelles in-
o _— 1o . =
dépendantes et de méme loi, d’espérance E(X). Soit X,, = — Y. X;. Alors la suite {X,,},>1
ni=1 -

converge presque silrement vers E(X), ce qui s'écrit :

X, 2 B(X)

Concretement, cela signifie que quand on fait un trés grand nombre d’expériences
identiques et indépendantes, la moyenne des réalisations de la variable aléatoire a la-
quelle on s’intéresse tend vers 'espérance de sa loi. Ce résultat permet de justifier
I'idée naturelle d’estimer une espérance par une moyenne et une probabilité par une
proportion.

En fait, la convergence la plus utile en statistique est la convergence en moyenne
quadratique ou dans L?. L? est I'ensemble des variables aléatoires réelles X telles que
FE (X?) < oo. Une suite de variables aléatoires {X,,},>1 de L? converge en moyenne

quadratique vers la variable aléatoire X si et seulement si lim E (\Xn - X |2) = 0.

On montre que la convergence en moyenne quadratique entraine la convergence
en probabilité, qui elle-méme entraine la convergence en loi. Mais il n’y a pas de lien
entre la convergence en moyenne quadratique et la convergence presque sfire.

12.4 Quelques résultats sur quelques lois de probabilité
usuelles

Les tables de lois de probabilité fournies donnent notamment, pour les lois les plus

usuelles, les probabilités élémentaires ou la densité, I’espérance, la variance, et la fonc-

tion génératrice ou la fonction caractéristique. On présente dans cette section quelques
propriétés supplémentaires de quelques unes de ces lois.

12.4.1 Loi binomiale

Une variable aléatoire K est de loi binomiale B(n,p) si et seulement si elle est a
valeurs dans {0, 1,....,n} et P(K = k) = C*p* (1 — p)"~*.

Le nombre de fois ot1, en n expériences identiques et indépendantes, un évenement
de probabilité p s’est produit, est une variable aléatoire de loi B(n, p).

La loi de Bernoulli B(p) est la loi B(1, p).

Si Xy,...,X, sont indépendantes et de méme loi B(m,p), alors Y. X, est de loi
i=1

B(nm,p). En particulier, la somme de n v.a. indépendantes et de méme loi B(p) est
de loi B(n, p).
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12.4.2 Loi géométrique

Une variable aléatoire K est de loi géométrique G(p) si et seulement si elle est a
valeurs dans N* et P(K = k) = p (1 — p)* L.

Dans une suite d’expériences identiques et indépendantes, le nombre d’expériences
nécessaires pour que se produise pour la premiére fois un événement de probabilité p,
est une variable aléatoire de loi G(p).

Si Xy,..., X, sont indépendantes et de méme loi G(p), alors Zn: X; est de loi bino-
=1
miale négative BN (n, p).

12.4.3 Loi de Poisson
Une variable aléatoire K est de loi de Poisson P()\) si et seulement si elle est a

)\k
valeurs dans N et P(K = k) = ¢~ 'k
Pour n > 50 et p < 0.1, la loi binomiale B(n,p) peut étre approchée par la loi de
Poisson P(np). On dit que la loi de Poisson est la loi des éveénements rares : loi du
nombre de fois ol un événement de probabilité tres faible se produit au cours d'un
trés grand nombre d’expériences identiques et indépendantes.

Si Xj,..., X, sont indépendantes et de méme loi P(\), alors an X; est de loi P(n\).
=1

12.4.4 Loi exponentielle

Une variable aléatoire X est de loi exponentielle exp(\) si et seulement si elle est a
valeurs dans R" et fx(z) = Ae 2.

La loi exponentielle est dite sans mémoire : V(¢,z) € R, PX >t+z|X > t) =
P(X > x).

Si Xi,...,X, sont indépendantes et de méme loi exp()), alors Y X; est de loi
=1

gamma G(n, A).

Si Xj,..., X, sont indépendantes et de méme loi exp()), et représentent les durées
entre occurrences successives d’'un méme événement, alors le nombre d’événements
survenus sur une période de longueur ¢ est une variable aléatoire de loi de Poisson
P(AL).

12.4.5 Loi gamma et loi du chi-2

Une variable aléatoire X est de loi gamma G(a, \) si et seulement si elle est a valeurs

dans R et fx(z) =

A
I'(a)

e 2% Les propriétés de la fonction gamma sont rappelées

sur les tables.

Laloi G(1, \) est la loi exp().
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1
Laloi G (Z, 2> est appelée loi du chi-2 & n degrés de liberté, notée x2.

A
Si X estdeloi G(a, \) et aest un réel strictement positif, alors X est deloi G (a, > .
[0

Si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes de lois respectives G(«, A) et
G(B,\), alors X +Y estdeloi G(a + 3, A). En particulier, si X et Y sont indépendantes
et de lois respectives x2 et x?,, alors X + Y est deloi x2,,,,.

12.4.6 Loi normale

Une variable aléatoire X est de loi normale N(m,0?) si et seulement si elle est a

(z=m)?

1 202

oV 2T ¢
Si X est de loi N (m,0?), alors aX + b est de loi N(am + b, a*c?). En particulier,
X _
™ est de loi N(0,1).

valeurs dans R et fx(7) =

P(X € [m —o,m+ o)) = 68.3%. P(X € [m —20,m+ 20]) = 95.4%.
P(X € [m — 30,m + 30]) = 99.7%.

Si X est deloi N(0,1), alors X? est de loi x3.

Si (X1, X3) est un vecteur gaussien tel que X, est de loi N'(my,07) et X, est de loi
N (mg,03), alors aX; + bX, est de loi N (amy + bma, a*0? + 2abCov (X1, Xz) + b*03).

Théoréme de Fisher. Si X1, ..., X,, sont indépendantes et de méme loi N (m, %), alors,
_ 1 n 1 n _
enposant X, = — > X;et S2 == Y (X; — X,,)%, ona:
n i=1 n i=1

° i X; est de loi N (nm, na?).
i=1
_ 0'2

o X, estdeloi N (m, n)

1 =n
o — Y (X;—m)?estdeloi x>
o2

[\

I n = nS?
2 n . 9
¢ 2 El(Xi - X,) = = est de loi x* .

o X, et S? sont indépendantes.

X, —m

vn—1

est de loi de Student St(n — 1).

n
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12.4.7 Lois de Student et de Fisher-Snedecor

Soit U une variable aléatoire de loi N'(0,1) et X une variable aléatoire de loi x2. Si
U et X sont indépendantes, alors \/n \/Uy est de loi de Student a n degrés de liberté
St(n).

Soit X une variable aléatoire de loi x2 et Y une variable aléatoire de loi x?2,. Si X et

X
Y sont indépendantes, alors m—y est de loi de Fisher-Snedecor F'(n,m).
n

Ces deux définitions entrainent que si T est de loi St(n), alors T2 est de loi F(1,n).

Les lois de Student et de Fisher-Snedecor sont toujours utilisées par I'intermédiaire
de tables ou a I’aide d’un logiciel de statistique. Il n’est donc pas nécessaire de donner
I'expression de leur densité.



Chapitre 13

Annexe B : Lois de probabilité usuelles

13.1 Caractéristiques des lois usuelles
13.1.1 Variables aléatoires réelles discretes

Dans le tableau ci-dessous, on supposen € N*,p €]0,1[et A € R’.

Loi et Symbole Probabilités E(X) Var (X) Fonction
caractéristique
X ex(t) = E(eY)
Bernoulli PX=0=1-p D p(1—p) 1—p+ pet
B(p) PX=1)=p
Binomiale P(X = k)= Clp*(1 —p)" oy (k) | np np(1 —p) (1—p+pet)"
B(n,p)
Binomiale négative | P(X = k) = Cp—{p"(1 — p)* "1y, (k) 0 ”(;Q_p) (717(7196:.;)6“)”
BN (n,p)
Poisson P(X = k) = e Ty (k) A A A" =1)
P
Géométrique P(X =k) = p(1 — p)- T (k) . = e
g(p)
: C’rl‘cncnik nm nm —n —m
Hypergéométrique | P(X =k) = Wﬂ {0,....min(m,n)} (k) e %ﬁ))
H(N,m,n)

(m,n) € {1,...,N}?
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13.1.2 Variables aléatoires réelles continues

La fonction Gamma est définie pour a > 0 par ['(a) = [;F>* e 2%~ dx

Ona:Vn € N¥,

[(n) =(n -1,

(1)

-1, 1
2

Va €]l,4o0[, I'(a) = (a — 1)I'(a — 1) .

Dans le tableau ci dessous, [a,] CR,m € R, 0 € R, A € R}, € R}, n € N*

Loi et Symbole Densité Espérance | Var (X) Fonction
caractéristique
. px(t) = B(e™)
—a)? eithb_gita
Loi Uniforme fx(@) = =1, () atb % ztzbifa)
Ula, b]
. 1 . 1 _ (17”"27') 2 itm— 02t2
Loi Normale fx(x) = v r(7) m o e 2
N(m,a?)
-1
Loi Exponentielle fx(@) = e g, (2) x 3= (1 — %)
exp(A\) = G(1, )
Loi Gamma fx(z) = F’Ez)e"\xma_l]lRi (z) $ 5 ( - %)7
G(a, A)
Loi du Chi-deux fx(z) = %Ef)e*%ngl]lm (x) n 2n (1—2it)"2
X5 =G(3,3)
Premiere loi de Laplace fx(z) = te ol Tlg(x) 0 2 1
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La fonction Beta est définie pour a > 0 et b > 0 par
[(a)'(b) 1 _
,b — — / a—1 1— b—1 d
Bab) = pappy = [, ) e
Dans le tableau suivant, on supposea € R, b € Rl etn € R}, 8 € R..
Loi et Symbole Densité E(X) Var (X)
X ~
/81 (CL, b)
Loi Beta de 2€™M€ espece fx(z) = 6(;,11) (1f;;+b T () = %
B2(a,b) sib>1 sib>2
Y
Loi de Weibull fx(e)=Zaf e G L @) [0+ ) | 2 [P0+ 2) — 10+ 1)
W(n, 5)

13.1.3 Vecteurs aléatoires dans N? et dans R

Dans le tableau suivant,

7pd>

n c N*Jp:(phpQ?"'
m € Rlety € Myy.

ona:

)

d
E]O,l[d, sz =letk= (k‘th,...
=1

d
kq) € N4, S ki =n.
=1

Loi et Symbole Probabilités ou Densité E(X) Matrice Fonction
X~ de covariance Caractéristique
d n
Loi Multinomiale | P(X = k) = ,ﬂ%}kd!plflpg? . .psand(k) np cii =npi(1 —p;) lzlplzz]
1=
Ma(n,p) Cij = —npipj, L F J
Loi normale fx (q;) = me_ %t(l’—m)zfl(x—m) m 3 eitmt—%ttzt
Nd(mv 2)
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13.2 Tables de lois

13.2.1 Table 1 de la loi normale centrée réduite

U étant une variable aléatoire de loi A/ (0,1), la table donne la valeur de ¢(u) =
P(U < u). EnR, la commande correspondante est pnorm (u) .

Pu)

dnorm(x)
0.2
i

U 0.0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 | 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319  0.5359
0.1 | 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
02 | 05793 0.5832 0.5871 0.5910 05948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
03 | 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
04 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844  0.6879
05 | 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 | 07257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517  0.7549
0.7 | 07580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823  0.7852
0.8 | 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106  0.8133
09 | 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389

1.0 | 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599  0.8621
1.1 | 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810  0.8830
1.2 | 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 | 09032 09049 0.9066 09082 0.9099 09115 09131 09147 09162 09177
14 | 09192 09207 09222 09236 09251 09265 09279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 | 09332 09345 0.9357 09370 0.9382 0.9394 09406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 | 09452 09463 09474 09484 09495 09505 09515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 | 09554 09564 09573 09582 09591 0.9599 0.9608 09616 0.9625 0.9633
1.8 | 09641 09649 09656 09664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699  0.9706
1.9 | 09713 09719 09726 09732 09738 09744 09750 09756 09761 0.9767

2.0 | 09772 09778 09783 09788 09793 09798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 | 09821 0.9826 09830 0.9834 0.9838 09842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
22 | 09861 09864 09868 0.9871 0.9875 09878 0.9881 0.9884 0.9887  0.9890
23 | 09893 0989 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 09913 0.9916
24 | 09918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
25 | 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 09946 0.9948 0.9949 0.9951  0.9952
2.6 | 09953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 | 09965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973  0.9974
28 | 09974 09975 09976 0.9977 0.9977 09978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
29 | 09981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986

Lecture de la table : ¢(1.25) = ¢(1.2 + 0.05) = 0.8944.

Grandes valeurs de «

U 3.0 3.5 4.0 4.5
d(u) | 0.9987 0.99977  0.999968  0.999997
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13.2.2 Table 2 de la loi normale centrée réduite

U étant une variable aléatoire de loi N'(0, 1) et a un réel de [0, 1], la table donne la
valeur de u, = ¢! (1 - %) telle que P(|U| > u,) = a. En R, la commande correspon-
dante est gnorm (1-alpha/2).

dnorm(x)
02
I

o2 o2

0.0

o 0.0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 +o00 25758 23263 21701  2.0537 1.96 1.8808 1.8119 1.7507 1.6954
0.1 | 1.6449 15982 1.5548 1.5141 14758 1.4395 14051 13722 1.3408 1.3106
0.2 | 1.2816 1.2536 1.2265 1.2004 1.1750 1.1503 1.1264 1.1031 1.0803 1.0581
03 | 1.0364 1.0152 0.9945 09741 09542 09346 09154 0.8965 0.8779  0.8596
04 | 0.8416 0.8239 0.8064 0.7892 0.7722 0.7554 0.7388 0.7225 0.7063  0.6903
0.5 | 0.6745 0.6588 0.6433 0.6280 0.6128 0.5978 0.5828 0.5681 0.5534  0.5388
0.6 | 05244 0.5101 0.4959 04817 04677 04538 04399 04261 0.4125 0.3989
0.7 | 03853 0.3719 0.3585 0.3451 0.3319 03186 0.3055 0.2924 0.2793 0.2663
0.8 | 02533 0.2404 02275 0.2147 02019 0.1891 0.1764 0.1637 0.1510 0.1383
09 | 0.1257 0.1130 0.1004 0.0878 0.0753  0.0627 0.0502 0.0376 ~ 0.0251  0.0125

Lecture de la table : ug.o5 = ug.240.05 = 1.1503.

Petites valeurs de o

o 0.002 0.001 10—% 10—° 10~°6 10~7 10~38 109
ue | 3.0902 32905 3.8906 4.4171 4.8916 53267 5.7307 6.1094

1
Pour p < §,¢_1(p) = —Ugp.

L
Pour p > 5’ ¢~ '(p) = U2(1—p) -
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13.2.3 Table de laloi du y?

X étant une variable aléatoire de loi du x* a n degrés de libertés et a un réel de
0,1], la table donne la valeur de z,,, = FX_21 (1 — ) telle que P(X > 2,,) = . EnR,la
commande correspondante est gchisg(l-alpha, n).

2

dehisq(x, 8)
004 006 008 010 0.12
h h h |

Q

0.02
I

0.0

@ 0.995 0990 0975 095 0.9 0.8 0.7 0.5 0.3 0.2 0.1 0.05 0025 0.01 0.005 0.001

0.00004 0.0002 0.001 0.004 0.02 0.06 0.15 0.45 1.07 1.64 271 3.84 5.02 6.63 7.88  10.83
0.01 0.02 0.05 0.10 0.21 0.45 0.71 1.39 241 3.22 4.61 5.99 7.38 9.21 10.6  13.82
0.07 0.11 0.22 0.35 0.58 1.01 1.42 2.37 3.66 4.64 6.25 7.81 935 1134 1284 16.27
0.21 0.30 0.48 0.71 1.06 1.65 2.19 3.36 4.88 5.99 7.78 949 11.14 1328 1486 1847
0.41 0.55 0.83 1.15 1.61 2.34 3.00 4.35 6.06 7.29 924 11.07 1283 15.09 16.75 20.52
0.68 0.87 1.24 1.64 2.20 3.07 3.83 5.35 723 856 1064 1259 1445 16.81 1855 2246
0.99 1.24 1.69 217 2.83 3.82 4.67 6.35 8.38 9.80 12.02 1407 16.01 1848 20.28 24.32
1.34 1.65 2.18 2.73 3.49 4.59 5.53 7.34 952 11.03 1336 1551 1753 20.09 2195 26.12
1.73 2.09 2.70 3.33 417 5.38 6.39 834 1066 1224 1468 1692 19.02 21.67 2359 27.88
2.16 2.56 3.25 3.94 4.87 6.18 727 934 11.78 1344 1599 1831 2048 2321 2519 29.59

S0 N0 U WN =

11 2.60 3.05 3.82 4.57 5.58 6.99 815 1034 1290 14.63 1728 19.68 2192 2472 2676 31.26
12 3.07 3.57 4.40 523 6.30 7.81 9.03 11.34 14.01 1581 1855 21.03 2334 2622 2830 3291
13 3.57 4.11 5.01 5.89 7.04 8.63 993 1234 1512 1698 19.81 2236 2474 2769 29.82 3453
14 4.07 4.66 5.63 6.57 7.79 947 1082 1334 1622 1815 21.06 23.68 26.12 29.14 3132 36.12
15 4.60 523 6.26 7.26 855 1031 1172 1434 1732 1931 2231 2500 2749 30.58 3280 37.70
16 5.14 5.81 6.91 7.96 9.31 1115 1262 1534 1842 2047 2354 2630 2885 32.00 3427 39.25
17 5.70 6.41 7.56 8.67 10.09 1200 13,53 1634 1951 21.61 2477 2759 30.19 3341 3572 40.79
18 6.26 7.01 8.23 939 1086 1286 1444 1734 20,60 2276 2599 28.87 3153 3481 3716 4231
19 6.84 7.63 8.91 1012 1165 13.72 1535 1834 21.69 2390 2720 30.14 3285 36.19 3858 43.82
20 7.43 8.26 959 1085 1244 1458 1627 1934 2277 2504 2841 3141 3417 3757 40.00 4531

21 8.03 8.90 10.28 1159 1324 1544 1718 2034 2386 2617 29.62 32.67 3548 3893 4140 46.80
22 8.64 9.54 1098 12.34 14.04 1631 18.10 2134 2494 2730 30.81 3392 3678 4029 42.80 4827
23 9.26 1020 1169 13.09 1485 1719 19.02 2234 26.02 2843 3201 3517 38.08 41.64 4418 49.73
24 9.89 10.86 1240 13.85 1566 18.06 1994 2334 2710 2955 3320 3642 3936 4298 4556 51.18
25 10.52 11.52  13.12 1461 1647 1894 2087 2434 2817 30.68 3438 37.65 40.65 4431 4693 52.62
26 11.16 1220 13.84 1538 1729 19.82 21.79 2534 2925 3179 3556 3889 4192 4564 4829 54.05
27 11.81 12.88 1457 16.15 18.11 2070 2272 2634 3032 3291 3674 40.11 4319 4696 49.64 5548
28 12.46 13.56 1531 1693 1894 2159 23.65 2734 3139 3403 3792 4134 4446 4828 5099 56.89
29 13.12 1426  16.05 1771 19.77 2248 2458 2834 3246 3514 39.09 4256 4572 4959 52.34 58.30
30 13.79 1495 1679 1849 2060 2336 2551 2934 3353 3625 4026 4377 4698 50.89 53.67 59.70

—_

2 1
Pour n > 30, on admet que z,, ~ - (uga + v2n — 1) sia < 3

N}

1 2
etz, o~ - (\/Zn —1- u2(1_a)> sia >

[\
N —
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13.2.4 Table de la loi de Student

X étant une variable aléatoire de loi St(n) et a un réel de [0, 1], la table donne la

valeur de t,,, = FS_t%n) (1 — %) telle que P(|X| > ¢,.) = a. En R, la commande corres-

pondante est gt (1-alpha/2,n).Pourn = +00, tina = Ua.

dix, 3)

« 0.90 0.80 0.70 0.60 0.50 0.40 0.30 0.20 0.10 0.05 0.02 0.01 0.001

0.158 0.325 0510 0.727 1.000 1376 1963 3.078 6.314 12706 31.821 63.657 636.619
0.142 0289 0445 0617 0816 1.061 1386 1.886 2920  4.303 6.965 9.925 31.599
0.137 0277 0424 0584 0765 0978 1250 1.638 2353  3.182 4.541 5.841 12.924
0.134 0271 0414 0569 0.741 0941 1190 1533 2132 2776 3.747 4.604 8.610
0.132 0267 0408 0559 0.727 0920 1156 1476 2015 2571 3.365 4.032 6.869
0.131 0.265 0.404 0553 0.718 0906 1.134 1440 1943 2447 3.143 3.707 5.959
0.130 0263 0402 0549 0711 0.89% 1119 1415 1.895  2.365 2.998 3.499 5.408
0.130 0262 0399 0546 0.706 0.889 1.108 1.397 1.860  2.306 2.896 3.355 5.041
0129 0261 0398 0543 0.703 0.883 1.100 1.383 1.833  2.262 2.821 3.250 4.781
0129 0260 0397 0542 0700 0.879 1.093 1372 1812 2228 2.764 3.169 4.587

S0 N0 U WN

11 0129 0260 0396 0540 0.697 0.876 1.088 1363 1796 2.201 2.718 3.106 4.437
12 0.128 0.259 0395 0539 0.9 0873 1.083 135 1782 2179 2.681 3.055 4.318
13 0.128 0259 0394 0538 0.694 0870 1.079 1350 1.771 2160 2.650 3.012 4221
14 0.128 0.258 0393 0537 0.692 0.868 1.076 1345 1761  2.145 2.624 2977 4.140
15 0.128 0258 0393 0536 0.691 0.866 1.074 1341 1753 2131 2.602 2.947 4.073
16 0.128 0258 0392 0535 0.690 0865 1071 1337 1746 2120 2.583 2.921 4.015
17 0.128 0257 0392 0534 0.689 0.863 1.069 1333 1740 2110 2.567 2.898 3.965
18 0.127 0257 0392 0534 0.688 0.862 1067 1330 1734 2101 2.552 2.878 3.922
19 0.127 0257 0391 0533 0.688 0.861 1.066 1328 1729  2.093 2.539 2.861 3.883
20 0.127 0257 0391 0533 0.687 0.860 1.064 1325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.850

21 0.127 0257 0391 0532 0.686 0.859 1.063 1323 1.721  2.080 2.518 2.831 3.819
22 0.127 0256 0390 0532 0.686 0.858 1.061 1.321 1717 2.074 2.508 2.819 3.792
23 0.127 0256 0390 0532 0.685 0.858 1.060 1319 1714  2.069 2.500 2.807 3.768
24 0.127 0256 0390 0531 0.685 0.857 1.059 1318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.745
25 0.127 0256 0390 0531 0.684 0.856 1.058 1.316 1708  2.060 2.485 2.787 3.725
26 0.127 0256 0390 0531 0.684 0.856 1.058 1315 1.706  2.056 2.479 2.779 3.707
27 0.127 0256 0389 0531 0.684 0.855 1.057 1314 1703 2.052 2473 2771 3.690
28 0.127 0256 0389 0530 0.683 0.855 1.056 1313 1.701  2.048 2.467 2.763 3.674
29 0.127 0256 0389 0530 0.683 0.854 1.055 1.311 1.699  2.045 2.462 2.756 3.659
30 0.127 0256 0389 0530 0.683 0.854 1.055 1310 1.697  2.042 2.457 2.750 3.646

40 0.126 0255 0.388 0.529 0.681 0.851 1.050 1.303 1.684  2.021 2.423 2.704 3.551
80 0.126 0254 0387 0526 0.678 0.846 1.043 1292 1.664 1.990 2.374 2.639 3.416
120 | 0.126 0254 0.386 0.526 0.677 0.845 1.041 1289 1.658 1.980 2.358 2.617 3.373
+oo | 0126 0253 0385 0524 0.674 0842 1.036 1282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.291
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13.2.5 Tables de la loi de Fisher-Snedecor

X étant une variable aléatoire de loi F'(v4,15), les tables donnent les valeurs de

forvma = Fiy o (1 — @) telles que P(X > f,, ,,a) = a pour a = 5% et « = 1%. En R,

1
la commande correspondante est gf (1-alpha, nul, nu2). fi, 0= .
ful wa,l—a
z I-a
. N
V. VA O
: — VY : : :
0 1 2 3 4 5 6
Table 1: a = 5%.
BRI 2 3 4 5 6 7 8 10 12 16 20 24 40 60 100 +oo
1 1614 1995 2157 2246 2302 234 2368 2389 2419 2439 2465 248 249 2511 2522 253 2543
2 1851 19.00 1916 1925 1930 1933 1935 19.37 1940 1941 1943 1945 1945 1947 1948 1949 19.49
3 1013 955 928 912 901 894 889 885 879 874 869 866 864 859 857 855 853
4 771 694 659 639 626 616 609 604 596 591 58 580 577 572 569 566 563
5 661 579 541 519 505 495 488 482 474 468 460 456 453 446 443 441 436
6 599 514 476 453 439 428 421 415 406 400 392 387 384 377 374 371 367
7 559 474 435 412 397 387 379 373 364 357 349 344 341 334 330 327 323
8 532 446 407 384 369 358 350 344 335 328 320 315 312 304 301 297 293
9 512 426 386 363 348 337 329 323 314 307 299 294 290 283 279 276 271
10 496 410 371 348 333 322 314 307 298 291 283 277 274 266 262 259 254
11 484 398 359 336 320 309 301 295 28 279 270 265 261 253 249 246 240
12 475 389 349 326 311 300 291 28 275 269 260 254 251 243 238 235 230
13 467 381 341 318 303 292 283 277 267 260 251 246 242 234 230 226 221
14 460 374 334 311 296 285 276 270 260 253 244 239 235 227 222 219 213
15 454 368 329 306 290 279 271 264 254 248 238 233 229 220 216 212 207
16 449 363 324 301 285 274 266 259 249 242 233 228 224 215 211 207 201
17 | 445 359 320 296 281 270 261 255 245 238 229 223 219 210 206 202 196
18 441 355 316 293 277 266 258 251 241 234 225 219 215 206 202 198 192
19 438 352 313 290 274 263 254 248 238 231 221 216 211 203 198 194 188
20 435 349 310 287 271 260 251 245 235 228 218 212 208 199 195 191 184
21 432 347 307 284 268 257 249 242 232 225 216 210 205 196 192 188 181
2 430 344 305 282 266 255 246 240 230 223 213 207 203 194 189 18 178
23 428 342 303 280 264 253 244 237 227 220 211 205 201 191 18 18 176
24 426 340 301 278 262 251 242 236 225 218 209 203 198 189 184 180 173
25 424 339 299 276 260 249 240 234 224 216 207 201 19 187 18 178 171
30 417 332 292 269 253 242 233 227 216 209 199 193 189 179 174 170 162
40 408 323 284 261 245 234 225 218 208 200 190 184 179 169 164 159 151
50 403 318 279 256 240 229 220 213 203 195 18 178 174 163 158 152 144
60 400 315 276 253 237 225 217 210 199 192 18 175 170 159 153 148 139
80 396 311 272 249 233 221 213 206 195 18 177 170 165 154 148 143 132
100 | 394 309 270 246 231 219 210 203 193 185 175 168 163 152 145 139 128
+oo | 384 300 260 237 221 210 201 194 183 175 164 157 152 139 132 124  1.00
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Table2: a = 1%.
L1 2 3 4 5 6 7 8 10 12 16 20 24 40 60 100  +oo
1 4052 4999 5403 5625 5764 5859 5928 5981 6056 6106 6170 6209 6235 6287 6313 6334 6366
2 985 990 9917 9925 993 9933 9936 9937 994 9942 9944 9945 99.46 9947 9948 9949 995
3 3412 30.82 2946 2871 2824 2791 27.67 2749 2723 2705 2683 2669 2660 2641 2632 2624 2613
4 2120 1800 1669 1598 1552 1521 1498 14.80 1455 1437 1415 1402 1393 1375 1365 1358 13.46
5 1626 1327 12.06 1139 1097 10.67 1046 1029 1005 9.89 9.68 955 947 929 920 913  9.02
6 1375 1092 978 915 875 847 826 810 787 772 752 740 731 714 706 699 688
7 1225 955 845 785 746 719 699 684 662 647 628 616 607 591 58 575 565
8 1126 865 759 701 663 637 618 603 581 567 548 536 528 512 503 496 486
9 1056 802 699 642 606 580 561 547 526 511 492 481 473 457 448 441 431
10 10.04 756 655 599 564 539 520 506 485 471 452 441 433 417 408 401 391
11 965 721 622 567 532 507 489 474 454 440 421 410 402 386 378 371 3.60
12 933 693 595 541 506 482 464 450 430 416 397 386 378 362 354 347 336
13 907 670 574 521 486 462 444 430 410 396 378 366 359 343 334 327 317
14 886 651 556 504 469 446 428 414 394 380 362 351 343 327 318 311 3.0
15 868 636 542 489 456 432 414 400 380 367 349 337 329 313 305 298 287
16 853 623 529 477 444 420 403 389 369 355 337 326 318 302 293 286 275
17 840 611 518 467 434 410 393 379 359 346 327 316 308 292 283 276 265
18 829 601 509 458 425 401 384 371 351 337 319 308 300 284 275 268 257
19 818 593 501 450 417 394 377 363 343 330 312 300 292 276 267 260 249
20 810 585 494 443 410 387 370 356 337 323 305 294 28 269 261 254 242
21 802 578 487 437 404 381 364 351 331 317 299 288 280 264 255 248 236
2 795 572 48 431 399 376 359 345 326 312 294 283 275 258 250 242 231
23 788 566 476 426 394 371 354 341 321 307 289 278 270 254 245 237 226
24 782 561 472 422 390 367 350 336 317 303 285 274 266 249 240 233 221
25 777 557 468 418 385 363 346 332 313 299 281 270 262 245 236 229 217
30 756 539 451 402 370 347 330 317 298 284 266 255 247 230 221 213 201
40 731 518 431 383 351 329 312 299 280 266 248 237 229 211 202 194 180
50 717 506 420 372 341 319 302 28 270 256 238 227 218 201 191 182 168
60 708 498 413 365 334 312 295 28 263 250 231 220 212 194 184 175 160
80 696 488 404 356 326 304 287 274 255 242 223 212 203 185 175 165 149
100 | 690 482 398 351 321 299 28 269 250 237 219 207 198 180 169 160 143
+oo | 663 461 378 332 302 280 264 251 232 218 200 18 179 159 147 136  1.00
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