Université Joseph Fourier - Grenoble I Année 2013-2014
Module MAT234

Examen du 23 juin 2014 (session 2) : CORRIGE

Exercice 1 — [8 points | L’espace IR* est muni de la base canonique B = {e1,e2,e3,e4} et on considere I'application linéaire
f de IR* dans IR* dont la matrice A dans la base canonique est

0 1 0 -2

-2 1 -2 0

A= -1 -1 -1 2
-3 0 -3 2

1. Déterminer le polynéme caractéristique de la matrice A.

2. En déduire I’ensemble des valeurs propres de la matrice A, avec leur multiplicité. Les wvaleurs propres distinctes
seront classées selon un ordre croissant : A1 < Ao < - -~

3. Déterminer les sous espaces propres de f en précisant leur dimension. Pour valeur propre \; et chaque vecteur
propre trouvé v;, il sera judicieuz de vérifier que f(v;) = A;v;, sauf si vous avez une confiance aveugle en vos
calculs. ..

4. Justifier que la matrice A est diagonalisable.

5. Déterminer une matrice inversible P (dont la premiére ligne ne comporte que des 1) et une matrice diagonale D
telles que A = P D P~1,

6. Déterminer le noyau de I’application f ainsi que son rang.
Calculer la matrice DP pour p € IN*.
Calculer la matrice AP pour p € IN*.

Corrigé exercice 1

1. Polynome caractéristique :

0— A 1 0 -2
—2 1—A —2 0

Pa) =det(A-AL)=| ] 0 [T, 5 |==0+D0A-0(A-1)(A-2)
-3 0 -3 2— A\

2. La matrice A admet donc 4 valeurs propres simples (chacune est de multiplicité égale a 1) :
AM=—-1, =0 A3=1, \y =2.

3. Les sous espaces propres sont ensuite obtenus par un calcul direct :

T 1 1 0 -2 T 0
—2 2 =2 0 0
E,\lzker(A—)\1]4):{ Ylemy| 71 1 0 5 i e }:..
t -3 0 -3 3 t 0
1
1
:Vect{vl = 0 },
1
1 1 1
0 1 0
Ey, = Vect{vg = 1 }, Ey, = Vect{vg = 1 }, E,, = Vect{v4 = _ }
0 0 -1

4. La matrice A est diagonalisable car i) son polynéme caractéristique est scindé et ii) chaque valeur
propre est simple.
Les vecteurs vy, v, v3, v4 forment donc une base de vecteurs propres de la matrice A.

5. La matrice D est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les valeurs propres A1, Ao,
A3, Ag. La matrice P est la matrice de passage de la base canonique a la base des vecteurs propres,



elle est donc inversible (I’inverse n’est pas demandé ici, mais sera nécessaire pour la question 8).

Finalement, on obtient :

1 1 1 1 -1.0 0 0 1 0 1 0
B a1 0 1 0 0000 0 -1 -1 1
A=PDP==1 o 1 1 0010 -1 1 -1 0
1 0 0 -1 000 2 1 0 1 -1

6. Puisque Ay = 0 est valeur propre de A, on a ker(f) = E), = Vect{vg} et ainsi f est de rang 3.
7. Pour p € IN*, on obtient directement

—
\
—_
=
=

0
0
P _
DP = 0

o O O
OO OO
o= o o

P

[\

8. Puis finalement

(~1)P —1420 1 (=1)P—1+20 —2v
r_ prpoel_ (—1)P —1 1 (-1 —1 0
AP =PDPPT = = 1—2° -1 1—2v 2r

(-1)p—2» 0  (=lp—2r ¥

Exercice 2 — [ points]
On considere les 2 fonctions suivantes

2 3
R - R? R = B
f: u+v et g: vty
' (U’vv) = ( u—v ) ' (amy) = LL’Z _y2 .
2xy

Déterminer les matrices jacobiennes de f, g et h =gof.

Corrigé exercice 2 La matrice jacobienne de chacune des applications f, g et h = gof est la matrice

de ses dérivées partielles premieres.

1. Pour f(u,v) = (fi(u,v), fa(u,v)) = (u+v,u—v), on a:

0 0
Jy(u,v) 37]2(”’1)) aj;l(“’”) 11
u,v) == =
f %(u v) %(u v) L=
ou '’ ou "’

2. Pour g(z,y) = (91(z,y), 92(x,y), g3(z, y)) = (2% + y* 2® — y?,2zy), on a :

091 99

87(%?/) Ay (z,y)
2z 2y
992 992
Jo(zy) = | —-(zy) —-(zy) |=| 22 -2y
or y
2y 2z
093 993
%(x,y) ?y(x’y)

3. Pour h = gof, on a directement d’apres le cours :

Jp(u,v) =

Jo(f(u,)) . Jy(u,v) = Jg(u+v,u—v). Js(u,v)

2u+v)  2(u-—wv) 1 1 4y
= 2u+v) —2(u—v) = 4v
2u—v) 2(u-+v) 1 -1 du

4o
4u
—4v



Remarque : on peut aussi commencer par expliciter I’application h = g o f puis calculer sa matrice
jacobienne :

h(u,v)

9 f( )) =g(u+v,u—v)
+ (u— )%, (u+v)* - (u—v)2,2(u—|—v)(u—v))

|
/\

= (2u + 202, 4w, 2u? —202),

ce qui permet de retrouver le résultat pour Jy(u,v).

Exercice 3 — [4 points |
On se place dans le plan IR2. Soit C' l'intérieur de la couronne délimitée par les deux cercles centrés en (0,0), de rayons
respectifs R1 = 1/v/2 et Ra = V2.
On note A la partie de cette couronne C vérifiant > 0 et y > 0.
1. Ecrire précisément les inégalités définissant le domaine A :
a) relativement aux coordonnées cartésiennes (z,y),
b) relativement aux coordonnées polaires (r,0).

2. Calculer l'intégrale
I= // (2% +y?) e (@ 4y?)? dzdy.
A

Corrigé exercice 3

1. Les inégalités définissant le domaine A s’écrivent,

a) relativement aux coordonnées cartésiennes (z,y) :

1/V2< Va2 +y2 <2 1/2<2?+y?<2
z>0 s x>0
y=>0 y=>0

b) relativement aux coordonnées polaires (r, ) :

1V2<r<vV2
0<60<m7/2

2. Par passage aux coordonnées polaires, nous obtenons directement :

2 2,2
1= [ [ 0 dady
A
2 —rt
re”" rdrdd
A
/2 V2 4
= (/ dt‘))(/ rde " dr)
6=0 r=-1

vz
V2



Exercice 4 — [5 points ]
Soit la fonction f : IRZ — IR définie par

_zoty”
flz,y) =zye 2

1. Déterminer les points critiques de f.
2. Calculez la matrice hessienne

ﬁ(x Y) ﬁ(z )
Hy(w,y) = g‘f; %xzicy

de f au point (z,y).
3. Pour chaque point critique, déterminez s’il s’agit d’'un maximum local, d’un minimum local ou d’un point col (point
selle).

Corrigé exercice 4

1. Les points critiques de f sont les points qui annulent ses deux dérivées partielles premieres :

ai B 2 _m2;y2 67.]0 B B 9 —zQ;y
&C(x,y)—(y z7y)e : ay(ﬂs,y)—(z Ty~)e

L’exponentielle ne s’annulant pas, on a donc :

a—f =

5 (r,y) =0 y(1—a2) =0 y=0 ou z==1
TV 2l-9y)=0 T\ z=0 ou y=+1"

SL(x,y) =0

de sorte que f admet les 5 points critiques suivants
A=(0,0), B=(,1), C=(1,-1), D=(-11), E=(-1,-1).

2. Matrice hessienne de f au point (z,y) :

22 —3zy + 23y 1—a? —y? + 2?%y?
H¢(z,y) = e 2
1—22— y2 + w2y2 —3xy + xyS

3. Point A =(0,0) : det (Hf(0,0)) = ’ (1) (1) ‘ < 0, —» f admet un point col en A.
Point B = (1,1) : det (Hy(1,1)) = e~ . _3 _(2) >0, — f admet un maxi local strict en B.
Point C' = (1,-1) : det (Hf(1,-1)) =e~ ' 3 (2) >0, — f admet un mini local strict en C.
Point D = (—1,1) : det (Hy(—1,1)) = e~ " (2) g >0, — f admet un mini local strict en D.

-2 0

Point E = (=1,-1) : det (H;(-1,-1)) = e~ L.

0 _2 ‘ > 0, — maxi local strict en F.



