Exercice 1.

Déterminer tous les points critiques (les points ou %(x, y) = g—{/(x,y) =0) de la fonction

flz,y) =2y(z +y—1).

Réponse : comme f(z,y) = %y + zy? — xy , on obtient %(m,y) =2zy+y? —y=yRr+y—1)et %(x,y) =

2?2 + 2xy —x = x(z + 2y — 1) et donc trouver les points critiques de f revient a résoudre le systéme suivant
yz+y—-1)=0
z(r+2y—1)=0

ces deux cas.

}. La premiére équation implique que ou bien y = 0 ou bien 2z + y — 1 = 0. Traitons donc

1. Si y = 0 la seconde équation devient z(x — 1) = 0 et donc ou bien z = 0 ou bien = 1 et donc nous avons
obtenu que (0,0) et (1,0) sont des points singuliers.

2. Si 2z +y —1 =0 la seconde équation impose ou bien z = 0 ou bien x + 2y — 1 = 0. Dans le premier cas on
20 +y—1=0

obtient x =0 et y = 1 donc (0,1) est un point singulier. Dans le second cas il faut résoudre T4+2—1=0

et on obtient que (%, %) est un point singulier.
Conclusion : la fonction f admet 4 points critiques et seulement 4 qui sont (0,0) , puis (1,0) puis (0,1) puis
(33)-

Déterminer pour tout (z,y) € R%, la matrice H f(z,y) = <

9 9?2
of

Réponse : a partir de 3L (z,y) = 22y + y* — y on obtient %(:&y) = 2y et aussi %(m,y) =2x+2y—1. A
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partir de g—i(z, y) = 2 + 2xy — = on obtient gffy (x,y) =2x+2y—1et giy-g(x, y) = 2z et donc
B 2y 20+ 2y —1
Hf(z,y) = ( 20+ 2y — 1 2x >

Dire pour chacun des points critiques s’il s’agit d’un point col, d’'un maximum local, ou d’un
minimum local.
Réponse :

0 -1

-1 0
courbures principales sont de signes contraires. Il s’agit d’un point col.

1. au point critique (0,0) nous avons H f(0,0) = dont le déterminant est négatif, et donc les

. " 1 . .
2. au point critique (1,0) nous avons H f(1,0) = (1) 9 > dont le déterminant est négatif, et donc les courbures
principales sont de signes contraires. Il s’agit d’un point col.
. . 2 1 ) . L
3. au point critique (0, 1) nous avons H f(0,1) = 10 dont le déterminant est négatif, et donc les courbures

principales sont de signes contraires. Il s’agit d’un point col.

4. au point critique (%, %) nous avons H f (%, %) = dont le déterminant est positif, et donc les courbures
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principales sont de mémes signes. Il s’agit d’un minimum local ou d’un maximum local. Comme la trace de la
matrice Hessienne est positive, ces deux courbures principales ont une somme positive, et donc sont positives.
Il s’agit d’'un minimum local.

Déterminer ’ensemble des valeurs prises par [ c’est a dire {z €ER,I(x,y) € R% f(x,y) = z}

Réponse : f(z,7) = 22(22—1) = 22° — 22 est un polynoéme de degré trois réel, qui tend vers +o0o quand 2 — +00
et vers —oo quand z — —oo. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il prend donc toutes les valeurs possibles
dans R. Donc en restriction & la premiére bissectrice, toutes les valeurs ont été atteintes. Donc f(R?) = R.

Exercice 2.

Résoudre pour (z,y) € R?, 'équation gi’; — ng; = 2y a l'aide du changement de variable (u,v) = (x +y,2 —y), la

fonction inconnue f : R? — R étant de classe C2.



ou  du
Réponse : commencgons par calculer la matrice jacobienne du changement de variable DE“ Z; = < g gg ) =
oy Oy
< 1 _11 ) Son déterminant vaut —1 et il est non nul. Donc le changement de variable est bien défini, bijectif.
Posons F(u,v) = f(z(u,v),y(u,v)) qui s’inverse en f(z, y) F( (x y),v(x,y)). Dérivons cette derniére égalité
F

partiélement par rapport & x. Nous obtenons a—f; = gi 5t Bv S = ?’Tu + %—f. De la méme maniére % =

OF du | OF 9v _ 9F _ JF f ,62f OF2

Bu By + v oy — ou  dv En recommencant a dériver 55 bar rapport a x, nous avons 922 = owr + J09u —|— Suow + 6U .

En procedant de la méme maniére en dérivant partiélement % = 2—5 — aF par rapport & y, on obtient gTJ; =
2 2 2 . s

OF O F 8 L. Do o2 J; O°f _ 4 O°F (comme la fonction est de classe 2, les dérivées secondes croisées

ou Jvou Buav ox By Jvou ’

sont égales) . Mamtenant exprimons zy en fonction de u et de v en remarquant que u?—v? = (x—i—y)Q—( —y)? = day.

2 2 3
wZ—v e OF _ u® N
16— Prenons en une primitive en u. Alors —av = —48 —16u + a(v) ol « est une

fonction quelconque d’une variable. Prenons en une primitive en v . Alors F' = 81) — 8u + A(v) + B(u) ou A est
une primitive de o donc une fonction quelconque de v et B une fonction quelconque de u. En revenant aux variables
z et y , nous avons démontré que

Alors ’équation devient LIZ =

(z+y)Pe—y) —(r+y(z—y)?
48

flz,y) = + Az —y) + B(z +y)

ot A est une fonction quelconque de classe C2 d’une variable, et B est une fonction quelconque de classe C? d’une
variable.

Exercice 3.

Soit D, E deux domaines de R? et ¢ : D — E qui définit un changement de variable ¢(z,y) = (X,Y). Soit
: D — R une fonction. Donnez la formule de changement de variable qui permet de calculer I'intégrale
fD z,y)drdy comme une intégrale sur E. Réponse : [ f(z,y)dzdy = [, f(z(X,Y),y(X, V)| 2L X dY on

D(X,Y)
Oz Oz

D(xy) _ | 9x 9v

DIXY) | 9y Oy
X oY

2
Déterminer I’aire enlacée par l’ellipse d’équation 2—2 + % = 1. Réponse : posons X = £ et Y = ¥. L’équation
de lellipse devient dans les coordonnées X et Y : X2 + Y2 = 1. L’aire d’un disque de rayon 1 est 7. Par

g((;:%,)ﬂ = |%<(%:;) | = |7"—=—| = |ab| = ab et donc aire de l'ellipse = [}, ldzdy = [, 1.abdXdY =

ailleurs |

o=

= O

ab [, 1.dXdY = mab.

Exercice 4.

Lsi (x,y) = (0,0)

22 tay+y’
pEp sinon

parce que f(z,0) = 1 tend vers 1 quand z — 0 et que f(x,z) = 5 tend vers % quand x — 0. Nous avons donc

trouvé deux chemins distincts qui passent par (0,0), et qui donnent a la restriction de f a ces deux chemins deux
limites différentes quand le point courant tend vers (0,0).

_ 1 . _ .
f(h’o)hf(o’o) ﬁh = % = 0 nous savons que limy_,¢ w = 0 et donc la fonction admet une

La fonction f : R? — R définie par f(z,y) = { est-elle continue en (0,0)? Réponse : non

Comme

dérivée partielle par rapport & z en (0,0) et 'on a %(0, 0) = 0. De méme w =0et %(O’ 0)=0.
Comme la fonction n’est pas continue en (0, 0), elle ne peut y étre différentiable, puisque la différentiabilité d’une
fonction en un point de I’ensemble de départ y implique sa continuité.



