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Exercice 1

a)

0 ... 0 1
1 0 0
al) mat(f; (uy,...,u,)) = |0
: 0
0 0 1 0
a2)
0 ... 0 1
1 0 0
det(f) =10
S
0 .0 1 0
= (=1)""'det([,_1)
— (-1

b
) bl) AX; =bet AXy; =b donc A(X; — X3) = 0 donc X; — Xy € Ker(f). Xj et
X, sont distincts donc X7 — Xy # 0 donc la famille {X; — X5} est libre. Puisque
dim(Ker(f)) =1, (X; — X3) est une base de Ker(f).
b2) Pour tout X € R",
AX = b+ AX = AX,
— AX -X;)=0
— X — X, € Ker(f)
= MER, X — X = \X) — X)
— N eR, X =X+ X1 — Xy).

L’ensemble des solutions du systéme AX = b est donc

S - {X1 + )\(Xl - XQ), )\ € R}

c)

cl) On montre par récurrence sur p € N que

VpeN APV = MV,



— Initialisation : pour p =0, A°V = L,V =V et \°V = V.
— Reécurrence : soit p € N tel que APV = APV, alors

AP = APAV = APAV = ANAPV = MNPV = NPTV

En particulier, A¥V = MV, Comme V # 0, A\¥ est une valeur propre de A*.
c2) AV = aAV, V #£ 0 donc e\ est une valeur propre de aA.

Exercice 2

1 1 1 1 11
Uy = 1 ,Ug = 2 , Uz = 4 s 1 2 4:2%0
1 3 9 1 39
donc la famille {uy, us, u3} est libre. C’est donc une base de R3.
3 =3 1
1 11 5 3
b) B=P 'APavec P= (1 2 4| etP =[5 4 —3
139 1
2 2
00 6
oB=[10 -11
0 1
d) Pa(X)=—-X?*+6X2—11X +6.
e)
Py(A) = —A® + 64> — 11A + 613
1 0 0 100 1 00 1 00
=—(08 0]+6(0 4 0)—-11{0 2 0]+6(0 1 O
0 0 27 009 00 3 0 01
0 00
=10 0 0
0 00
Exercice 3
a)
10 -1 0 1 0 10 1 000
OlO—lxl 1 01} 10100
1 0 1 21-1 0 10| (0010
01 0 1 0 -1 01 0 001
b)



1-X 0 -3 0
0 1-X 0 -3
Pp(X)=| 4 0 1-X 0
0 —3 0 1-X

1-X 0 -3 0 -3 0

—1-X)| 0 1-X 0 |+(=3))1-X 0 -3

—3 0 1-X 3 0 1-X

1-X)(1=X)[(1 - X)* =9 = 3(-1)(=3)[(1 = X)* — 9]
(1-X)*=9[(1-X)* -9

(1—X—=3)(1—X +3)]

X +2)%(X —4)?

= (
= [
[
= (
donc B a deux valeurs propres doubles : —2 et 4.
Calcul des sous-espaces propres :

r —3z = -2 3r —3z = 0
y 3w = —2y Jy —3w = 0
—3r +z = -2z —3r +3z = 0
3y +w = 2w 3y +3w = 0
{a: —z =0
<
y —w = 0
r = s
e s t)er{Y T t
z = s
w = t

Ker(B + 21,) = Vect{(1,0,1,0),(0,1,0,1)}. La famille {(1,0,1,0),(0,1,0,1)} est
libre donc la dimension de I’espace propre associé a la valeur propre —2 est égale a
2.

r =3z = 4dx —3r -3z =0
y 3w = 4y -3y 3w = 0
Br 4z = 42" )-8z -3z = 0
=3y +w = 4w 3y —3w = 0
— r 4z =0
y tw = 0
r = —s
eIt er{?Y T t
z = s
w = t



Ker(B — I4) = Vect{(-1,0,1,0),(0,—1,0,1)}. La famille {(—1,0,1,0), (0, —1,0,1)}
est libre donc la dimension de I’espace propre associé a la valeur propre 4 est égale
a 2.

Ainsi, B est diagonalisable. Si 'on définit la matrice P par

10 -1 0
01 0 -1
P= 10 1 0
01 0 1
et la matrice diagonale
-2 0 00
0 -2 00
D= 0O 0 4 0"
0O 0 0 4
alors B = PDP~!. D’aprés la question a),
1 0 10
110 1 01
—1 -
Po=51-1 0 10
0 -1 01

1 1
b2) A = ZPDP_I = PZDP_I donc A est diagonalisable et se diagonalise en la

matrice

1
— 0 00
2 1
D 2
0
0 0 01

Unp
cl) Pour tout n € N on note X, le vecteur X,, = ZZ . Pour tout n, on a la
Zn
un
relation X,, 11 = AX,,, et on définit le vecteur Y,, = 5}7} par la relation

X, = PY,.



Ainsi,
X1 = AX,, <= PY,, = APY,
& PY,41 = ;LPDP‘IPYn
— PY,,, = %lPDYn

1
= Y, = P*ZPDYH

1
< Yn+1 = ZDYn,
d’ot les relations : )

/ _ 1 /
un+1 - %un
/ _ /
Vn € N Uns1 = T3

! _ !

wnJrl - wn

! _ !

L zn—l—l Zn

On obtient donc :

VneN v, = (—5) Vg

w, Wo
L2, = 24
y
On calcule le vecteur Yy = 5]9 par la formule Yy = P71 X, ou X, =
0
%
1
. 111 R :
obtient Yy = 1] d’otu les expressions :
1
4 1 n+1
!/ — _1 n -
i = -1 (5)
1 n+1
/ — _1 n -
wmen U = (7D <2>
w, = L
zl = i
L 2

— = O O



En utilisant la formule X,, = PY,,, on en déduit les expressions suivantes :

)
()

(i)
(-

¢2) =1 < 1/2 < 1 donc limy, o (3)""" = 0. Comme |(~1)" (4
on en déduit les limites des suites :

Up =

VneN <

[\')I»—~ [\')|>—k [\DI»— [\Dli—

Zn =
\

)= )

lim w, = lim v, = —1/2, lim w, = lim z, = 1/2.

n—oo n—oo n—oo n—oo



