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DM : splines cubiques C? non uniformes

On rappelle ici dans un premier temps la méthode de construction vue en cours pour la fonc-
tion spline naturelle d’interpolation aux noeuds équidistants (c¢’est-a-dire, aux points d’interpolation
équidistants).

a=x9 <21 <x2<...<xp < Tpy1 =0,

avec Tj41 —x; =h, 1 =0,1,--- n.

L’esprit de la méthode est la suivante : sur chacun des intervalles [z;, z;+1] la fonction spline
s(z) est un polynéme p;(z) de degré inférieur ou égal & 3. D’aprés ce que nous avons vu & propos
de l'interpolation d’Hermite, nous pouvons 1’écrire de facon unique en fonction de ses valeurs et des
valeurs de ses dérivées aux points x; et z;11. Les valeurs de ces dérivées aux points x; seront notées
y; : elles sont inconnues mais en écrivant les conditions de raccord des dérivées secondes :

" " 1" 1

pi—l(xi) =D (x7«>? i:2737"'7n_ 1 et pl(xl) :pn—l(xn) :O>
nous allons pouvoir déterminer de fagon unique les valeurs de ces dérivées y;
Avant de procéder au calcul rappelons le lemme technique suivant :

Lemme 1 Soit o # 3, h = — « et p le polynome de degré inférieur ou égal a 3 vérifiant :

!/ /

(@) = Yo, P(B) =yp. P (@) = Yp» P (B) = yp.
On a 5
p (@) = 35395 = 3Ya — 2hyo — hy/p), (1)
et 9
P (B) = 15(3Ya = 3ys + 2hys + hy'a). (2)

La méthode de construction

e Nous allons écrire maintenant les conditions de raccord des dérivées secondes au point x;, i =
2,...,n — 1. La dérivée seconde en x; du polyndéme définit sur 'intervalle [z;_1,z;] est donné par la
formule (2) en prenant

= xi*lvﬁ = Tg,

et avec des notations naturelles sa valeur est :

2 / !
ﬁ(&%‘—l — 3y; + 2hy; + hy;_1).

La dérivée seconde en x; du polynéme définit sur U'intervalle [z;, z;11] est donné par la formule (1) en
prenant
=i, = Tit,

et avec des notations naturelles sa valeur est :
2 ! !
ﬁ(?’yi—&-l —3yi — 2hy; — hy;1q)-

En écrivant 1’égalité on a :
! / ! 3
Yio1 T4y, + Yip1 = E(yiﬂ — Yi-1),

et ceci pour 2 =2,3,---n— 1.



e La condition de nullité de la dérivée seconde en x; s’écrit en utilisant la formule (1) avec
o = x1, 5 = x9, et donne :

2 / !
0= ﬁ(?’w —3y1 — 2hy; — hyy),

soit : 5
2y +yo = E(?ﬂ —y1).

e De méme la condition de nullité de la dérivée seconde en z,, s’écrit en utilisant la formule (2)
avec o = T,_1, 8 = Tn, et donne :

2 ! !
0= ﬁ(i)’yn—l — 3yn + 2hy,, + hyn—l)'

soit : 3
Yn—1 + 2yn = ﬁ(yn - Z/n—l)-

e En résumé, les conditions nécessaires et suffisantes que doivent vérifier les dérivées aux points

xr1, T3, +--, T sont données par le systeme linéaire

L0 o o 00\ [ u -
1 1 0 Ys Y3 — Y1

1 4 1 0 Y5 Ya — Y2

. 3 :

: ) : = : (3)
0 1 4 10 Yr o Yn—1 — Yn—3
0 1 1 Y1 Yn — Yn—2
00 -+ -+ 0 12 Yn Yn — Yn—1

Partie 1 On souhaite résoudre ce systeme linéaire a l'aide de la méthode de Gauss, conduisant apres
triangulation au systéme suivant (ou les coefficients a; et b; sont entiers) :

al b1 0 O 0 /!

Y1 w1
0 az b2 0 0 yé Wa
0 as b3 0 yé w3

0 y':rL—Q Wn—2

0 0 an—1 bnfl ynl—l Wn—1
0 0 cee 0 An Yn Wn

1) Euxpliciter le calcul (par récurrence) des coefficients a;, b; et w;.

2) En déduire que ce systéme linéaire admet une solution unique.

Partie 2 On souhaite maintenant généraliser la construction précédente pour une spline non uni-
forme, c’est-a-dire associée a la suite de noeuds non équidistants

a=29 <21 <22 < < Ty <Tpy1=Db,

avec Tiy1 —x; = hy, h; >0, +=0,1,--- n.

3) Ecrire le systéme linéaire [remplagant le systéme (3)], permettant de déterminer la suite des
dérivées y, pour la construction d’une spline d’interpolation cubique C?.



