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Exercice 1 (IDENTITES DE WALD).
1. Voir le cours.

2. Par l’absurde, supposons que T est intégrable. Dans ce cas, I'identité de Wald donne E [S7] =
E[T]E[X;]. On aboutit & une contradiction en remarquant que E [S7] > = et E [X;] = 0.

3. On montre : (i) E[|Z,|] < +o0; (it) Zy, est Fp-mesurable; (iii) E[Z,41|Fpn] = Zp. Pour (i), on
utilise |Z,| < 52 +no? et S2 <n " | X2. Le point (i) est trivial. Le point (iii) se déduit de
I’égalité

E[S: 428, Xn+1 + X7 |Fn] = S2 + 25,.E [Xpa] + E [X21] = 52+ 02

4. On remarque que 17>p = 1psp—1 = 1 — 1p<p—q est Fi_i-mesurable. Ainsi, comme X} est
indépendant de Fy_1,

E [ Xilrsi) = E[E [Xg|Fr1] 1r>k] = E[E[Xg] 17>5] = 0.

Pour la deuxiéme formule, on peut supposer que j < k et remarquer que X;1l7>;17>) est
Fr_1-mesurable pour appliquer le méme raisonnement. La derniére formule s’obtient en utili-
sant : a) Fubini pour échanger somme et espérance (les variables sont positives); b) le méme
conditionnement que dans le raisonnement précédent ; c¢) 'égalité T' = Zzg 17>} par exemple.

5. Supposons n > m. On écrit Span — STam = ZZ:erl Xp17>k. En appliquant les résultats
précédents, on trouve E [(STA” — ST/\m)2] =D [X,?lTZk} qui tend vers 0 quand n et
m tendent vers 0 car la série infinie est convergente.

6. D’aprés 5/, il existe S telle que Stan — S dans L2. De plus, comme T < 400 p.s., on a
STan — St p.s. Par unicité de la limite, on en déduit S = Sy et donc Sppa, — St dans L2.

7. D’apreés 6/, on a en particulier E [S%] =limp 400 E [S% /\n]. Le théoréme d’arrét pour la mar-
tingale Z appliqué au temps d’arrét borné T'An donne E [S% An] = E [T An]o?. Pour conclure,
il suffit de voir que E [T A n] E [T] par convergence monotone.

8. Comme pour tout temps d’atteinte, on a {T, < n} = Up<p{|Sk| > cVk} € Fp.
9. On applique la seconde identité de Wald.

Exercice 2 (CONDITIONNEMENTS EN TOUS GENRES).
1. On écrit

E[o(X, 9)] = E[p(X,Y - X)] = / / o,y — )1 (@)e VD 1y 4o (y)dady

et on fait le changement de variable s = y—xz pour obtenir la densité f(x g)(,s) = 1jg1)(z)e™*1[g 1o0((5)-
La densité est factorisée (f(x,g)(z,s) = f(z)g(s)) donc X et S sont indépendantes.

2. S suit la loi exponentielle de parameétre 1. Méme réponse pour la loi conditionnelle car S est
indépendant de X.



3.

On calcule d’abord la densité de Y :

fry)=eY(e—-1) siy>1,
=e Y’ —1) si0<y<1,
=0 sinon.

11 suffit alors d’appliquer la formule fX|y:y($) = )‘(szi&(/s)cy)

a) On peut écrire Z = U(Y — X) + X et utiliser I'independance pour trouver E[Z|X] =
E[U]E[S] + X =p+ X.

b) On écrit E [Z]Y] = pY + (1 —p)E [X|Y], puis on utilise la densité conditionnelle fx|y—, pour
calculer

e’ 1 .
BLXIY =4l = [ oo Lo(e)ds = Sy,
e’ yeYy .
_/xey_ll[ay}(x)dx— 1 -1 si0<y<Ll

Exercice 3 (CHATEAU DE CARTES).

1.

Les probabilités de transition et le nouvel état de la chaine ne dépendent que de I’état k& dans
lequel se trouve la chaine. L’espace d’états est N et P est définie par : pour tout k € N,
P(k,k+1) =ay et P(k,0) =1 — ay.

. Comme a4 < 1, tous les états peuvent aller en 0 et comme a_ > 0, 0 peut aller a ’état k en k

étapes : la chaine est donc irréductible. De plus, la probabilité de rester en 0, a savoir P(0,0)
est non nulle : la chaine est donc apériodique.

On utilise la relation de récurrence m(k + 1) = agm(k) pour tout k € N. L’existence et unicité
de la probabilité invariante découle du fait que 1 + Z,—:(:x{ f:_[)l a; <1+ Z;ﬁ af’f_ < 400 car
a4 < 1.

. L’inégalité est triviale si £ = ¢'. Supposons ¢ # ¢'. On a §;P(0) = 1 — ay, Pl + 1) = oy

et 0gP(k) = 0 pour tout k # 0,¢ + 1. On a donc ||6¢P — dpPll1 = |aw — apr| + ap + apr <
2max(ag, ag ) < 2. Comme [|dy — dp|[1 = 2 on en déduit le résultat.

. OnapP(0)—vP(0) = > 1cn(p(k) —v(k))P(k,0). L'ajout de € ne modifie pas le terme de droite

car i et v sont des probabilités.

. Prendre a = 1 — a4 de sorte que (1 — o —€) = ay — o > 0 et donc

(= v)P(0)] < [u(k) = v(k)|(ar — a).

keN

11 suffit alors de sommer avec les autres termes |(u—v)P(k+1)| = |u(k) — v(k)|ag pour majorer
(e =) Pl
D’aprés 6/ appliqué avec v = m, on a ||uP — 7||1 < ai||p — «||;. Il suffit d’itérer cette formule.



