UNIVERSITE DE NICE SOPHIA-ANTIPOLIS Année Universitaire 2015/2016
L2 MASS Statistique
TD de Statistique

Controle continu 2
Correction du sujet A

Correction 1. On considére ’échantillon (X1, -, X,,), n = 64 de loi mére N (6, 0) avec o = 5cm.
Cette échantillon est la modélisation aléatoire des tailles des 64 nouveau-nés.

(1)

(2)

L’estimateur classique de la moyenne théorique 0 est X,, = n~! > X; et donne estima-
tion A = 49, 56cm. Remarque : On différencie donc la variable aléatoire X, de sa réalisation
f mesurée par l'infirmier. De plus, il ne faut surtout pas écrire = X,, ou 6 = 49, 56cm.

Soit v dans ]0, 1[. Comme les variables aléatoires X; sont i.i.d. de loi N'(0,0), on sait que :

A \/EX” —0 ~ N(0,1).

On note F' la fonction de répartition de la loi N(0,1). Soit t, tel que F(t,) = 1 — a/2
(Remarque : en pratique, on lit ¢, sur la table, mais il faut dire dés cette question quel est
le lien entre « et t,). On a done, par symétrie de la loi normale,

P(—ta < Zn<ts)=1-aq,

et donc
P (5( T <0< X, + fa U) 1
——< =1—-a.
v NG
Ainsi, | X,, — t\‘;f,X + t\‘;g} est un intervalle de fluctuation pour 8 au niveau de confiance
1—a.
Un niveau de confiance de 95% correspond a o = 0.05. D’aprés la table de la loi gaussienne,
on lit to.05 = 1.96. De plus, on a ¢ = 5 et une réalisation de la moyenne empirique est
ZTn = 60 = 49,56. Ainsi, [48,33;50, 79] est un intervalle de confiance au niveau 95%.

L’intervalle de fluctuation que 'on a trouvé a la question 2 est centré sur la moyenne empi-

f

rique. Notons ¢ sa longueur. On a ¢ = 21%/“g et on en déduit t, = %—. Avecn =64 et 0 =5

et £ =1, on trouve t, = 0.8. On lit sur la table de la loi normale F(0.8) =0,7881. Or, on a
la relation F'(t,) =1 — a/2, donc on en déduit o = 0,42. Ainsi, le niveau de confiance d'un
intervalle de fluctuation de longueur lem centré en la moyenne empirique est de 58%.

L’intervalle de fluctuation que l'on a trouvé a la question 2 est centré sur la moyenne empi-
rique. Notons £ sa longueur. On a ¢ = 2%‘—2, et on souhaite que ¢ soit inférieur & 1cm donc

on en déduit n > (20t,)%. Un niveau de confiance de 95% correspond a a = 0.05. D’aprés
la table de la loi gaussienne, on lit tg g2 = 2.33. Avec 0 = 5 et £ = 1, on trouve n > 542.89.
Comme n est un entier (nombre d’observations), la taille minimale de 1’échantillon est 543.

Correction 2. (1) On commence par déterminer la valeur de P (X; = 1). Comme P (X; = —1)+

P(X;=0)4+P(X;=1)=1,onadonc P(X; =1)=1—r. Ensuite,

E[Xi]=-1x(y(1=7)+1x(1-7)=(1-7)7?
1



(3)

et

E[XP] = (-1 x (y1 =)+ 1P x (1 =) =172
Les deux fonctions g1 et go vont de 0,1[ dans |0, 1[. Soient x et y dans |0, 1] tels que
g1(x) = y. On raisonne par équivalences :

g@)=yes(l-2) =ysl-r=ylrl—z>0cty>0)r=1—/y

Ainsi g1 est inversible sur ]0, 1] et son inverse et g7 ' :]0,1[—]0,1[ qui a y associe 1 — /7.
Soient x et y dans |0, 1] tels que go(x) = y. On raisonne par équivalences :

pE)=yel-*=yer’=1-yesr=/1—y(carz>0et1—y>0).
Ainsi gy est inversible sur |0, 1] et son inverse et g, ' :]0,1[—]0, 1[ qui & y associe /T — y.
On a E[X;] = g1(7), donc 'estimateur donné par la méthode des moments (en utilisant

le moment d’ordre 1) de y est By = g; "(2 3, X;) =1 /13" | X;. Remarque : la
variable aléatoire % > i1 X; peut prendre des valeurs négatives et dans ce cas 13, I'estimateur
que P'on a donné n’est pas bien défini. Cependant, on sait que Y ; X; est proche de E [X] =
(1—7)? > 0 quand n est grand. On peut donc espérer que ce cas la ne se produise pas souvent
quand I’échantillon est assez grand.

On a E [X?] = g2(7), donc Pestimateur donné par la méthode des moments (en utilisant

le moment d’ordre 2) de v est By = g, (2320 | X2) = /1 - 13" | X?. Remarque :

L’estimateur Bs est bien défini dans tous les cas. En effet, %Z?:1 XZ-2 < 1 en tant que
variable aléatoire.

La vraisemblance de 1’échantillon est

L@y, any) = [[P(Xi = 2) = [r(L =)' 17270(1 = 5)" = 5420 (1 gy,
=1

(4)

On peut considérer log(L(z1,...,%n,7)) = (n—1 + 2ng) log(y) + (n—1 + n1)log(l — ). Sa

dérivée par rapport a v est noif2no _ noatm o Re est positive sioet seulement si v <

v L=y
n_1+2ng ) ed s : : _ N_14+2Ng
2ot Donc l'estimateur par maximum de vraisemblance est Byy = sy——an v N 12No N

ot N_1, Ny et Ny sont les variables aléatoires correspondantes aux réalisations n_1, ng et
N . n n n
ny. C'est a dire, N_1 = E ie1 1x;=—1, No = E ie1 1x,=0 et N1 = E i1 1x,=1.

Correction 3. (1) On effectue un sondage au sein d’une population de grande taille. Ainsi,

la probabilité qu'une personne de notre échantillon ait été touché par la grippe est p (la
proportion dans la population totale). Comme X; = 1 si la premiére personne interrogée a
été touchée par la grippe (ce qui arrive avec probabilité p), la loi de X est la loi de Bernoulli
de paramétre p. Remarque : Ne surtout pas écrire p = 0, 3. Ici, p est inconnu et on cherche
a D'estimer.

L’estimateur classique de la proportion théorique p est la proportion empirique qui s’écrit
X, = n! o, X, avec les notations de 1'énoncé et donne l'estimation p = 0,3. Re-
marque : On différencie donc la variable aléatoire X,, de sa réalisation p mesurée par

I’enquéteur. De plus, il ne faut surtout pas écrire p = X,, ou p =0, 3.

Les variables (Xi,...,X,) forment un échantillon de loi B(p). Par le Théoréme Central
Limite (n > 30), on peut approximer la variable aléatoire
wlia Xi—p

Vit
p(1—p)
par la variable Z ~ N(0,1).



(4) Comme F(u,) = 1 — a/2, on sait que P(—uy < Z < wu,) = 1 — a par symétrie de la loi
normale. Or, d’aprés la question précédente,

IP’( 12?:1Xi_p

—uag\/ﬁﬁ Sua) %]P)(—U’OLSZSU/Q)

p(1—p)
donc
1o /p(1—p) 1 p(1—p)
P(ﬂ;Xi—Ua ngpgn;Xi—l—ua n)zl—a.

(5) La réponse a la question précédente ne permet pas de donner directement un intervalle de
fluctuation pour p. En effet, les bornes de I'encadrement autour de p dépendent de p. On
connait plusieurs techniques pour contourner ce probléme : méthode de ’ellipse, méthode
par excés, ou bien le remplacement de p par son estimation p justifiée par le Lemme de
Slutsky.

Correction 4. (1) Comme les variables aléatoires X; sont i.i.d. de loi N(p, o), on sait que les

nV} ot (n:fl2) Vi

variables 3 suivent respectivement une loi du khi-deux a n degrés de libertés

nVy
o2 -
Vi o . . .

En effet, 3 = S (K2 est la somme des carrés de n variables gaussiennes A(0, 1)

et une loi du khi-deux & n — 1 degrés de libertés. On peut le justifier simplement pour

indépendantes. Donc, par définition de la loi du khi-deux, ”;{f ~ x2(n).

(2) Soit « dans ]0,1[. Comme la moyenne p est inconnue, on va utiliser la variable ("_0_12)‘/”.

D’aprés la question 1, % ~ x2(n — 1). On note ® la fonction de répartition de la loi
x2(n — 1). Soient wu, et to tels que ®(t,) = a/2 et ®(t,) = 1 — a/2 (Remarque : en
pratique, on lit u, et t, sur la table, mais il faut dire dés cette question quels sont les liens
entre a et (uq,tq)). Ainsi, on a

—- 1)V,
p(UQSWWSQ:l_a,

o2

-1 n -1 n
P /wggg [(n=DVa )
ey Ug,

Ainsi, [\/ (n_tl)vn, \/ (”_ul)vn] est un intervalle de fluctuation pour ¢ au niveau de confiance

et donc

1—a.

(3) Un niveau de confiance de 90% correspond a o = 0.1. D’aprés la table de la loi du khi-deux,
on lit ug1 = 0.352 et tg.1 = 7.815. De plus, on calcule la réalisation de la moyenne empirique
donnée par I’échantillon, z,, = —0.1 ainsi que la réalisation de la variance empirique donnée
par I'échantillon, v,, = 1.11. Ainsi, [0,65;3,07] est un intervalle de confiance au niveau 90%.



