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Introduction au contexte
biologique : les biopuces a ADN

La recherche en génétique progresse tres vite, le séquencage du génome est main-
tenant fini pour de nombreuses especes comme les levures ou les souris... et méme le
génome humain n’aurait plus de secrets. Cependant, la connaissance des séquences
codantes de tous les genes d’un organisme nécessite le développement de nouvelles
biotechnologies pour étudier tous les genes. Une étude des genes un par un n’est pas
concevable a cause de leur grand nombre : environ 6000 genes pour les levures Sac-
charomyces cerevisiae. La technique des biopuces est I'un des outils les plus puissants
qui a émergé a la suite du séquencage du génome.

La technique des biopuces a ADN

Quelle information cherche-t-on a obtenir ?

Pour comprendre comment marchent les biopuces a ADN, il est nécessaire de don-
ner quelques explications biologiques sur la structure de 'ADN et sur les différents
acteurs de 'activité de la cellule.

Les protéines constituent la main d’ceuvre de la cellule; elles sont responsables
de la structure cellulaire, ce sont elles qui produisent I'énergie et les biomolécules
importantes qui participent aux constituants de la cellule (les chromosomes, les
membranes et les voies métaboliques). Les protéines sont responsables de ’ensemble
du métabolisme de ’ADN : synthese, réplication et aussi réparation en cas de lésion.
Certaines de ces protéines qui réparent ’ADN sont spécifiquement produites une
fois que 'ADN a été endommagé. Mais quel est le mécanisme a l'origine de la
production des protéines? Ici, il est nécessaire de revenir au dogme central de la
biologie moléculaire.

Il y a deux étapes principales qui conduisent de ’ADN a la protéine : la trans-
cription et la traduction. L’ADN est constitué de deux brins d’acides nucléiques
complémentaires qui s’emboitent tout en s’enroulant 'un autour de l'autre pour
former une double hélice (Watson et Crick, 1963). L’intermédiaire entre 'ADN et
les protéines s’appelle ’'ARN. Des fragments d’ADN sont transcrits en ARN, une
molécule simple brin, c’est la transcription. On peut distinguer plusieurs classes
d’ARN. La classe la plus diversifiée est celle des ARN messagers (notés ARNm);

7
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ce sont les ARNm qui servent a la fabrication des protéines. La séquence portée
par 'ADN correspondant & un ARN messager codant pour une protéine est ap-
pelée un gene. 11 y a environ 6 000 genes chez la levure et 30 000 chez 'homme.
L’étape de construction des protéines a partir de 'ARNm s’appelle la traduction.
Ces deux étapes, production ’ARNm (transcription) ou de protéines (traduction)
sont régulées par d’autres protéines, selon 1’état de la cellule. Ainsi, pour une cellule,
la population d’ARNm ou de protéines est caractéristique de son état a un moment
donné. Par conséquent, pour avoir une meilleure idée de ce qui se passe dans une
cellule, on peut essayer de mesurer 'abondance de tous les ARNm cellulaires ou de
toutes les protéines de la cellule selon ’étape de régulation a laquelle on s’intéresse.

Ce travail s’applique a I’étude de la régulation de la transcription, en analysant
la population des ARNm de la cellule. La technique des biopuces a ADN récemment
développée rend possible une mesure rapide de la quantité relative de chaque espece
d’ARNm dans la population totale des ARN de la cellule. Quand un ARNm est
beaucoup produit, cela signifie que le géne correspondant est beaucoup transcrit, on
dit que ce gene a un haut niveau d’expression ; les biopuces permettent d’analyser
les variations de I'expression des genes.

Quel est le principe de fonctionnement d’une biopuce ?

Maintenant, essayons de donner une idée de la technique des biopuces a ADN
(voir aussi figure 0.1). La technique est fondée sur la structure de ’ADN. Chaque
brin d’ADN est composé d’une chaine de désoxyriboses sur laquelle sont attachés les
nucléotides (A, T', C, G) qui codent I'information ; c’est un langage a quatre lettres.
Ces nucléotides peuvent étre regroupés en deux paires de bases complémentaires
par des liaisons hydrogene : A est toujours reliée a T et C' a G. Cela signifie par
exemple quun 7T est toujours en face d'un A sur I'autre brin. Le principe de la
transcription de ’ARN repose sur cette complémentarité des bases : '’ARNm est une
sorte de copie inverse du brin d’ADN transcrit, mais avec la base T remplacée par
la base U. On extrait ’ARN du pool de cellules qu’on veut étudier. On utilise alors
une technique qui permet de créer un brin d’ADN qui est une photocopie inverse
fluorescente de cet ARN : c’est la rétro-transcription, c¢’est a dire une opération
inverse a la transcription. Elle permet de reproduire le brin d’ADN qui avait été
transcrit (appelé ADN complémentaire et noté ADNc).

La biopuce est une lame de verre ou tous les génes (en simple brin) d'une espece
sont spottés a des endroits précis qui forment une grille. Une biopuce est tres petite :
environ la taille d’une lame de microscope . Quand on dépose le brin d’ADNc¢ marqué
sur la biopuce, par complémentarité des bases, il s’hybride avec le brin d’ADN spotté
correspondant. On appelle cette phase I’hybridation. Toute la technique des biopuces
repose sur la spécificité de cette hybridation. L’ADN simple brin spotté sur la biopuce
est appelé la cible, ’ADNc fluorescent obtenu a partir de '’ARN extrait des cellules
est appelée la sonde.

Si on suppose que la rétro-transcrition a completement réussi, l'intensité fluores-
cente observée sur chaque spot est proportionnelle a la quantité de ’ARNm corres-
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pondant qui était présent dans la cellule. Pour mesurer cette intensité, on utilise un
scanner et un logiciel d’analyse d’image.

Nous ne nous sommes intéressés qu’a des expériences a double marquage : nous
disposions de deux marqueurs fluorescents différents, un pour marquer I’ADNc¢ cor-
respondant a des cellules appelées “controle” ou “référence”, I’autre pour marquer
I’ADNCc correspondant aux cellules que ’on souhaite étudier (comparativement a la
référence), c’est I’échantillon “test”. Apres 'hybridation simultanée des deux sondes,
on scanne la biopuce dans chacune des deux fluorescences pour mesurer le niveau
d’expression des genes dans chaque échantillon. On fait ainsi une comparaison di-
recte entre les niveaux d’expression des genes dans deux échantillons différents en
calculant le ratio entre les deux signaux mesurés pour chaque spot.

Jeux de données considérés

Tout au long de ce mémoire, on utilisera différents jeux de données. Parmi ces

données de biopuces :
— des données publiques, accessibles sur internet, et largement manipulées par
les statisticiens qui s’intéressent aux biopuces. Il s’agira des jeux de données
Eset, Colon et Leukemia, que nous décrirons au moment ou ils interviendront.

— des données de I'Institut Curie. Ces jeux de données concernent tous la levure

Saccharomyces cerevisiae a laquelle on fait subir des traitements variés. Cer-
tains jeux correspondent a des cinétiques étudiées sur différentes souches de
cette levure, apres une irradiation importante par rayonnement . Ce jeu, com-
posé de 26 lames, est appelé “donnee”. Il sera globalement considéré comme
un échantillon d’individus soumis a de fortes doses d’irradiation, pour cela il
faudra toutefois retirer les deux expériences qui correspondent au temps zéro
avant irradiation. Un deuxieme jeu de données, nommé “faibles doses” et com-
posé de 10 lames, correspond a un traitement par exposition continue a de tres
faibles débits de dose. Le jeu de données “non irradiés” (12 expériences) avait
été réalisé dans I'objectif de mesurer des fluctuations de I’échantillon, c¢’est-a-
dire en utilisant des échantillons identiques - du point de vue biologique - en
Cy3 et en Cyb, on considerera tout simplement qu’il s’agit d’individus n’ayant
subi aucun traitement. Le jeu de données “formaldéhyde” (7 expériences) cor-
respond a des levures exposées a un formaldéhyde, agent génotoxique, et ce a
différentes doses.
Il est a noter que tous ces jeux de données de I'Institut Curie correspondent
a des expériences a double-marquage. Pour toutes ces expériences, on utilise
en Cy3, échantillon controle, un mélange d’échantillons non traités, qui consti-
tue une sorte de référence. C’est donc I’échantillon en Cy5, I’échantillon test,
qui constitue I’échantillon d’intérét. Lorsque 'on compare les résultats obte-
nus pour différentes conditions expérimentales, ce sont donc les expressions
d’échantillon test par rapport a un méme échantillon que 'on compare, ce qui
a un sens.
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Des données a grande variabilité : nécessité de trai-
tements mathématiques

Grace aux biopuces, il est désormais possible de suivre de pres 'expression de
milliers de genes simultanément. Le défi est maintenant de donner du sens a de si
grands jeux de données. De plus, les résultats obtenus ont une grande variabilité.
Une normalisation des données est nécessaire pour identifier et supprimer les sources
systématiques de variation. D’abord, voyons quelles sont ces sources de variation.

Variations inhérentes a la technologie des biopuces

Il existe plusieurs sources de variabilité dans la technologie des biopuces : les
fluctuations biologiques et les incertitudes liées a la technologie.

Des fluctuations dans les échantillons biologiques

La biologie est, par nature, soumise a de nombreuses variations, il y a de nom-
breux parametres expérimentaux et on ne peut jamais affirmer que deux échantillons
sont rigoureusement identiques. Des études de fluctuation menées a I'Institut Curie
a Orsay ont montré que les résultats bruts pouvaient différer lorsqu’on effectuait
deux fois la méme expériences avec le méme matériel génétique a priori.

Incertitudes liées a la technologie

La technique de fabrication des biopuces a ADN donne généralement de bons
résultats mais on peut souvent observer :

— des variations dans l'aiguille d’impression : les aiguilles transportent alors des
quantités d’ADN cible différentes.

— des fluctuations aléatoires dans le volume cible méme quand on utilise la méme
aiguille, par exemple a cause de ’évaporation pendant I'impression.

— des différences dans la fixation de la cible a la surface de la lame.

— et peut-étre aussi des problemes de vieillissement des lames.

Parametres expérimentaux et hybridation

Les fluctuations liées aux parametres expérimentaux pour préparer ’hybridation

ou pendant I'hybridation sont nombreux :

— la rétro-transcription pour fabriquer de I’ADNc¢

— marquage par les fluorochromes : 'efficacité du marquage varie souvent d’un
fluorochrome a l'autre.

— Parametres expérimentaux d’hybridation : D'efficacité de la réaction d’hybri-
dation est influencée par de nombreux parametres expérimentaux comme la
température, le temps, la répartition de la sonde sur la lame, et la quantité
totale de molécules sonde utilisées pour I'hybridation.
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Scan et analyse d’image

Apres ’hybridation, la biopuce est scannée. Il y a plusieurs types de scanners
avec des caractéristiques différentes et plusieurs parametres ajustables. On aimerait
que les résultats soit aussi indépendants de ces parametres que possibles. 1l existe
plusieurs types de bruit qui peuvent affecter le signal final rendu par le scanner.
On peut les partager en deux grandes catégories : les bruits liés a la source et les
bruits liés a la détection. Les bruits liés a la source incluent les phénomenes qui
peuvent changer les mesures prises par le scanner, indépendamment du scanner
utilisé, comme de la poussiere sur les biopuces, ou le traitement qui a été fait sur les
lames de verre par exemple. Les bruits liées a la détection sont ceux qui sont générés
directement par le scanner.

L’analyse d’image est un aspect important des expériences de biopuces, elle peut
avoir beaucoup d’influence sur I'identification des genes différentiellement exprimés.
Dans une expérience, apres ’hybridation, I'image de la biopuce est analysée pour
mesurer les intensités lumineuses dans chacune des fluorescences pour chaque spot
sur la lame. Ces intensités fluorescentes correspondent au niveau d’hybridation des
deux échantillons a la séquence d’ADN imprimé sur la lame. Les intensités de fluo-
rescence sont stockées comme des images 16 bits que 'on peut considérer comme
les données brutes.

Un certain nombre de logiciels d’analyse d’image, commerciaux ou pas, sont
disponibles. Il est aisé de comprendre qu’on ne peut accepter que les résultats soit
radicalement différents selon le logiciel utilisé (en supposant qu'’il est assez bon quand
méme) !

Il y a trois taches principales dans I’analyse des images de biopuces :

— Repérage : dans cette étape, il s’agit d’assigner des coordonnées a chacun des

spots.

— Segmentation : cette étape permet de sélectionner les pixels qui feront partie

du signal et ceux qui seront considérés comme faisant partie du bruit de fond.

— Extraction des intensités : cela signifie calculer, pour chaque spot sur la bio-

puce, les intensités dans les deux fluorescences pour le signal et pour le bruit
de fond.

Dans le cadre de ce travail, on ne disposait pas de jeux de données obtenus a partir
de différents scanners ou logiciels. Le logiciel utilisé a 'Institut Curie était le systeme
d’acquisition de données GenePix. GenePix?™ 4000A de chez Axon Instruments,
Inc., est un systeme complet qui integre le scan des biopuces et le logiciel d’analyse.

Problemes statistiques liés aux données de biopuces

La forte variabilité inhérente a cette technologie montre bien la nécessité de
traitements statistiques avant de pouvoir en tirer une quelconque interprétation
biologique. Les problemes statistiques impliqués dans les données de biopuces sont
tres nombreux ; on peut les classer en six catégories principales :

— analyse d’image pour extraire 'information, i.e. les valeurs des intensités, a

partir de I'image obtenue par scan.
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— choix des données utilisées : il s’agit ici de savoir, parmi la quantité d’infor-
mations fournies, quelles sont celles qu’on va utiliser pour caractériser chaque
gene (valeur médiane ou moyenne, correction ou pas du bruit de fond ...).

— normalisation d’une biopuce qui devra aussi dépendre du type d’expérience
réalisée, ce qui changera les hypotheses que 'on peut raisonnablement faire
(peu de genes exprimés, beaucoup de genes exprimés...)

— détection des genes différentiellement exprimés, c’est-a-dire parvenir a décider
statistiquement quels sont les genes qui présentent des différences d’expression
significatives, entre deux fluorescences ou entre deux séries d’expériences.

— classification supervisée ou pas des données.

— étude de cinétiques pour essayer par exemple de distinguer les groupes de genes
qui évoluent de facon similaire au cours du temps, et chercher éventuellement
des réseaux de régulation.

Les points précédemment cités ne donnent qu’'un petit apercu de toutes les ques-
tions statistiques induites par les données de biopuce. Dans le cadre de cette these,
nous nous sommes intéressés plus particulierement a trois de ces points.

Dans un premier chapitre, nous étudions les méthodes de normalisation. L’objec-
tif de la normalisation est d’éliminer les variations parasites entre les deux échantillons
utilisés dans 'expérience pour ne conserver que les variations expliquées par un
phénomene biologique. Dans ce chapitre nous n’étudierons que les données de 1'Ins-
titut Curie dans la mesure ou les autres données considérées ne fournissent pas
suffisamment d’éléments pour effectuer une normalisation satisfaisante. La normali-
sation sera donc développée dans le cadre des expériences a double-marquage. L hy-
pothese biologique fondamentale qui sous-tend toute la méthode est de supposer
que les différences entre “référence” et “test” ne devraient concerner qu'une mino-
rité de genes. Nous présentons plusieurs méthodes de normalisations existant dans la
littérature pour lesquelles nous proposons des améliorations. Pour étre en mesure de
choisir une méthode, nous mettons au point une méthode de simulation de biopuces.

Dans un deuxieme chapitre, nous nous intéressons a la détection des genes
différentiellement exprimés entre deux séries d’expérience quand on a plusieurs
répétitions d’expériences. On suppose que 'on a n; biopuces correspondant a une
condition expérimentale A donnée et ny pour une condition expérimentale B donnée.
On veut identifier les genes différentiellement exprimés de facon significative entre
les deux traitements. Plusieurs approches ont été envisagées comme la sélection
de modeles par procédure FDR (False Discovery Rate), une méthode de seuillage
bayésien ou encore des méthodes de sélection de modeles pénalisées.

Enfin, dans un troisieme chapitre, nous considérons les problemes de classifica-
tion supervisée pour les données de biopuces. Dans ce type de données, on souffre
du «fléau de la dimension », c¢’est-a-dire que ’on dispose d’un petit nombre d’indivi-
dus devant le grand nombre de covariables (le nombre de génes). D’un point de vue
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statistique, ce grand nombre de prédicteurs comparé a un petit nombre d’individus
rend les problemes statistiques difficiles. Pour éviter cela, 'idée consiste a utiliser
des méthodes de réduction de dimension. Nous avons développé une méthode semi-
paramétrique de réduction de dimension, basée sur la maximisation d’un critere de
vraisemblance locale dans les modeles linéaires généralisés. L’étape de réduction de
dimension est alors suivie d’une étape de régression par polynomes locaux pour ef-
fectuer la classification supervisée des individus considérés. Pour 'instant nous nous
sommes limités au cadre des modeles en indice simple, ¢’est-a-dire que la projection
est faite sur un espace de dimension 1.



Chapitre 1

Comparaison des méthodes de
normalisation et simulation de
données issues des biopuces a
ADN
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Introduction : pourquot
normaliser ?

Comme nous ’avons vu dans la partie précédente, la technique des biopuces est
soumise a de nombreuses variations expérimentales qui rendent impossible 1’exploi-
tation directe des résultats. Dans les expériences a double marquage (échantillon
controle en Cy3, échantillon test en Cy5), 'une des sources principales de varia-
tion intervient au moment de 'incorporation des fluorochromes Cy3 et Cy5. On sait
que lefficacité de cette incorporation n’est pas la méme pour les deux marqueurs.
Pour ne garder que les variations entre les deux échantillons dues aux différences de
traitement qu’ils ont subi, il faut trouver un moyen de normaliser les données pour
éliminer ces différences qui existent entre les deux fluorescences.

Plusieurs méthodes de normalisation des données de biopuces ont été proposées
dans la littérature, nous nous proposons de les étudier en détail afin de sélectionner
la mieux adaptée. Cette partie, dont le contenu est tres important pour les biolo-
gistes analysant les données issues des biopuces est principalement descriptive et ne
contient que peu de développements mathématiques. Notre apport principal est la
mise au point d’'une méthode de simulation pour aboutir au choix le plus adéquat
de la méthode de normalisation.

Nous allons donc dans un premier temps donner une description détaillée de ces
méthodes de normalisation. Par la suite, nous allons mettre au point une méthode
de simulation de données issues de biopuces a ADN pour enfin, dans une troisieme
partie, appliquer les normalisations a ces données simulées et étre en mesure de faire
un choix que nous ne remettrons plus en question dans la suite de ce travail.
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Section 1.1 ___

Normalisation des données

1.1.1 Notations et généralités sur la normalisa-
tion

Le principe de la normalisation repose sur I’hypothese fondamentale que la plu-
part des genes ont le méme niveau d’expression dans les deux échantillons, ce qui
signifie que peu de genes sont différentiellement exprimés. Cette hypothese pourrait
ne pas étre valable dans tous les types d’expériences mais nous considérons qu’elle
est vérifiée pour nos expériences dans la mesure ou les deux échantillons utilisés dans
les deux fluorescences sont tres similaires du point de vue biologique.

Définissons tout d’abord quelques notations qui nous seront utiles tout au long
de ce document. On note p le nombre de spots présents sur la biopuce. On no-
tera G = (G,)i=1..p les intensités mesurées en Cy3 (échantillon controle « Green»
par convention) pour les p spots et R = (R;);=1., les intensités mesurées en Cyb
(échantillon test « Red» par convention). R et G peuvent éventuellement ne pas étre
des données brutes obtenues apres analyse de I'image de la biopuce, elles peuvent
étre les intensités obtenues apres correction du bruit de fond (¢f section 1.1.2).

On choisit souvent de faire une transformation logs des données. Cette transfor-
mation présente le double avantage de dilater les nombreuses petites valeurs obtenues
et de resserrer les quelques valeurs tres importantes. Cela permet aussi une meilleure
visualisation des données et laisse apparaitre une structure dans le nuage de points
que nous étions bien incapables de déceler auparavant, c’est une transformation
d’échelle. Ainsi, sur la figure 1.1 on a représenté le nuage de points (G, R) sans et
avec transformation.

Par la suite, on va s’intéresser a la comparaison des expressions dans les deux fluo-
rescences. Un moyen de la faire est de considérer les ratios de g. Une représentation
qui nous permettrait de voir directement ces ratios serait donc la bienvenue. Le
choix que nous allons faire (et qui est courant dans le domaine) est de visualiser les
données sous la forme d’un nuage représentant les logs-ratios notés M en fonction
de la logs-intensité moyenne totale sur le spot notée A.

C’est-a-dire qu’on calcule :

A = log(VREXG) = l092<R>—;log2<G>

19
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Nuage sans transformation Nuage aprés transformation log
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Figure 1.1 — Nuage de points pour une biopuce (donneel2), avant et apres
la transformation log. Sur cette figure, on peut voir 2 nuages de points cor-
respondant au méme jeu de données, a gauche sans aucune transformation, a
droite avec un passage au logarithme de base 2.

M = logs( ) = loga(R) ~ loga(G)

On peut noter que le passage du nuage en échelle logarithmique a ce mouveau
nuage de point correspond simplement a une rotation de 45° avec un léger change-
ment d’échelle (c¢f figure 1.2).

L’hypothese de normalisation implique que les distributions devraient étre a peu
pres identiques en C'y3 et en Cyb et que la distribution des rapports R/G (resp.
des logy-ratios M) devrait étre centrée autour de 1 (resp. 0) pour les génes non
différentiellement exprimés, c¢’est-a-dire la majorité des genes. Or quand on regarde
les jeux de données qu’on obtient apres expérience, on constate que ce n’est pas le
cas. C’est vers ce résultat que va devoir tendre la normalisation. Mais d’abord se
pose le probleme de savoir quelles données on va normaliser.

1.1.2 Correction du bruit de fond

1.1.2.1 Définition du bruit de fond

Apres ’hybridation, une biopuce est scannée pour pouvoir générer des fichiers ou
les résultats de I’hybridation sont traduits numériquement. On obtient en sortie une
grande quantité d’information pour chacune des deux fluorescences. En particulier,
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Nuage aprés transformation log
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Figure 1.2 — Nuage M vs. A (a droite) pour une biopuce (donneel2) en com-
paraison avec une simple transformation logarithmique (& gauche)

on a pour chaque gene et pour chaque fluorescence : la moyenne des intensités de
tous les pixels sur la zone correspondant au gene (notée Xy), la médiane de ces
intensités (Yy), I'écart-type de ces intensités et le nombre de pixels dans la zone
considérée. Nous avons aussi des estimations identiques pour le bruit de fond (X, et
Y},).La zone sur laquelle on évalue le bruit de fond dépend du logiciel utilisé : il peut
s’agir par exemple de tous les pixels dans un voisinage du spot ou de tous les pixels
dans un voisinage du spot qui sont au moins a une distance de quelques pixels du
spot.

La zone de bruit de fond considérée par le logiciel d’analyses d’image utilisé a
I'Institut Curie, GenePix, est donnée par la figure 1.3.

1.1.2.2 Correction du bruit de fond, approche classique

Le bruit de fond apporte une information supplémentaire dont il serait dom-
mage de ne pas tenir compte, mais comment le prendre en considération? Il est
assez répandu dans le domaine des biopuces de retrancher le bruit de fond mesuré
pour un gene au signal mesuré pour ce méme gene afin d’obtenir une version du
signal corrigée par le bruit de fond. Cependant, cette méthode pose des problemes,
notamment lorsque l'intensité lumineuse est faible, du méme ordre de grandeur que
le bruit de fond. Cela pourra amener a des estimateurs du logs-ratio tres bruités
voire méme non définis quand 'intensité du bruit de fond devient supérieure a l'in-
tensité du signal. Pourtant, ces mesures contiennent une information valable et utile.

Dans une expérience de biopuces, on s’intéresse a I'intensité lumineuse de chaque
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. zone de signal

zone d’exclusion de 2 pixels

- zone de bruit de fond

Figure 1.3 — Zone de définition du bruit de fond

spot pour estimer la quantité de matériel génétique qui s’est fixé sur la biopuce. Il
y a une hypothese cachée derriere cela : on suppose que la quantité de brins ’ADN
qui se fixent a un spot donné et l'intensité lumineuse de ce spot sont linéairement
dépendantes. Dans la zone de bruit de fond, ’ADN peut se fixer & une partie non
traitée de la biopuce. Dans la zone de signal, 'ADN peut s’hybrider avec I’ADN
complémentaire cible ou se fixer directement sur le verre. On suppose que ces deux
effets sont additifs. On formalise en supposant que l'intensité de chaque pixel dans
la zone de bruit de fond est une variable aléatoire de moyenne u; et que 'intensité de
chaque pixel de la zone de signal est une variable aléatoire de moyenne py = 1 + pip
avec py > 0. py est la valeur moyenne de l'intensité due a ’hybridation spécifique
sur la cible (t comme « target » en anglais). On cherche a estimer cette moyenne fi;.
Notons Z;; (resp. Z;) l'intensité lumineuse du pixel ¢ dans le spot (resp. dans la
zone de bruit de fond). Si on suppose que la quantité d’ADN qui se fixe sur une zone
donnée de la biopuce est indépendante de celle qui se fixe dans une autre zone, alors
Zig (resp. Zy) devrait étre proportionnelle a une variable suivant une loi de Poisson.
En particulier, aZ;¢ (resp. aZy) suivra une loi de Poisson de moyenne fif/a (resp.
i/ @), le coefficient de proportionnalité o pouvant étre différent selon la fluorescence
considérée (Cy3 ou Cyb).
Retrancher le bruit de fond revient a prendre comme estimateur de g,

fty = Xy — X ou bien iy = Yy — Y,

Ces estimateurs posent probleme quand j; est proche de ji, car alors ji; est proche
de zéro voire méme négatif. Cela s’avere génant dans la suite des analyses, quand on
s'intéresse au ratio pu,. /g (7 et g étant les indices pour désigner I'expression en Cy5
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et en Cy3 respectivement), car alors les genes pour lesquels fi, ou p, sont négatifs
doivent étre ignorés. C’est pour éviter ce désagrément qu'une approche bayésienne
a été proposée par Kooperberg et al. [28].

1.1.2.3 Approche bayésienne (Kooperberg et al. )

L’idée est la suivante : si la vraie intensité du bruit de fond est égale a p;, on
observe une intensité du bruit de fond X, qui peut étre plus petite ou plus grande,
suivant approximativement une loi normale de moyenne ;. Si on ne dispose pas de
plus d’information, X, est le meilleur estimateur de p;. De la méme facon, si la vraie
valeur de l'intensité du signal est iy = 1 + 1, on observera une intensité du signal
X qui peut étre inférieure ou supérieure, suivant approximativement une loi nor-
male de moyenne jif, avec juste cette information, X serait le meilleur estimateur
de f1y. Mais en fait on dispose d'une information supplémentaire, on sait que p; > 0
et donc que puy > pp. Par conséquent, si on observe des valeurs telles que X3, > Xy,
c’est-a-dire ou le bruit de fond est plus important que le signal, on devra au moins
avoir i, < Xy et py > Xy pour obtenir un p, positif. Détaillons maintenant les
calculs qui permettent d’aboutir a une meilleure estimation de ;.

Distribution a posterior: de u;

Comme Xj et X; sont des moyennes sur un assez grand nombre de pixels, grace
au théoreme central limite, on a : X ~ N(u,07) et Xy ~ N(py + pw,07). On
suppose que X; et Xy sont indépendantes conditionnellement a 4, 11, 05 €t 0f. On
note p,, et p,, les densités a priori des intensités respectives de la cible et du bruit
de fond. On suppose que ces distributions a priori de u; et u, sont indépendantes
entre elles et indépendantes de oy, et oy.

Grace au théoreme de Bayes, on a :

p(Xfa Xb|ut/1'b7 Of, O-b) p(”ta :ub|0-f7 Ub)
p(Xy, Xploy, o)

p(,uh Mb|0f7 Op, Xf7 Xb) -

Ce qui donne :

qb (Xf—ut—Xb) ® ((Xf—mut>0'§+xb0'12c>

o4 Ofop0q

0 [0 (Xf_y) ¢(X;—*) o (1.1)

af

p(ﬂt’0f7o-b7Xf7Xb) =

si ¢ > 0 et 0 sinon.
Dans (1.1), ¢(-) désigne la densité de la loi normale centré réduite et ®(-) la
fonction de répartition correspondante, ®(z) = [*  ¢(z)dz.

Revenons aux hypotheses qui ont été faites. Il est assez courant en pratique
d’avoir sur un spot des pixels qui ont des niveaux d’hybridation assez différents,
sans doute parce que la cible n’est pas uniformément répartie sur le spot. Une
facon de contourner ce probleme est d’utiliser les intensités médianes Yy et Y}, au
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lieu des intensités moyennes X; et Xj;. En effet la médiane est plus robuste aux
valeurs extrémes. Comme la quantité d’ADN qui s’hybride sur chaque pixel est
importante, la distribution de Poisson suivie par aZ;; (et aZ;,) est bien approximée
par une loi normale. Cela implique que, tout comme Xy et X, Y} et Y} suivent
approximativement une loi normale de moyennes respectives py et . Et alors,
’équation (1.1) reste approximativement valide si on remplace les moyennes X et
Xy par les médianes Yy et V3.

Ainsi, pour chacune des deux fluorescences, 1’équation (1.1), avec des Y a la place
des X donne une méthode pour calculer la loi a posteriori de p; si on connait des
estimateurs de o; et o,. Ici, on ne peut pas considérer que les niveaux d’intensité
de chacun des pixels sont indépendants au sein d’'une méme zone (signal ou bruit
de fond). On se contentera de supposer que les intensités des différents pixels ont
la méme distribution et que la corrélation entre l'intensité de deux spots dépend
seulement de la distance entre ces deux spots.

Il en découle :

of = a 51 (1.2)
VT
oy, = ai (12)

pour une constante a, en ignorant les effets de bord (Ripley [37]).

La correction par le bruit de fond suppose implicitement que 'intensité du bruit
de fond est localement constante. Si on suppose que py est (approximativement)
constante d’un spot a I'autre, I’écart-type empirique de Y}, pour ce spot et ses spots
voisins est un autre estimateur possible de o, pour ce spot. On estime a séparément
pour chaque fluorescence en faisant la régression de S—nbb par o, pour tous les spots
de la biopuce. Cet estimateur a est alors combiné aux écart-types du signal (1.2) et
du bruit de fond (1.2) fournis par I'analyseur d’image pour obtenir des estimateurs

de o et de oy.

Cette approche bayésienne pour la correction du bruit de fond suppose que si
I'intensité du bruit de fond Y} est supérieure a celle du signal Y}, c’est que la moyenne
1 est tres faible, et on observe en fait un événement di au hasard. En particulier,
on suppose que :

Y, - Yy NN(MmO’J%"‘Ug)
Comme f; > 0, on a :

Yy —Y,

1/ch%qLag

qui donne une sorte de niveau de signification pour I’hypothese p; > 0 et donc
permet de décider si le modele est raisonnable de ce point de vue.

qg=9®
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1.1.2.4 Comparaison des deux approches sur des jeux de
données

Nous allons appliquer les deux méthodes de correction du bruit de fond sur
des jeux de données réels afin de pouvoir les comparer. Sur la figure 1.4, on peut
voir trois nuages de points; le premier est obtenu sans retrancher le bruit de fond,
le deuxieme en retranchant le bruit de fond de maniere classique, c’est-a-dire en
faisant une simple soustraction et enfin, le troisieme nuage de points est obtenu est
utilisant une méthode bayésienne de correction par le bruit de fond. On remarque
qu'une approche bayésienne permet de considérer beaucoup plus de points et donc
de genes que 'approche classique. De plus, quand on regarde ou sont situés les
points correspondants dans le nuage, on se rend compte que le fait de conserver ces
points aura certainement une importance dans la suite des analyses. En effet, il y
en a un certain nombre qui présentent, certes avant normalisation, un log — ratio
d’expression relativement important. Le probleme, ¢’est que cette correction du bruit
de fond semble ajouter du bruit dans les données quelle que soit la méthode de
correction utilisée. C’est pourquoi il semble délicat d’effectuer une correction du
bruit de fond, et certains auteurs préférent ne pas corriger. Dans la suite, pour
présenter les différentes méthodes de normalisation, on considerera des données sur
lesquelles aucune correction de bruit de fond n’aura été faite. On reviendra plus tard
a des considérations sur le bruit de fond dans la partie simulation de données.

1.1.3 Différents types de normalisation

Maintenant, nous allons présenter les différents types de normalisation qui ont
été envisagés au cours de notre étude.

1.1.3.1 Normalisation par la médiane

C’est la normalisation qui a beaucoup été utilisée aux débuts des biopuces et qui
est encore souvent proposée par les logiciels d’analyse d’image de biopuces. Cette
méthode suppose I'existence d’un coefficient de proportionnalité ¢ entre le rouge et
le vert qui ne dépend pas du gene. Il s’agit donc en fait d’une correction linéaire.

Modele :

(R); = ¢ x(G); oui=1...p

ce qui équivaut a :

(logaR); = K + (log2G); oui=1...p

ou encore :

M, =K out=1...p
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Mys.A, donnee 12 Ms A, bef classique, donnee 12 MysA, b kooperterg, donnee 12

M = log(RIG)
M = log(RIG)

A=05lgR'G) =05 kR'E) A 05 oglR'G)

Figure 1.4 — Nuage M vs. A pour une biopuce (donneel2), sans retirer le bruit
de fond, et en le retirant de 2 fagons différentes. Sur cette figure, on peut voir 3
nuages de points correspondant au méme jeu de données, avec des traitements
du bruit de fond différents. De gauche a droite : sans correction du bruit de
fond, avec correction par I'approche classique et avec correction par I’approche
bayésienne. Les points en bleu représentent les genes enlevés du calcul dans
la démarche classique et pas dans la démarche bayésienne ; les points en vert
représentent les genes pour lesquels on ne peut calculer la valeur pour aucune
des deux méthodes. Il n’y a aucun gene pour lequel on puisse calculer une
valeur corrigée par le bruit de fond par la méthode classique et pas par la
méthode bayésienne.
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Figure 1.5 — Représentation (A,M) avant toute normalisation des données. La
droite tracée est la fonction de normalisation choisie quand on effectue une
normalisation par la médiane. On peut voir que cette fonction ne tient pas
du tout compte de la forme du nuage. La fonction de normalisation devrait
dépendre de A.
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Ainsi pour la majorité des genes on suppose qu’on devrait avoir un logs-ratio
constant égal a K = logs(c). Pour estimer ce K, on prend la médiane des valeurs
des logy-ratios, moins sensible que la moyenne aux valeurs aberrantes. On retranche
ensuite cette valeur a I’ensemble des logs-ratios pour centrer ’ensemble des mesures
sur un logs-ratio de zéro.

On voit tres bien sur la figure 1.5 qu’avec ce genre de normalisation on ne va
pas changer la courbure du nuage de points. Apres normalisation, le nuage M vs.
A aura exactement la méme forme mais aura été décalé vers le zéro. Ainsi quand
on voit la forme de virgule qu’a le nuage de points, on sait qu’apres la normali-
sation, on aura toujours des faibles logs-ratios pour les faibles et hautes intensités
totales (grandes valeurs de A) et des logs-ratios plus importants pour les valeurs in-
termédiaires de l'intensité totale. Cela montre que la normalisation par la médiane
n’est sans doute pas adaptée car on ne veut pas que 'expression différentielle soit
dépendante de l'intensité des spots. Pour remédier a ce probleme, 'idée c’est de
chercher une fonction de normalisation qui dépend de la logs-intensité totale, c¢’est
I'esprit de la normalisation lowess.

Remarque : en corrigeant par le bruit de fond selon I'approche bayésienne pro-
posée par Kooperberg, on aurait la figure 1.6

M vs.A, donnee 12

10g(R/G)

M=

T T T T T T T T
2 4 6 8 10 12 14 16

A= 0.5 log(R*G)

Figure 1.6 — Représentation (A,M) avant toute normalisation des données, en
ayant corrigé par le bruit de fond. La droite tracée est la fonction de normali-
sation choisie quand on effectue une normalisation par la médiane. On peut
voir que cette fonction ne tient pas du tout compte de la forme du nuage. La
fonction de normalisation devrait dépendre de A.
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1.1.3.2 Normalisation lowess et améliorations
Normalisation lowess

L’idée de départ de cette méthode c’est de faire une normalisation qui ne soit
pas la méme pour tous les genes. Cela revient a dire :

(R); = ¢ x(G); oui=1...p

ce qui équivaut a :

(logaR); = K; + (log.G); oui=1...p

ou encore :

Mais un tel modele ne peut étre retenu car on a autant de coefficients a estimer
que de mesures avec un probleme d’identifiabilité important. Une possibilité est de
chercher une fonction p de G; et R; pour avoir :

soit :

M; = p(G;, R;)

Le probleme reste de définir cette fonction p. Les graphiques des logo-ratios M
en fonction de de la logs-intensité totale A nous ont montré que la fonction de
normalisation devrait dépendre de A.

C’est pourquoi 'équipe de Terry Speed [49] propose d’estimer une fonction lisse p
telle que :

C’est pour estimer cette fonction p qu’on utilise une approximation lowess.
Qu’est-ce qu’'une approximation lowess? Lowess veut dire « LOcally WEighted
Scatterplot Smoothing ». Il s’agit d’une technique d’analyse des données qui per-
met de produire un ensemble lisse de valeurs a partir d’'un diagramme de dispersion
avec une relation bruitée entre les deux variables. Le lowess combine la simplicité
de la régression linéaire par moindres carrés et la flexibilité de la régression non-
paramétrique. Il s’agit en fait d’une régression polynomiale locale. Le lowess ajuste
des modeles simples a des sous-ensembles localisés du jeu de données pour construire
une fonction qui décrit la part déterministe de variation dans les données point par
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point. On définit un parametre de lissage f qui donne la fraction (entre 0 et 1) du
jeu de données qui doit étre couverte par la fenétre de lissage. Plus f est grand,
plus T'ajustement est lisse. Les polynomes locaux ajustés a chaque sous-ensemble
des données sont presque toujours du premier ou du deuxieme degré, c’est-a-dire
qu’on fait des ajustements localement linéaires ou localement quadratiques. Utiliser
un polynome de degré zéro donnerait une moyenne mobile pondérée. S’il peut étre
adapté pour certaines situations, un modele aussi simple risque de ne pas toujours
approximer la fonction de fagon satisfaisante. Des polynomes de degré plus élevés
devraient marcher en théorie mais ils conduisent a des modeles qui ne sont pas vrai-
ment dans 'esprit du lowess. Le lowess est fondé sur 'idée que toute fonction peut
étre correctement approchée dans un petit voisinage par un polynéme d’ordre faible
et que des modeles simples peuvent étre ajustés aux données facilement. Des po-
lynomes de degré élevé auraient tendance a trop s’ajuster aux données dans chaque
sous-ensemble, et seraient donc instables numériquement, rendant les calculs précis
difficiles. Ils introduiraient alors une variabilité indésirable dans le processus de nor-
malisation.

Mvs. A, donnee 12

log(R/G)

M=

-2
1

T T T T T
8 10 12 14 16

A =0.5log(R*G)

Figure 1.7 — Représentation (A,M) avant toute normalisation des données. La
courbe tracée est la fonction de normalisation choisie quand on effectue une
normalisation par lowess. On peut voir que cette fonction suit bien la forme
du nuage.

Le lowess étant local, il s’adapte bien a la courbure du nuage de points (cf figure
1.7). La normalisation lowess va permettre d’estimer p et donc, aprés normalisation,
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produire un nuage plat centré sur zéro. On voit a priori que la normalisation lowess
sera préférable a une normalisation par la médiane.

Remarque : figure 1.8 obtenue en corrigeant le bruit de fond par approche
bayésienne

Mvs.A, donnee 12

10
1

10g(R/G)

M=

T T T T T T T T
2 4 6 8 10 12 14 16

A= 0.5 log(R*G)

Figure 1.8 — Représentation (A,M) avant toute normalisation des données,
en ayant corrigé par le bruit de fond. La courbe tracée est la fonction de
normalisation choisie quand on effectue une normalisation par lowess. On peut
voir que cette fonction suit bien la forme du nuage.

Des améliorations pour la normalisation lowess

Il existe plusieurs fagons, compatibles entre elles, d’améliorer cette méthode de
normalisation.

- Le probleme des points saturants
La premiere amélioration qu’on peut apporter c’est de ne pas prendre en compte
les spots saturants dans le calcul de la fonction lowess. En effet, les logiciels d’ana-
lyse d’image ne peuvent pas mesurer les valeurs d’intensité lumineuse supérieures a
65 535 ( = 2'® — 1). Le logiciel attribue cette valeur d’intensité a tous les pixels
qui ont une intensité plus grande. Le logiciel donne aussi en sortie le pourcentage
de pixels saturés. On peut raisonnablement penser qu’au-dela d’un certain pourcen-
tage de pixels saturés (on prendra un seuil de 20%), 'estimation de la médiane de
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la fluorescence du spot est biaisée. Par conséquent, ces points qu’on appelle satu-
rants sont moins fiables que les autres points, on ne peut donc pas les utiliser de la
méme facon. Ces points dévient la fonction de normalisation dans la mesure ou leur
représentation graphique est limitée et ne correspond pas a leur vraie fluorescence
(cf figure 1.9). Pour qu’ils ne faussent pas les calculs, on ne les considere donc pas
lors du calcul de la fonction lowess de normalisation. Par contre, on leur applique
aussi la normalisation car ces points sont intéressants, on veut y extraire la valeur
des logy ratios normalisés.

M vs. A, donnee 12

Figure 1.9 — Comparaison des fonctions de normalisation en considérant les
points saturants (courbe orange) et sans les considérer (courbe bleue). Les
points saturants sont représentés en rouge. On voit que la déviation entre les
deux fonctions est significative.

- La normalisation par bloc
Une autre facon d’améliorer la normalisation lowess est de calculer une fonction
de normalisation par bloc. Sur une biopuce, chaque bloc est imprimé en utilisant
la méme téte d’impression. On peut alors se demander si la téte d’impression n’en-
traine pas des variations systématiques dans nos expériences. Pour vérifier s’il y a des
différences entre les blocs, on normalise nos données en calculant une fonction de nor-
malisation lowess pour chaque bloc, comme suggéré par 'équipe de Terry Speed [49].
Les résultats sont assez hétérogenes d’'une expérience a 'autre. Sur la figure 1.10, on
voit quelques résultats pour trois jeux de données qui se révelent particulierement
significatifs. Pour la plupart des jeux de données, les douze courbes de normalisation
calculées sont assez proches les unes des autres. Par contre, pour certaines lames,
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quelques courbes (une ou deux) ressortent de l’ensemble des courbes calculées. Ceci
montre qu’il peut exister un effet de bloc. On va vérifier de fagon statistique qu’il
existe bien une différence significative entre les fonctions de normalisation estimées
sur les différents blocs.

On avait le modele

M; = p(A;)

On va maintenant écrire le modele obtenu quand on considere une normalisation
par bloc :

My = pr(Aw)

ol k est le numéro du bloc, et Ay; et My; désignent respectivement la logs-intensité
totale moyenne et le logs-ratio pour le i gene du k™ bloc.

La question qui se pose ici est de savoir si les fonctions p; sont statistiquement
différentes. Pour faire ce test, on va utiliser des méthodes d’analyse de variance fac-
torielle (FANOVA) qui fournissent une extension des modeles ANOVA aux données
fonctionnelles, permettant toujours une interprétation simple. Comme les données
fonctionnelles sont présentes dans nombre d’applications, les modeles FANOVA ont
vu leur popularité croitre et la littérature est prolixe a ce sujet. On donnera no-
tamment comme référence [36] et [43]. Si la littérature s’est beaucoup intéressée a
la fagcon d’ajuster les modeles FANOVA et d’estimer leurs composantes, peu d’ar-
ticles se sont intéressés au développement de procédures de test dans les modeles
FANOVA, ce qui est pourtant le probleme d’intérét ici, puisqu’il s’agit de tester si
les fonctions de normalisation sont différentes d’un bloc a I'autre. Ce probleme est
abordé de fagon assez exhaustive par Abramovich et al. dans [1]. En suivant cette
article, on écrit :

My = pr(Agi)dAg; + edWi(Ag), k=1... K

ou K désigne le nombre total de blocs sur la biopuce, € une constante positive,
pr est la fonction réponse inconnue que l'on estime par un lowess et Wj sont des
processus de Wiener standard en unidimensionnel. Les fonctions m; admettent la
décomposition unique suivante :

pe(A) = mo + u(A) + ap + w(4), k=1...K

ol my est une fonction constante, p(A) est soit la fonction nulle soit une fonction
non-constante de A (le principal effet de A), ay, est soit zéro soit une fonction non-
constante de k (le principal effet du bloc k) et vx(A) est soit zéro soit une fonction
non nulle qui ne peut pas étre décomposée en somme d’une fonction de i et d’'une
fonction de A (la composante d’interaction).

Ainsi, ici, 'effet de bloc est décomposé en deux parties : une partie constante ay,
et une partie qui est aussi fonction de A, yx(A); 1 (A) représente 'effet centré du
groupe k.

Dire qu’il n’y a aucun effet de bloc c’est tester les hypotheses Hy : ap = 0, k =
1...Ket Hy:w(A) =0, k=1... K, et les rejeter toutes deux. Une méthode pour
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de

normalisation et simulation de

données

donnée 12

Aprés normalisaton lowess

‘Aprés nommalisation lowess par bloc

donnée 17

‘Aprés normalisaton lowess

‘Aprés normalisation lowess par bloc

donnée 2

Aprés normalisaton lowess

Aprés normaisation lowess par bloc:

Figure 1.10 — Normalisation par bloc pour trois jeux de données (donnée 12,

17 et 2). Colonne de gauche :

M vs. A avant normalisation. Les douze

lignes colorées sont les courbes lowess pour chacun des blocs. Pour donnée
12 : aucune courbe ne ressort particulierement. Pour donnée 17 : 2 courbes
ressortent (bloc 3 en vert et bloc 4 en rouge). Pour donnée 2 : 2 courbes

ressortent (bloc 1 en bleu et bloc 3 en vert). Colonne de droite :

en trait

plein : estimation lissée de la densité des logs-ratios apres normalisation ; en
pointillés : la distribution gaussienne correspondante (de méme moyenne et

écart-type) qu’on aimerait donc approcher; a gauche :

apres normalisation

lowess ; a droite : apres normalisation lowess par bloc. Dans les deux jeux de
données qui présentent des différences entre les courbes de normalisation des
blocs, les queues des distributions sont réduites avec la normalisation par bloc.

Pour donnée 12, on ne voit pas vraiment de différence.
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estimer ces composantes au moyen d’ondelettes et pour effectuer le test est proposé
dans [1], il ne sera pas présenté ici, on donnera seulement les résultats en appliquant
la méthode proposée a différents jeux de données.

Pour étre en mesure d’appliquer la méthode, il faut avoir une estimation des
fonctions p, pour les mémes valeurs de A quelque soit le bloc. Pour cela, on estime
une courbe lowess pour le nuage de points correspondant a chaque bloc de la biopuce.
Mais on obtient alors une courbe lowess définie sur un ensemble qui peut différer
légerement d'un bloc a l'autre. Pour avoir des estimations sur le méme ensemble
de définition, on estime ces fonctions lowess de chaque bloc sur une grille de points
qui parcourt ’ensemble de l'intersection des différents ensembles de définition de
ces fonctions, en prenant un nombre de valeurs égal a une puissance de deux (en
pratique, on a pris : 2!2 = 4096 valeurs différentes pour A). On peut alors commencer
Iestimation des différentes composantes du modele FANOVA. Avant tout, il faut
disposer d’'une estimation du parametre €. € représente la variabilité des données
autour de la courbe de normalisation lowess pour le bloc. On peut l'estimer en
calculant la moyenne des résidus au carré apres une normalisation par bloc.

Avant de procéder aux tests, on retrouve graphiquement avec I'estimation des
v qu’il semble exister des différences entre les blocs. Ainsi, sur les figures 1.11, 1.12
et 1.13, on représente les fonctions yx(A) trouvées pour chacun des K blocs pour les
3 jeux de données déja présentés sur la figure 1.10.

Par la suite, on effectue les tests des hypotheses Hy : ap = 0, Kk =1... K et
Hy:v(A) =0, k=1... K. Les résultats sont résumés dans le tableau 1.1

donneel2 | donneel7 | donnee2
‘ € 0.4396 0.4792 0.5297
Stat test | 10000.7687 | 4229.8811 | 17765.0909
Qay, Seuil 9.488
Conclusion Hy rejetée
Stat test 135.0342 | 254.4963 | 266.5154
Vi (A) Seuil 1.0475 0.9418 0.7822
Conclusion Hyj rejetée

Table 1.1 — Tableau des résultats obtenus pour les tests sur 3 jeux de données
avec un seuil o = 0.05

On déduit de ce tableau que les courbes de normalisation calculées sur les
différents blocs sont significativement différentes, méme si cela n’était pas évident
graphiquement pour certains jeux de données comme “donnée 12”. Ainsi, pour éviter
que certains blocs ne faussent 1’ensemble des résultats (élimination de 'effet de bloc),
il parait judicieux, dans le cadre d’une normalisation lowess, d’effectuer un calcul de
courbe de normalisation différente pour chaque bloc.

Il est aussi intéressant de préciser que si on teste '’hypothese pu(A) = 0 contre
u(A) # 0, on accepte alors p(A) # 0, ce qui confirme qu’une normalisation tenant
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Figure 1.11 — Estimation des fonctions 74 (A) pour chaque bloc pour donnée
12. Ici aucune courbe ne ressort particulierement.
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Figure 1.12 — Estimation des fonctions 7x(A) pour chaque bloc pour donnée
17. Ici, on voit nettement ressortir a nouveau les courbes des blocs 3 et 4.
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Figure 1.13 — Estimation des fonctions 74 (A) pour chaque bloc pour donnée
2. Ici, on voit a nouveau ressortir la courbe du bloc 1 et 1égérement celle du

bloc 3.
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compte de l'intensité moyenne totale sera judicieuse.

- L’ajustement d’échelle

Apres avoir effectué une normalisation lowess par bloc, on a, pour chaque bloc, des
logs-ratios normalisés centrés en zéro. Mais cela ne garantit pas que la dispersion
des logs-ratios est la méme pour chaque bloc, c’est pourquoi il est alors nécessaire
de procéder a un ajustement d’échelle. Apres normalisation, on aimerait approcher
la loi des observations par une distribution gaussienne, et nos résultats ont montré
que les logs-ratios normalisés en étaient assez proches. Nous allons donc supposer
que, lorsqu’il n’y a ni sur-expression, ni sous-expression (donc pour la majorité des
spots), les logs-ratios suivent une loi gaussienne de moyenne zéro et de vraie variance
inconnue o2. On suppose maintenant que chaque bloc suit une loi gaussienne centrée
en zéro et de variance ai20? ol a;? est un facteur d’échelle pour le k™ bloc. Pour
faire un ajustement d’échelle entre les blocs, on doit d’abord estimer a;. Pour cela,
on utilise I'estimateur de maximum de vraisemblance. La théorie de I'analyse de
variance nous donne la contrainte :

K

Z loga(ax)? = 0 avee K le nombre total de blocs
k=1

ce qui signifie aussi :
K
H ap? = 1 avec K le nombre total de blocs
k=1

En calculant I'estimateur de maximum de vraisemblance a, pour chaque aj, on

obtient : o )
e My

K K Dj 2
\/Hj:l i=1 Mji

ol My, désigne le i®™ logy-ratio du k™ bloc, avec p; le nombre de génes dans le
k<€ bloc (dans nos expériences, p, = constante).
Mais on préfere utiliser une alternative robuste de cet estimateur :

R MAD,

A =
K\/ H]K:1 MADJ’

o M ADy, est I'écart absolu médian (Median Absolute Deviation) défini par :

=)

MADy, = median;{|My; — median;(My;)|}
MAD, est un estimateur robuste de I'écart-type de My;. Une fois que I'on a les

estimateurs ay, on peut faire I’ajustement d’échelle :

/ 1
Qg
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Sur la figure 1.14, on voit les résultats de cet ajustement d’échelle pour quelques
jeux de données. La visualisation de I'estimation lisse de la densité montre que dans
quelques cas, 'ajustement d’échelle permet de réduire considérablement les queues
de distribution. Il permet d’avoir une dispersion beaucoup plus homogene d’un bloc
a l'autre. C’est encore une amélioration de la normalisation lowess dans la mesure

ou cela permet de ne pas donner de prépondérance a certains blocs.

donnee 12 Sans remise  échelle donnee 12 Avec remise a léchelle donnee 17 Sans remise a léchelle donnee 17 Avec remise & léchelle

donnee 2 Sans remise a léchelle donnee 2 Avec remise  échelle donnee 23 Sans remise a l'échelle donnee 23 Avec remise a léchelle

Figure 1.14 — Estimation lissée de la densité apres ajustement d’échelle pour
quatre jeux de données. Pour chaque graphique, en trait plein : ’estima-
tion lissée de la densité des logs-ratios apres les calculs de normalisation; en
pointillés : la distribution gaussienne correspondante (qu’on souhaiterait ap-
procher); & gauche : aprés normalisation lowess par bloc; a droite : apres
normalisation lowess par bloc avec ajustement d’échelle. On peut voir une
réelle amélioration de la queue de distribution pour donnée 2 et donnée 23. 1l
n’y a pas de changement important pour donnée 12 et donnée 17.
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1.1.3.3 Normalisation par Normal Score (Yi Lin, Samuel T.
Nadler, Alan D. Attie, Brian S. Yandell)

Cette normalisation résulte d’une approche assez différente. Au lieu d’essayer
de centrer les log,-ratios, elle propose de faire directement une transformation sur
(Ri)i=1.p €t (Gi)i=1.p. En fait, on fait une transformation qui donne une distribution
quasiment normale centrée réduite des données pour chacune des fluorescences. Cela
revient plus ou moins a dire qu’on doit avoir globalement la méme distribution dans
les deux couleurs puisque la grande majorité des génes ne sont pas différentiellement
exprimés. On fait donc une transformation « normal score » ¢’est-a-dire qu’on prend :

NS(R;) = NormalScore(R;) = ®~* <i>
p+1
o &' est la fonction réciproque de ®, fonction de répartition d’une loi normale
centrée réduite et R; désigne la statistique de rang associé a R;. Cette statistique
correspond au rang de R; dans ’échantillon ordonné dans le sens des valeurs crois-
santes.
Habituellement, on calcule la statistique de rang avec la formule

p
—~1
Ri - 1 + Z Il{R¢<Rj}a

J=1

ce qui revient a dire que E est égale a 1 plus le nombre d’observations strictement
inférieures a R;.
Cette définition peut poser des problemes en cas d’ex sequo. En effet, considérons
I’exemple :
R; 20 40 20 10 20
R 2 5 2 1 2

On voit que telle qu’elle est donnée, la définition de la statistique de rang nous
conduit a donner la plus petite valeur possible pour les ex @&equo a savoir 2 alors
qu’on aurait pu donner indifféremment la valeur 2, 3 ou 4. En cas de nombreux
ex a&quo cette politique de classement peut déséquilibrer cette statistique de rang.
Ainsi, on aurait ici préféré donné la valeur moyenne possible, a savoir 3. Pour cela,
on introduit une deuxieme définition de la statistique de rang qui ne différera de la
premiere que pour les cas d’ex aequo

p
—~ 1
RZ': 1+ E ]]'{Ri<Rj}+§

j=1

p
> Wnryy - 1] )
j=1

Pour I'exemple vu précédemment, on aura maintenant :

R; 20 40 20 10 20

R, 3 5 3 1 3
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On peut aussi noter au passage, qu’en cas d’'un nombre pair d’ex sequo, on peut
obtenir des rangs non entiers.

Cette histoire d’ex &equo n’est pas tres importante, il s’agit d’avantage d’un souci
d’adaptation de la méthode aux données de biopuces. En effet, si on observe des
réalisations de variables aléatoires X;, 7 € {1,...,p} indépendantes et identiquement
distribuées de loi continue, alors la probabilité d’avoir un cas d’ex sequo est nulle.
Dans le cas des données de biopuces, comme il s’agit de données mesurées par un
scanner, on peut observer des valeurs identiques notamment pour les valeurs les plus
hautes et les plus basses a cause des limites de détection du scanner.

On rappelle ici la définition de la fonction @ ; si X est une variable aléatoire de
loi normale centrée réduite, on a :

Ve e R, ®(z) =P(X <x)

La fonction ®! est ce qu'on appelle la fonction quantile associé & la loi normale
centrée réduite, on a

Va € [0,1],0 (a) = 24 &= P(1,) = P(X <1,) =«

Remarque. Si X est un vecteur quelconque de dimension p et de fonction de
répartition F', et Y le vecteur obtenu en appliquant la méthode des « normal scores »
aX (Y; = NS(X;), i=1...p)alors Y est un vecteur gaussien centré réduit.
PREUVE — En effet, on a alors :

}/;:NS(Xi):ch( 3(: )

p+1

_Or, ici, on est dans le cas d'une variable réelle, on peut donc considérer que 'on
alX;=1+ Z?:l Il{Xi<Xj} = Z?:l H{XZSXJ'}‘
Notons x; l'observation de la variable X; et z; celle de la statistique de rang
associée.
On définit en général la fonction de répartition empirique de la variable aléatoire
X en z, F,, par

1
Fyp(x) = - Z Iiz;<a)
P4

T _ Z?zl Il{l‘jﬁxi}
p+1 p+1 p—00

Fp@l’)

De plus, le théoreme de Kolmogorov nous donne la convergence presque sire de la
fonction de répartition empirique vers la vraie fonction de répartition de X quand
p — 00 :

Vr € R, F,(v) 2~ F(z)

p—00
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D’ailleurs, on a méme la convergence uniforme presque sirement grace au théoréeme
de Glivenko-Cantelli, 7.e.

vz € R, sup|F,(z) — F(z) 20

On a donc aussi

Viel...p,

Déterminons maintenant la fonction de répartition de Y :

X,
P(Y; <t) =P (p+ < <1><t>> — P(F(X) < (1))

Puisque la convergence presque siire implique aussi la convergence en loi, on a

P(F,(X;) < @(1)) —— P(F(X;) < @(1))

p—00
De plus :

P(F(X,) < 0(t) = P(X, < F'(D(1)))

Par conséquent :
P(Y; <t) — ®(2)
p—00
D’ou :
Y; ~ N(0,1) quand p — oo

®

Sur la figure 1.15, on peut visualiser les différentes étapes de la transforma-
tion normal scores sur un exemple. Quand les données de départ sont a peu pres
log-normales alors cette transformation normal scores est tres proche d’une transfor-
mation logarithmique. Au lieu de considérer le nuage, M vs. A comme on le faisait
avec la transformation log, on va considérer le nuage Msco vs Asco ou :

Asco= NS(R;) + NS(G;)

Msco= NS(R;) — NS(G;)

Sur la figure 1.16, on voit un exemple de nuage de points obtenu. Le résultat
semble assez concluant, le nuage de points perd sa forme incurvée.

Cette méthode présente 'avantage d’étre simple tout en donnant des résultats
sous une forme intéressante. De plus, il est assez répandu de travailler sur des inten-
sités de fluorescence auxquelles on a retiré le bruit de fond, et cela peut mener a des
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Figure 1.15 — Détail des étapes de la transformation “normal scores” sur un
exemple, le canal rouge de la biopuce donnéel2, vecteur de données noté R.
Premiére figure : histogramme de la distribution de R avant toute transforma-
tion. On remarque un pic pour la derniere barre, qui correspond aux grandes
valeurs de R pour lesquelles le scanner est arrivé a saturation. Deuziéme figure :
histogramme des rangs calculés a partir de R. Troisiéme figure : distribution
du résultat de la transformation “normal scores”. La courbe représente la den-
sité gaussienne centrée réduite. A part un petit pic pour les grandes valeurs
di a des problemes de saturation, on remarque que la distribution du résultat
est quasiment normale centrée réduite.
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Msco

Asco

Figure 1.16 — Représentation du nuage de points pour donnéel2 apres norma-
lisation par la méthode des scores.



46 Chapitre 1. Méthodes de normalisation et simulation de données

valeurs négatives, ce qui ne constitue pas du tout un probléeme pour cette technique,
dans la mesure ou seul compte 'ordre dans lequel sont rangées les données.

On peut aussi essayer d’adapter les idées d’amélioration proposées pour la nor-
malisation lowess a la normalisation par les scores. En ce qui concerne les points
saturants, il n’est pas utile ici d’en tenir compte de fagon spécifique ; en effet, dans
la normalisation lowess, ces points déviait la courbe de normalisation, mais pour la
méthode des scores, on tient juste compte de l'ordre dans lequel sont rangées les
valeurs observées. Ainsi les points saturants ne génent en rien la normalisation.

On a mis en évidence lors de la normalisation lowess des différences parfois
importantes entre les blocs, ces différences sont intrinseques au jeu de données. Par
conséquent on doit aussi en tenir compte ici, et faire une normalisation normal
scores par bloc avec remise a 1’échelle entre les blocs. En effet, de fagon empirique,
on observe des différences entre les blocs pour la distribution de M,.,.

1.1.3.4 Une autre étape de normalisation : lissage des résidus
ou standardisation

Il existe une derniere étape de normalisation : le lissage des résidus. Quand on
observe les nuages de points apres normalisation on se rend compte que la dispersion
des données est souvent fonction de l'intensité totale moyenne. Ceci signifie que si
par la suite on ne s’intéresse qu’aux ratios les plus petits ou les plus grands, on
risque de n’obtenir que des points situés dans la zone d’intensité totale moyenne
pour laquelle les données sont les plus dispersées. Or on veut pouvoir détecter les
genes différentiellement exprimés indépendamment de l'intensité totale moyenne.
Pour cela, il faut égaliser la dispersion des données en fonction de cette intensité
totale. C’est ce qu’on appelle le lissage des résidus. On calcule les carrés des log-
ratios (ou équivalent avec normal score) normalisés c¢’est-a-dire les Mi'jQ. Ces carrés
nous donnent une estimation de la variance dans la mesure ou les données sont
centrées. On peut alors tracer le nuage de points qui donne les résidus en fonction
de l'intensité moyenne totale. On calcule par lowess une fonction de lissage presidus
de ces résidus. On est alors en mesure de corriger nos log-ratios normalisés pour
avoir une dispersion qui ne dépend plus de l'intensité totale moyenne. Un exemple
de résultat de lissage de résidu est donné figure 1.17

Mi avant lissage residus

Presidus (Az)

, 1=1.p.

Mi apres lissage residus —
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Avant Lissage des residus au carre donnee 23 Apres Lissage des residus au carre donnee 23

M normalise
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Figure 1.17 — Effet du lissage des résidus - donnée 23. En haut : nuage (A,M)
avant et apres lissage et tracé du lissage lowess du nuage (les données ont été
préalablement normalisées avec une méthode lowess par bloc avec remise a
I’échelle. En bas : nuage des résidus au carré (carré des loge-ratios normalisés)
et tracé du lissage lowess associé. A droite : avant lissage des résidus. A gauche :
apres lissage des résidus. On voit que la variance des logo-ratios normalisés
dépend de l'intensité A (en bas a gauche) et qu’apres lissage des résidus cela
a été corrigé (en bas a droite)



48 Chapitre 1. Méthodes de normalisation et simulation de données

Conclusion

Nous avons donc présenté trois grands types de normalisation possibles et les
différentes variations que ’on pouvait effectuer sur chacune d’elle. La normalisation
est une étape décisive de ’analyse des données issues de biopuces a ADN et le choix
d’une méthode ne doit pas étre fait a la légere. Mais comment choisir une méthode ?
C’est ce que nous allons voir dans la partie suivante.
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Strmulation de données tssues des
biopuces a ADN

Introduction

Afin de pouvoir comparer les différentes procédures de normalisation et de détec-
tion des genes différentiellement exprimés, il est indispensable de pouvoir simuler des
données afin de valider les différentes techniques. Si on sait au départ quels genes on
doit détecter, il sera plus facile de mesurer ’erreur commise dans le traitement des
données. Dans cette partie, on va proposer un modele de simulation de données issues
de biopuces a partir de jeux de données existants. On va ensuite utiliser ce modele sur
les données dont nous disposons, mais avec des données ayant subi des traitements
différents. Dans un premier temps, on utilisera des données non corrigées par le
bruit de fond pour estimer les parametres de notre modele et simuler des données.
Dans un deuxieme temps, on estimera les parametres du modele a partir des jeux de
données ou la méthode bayésienne de correction par le bruit de fond a été utilisée
(¢f 1.1.2). Tout au long, de la présentation du modele utilisé, les illustrations se
référeront au cas des données non corrigées par le bruit de fond. Les jeux de données
obtenus par simulation nous permettront ensuite de choisir le traitement du bruit
de fond et la méthode de normalisation les plus adaptés en connaissance de cause.

1.2.1 Modélisation des formes des nuages

Pour trouver un modele de simulation de données issues de biopuces, il faut
commencer par observer les jeux de données dont nous disposons. On regarde les
graphes du log-ratio M en fonction de la log-intensité moyenne A (cf figure 1.18).
Sur cette figure, on représente aussi le lissage lowess du nuage de points. On peut
constater que les formes générales des nuages et par conséquent des lissages lowess
sont bien distinctes.

Il est important de tenir compte de cette diversité. L’idée de départ pour construire
un modele de simulation des données issues de biopuces, c’est donc d’arriver a générer
une série de formes de nuages différentes en identifiant la loi des courbes de forme
pour les nuages réels. Pour cela, on a essayé d’utiliser un modele paramétrique,
c’est-a-dire qu’on essaie d’approcher les courbes de forme de nuage (obtenues par

49
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Figure 1.18 — Des formes variées pour les jeux de données réels
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lowess) par une fonction appartenant a une famille paramétrée de fonctions. Il faut
donc définir cette famille de fonctions, de fagon a pouvoir retrouver la diversité de
formes des données réelles.

1.2.1.1 Choix d’une fonction

Une famille de fonctions a été choisie pour ses capacités a bien approcher les
différentes formes de nuage rencontrées. Il s’agit d’'une fonction souvent appelée
« fonction baignoire », tres utilisée en fiabilité, et qui admet pour expression :

p(x,0) = (x — :co)ae’ﬁ(x’xl) —k

ou 0 = (zg, o, 3, xl, k) représente le vecteur des cinq parametres de la fonction.

La procédure va étre la suivante : pour chaque jeu de données réel, on va estimer
les 5 coefficients de fagon a approcher au mieux le lowess associé. On obtiendra alors
une série d’observations de points dans IR®. Au départ, pour un jeu de données, on
dispose donc d’un nombre p de points de IR? qui représentent les couples (a;, m;)
positionnés sur la courbe lowess calculée pour le nuage de points initial. C’est a partir
de ces p points qu’on va chercher la valeur des parametres (c’est-a-dire un point de
IR®) de la courbe «baignoire» qui va donner I’approximation la plus satisfaisante.
Pour estimer chacun de ces points de IR®, on utilise une méthode de moindres carrés
non linéaires.

On définit notre modele de régression non linéaire par :

M; = p(A;,0) + <,

ol on supposera que les €; sont des variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées de loi de moyenne nulle et de variance o2 inconnue.

On cherche un estimateur 6 du vecteur des parametres ¢, on choisit de prendre
un estimateur des moindres carrés. Un estimateur des moindres carrés de 6, quand
il existe, est un vecteur aléatoire 6 dont la réalisation minimise la fonction de perte

suivante
p

£2(0) = S mi — p(4,,0))°
i=1

Cette définition suggere que cet estimateur des moindres carrés n’existe pas
nécessairement. Toutefois, dans la pratique, ’espace © auquel apppartient 8 peut
souvent étre supposé compact et dans ce cas, il existe au moins une valeur de 8 pour
lequel ce minimum est atteint. Ici, il est tout a fait possible de restreindre 'espace
des parametres et ainsi de supposer © compact.

Ici, on a donc une fonction de perte de la forme :

p
L£,(6) = Z [mi — (a; — xp) e Plaima) 4 l{;}2

=1

Pour déterminer é, on peut utiliser une méthode de Gauss-Newton ou une
méthode de Newton-Raphson. Ici, on a utilisé le package «nls» déja existant en
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R qui permet de déterminer les estimateurs des moindres carrés non linéaires des
parametres d’'un modele non linéaire.

On va maintenant donner quelques exemples de cette approximation, sur les jeux
de données réels qu’'on avait utilisés figure 1.18 pour illustrer les différentes formes
de nuages de points (cf figure 1.19). On voit sur cette figure que 'approximation
est assez bonne, comme on pouvait s’y attendre c’est sur les bords qu’on arrive le
moins bien a approcher la courbe. L’erreur résiduelle standard demeure assez faible,
de l'ordre de 1072.

1.2.1.2 Etude de la loi conjointe de ces points de IR’

Maintenant qu’on a estimé les parametres pour approcher la forme des nuages, on
va s’attacher a I'estimation de la loi de densité de ces coefficients dans IR®. Notons Xy,
A, B, X; et K les variables aléatoires dont xg, o, 3, x1 et k sont des réalisations. Ce
que l'on cherche a estimer, c’est la densité conjointe fx, 4,5 x,,x (%o, @, 3,21, k) pour
tout (zo, o, 8,71, k) € IR, Les variables Xy, A, B, X; et K ne sont pas indépendantes
ce qui complique l'estimation de leur loi conjointe. En effet, cela signifie que I'on
doit estimer leur loi conjointe dans IR® & partir d'un petit nombre d’observations
(de l'ordre de la cinquantaine). Si les parametres étaient indépendants, il suffirait
d’estimer la loi marginale de chacun des parametres pour connaitre leur loi conjointe,
égale au produit des marginales. En effet, si on note pour une variable aléatoire X,
fx(z) sa densité marginale en x, on a la propriété suivante :

Xo, A, B, X et K sont indépendantes ssi

V(%a «, Ba xy, k) € ]R57 on,A,B,Xl,K(xm «, 67 X1, k) = on (*Q:O)fA(a)fB(ﬁ)le (xl)fK(k)

C’est pour se ramener a des parametres indépendants que 'on passe au préalable
par une Analyse en Composantes Indépendantes (ACI) décrite notamment par
Amato et al. dans [5]. Ainsi, on se ramene a lestimation de cingq densités dans
IR au lieu de I'estimation d’une densité dans IR® avec le méme nombre d’observa-
tions dans tous les cas. Le probleme est donc grandement simplifié. En effet, une
fois estimées les densités marginales indépendantes dans ’espace de projection de
I’ACI, on pourra simuler de nouveaux points selon ces lois estimées toujours dans
I’espace de projection, pour repasser ensuite, via la transformation inverse de I’ACI
dans 'espace des coefficients.

L’ACI est une méthode statistique qui permet de transformer linéairement un
vecteur aléatoire multidimensionnel X en un vecteur aléatoire Y dont les compo-
santes sont aussi stochastiquement indépendantes I'une de 'autre que possible.

L’objectif de cette méthode est de trouver une matrice P telle que Y = PX,
avec des composantes Y; le moins dépendantes possibles. L’ACI donne des résultats
significatifs quand la loi de probabilité de X est loin d’étre gaussienne. Dans une
ACI, on appelle matrice de mélange la matrice G qui est 'inverse (ou pseudo-inverse)
de la matrice P. Contrairement a I’Analyse en Composantes Principales (ACP), les
vecteurs de base g; de G ne sont généralement pas mutuellement orthogonaux.
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Figure 1.19 — Approche paramétrique de la courbe lowess Pour différents
nuages de points, on calcule la fonction lowess qui donne la forme du nuage
(trait plein). On approche ensuite ce lowess par une fonction paramétrique
de type « baignoire »(trait pointillé). On voit que les courbes paramétriques
s’adaptent bien aux différentes formes de nuage de points.
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L’ACI repose sur le concept d’information mutuelle. On ne détaille pas ici la
théorie de ’ACI. Disons simplement qu’on trouve la transformation linéaire pour
I’ACI en minimisant 'entropie mutuelle entre le vecteur résultant de la transforma-
tion et le produit de ses marginales.

1.2.1.3 Simulation de nouvelles courbes

Une fois que "ACI est faite, on peut estimer la densité des 5 composantes
indépendantes. A partir de ces densités, on peut générer des points de IR® suivant
les lois des 5 composantes indépendantes. A partir d’'un point ainsi généré et de la
matrice de mélange GG obtenue en faisant I’ACI, on peut alors retrouver le point de
IR® correspondant dans l'espace des coefficients. Ce point permet alors de définir
une fonction « baignoire» qui donne la forme d’un nuage.

Une fois cette courbe obtenue, il faut encore lui faire subir une tranformation.
En effet, cette courbe est une courbe qui donne le log-ratio M moyen en fonction
de la log-intensité totale moyenne A par I'intermédiaire d’une fonction que nous
appelerons fiqig. Or pour générer un nuage de points, on va générer les intensités
lumineuses en Cy3 (R) et en Cy5 (V). Il faut donc avoir une courbe de forme de
nuage dans cet espace la. Pour cela, on utilise la relation bijective que I'on a entre
les deux couples de variables : (A, M) et (G, R).

On a vu que :

loga(R) + logs(G)
2
M = logs(R) — logs(G)

Ce qui donne aussi :

1
loge(G) = A—§M

1
loga(R) = A+§M

Par conséquent, si on appelle pug et pg les vecteurs des expressions moyennes
des genes non différentiellement exprimés en rouge et vert, et pua et py ceux de A
et M. On a la relation :

My = fbaig(,uA)
Ce qui donne entre logs(ur) et loga(ue) :

logz(uc)-Flng(MR)) -0 (1.3)

109:(06)  lom(un) + foy (22

Par conséquent, une fois la fonction fu.;y générée et un des deux vecteurs g ou
g fixé, par exemple ug, on est en mesure de calculer 'autre vecteur ug et on aura
la forme du nuage. Pour calculer ce deuxieme vecteur, il faut trouver une racine de
I’équation 1.3, cela peut parfois poser des problemes mais en réduisant 1’espace de
recherche de racine (log(pgr) € [6,16]), on y arrive dans la majorité des cas.
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1.2.2 Modeéle de simulation de données

Dans la section 1.2.1, on a vu comment on pouvait modéliser la forme des nuages
de fagon a étre en mesure de générer de nouvelles courbes de forme de nuage. Main-
tenant il faut modéliser ’aléa autour de ces courbes de forme pour passer d’une
fonction a un nuage de points.

1.2.2.1 Présentation du modele

Pour générer des données issues de biopuces, on a utilisé un modele théorique,
avec des termes d’erreur additive et multiplicative, proposé par Rocke et Durbin [38].
Un terme d’erreur additive important permet de modéliser de grandes variations
pour les spots de faible intensité. Un terme d’erreur multiplicative important per-
met de modéliser de grandes variations pour les spots de grande intensité.

Le modele s’écrit, pour le gene 1 :

(yo)i = ac+ pce" % +eg; + ey

(yr)i = ar+ pre Tt eg; +ery (14)

ol l'indice S désigne une composante de la variance due au spot qui est commune
aux deux échantillons sur la lame, et les indices C' et T désignent les composantes
de la variance spécifiques a I’échantillon C' controle et a I’échantillon T' test. (yg);
est la mesure d’intensité et (ug); est le niveau d’expression pour l’échantillon F
(E € {C,T}) et pour le géne i, et ag est 'intensité moyenne des genes non exprimés
pour I'échantillon E.

¢ est le terme d’erreur additive et 1 le terme d’erreur multiplicative.

Pour un indice E € {S,C, T} et pour le gene i, on a :

ne; ~ N(0,07,)
EE; ™~ N(0702>

1.2.2.2 Estimation des parametres du modele

Pour utiliser un tel modele, il faut étre en mesure d’en estimer les parametres.

Estimation du bruit de fond et des 02,

Ce qu’on entend ici par bruit de fond c’est l'intensité moyenne des genes non
différentiellement exprimés, c¢’est-a-dire, dans le modele proposé, les ap (E € {C,T}).

Quand le niveau d’expression est faible pour les deux échantillons, le modele
devient approximativement, pour le gene ¢ :

(yo)i = ac+esi+ec,
(yr)i =~ ar+es;+er
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D’ou, pour les moyennes et variances de y¢o et yr :

Yo = ¢
yr = ar
Var(ye) =~ ‘7525 + afc (1.5)
Var(yr) = O‘?S + UST
Var(ye —yr) =~ ‘7520 + O'€2T

Ces équations permettent d’obtenir des estimateurs pour les parametres de la
composante additive de la variance. Il faut d’abord estimer y¢, 7, Var(yc), Var(yy)
et Var(yc —yr) sur des données de faible intensité pour pouvoir en déduire o2_, o2

s T ET
2 A~ N 5 . .
et o7 _grace au systeme d’équations :

1

0525 ~ §{VW’(QC) +Var(yr) — Var(ye — yr)}
1

Ugc ~ 5{‘/@7’(90) —Var(yr) + Var(ye — yr)}
1

%QT ~ §{VCZT(QT) —Var(ye) + Var(ye —yr)}

Le probleme c’est que ce systeme d’équation peut conduire a des valeurs négatives
pour un 2. Si cela se produit, on estimera que le 02 correspondant est nul.
Quand on n’a pas de répétitions d’expérience, ’algorithme 1.1 est proposé dans [38]
pour estimer quel est ’ensemble des genes faiblement exprimés. On pourra alors
estimer les parametres de moyenne et de variance des € a partir de ce groupe de
genes peu exprimeés.

A la fin de Palgorithme, on devrait avoir au moins 95% des génes non exprimés
dans I’ensemble considéré. Selon la distribution des vrais niveaux d’expression, cette
estimation pourrait surestimer la moyenne et aussi légerement la variance, parce
qu’en pratique, il est impossible de faire la distinction entre un géne non exprimé
et un gene avec un niveau d’expression tellement faible qu’il est en dessous des li-
mites de détection. On peut aussi utiliser une variante de cet algorithme destinée
a en réduire le biais. Il suffit de faire tourner 'algorithme avec la médiane et le
MAD/0.6745 ot M AD désigne I'écart médian absolu a la médiane. C’est d’ailleurs
cette variante que nous avons choisi d’utiliser pour estimer nos parametres.

L’algorithme proposé avait été congu pour les expériences a un seul marquage.
Dans le cas ou on a des expériences a double marquage, il faut adapter un petit
peu l'algorithme. Deux approches sont a priori possibles. On peut d’abord envi-
sager de faire tourner l'algorithme séparément pour chaque fluorescence, mais le
systeme d’équations 1.5 est valable lorsque 1'on considere les genes peu exprimés
simultanément dans les deux fluorescences. C’est pourquoi il semble plus raison-
nable d’adapter ’algorithme de fagon a chercher un groupe de genes qui soient peu
exprimés dans les deux fluorescences. Cela donne 'algorithme 1.2.
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Algorithme 1.1. Trouver les genes faiblement exprimés
pour une fluorescence donnée.

— pour pouvoir estimer les parametres du modéle

1 - On initialise 1’algorithme avec un petit ensemble B de
génes d’intensité faible, on prend par exemple les 10%
de génes avec la plus faible mesure d’intensité.

On calcule la moyenne Tp et la variance 0% sur cet
ensemble.

2 - On définit alors un nouvel ensemble constitué des
génes dont 1’intensité est comprise dans l’intervalle
[E—QUB,@—FZO'B].

On recalcule Tp et 0% sur ce nouvel ensemble.

3—- On répéte 1’étape précédente jusqu’ad ce que 1’ensemble
des génes considéré reste inchangé.

Algorithme 1.2 Trouver les genes faiblement exprimés pour
expériences a deux fluorescences

— pour pouvoir estimer les parameétres du modele en double marquage

1 - On initialise 1l’algorithme avec un petit ensemble de
génes d’intensité faible, on prend par exemple les 10%
de génes avec la plus faible mesure d’intensité.

On calcule la moyenne Top et la variance U%B de
1’échantillon contrdle sur cet ensemble.

On calcule la moyenne Trp et la variance o2, de
1’échantillon test sur cet ensemble.

2 - On définit alors un nouvel ensemble B constitué des
génes dont 1’intensité pour 1’échantillon contrdle
est comprise dans 1’intervalle [Top — 200B,ZcB + 20¢8]
et dont 1’intensité pour 1’échantillon test
est comprise dans 1l’intervalle hhjg—-2UTB,TTB‘+'2UTB]
On recalcule les moyennes et variances sur ce nouvel
ensemble.

3- On répéte 1’étape précédente jusqu’d ce que 1l’ensemble
des génes considéré reste inchangé.
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On a en sortie de 'algorithme un groupe estimé de genes peu exprimés dans
les deux fluorescences qui permettent d’obtenir des estimations de y¢, g7, Var(yc),
Var(yr) et Var(yc—yr) pour estimer ensuite les parametres de notre modele concer-
nant le bruit de fond et 'erreur additive.

Estimation des 07271_

Ce qu’on veut estimer ici, ce sont les parametres propres a la composante multi-
plicative de la variance. Cette erreur multiplicative est particulierement importante
quand les genes sont fortement exprimés. Quand le niveau d’expression est important
dans les deux échantillons, le modele devient approximativement, pour le gene i :

In(pc; + ac) + nsq + ne
In(pr; + or) + nsi + 11

= =
<
N Q
i
¢ L

D’ou :
Var(ln(ye)) =~ Uﬁs + Ugc
Var(in(yr)) =~ o2 +02, (1.6)
Var(ln(ye) — in(yr)) = Uﬁc + U727T

Grace a ce systeme, on pourra déduire o,,,., 0, et 0,4 de I'estimation de Var(In(yc)),
Var(in(yr) et Var(in(ye) — In(yr)) :

Q
Q

%{Var(ln(yc)) + Var(in(yr)) = Var(in(ye) — In(yr))}

Q
X

2~ g {Var(in(ue)) — Var(n(yr)) + Var(in(ye) — In(yr)}
7%~ S{Var(in(yr)) ~ Var(in(ye)) + Var(n(ye) — in(yr)))

I nous reste donc a estimer Var(Iin(yc)), Var(in(yr)) et Var(in(ye) — In(yr))
pour avoir une estimation de tous les parametres du modele. On utilise une procédure
similaire a celle décrite dans le paragraphe précédent mais pour les log-intensités.

1.2.3 Démarche de simulation et détermination
des niveaux d’expression

On a vu dans les deux sections précédentes comment générer une courbe de
forme d’un nuage de points et comment modéliser 1’aléa autour de cette courbe de
forme. On va maintenant pouvoir procéder a la simulation d’un nuage de points a
proprement parler. Cependant, dans le jeu de données simulé, il faut aussi intégrer
des genes différentiellement exprimés. Pour cela, on va calculer, a partir de la forme
moyenne du nuage, qui correspond en fait a ’expression moyenne pour les genes
non différentiellement exprimés, deux autres courbes de forme qui correspondront
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respectivement aux courbes de forme des nuages consitués respectivement des genes
sur-exprimés et des genes sous-exprimeés.

En fait, pour simuler un jeu de données issu de biopuces avec p points, on va
simuler non pas un mais trois nuages de p points selon le modele décrit dans le
paragraphe précédent. Il y aura un nuage de genes non différentiellement exprimés,
un nuage de genes induits et un nuage de genes réprimés. Et ces trois nuages seront
mélangés dans certaines proportions pour donner le jeu de données simulé final.

1.2.3.1 Les trois courbes de forme

Supposons qu’on a généré une fonction baignoire pour définir la forme du nuage
que I'on va simuler et notons cette fonction f;,,. On dispose aussi des valeurs des pa-
rametres estimés pour le modele décrit par 1.4 (que nous garderons identiques pour
les trois nuages a simuler). Notons pug et ur les expressions moyennes des genes.
Définir des formes de nuage différentes selon les niveaux d’expression des génes (non
expression différentielle, sur-expression ou sous-expression) revient a modéliser la
relation entre les vecteurs ug et ur de facon différente en fonction du niveau d’ex-
pression. On notera fq nezp €t [LR nep les niveaux d’expression moyens des genes non
différentiellement exprimés, (¢ ind €t [tr ind CcEUX des genes sur-exprimés et fig yepr €t
IR repr CEUX des genes sous-exprimés.

La premiere étape va étre de simuler les vecteurs fig nesp €6 [R nexp qui sont
d’ailleurs liés par la relation (¢f équation 1.3) :

lo nexp) T lo nex
lOQQ(HR nexp) - lng (:uG nexp) fsim ( 92 (MG p> 92 (MR p)) (17)

2

On suppose comme il a été dit dans la section 1.2.1.3 que si I'on dispose de fig neap,
on est alors en mesure de calculer jig peqzp- 11 suffit donc de générer un vecteur e nesp-
Pour cela, on utilise les jeux de données réels dont on dispose. On trace 1'histogramme
de la distribution en vert de ces données réelles, dans cet histogramme on compte le
nombre de points p., par classe ¢, et on génere a partir de cela un nouveau vecteur
G nexp €D espacant de fagon réguliere p., points dans chaque classe cg.

Ainsi on dipsose d'un premier couple de vecteurs pUgpesp €t fiG nesp qui vont
correspondre aux niveaux moyens d’expression pour les genes non différentiellement
exprimés. On génere alors un premier nuage de points selon le modele décrit par les
équations 1.4.

Il faut maintenant générer les vecteurs des niveaux d’expression pour les genes
induits et pour les genes réprimés. On va calculer ces vecteurs a partir de (g pesp €t
HG nexp- On définit tout d’abord A, le vecteur d’intensité totale moyenne et M,cy,
le vecteur des logo-ratios d’expression du nuage des genes non différentiellement

exprimé par
1
Anexp = 3 (l092<,U/G newp) + lOgZ(,“R nemp))

[\]

Mnexp = log2(ﬂiR nexp) - ZOQQ(NG nexp)
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On estime la variance de M, comme fonction de 'intensité totale moyenne A,,,,.
Pour cela, on centre les (M,,,;); en utilisant une correction lowess (de la méme
fagon qu'une normalisation lowess) et on utilise un lissage de ces résidus au carré
. . 2 .
pour estimer la variance 0°(A,.,,) du nuage en fonction de A,z
On pose alors

HGind = G nesp X 2 Cindt X0 (Ancer)
HRind = MR nexp X 2 X0 (Anexp)
UG repr = MG nexp X 9 Crepr X0 (Anexp)
URrepr = MRnexp X 2 " X0 (Aneap)

Ol Cing €t Crepr sont des parametres positifs choisis arbitrairement. Dans nos
applications, on prendra ¢;,q = Crepr Mais on peut envisager de raffiner le modele
et de prendre des valeurs différentes. La valeur choisie doit réaliser un bon compromis
pour ne pas avoir des nuages selon le niveau d’expression completement confondus
mais sans non plus les rendre trop distincts.

Pourquoi cette fagon de calculer les expressions moyennes pour les genes différen-
tiellement exprimés ? Regardons les relations que cela donne entre mug jng €t Mug ind
d’une part et entre mug repr €t Mug repr d’autre part. En utilisant 1’équation 1.7, on
obtient :

00 (116 d>; 09> (i d>) + 2ima0 (Aneap)

loga(1R ind) — loga(fic ina) = fm(

lo repr) T lo repr
ZOQQ(,MR repr) - ZOQQ(MG repr) = fsim ( g2(luG r ) 9 gZ(IuR L )) - QCreprU(Anexp)

Cela revient a utiliser une courbe de forme de nuage pour les genes induits (resp.
réprimés) qui se situe “au dessus” (resp. “en dessous”) de la courbe de forme du
nuage des genes non exprimés, avec une différence entre les deux courbes d’autant
plus importante que le nuage des genes non différentiellement exprimés est dispersé.
On peut voir un exemple de résultat a ce stade sur la figure 1.20.

Une fois que 'on a les vecteurs i¢ ind, (R inds G repr €6 4R repr, ON €5t en mesure de
simuler les deux nuages de points des genes différentiellement exprimés. On dispose
donc maintenant de trois nuages de p points, un pour chaque catégorie d’expression
des genes. Il faut maintenant mélanger ces nuages pour n’en avoir plus qu’un.

1.2.3.2 Meélange des trois nuages

Pour construire le nuage final, nous allons donc procéder au mélange des trois
nuages générés précédemment. On introduit ici un nouveau parametre 7., de
« contamination ». Ce parametre correspond a la probabilité pour un gene d’étre
différentiellement exprimé (induit ou réprimé). Prendre m.,,; = 5% semble raison-
nable. On génere un vecteur de taille p selon une loi de Bernoulli de parametre m.qy;.
On construit ainsi un vecteur de taille p qui pour chaque expérience vaut 0 en cas
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10g2(R) - log2(V)

T T T T T
8 10 12 14 16

0.5 *log2(R * V)

Figure 1.20 — Un étape de la simulation. Points noirs : on a un nuage de p
genes non différentiellement exprimés ; courbe noire : la courbe des expressions
moyennes pour les génes non différentiellement exprimés. En bleu : les expres-
sions moyennes pour les genes induits. En rouge : les expressions moyennes
pour les geénes réprimés.
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d’échec et 1 en cas de réussite. Pour notre application, cela revient a dire que nous
obtiendrons un 0 pour les genes non différentiellement exprimés et un 1 pour les
autres. L’avantage de cette méthode, c’est que cela évite d’avoir un nombre fixe de
genes différentiellement exprimés. Ce nombre devient avec cette modélisation une
variable aléatoire P, qui suit une loi B(p ; 7eont) €t qui a donc une espérance
égale a p x mcont.

On a donc créé un vecteur qui nous donne un index : gene non différentiellement
exprimé, gene différentiellement exprimé. Pour décider si un gene différentiellement
exprimé est induit ou réprimé, on procede de facon identique mais en générant
cette fois un vecteur index de taille P.yp = p — Pheqp selon une loi de Bernoulli de
parametre 0, 5, ¢’est-a-dire qu’on estime qu’on a une chance sur deux pour qu’un gene
différentiellement exprimé soit induit ou réprimé. On a donc enfin obtenu un nuage
de données simulées, accompagné d’un vecteur qui nous permet de garder I'identité
des différents genes : «non différentiellement exprimé», «induit» ou « réprimé ».

1.2.4 Résultats de simulation

En adoptant le modele présenté dans les sections précédentes, on est donc désor-
mais en mesure de simuler des données de biopuces, dans lesquelles on sait quels
sont les genes induits ou réprimés. On va simuler des jeux de données selon deux
modeles différents. Un modele construit a partir des jeux de données sans correction
du bruit de fond et un jeu de données construit a partir des jeux de données avec
correction du bruit de fond.

1.2.4.1 Données non corrigées par le bruit de fond

La derniere étape pour rendre un jeu de données simulé plus réaliste c’est de
générer aussi des saturants, qui sont toujours présents dans les données brutes, pour
cela c’est tres simple : on seuille toutes les fluorescences du jeu simulé supérieures a
65 535 au seuil de saturation, c’est-a-dire 65 535. On montre ici (figure 1.21) quelques
exemples de nuages simulés obtenus, les formes sont assez diverses et les nuages
ressemblent beaucoup aux vrais jeux de données, notons qu’ici, nous avons pris ¢;,q =
Crepr = 10 (coeflicients intervenant pour le calcul des moyennes des différentiellement
exprimés). On notera toutefois certaines différences entre les nuages réels et les
nuages simulés, notamment au niveau de la dispersion globale des données. On
observe une variabilité plus homogene entre les différents nuages simulés. Cela tient
au fait que tous les nuages sont simulés avec les mémes valeurs des parametres o,
ar, ofE, 0727E, E € {C,T,S}, qui sont calculées a partir des jeux de données réels.
Pour cela quand on estime le bruit sur chaque fluorescence pour ’ensemble des jeux
de données réels, on prend comme bruit estimé d’ensemble la médiane des bruits
estimés sur les différents jeux de données. Pour approfondir ces travaux, on pourrait
envisager d’estimer la loi des ces estimateurs sur I’ensemble des jeux de données réels
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pour générer ensuite des valeurs aléatoires des parametres du modele selon cette loi
estimée pour chaque nouvelle simulation d’un jeu de données.

1.2.4.2 Données corrigées par le bruit de fond

Nous allons maintenant présenter les résultats obtenus en adaptant le modele de
simulation aux données obtenues avec correction du bruit de fond selon la méthode
de Kooperberg.

Dans un premier temps, nous allons considérer les différentes étapes de la construc-
tion du modele, pour vérifier que le modele utilisé est bien adapté a ces données.
Observons d’abord sur la figure 1.22, la forme des nuages obtenus apres correction
du bruit de fond. Nous allons maintenant calculer la fonction “baignoire” correspon-
dant a ces jeux de données et vérifier sur la figure 1.23, que cette fonction convient
bien pour approcher aussi les nuages corrigés par le bruit de fond. Si la fonction
baignoire semble un tout petit peu moins adaptée au cas des nuages corrigés par le
bruit de fond que sur les données brutes, elle donne toutefois des résultats tout a
fait satisfaisants, et peut donc étre aussi utilisée dans ce cas-la.

Apres avoir estimé les parametres du modele décrit par 1.4, on peut simuler des
jeux de données. Des exemples de données simulées sont fournis sur la figure 1.24,
ici Cijng = Crepr = 6, rapport qui semblait plus adapté pour ce modele.

Ici il n’y a pas de raison vraiment valable pour effectuer, comme pour le modele
sans correction du bruit de fond, un seuillage des données a 65 535. En effet, cette
valeur correspond a une limite du scanner qui se retrouve sur les données brutes
mais, apres correction du bruit de fond, on a pu augmenter ou réduire les valeurs.
Méme si sur certains jeux de données, on observe des traces de saturants (lignes
diagonales sur le coté droit du nuage de points - figure 1.22 nuage en haut a droite),
ceci est beaucoup moins vrai qu’avec les données brutes. On choisit donc de ne pas
seuiller les plus grandes valeurs.

Ici, on a I'impression que les jeux de données simulés ressemblent moins aux
jeux de données réels. On peut déja faire la méme remarque que pour les données
sans correction du bruit de fond : entre les différentes données simulées, on observe
moins de variations de la dispersion du nuage qu’entre les données réelles. Un autre
probleme, qui était était déja présent, dans une moindre mesure, pour I’autre modele
de simulation est qu’on n’observe presqu’aucun gene ayant une logs-intensité totale
inférieure a 5 (resp. 8 pour le modele sans correction du bruit de fond) sur les
simulations, alors que c’était presque systématiquement le cas pour les données
réelles.



64

Chapitre 1. Méthodes de normalisation et simulation de données

Miind]

Miind]

Miind]

Miin]

Alind]

Alind]

Miind)

Afind]

Aling

Miind)

Aind]

Alid)

Figure 1.21 — Quelques exemples de jeux de données simulés, sans correction du
bruit de fond. Les points noirs représentent les génes non différentiellement ex-
primés, les croix bleues les genes induits et les étoiles rouges les génes réprimés.
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Figure 1.22 — Formes de nuages avec correction du bruit de fond
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Mus A, donnee 1

Mus A, donnee 12

Mvs A, donnee 13

Mus A, donnee 15

Mvs A, fluctuation 1

Mvs A, faibledose 4

Figure 1.23 — Approche paramétrique de la courbe lowess, données corrigées
par le bruit de fond. Pour différents nuages de points, on calcule la fonction
lowess qui donne la forme du nuage (trait plein). On approche ensuite ce lowess

par une fonction paramétrique de type ¢

( baignoire »(trait pointillé). On voit

que les courbes paramétriques s’adaptent relativement bien aux différentes

formes de nuage de points.
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Figure 1.24 — Quelques exemples de jeux de données simulés dans le modele
avec correction bayésienne du bruit de fond. Les points noirs représentent les
genes non différentiellement exprimés, les croix bleues les génes induits et les
étoiles rouges les genes réprimés.
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Conclusion

On a donc mis au point une méthode de simulation de données issues de bio-
puces, fondées sur un modele pour lequel on a estimé les parametres grace aux vrais
jeux de données. Certes cette méthode n’est pas parfaite et comporte encore des
imprécisions, mais c’est une premiere approche qui semble assez réaliste de la si-
mulation de données en matiere de biopuces. On va maintenant pouvoir essayer les
différentes techniques de normalisation sur ces données simulées, sur des jeux de
données simulés a partir du modele sans correction du bruit de fond et sur des jeux
de données simulés a partir du modele avec correction bayésienne du bruit de fond.



Section 1.3 ___

Chowx d’une méthode de
normalisation

Pour étre en mesure de choisir une méthode de normalisation des données issues
des biopuces a ADN, on va faire des essais sur des données issues de simulation. Cela
nous permettra d’estimer la qualité de la normalisation. Sur la figure 1.25, on peut
comparer visuellement les différentes méthodes de normalisation sur des données
simulées. On voit que la normalisation par la médiane ne change rien a la forme
du nuage et ne permettra pas une bonne détection des genes différentiellement ex-
primés. Entre la normalisation lowess (avec lissage des résidus) et les « normal scores »
(avec lissage des résidus), il est plus difficile de définir visuellement quelle norma-
lisation est préférable. La normalisation par les scores semblent répartir les genes
différentiellement exprimés plus homogenement selon I'intensité totale moyenne.

Pour étre capable de comparer les différentes méthodes de normalisation, on
va essayer de les qualifier numériquement. Pour cela, on commence par trier les
valeurs absolues des logs-ratios (ou équivalent pour les scores) obtenus aprés norma-
lisation.Puisque les jeux de données sont simulés, on connait pg. le nombre réel de
genes différentiellement exprimés et on sait quels sont ces pg. genes différentiellement
exprimés. On aura d’ailleurs

DPde = Pde,rep + Pde,indu

OU Pe rep (X€SP. Pde indu) désigne le nombre réel de genes réprimés (resp. induits). On
notera pl, (= Pl rep + Pite.ingu) 1€ nombre de genes différentiellement exprimés pour le
jeu de données simulé numéro ¢. Ce nombre est en moyenne de 324 dans la mesure o,
en moyenne, 5% des genes sont différentiellement exprimés et ot on prend p = 6472.
On va alors calculer un taux de détection des genes différentiellement exprimés pour
chacune des méthodes de normalisation envisagées. Pour le jeu de données simulé
numéro i, on sélectionne les p,_ genes qui ont le plus fort ratio d’expression en valeur
absolue apres normalisation.

On dispose ainsi pour chaque jeu de données de la liste des p’. génes qui sont
effectivement différentiellement exprimés et de la liste des p!, génes qui seraient
détectés pour la méthode de normalisation k (k €{aucune, mediane, lowess, normal
scores }), nous noterons respectivement ces listes A" et Bj.

Ainsi on définit 77, le taux de détection des genes différentiellement exprimés

69
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Avant normalisation Apres normalisation
Médiane

vind)

Ao i)
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Figure 1.25 — Les différents types de normalisation sur un jeu de données
simulées, modeéle sans correction du bruit de fond. A gauche, le nuage avant
normalisation avec le cas échéant le tracé de la courbe de normalisation; a
droite, le résultat apres normalisation, avant lissage des résidus. Les points
noirs représentent les genes non différentiellement exprimés, les croix bleues
les genes induits et les étoiles rouges les génes réprimés.
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pour le jeu de données numéro ¢ avec la méthode de normalisation £ par :

Card(A'0 B;)  Card(A'N Bj)
Card(A?) %

1 __
T, =

De fagon analogue, on définit 77, (resp. 7} ;,4,) qui correspond aux taux de
détection uniquement pour les génes réprimés (resp. induits). C’est-a-dire qu’on ne
prend pas cette fois les valeurs absolues des logs-ratio.

Si on a simulé m jeu de données, on définit 7, le taux moyen de détection pour
la méthode de normalisation k par :

m
Ty = g T
i=1

On note alors 7y ,ep (r€SP. Tk indu) le taux moyen de détection des genes induits
(resp. réprimés). La normalisation sera d’autant meilleure que le taux de détection
sera grand.

En pratique, on fait le calcul de ces taux sur un ensemble de m = 200 simulations,
en fait on simule 20 courbes de formes de nuages différentes, et pour chacune de ces
courbes on simule 10 jeux de données. Les résultats obtenus pour les taux moyen de
détection sont donnés table 1.2 pour le modele sans correction du bruit de fond et
table 1.3 pour le modele avec correction du bruit de fond.

‘ Méthode de normalisation k ‘ Tk H Threp ‘ Th.indu ‘
Aucune normalisation 0.421 || 0.611 | 0.536
Normalisation par la médiane

- avec lissage 0.632 || 0.637 | 0.635

- sans lissage 0.525 || 0.611 | 0.536
Normalisation lowess

- avec lissage 0.716 || 0.718 | 0.714

- sans lissage 0.688 || 0.691 | 0.685
Normalisation par les scores

- avec lissage 0.702 || 0.695 | 0.707

- sans lissage 0.572 || 0.556 | 0.587

Table 1.2 — Taux de détection des genes différentiellement exprimés selon le
type de normalisation utilisé : médiane, lowess ou scores, dans les 3 cas avec
ou sans standardisation. Modele sans correction du bruit de fond.
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] Méthode de normalisation k ‘ Tk H Th,rep ‘ Thindu ‘
Aucune normalisation 0.461 || 0.654 | 0.533
Normalisation par la médiane

- avec lissage 0.659 || 0.666 | 0.660

- sans lissage 0.584 || 0.654 | 0.533
Normalisation lowess

- avec lissage 0.707 || 0.705 | 0.709

- sans lissage 0.696 || 0.697 | 0.698
Normalisation par les scores

- avec lissage 0.689 || 0.680 | 0.700

- sans lissage 0.600 || 0.586 | 0.614

Table 1.3 — Taux de détection des genes différentiellement exprimés selon le
type de normalisation utilisé : médiane, lowess ou scores, dans les 3 cas avec
ou sans standardisation. Modele avec correction du bruit de fond.

» Choix d’une méthode de normalisation.

Comme on s’y attendait, la normalisation par la médiane est la moins adéquate.
Quand on considere le taux de détection 7, obtenu a partir des valeurs absolues elle
apporte toutefois une plus-value, grace au centrage des données qu’elle implique.

Entre normalisation par les scores et normalisation par lowess, on peut hésiter
car les résultats obtenus sont tout a fait comparables, d’autant plus qu’ici on a fait
un choix arbitraire des parameres c;uq et cpepr qui fixent I'écart entre la moyenne
du nuage des genes induits (resp. réprimés) et la moyenne du nuage des geénes non
exprimés. Par exemple ici, pour le modele sans correction du bruit de fond, on a
considéré cj,q = Cpepr = 10. En prenant par exemple 12 au lieu de 10, on observe
71 = 81, 3% pour la méthode des scores contre 7, = 81, 0% pour la méthode lowess,
dans les deux cas avec lissage des résidus.

Ce lissage des résidus améliore beaucoup les résultats de détection sur les si-
mulations. Si la méthode lowess y est finalement assez peu sensible, les méthodes
“scores” et “médiane” y gagnent beaucoup en puissance de détection.

La normalisation par les scores semble plus universelle et peut-étre plus robuste.
Elle présente d’autres avantages : elle délivre des résultats qui ont toujours la méme
distribution, ce qui peut permettre de comparer directement les résultats de deux
expériences de biopuces sans avoir a passer éventuellement par une normalisation
des données entre les lames. C’est une méthode simple mais qui peut étre ressentie
par les biologistes comme une “boite noire” qui modifie les données sans qu’on
comprenne tres bien son fonctionnement.

En effet, la normalisation par lowess est beaucoup plus “visuelle”, on voit bien
la fonction de normalisation calculée et puis on comprend le sens biologique de cette
normalisation qui tient compte de l'intensité totale d’un spot pour corriger le ratio
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d’expression. De plus, la méthode lowess est actuellement celle qui est la plus utilisée
dans la littérature pour analyser les données de biopuces. Il semble donc plus justifié
de choisir cette normalisation avant de passer aux étapes suivantes de I'analyse des
données et c’est ce que nous avons fait.

» Choix d’une méthode de traitement du bruit de fond.

Cette question est plus difficile a trancher, en effet, on choisit des parametres
(Cinds Crepr) différents entre les deux modeles, de fait il est donc difficile de comparer
ici les résultats de normalisation. Dans les simulations proposées ici - c¢’est-a-dire
Cind = Crepr = 0 pour le modele avec correction du bruit de fond et ¢;ng = Crepr = 10
pour 'autre modele - on a une meilleure détection des différentiellement exprimés
sans normalisation pour le modele avec correction du bruit de fond. Cependant, les
résultats apres normalisation par lowess ou par les scores, avec lissage des résidus,
sont légerement meilleurs pour 'autre modele. Cela peut certes vouloir dire que notre
modélisation s’adapte moins bien aux données corrigées par le bruit de fond, mais
cela peut aussi indiquer que la correction du bruit de fond va entraver la détection
des genes différentiellement exprimés apres normalisation.

La correction du bruit de fond n’apporte donc pas d’amélioration vraiment visible
dans le traitement des données, et semble ajouter du bruit dans les données. On avait
déja fait cette remarque a propos de la figure 1.4, mais cela se voit aussi sur les figures
1.18 et 1.22, ou sont représentés les mémes jeux de données, sans correction du bruit
de fond dans la premiere et avec correction du bruit de fond dans la seconde. De plus
sur la figure, 1.22, sur les deux nuages situés sur la ligne du milieu, il semble qu’on
puisse distinguer des structures, ce qui est assez étonnant. Dans la mesure ot on
manque ici d’arguments valables pour choisir d’effectuer une correction bayésienne
du bruit de fond, on va préférer utiliser des données brutes, sans correction du bruit
de fond.

Dans toute la suite, on considerera donc des données ol aucune correction du
bruit de fond n’a été faite, et ou la normalisation a été faite par méthode lowess,
avec lissage des résidus.






Conclusion du premier chapitre

Dans ce chapitre, nous avons donc étudié les méthodes de normalisation, proposé
une méthode de simulation et comparé les différentes normalisations sur des données
simulées. Les méthodes de simulation de données sont rares dans le domaine des
biopuces. Le modele qui a été utilisé peut sans aucun doute étre amélioré, notamment
en faisant varier davantage de parametres d'une simulation a une autre, mais il
apporte déja quelques réponses sur le traitement des données. Ce qui ressort de
I’ensemble du chapitre, c¢’est que la normalisation lowess, par bloc, avec remise a
I’échelle entre les blocs et avec lissage des résidus, est une approche de normalisation
sensée dans le cadre des biopuces a ADN. En ce qui concerne le traitement du bruit
de fond, le probleme n’a pas été vraiment tranché. Cependant vu la difficulté a
se mettre d’accord sur une approche en particulier (certains veulent le retrancher,
d’autres 'ajouter), et méme si le traitement bayésien proposé par Kooperberg et al.
semble étre la méthode la mieux adaptée, on choisira de conserver des données non
corrigées par le bruit de fond, en partie parce que nous estimons que ce traitement
introduit un bruit non souhaitable dans les données.

Une fois I'étape de prétraitement effectuée, nous allons passer a une autre étape
du processus d’analyse des données issues des biopuces a ADN, a savoir, la détection
des genes différentiellement exprimés.
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Chapitre 2

Procédures de détection des genes
exprimés dans les expériences de

biopuces

7







Introduction et motivation

L’objectif de cette partie est d’identifier les genes différentiellement exprimés,
c’est-a-dire les genes dont ’expression est associée a une réponse ou une covariable
d’intérét.

Cette question peut étre abordée comme un probleme de test d’hypotheses mul-
tiples : il s’agit d’effectuer le test simultané que, pour chaque gene, sous 'hypothese
nulle, il n’y a pas de relation entre le niveau d’expression et la réponse ou les cova-
riables.

Comme pour tout test, il y a deux étapes essentielles : le choix de la statistique
de test puis le calcul d’'un seuil a partir duquel on rejettera '’hypothese nulle. Si
choisir une statistique de test adaptée est essentiel, le choix d'un seuil est sans doute
I’étape la plus délicate. Fixer ce seuil c¢’est choisir une regle de décision en fonction
d’un critere donné.

Dans la premiere section de ce chapitre, nous allons nous intéresser aux différents
taux d’erreur que ’on peut vouloir controler dans un test d’hypotheses multiples,
et étudier différentes statistiques de test que l'on peut envisager d’utiliser. Dans
les sections suivantes, nous considererons plusieurs regles de décision pour le test,
basées sur des criteres assez variés : sélection de modeles, pénalisée ou non, mais
aussi une regle de seuillage bayésien. On verra également qu’on peut effectuer
une décomposition en ondelettes pour décorréler les données avant d’appliquer ces
méthodes de détection des genes différentiellement exprimés. Nous comparerons
ces méthodes sur des données simulées, et sur un jeu de données ou les genes
différentiellement exprimés sont censés étre connus. Nous mettrons en évidence les
avantages et les inconvénients de chaque méthode, pour pouvoir conclure quant a
I’approche a choisir. Nous confronterons alors ces méthodes sur un autre jeu de
données réel ot on n’a pas de connaissance a priori sur les genes différentiellement
exprimés.
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Section 2.1 ___

Les tests d’hypothéses multiples
et les différents types d’erreurs

2.1.1 Notations

On suppose que 1'on dispose de n biopuces. On a n; biopuces réalisées a par-
tir de cellules ayant été soumises & une condition expérimentale A donnée (par
exemple : absence de traitement, irradiation, exposition a un produit toxique, cel-
lules cancéreuses...) et ny (= n —ny) biopuces réalisées a partir de cellules ayant été
soumises a une condition expérimentale B donnée.

On souhaite identifier les genes qui exhibent une différence statistique significa-
tive entre ces deux conditions expérimentales. Par exemple, on voudra repérer les
genes caractéristiques d’un cancer par rapport a des cellules saines, ou bien les génes
caractéristiques dans leur expression d’une irradiation des cellules par rapport a des
cellules non irradiées.

Pour chacune des n biopuces, pour chacun des p genes, on suppose que 'on dis-
pose du logsratio normalisé des intensités en rouge et vert que 1’on note Xigk) ol
i€ {1...p} désigne le i gene, k € {1, 2} désigne le traitement subi, j désigne
la jéme expérience (j € {1...ny}).

Pour chaque gene i, on souhaite tester I'hypothese Hy; : «le géne ¢ n’est pas
différentiellement exprimé entre les populations 1 et 2» contre Hy; : «le gene i
est différentiellement exprimé entre les populations 1 et 2». Ici, se pose donc un
probleme de Test d’Hypotheses Multiples. Pour chaque gene i, on effectue un
test statistique pour obtenir une p-valeur. Mais que désigne une p-valeur? La p-
valeur associée a 1’observation d’une statistique de test est le seuil a partir duquel
on rejetterait I’hypothese nulle compte tenu de cette observation. La p-valeur c’est
aussi la probabilité d’observer une valeur au moins aussi extréme que celle observée
pour la statistique de test Z si Hy est « vraie).

Pour le gene ¢, dans le cas bilatéral, m; = Py, (Rejet de Hy;)) = Py, (|Z] > |Zi])
avec Z la variable aléatoire correspondant a la statistique de test et Z; la statistique
de test observée pour le gene .

Si la p-valeur est grande, c’est une indication que les données observées sont
plausibles sous H, : Hy n’est pas rejetée. Si la p-valeur est petite, c¢’est une indica-
tion que les données observées ne sont pas plausibles sous Hy : Hy est rejetée. Notons
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que rejeter Hy;, c’est conclure que le gene i est différentiellement exprimé. Dans un
test de décision, on fixe un seuil d’erreur o que 1’on juge acceptable. Si I’hypothese
Hj est rejetée, c’est alors avec une probabilité de se tromper inférieure a «. Ainsi, si
on calcule la p-valeur, on rejettera Hy si et seulement si la p-valeur est inférieure a «.

2.1.2 Test d’hypotheses multiples

2.1.2.1 Les taux d’erreur classiques

Notons R le nombre d’hypotheses rejetées et V' le nombre d’hypotheses rejetées
a tort. R est une variable observable alors que V est non observable. On résume

classiquement (cf Benjamini et Hochberg [8]) la situation dans le tableau ci-dessous
(2.1).

Réalie Conclusion du test Pas de rejet de H Rejet do Fg
Hjy vraie 3 v -
H, fausse T g o

p—R R P

Table 2.1 — La situation dans un test d’hypotheses multiples.

On a donc p hypotheses, une pour chaque gene, avec p connu, et on note res-
pectivement pg et p; = p — po les nombres d’hypotheses nulles respectivement vraies
et fausses. Ces nombres sont des parametres inconnus. De méme que V', S, T et U
sont des variables aléatoires non observables. En général, on cherche a minimiser le
nombre V' de faux positifs ou erreurs de type I et le nombre 7' de faux négatifs ou
erreurs de type II. L’approche standard dans le cas univarié consiste a se fixer un
seuil de taux d’erreur de type I acceptable, o (par exemple, @ = 5%) et de chercher
des tests qui minimisent le taux d’erreur de type I c¢’est-a-dire aussi qui maximisent
la puissance (puissance = 1 - taux d’erreur de type I7), au sein de la classe de tests
avec un taux d’erreur de type I de a.

Considérons les différents taux d’erreur de type I. Quand on teste une seule
hypothese, disons Hy, la probabilité d’erreur de type I, c’est-a-dire de rejeter 1’hy-
pothese nulle alors qu’elle est vraie est généralement controlée a un seuil . Si on
note Z la statistique de test correspondante, cela peut étre réalisé en choisissant une
valeur critique ¢, telle que IP(|Z;| > ¢o|Hp) < « et en rejettant Hy quand | Z;| > ¢,.
Plusieurs généralisations au cas des tests mutiples sont possibles, Hochber et Tam-
hane en proposent plusieurs dans leur livre [25] sur les “Procédures de Comparaison
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Multiples”. Décrivons maintenant les différents taux d’erreur que I'ont peut envisa-
ger dans le cadre de test d’hypotheses multiples, ces taux d’erreur sont notamment
décrits par Shaffer dans [41] et Dudoit et al. dans [16].

Le PCER (Per Comparison Error Rate)

Le PCER est défini comme le rapport de I'espérance du nombre d’erreurs de type
I sur le nombre total d’hypotheses, c’est-a-dire :
V
PCER=E(—) <«
p
Pour controler le PCER au taux «, il suffit par exemple de faire pour chaque
hypothese (ie chaque gene) un test au seuil . Cette fagon de procéder ne tient
pas compte de la multiplicité des données; en effet, les taux d’erreur de ’ensemble
peuvent étre importants. Ainsi si on fait pour chaque gene un test au seuil « (classi-
quement o = 5%), on risque d’avoir une erreur d’ensemble trop importante. C’est-
a-dire que si on a p = 6000 et a = 5%, on peut tres bien avoir 300 faux-positifs. Un
tel taux d’erreur n’est pas acceptable.

le FWER (Family-Wise Error Rate)

Pour rendre le test plus conservatif, une idée consiste a faire pour chaque gene un
test au seuil %. Dans cette optique, on controle alors un taux appelé FWER (Family
Wise Error Rate) au seuil « :

FWER=P(V >1)<a

Cela veut dire en fait qu'on garantit qu’en moyenne la probabilité d’avoir au
moins un faux positif est inférieure a «. Le probleme, c’est qu’avec p = 6000 et
a = 5%, on doit donc faire pour chaque géne un test au seuil % ~ 0.0008% ! Avec un
tel seuil, on ne détectera probablement la sur-expression (sous-expression) d’aucun
gene ! Alors, on aura certes peu de chances de se tromper mais si on ne détecte aucun
gene, cela n’a pas grand intéreét, la puissance du test sera tres mauvaise.

Le PFER (Per-Family Error Rate)

C’est l'espérance du nombre d’erreurs de type [
PFER=E(V)

Le FDR (False Discovery Rate)

Le FDR a été proposé par Yoav Benjamini et Yosef Hochberg [8]. Au lieu de
considérer le nombre d’hypotheses nulles rejetées a tort dans I’absolu ou par rapport
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au nombre total d’hypotheses testées p, on considere le nombre d’hypotheses nulles
rejetées a tort V' par rapport a R, le nombre total d’hypotheses nulles rejetées. On
s’intéresse ainsi a la variable ) = %.

Q= % si R#0
10 stR=0

() représente en fait le taux de faux-positifs, ¢’est-a-dire dans notre probleme la
proportion de genes détectés a tort. L’idéal serait de pouvoir controler cette variable
() mais c’est impossible. En effet, si toutes les hypotheses nulles sont vraies (p génes
non différentiellement exprimés), alors toutes les hypotheses rejetées le seront a tort

et ¢ = 7 =1 ne peut pas étre controlé. On définit alors le FDR par I'espérance de
Q :
v
FDR = B(Q) = B(+)

Il reste maintenant a déterminer quel taux d’erreur sera le plus intéressant dans
le contexte qui nous intéresse.

2.1.2.2 Controles et comparaison des taux d’erreur
Controle de l’erreur

On distingue généralement deux types de controle d’un taux d’erreur : le controle
«fort» et le controle «faible». On parle de controle fort si 'erreur de type I est
controlée quelle que soit la combinaison des hypotheses vraies et des hypotheses
fausses c’est-a-dire quelle que soit la valeur de pg. En revanche, on parle de controle
faible si on se contente de controler I'erreur de type I quand toutes les hypotheses
nulles sont vraies, ¢’est-a-dire quand py = p. De facon générale, si on n’a pas d’autres
garanties, un controle faible n’est pas satisfaisant. Dans le cadre des biopuces, ou il
y a peu de chances de n’avoir aucun gene différentiellement exprimé (on ne cherche
pas a tester des groupes similaires), un controle « fort » semble trés important, c’est
le seul type de controle auquel nous nous intéresserons.

Il semble aussi important d’ajouter que ’hypothese usuelle qui est faite dans le
cadre de test multiples est de dire que les tests sont indépendants ce qui n’est pas
le cas en pratique pour les données de biopuces. Cependant, nous aurons du mal &
nous affranchir de cette hypothese dans la mesure ou le probleme n’est pas encore
résolu dans le cas de tests dépendants.

Comparaison des taux d’erreur de type /

De maniere générale, pour une procédure de test multiple, on a :
PCER < FWER < PFER

Ainsi, pour un seuil a donné, l'ordre s’inverse pour le nombre de rejet R : les
procédures qui controlent le PFER sont généralement plus conservatives que celles
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qui controlent le FWER ou le PCER, et les procédures qui controlent le FWER sont
plus conservatives que celles qui controlent le PCER.

On a vu dans la définition de ces taux que le FWER (et par transitivité le PFER)
conduisait a des tests trop conservatifs dans le contexte des biopuces alors que le
PCER ne semblait pas un taux d’erreur suffisant a controler. Intéressons-nous main-
tenant au FDR.

Tout d’abord, il y a deux petites propriétés intéressantes concernant le FDR :

(a) si toutes les hypotheses nulles sont vraies, le FDR est équivalent au FW ER
(b) sinon FDR < FWER

Ainsi toute procédure qui controle le FW ER controlera donc aussi le FDR.
Donc si on cherche juste a controler le FFDR, on pourra obtenir des procédures
moins contraignantes (c’est-a-dire plus puissantes).

La propriété décisive est la suivante :

PCER << FDR< FWER

Le FDR permettra donc de trouver un bon compromis entre le PCER, qui peut
conduire a un trop grand nombre de faux positifs et le FWER, qui minimise le
nombre d’erreurs mais qui conduira a une puissance trop faible. C’est ce taux d’er-
reur, le FDR, qu’on cherchera a controler par la suite.

2.1.3 Importance du choix des statistiques de test

Une étape importante de la construction d’un test consiste en le choix et le calcul
de la statistique de test que I'on va utiliser. Il faut essayer de choisir la statistique
de test la plus représentative de I’hypothese qu’on cherche a tester. Rappelons tout
d’abord que, pour chaque gene 7, on souhaite tester I'hypothese Hy; : «le gene i n’est
pas différentiellement exprimé entre les populations 1 et 2» contre I’hypothese Hy; :
«le géne 7 est différentiellement exprimé entre les populations 1 et 2.

Soient !} et u? les vraies valeur de I'expression moyenne du geéne ¢ dans les popula-
tions 1 et 2 respectivement.

On considere qu’on s’intéresse a un test de comparaison des moyennes.

Hy, [LZ:[LJ—[L?:O, it=1,...,p
contre

Hli /J“Z:/vbzl_ﬂf%oa Z:]_,,p

La premitre idée intuitive est d’estimer u! et u? respectivement par f) et 72,
olt 7z¥, désigne un estimateur de la moyenne calculé & partir des données pour la
population £ = 1,2. La loi des grands nombres permet en particulier de justifier de
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prendre comme estimateur la moyenne empirique :

1 &
—k _ k
i, = Tl—k E :Xij
J=1

On peut alors choisir tout simplement comme statistique de test Z la différence des
estimations des moyennes, comme suggéré par exemple par Pollard et van der Laan
dans [34] et [33], c’est-a dire-qu’on prend :

Si Hy; est vraie, on aura une statistique Z; centrée avec des valeurs “proches” de
zéro en valeur absolue.

Souvent, dans le calcul d’une statistique de test, on préfere utiliser des statis-
tiques standardisées, pour connaitre de fagon explicite la loi de la statistique de
test sous hypothese nulle. Le t-test mesure si les moyennes de deux groupes sont
différentes I'une de 'autre. Il en existe plusieurs versions selon les hypotheses que
I’on peut formuler sur les échantillons a comparer. Le t-test le plus connu et le plus
standard est le t-test de Student. La statistique de ce test est calculée de la facon
suivante :

—1 -2
Ziop S
ni na
avec 1\2 9 \2
o (0 = D)+ (= () o
ny+no — 2

ol s¥ représente I'estimateur non biaisé de la variance au sein du groupe k pour le
gene 1.

Nk

1
k2 _ k —k \2

j=1
Cependant, cette version du t-test nécéssite une hypothese préalable d’égalité
des variances, qui peut étre vérifiée avec un test de Fisher-Snedecor (test de F) pour
tester le rapport des variances.
Quand I'hypothese d’égalité des variances n’est pas vérifiée, on peut utiliser 1’ap-
proximation de Welch du t-test, pour lequel on calcule la statistique de test

—1 -2
Zi = ol )2 2 )2
(L2 )

ie{l...p}

n1 ng
Notons que dans le cas particulier ou n; = ns, les deux statistiques de t-test
proposées ici coincident.
Dans les deux cas, la statistique de test sera positive si la premiere moyenne
est plus grande que la deuxieme, négative si elle est plus petite. Plus sa valeur sera
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¢éloignée de zéro, plus il sera vraisemblable de conclure que le gene correspondant
est différentiellement exprimé. Cependant, il faut étre capable de quantifier cette
notion d’“éloigné de zéro” afin de pouvoir prendre une décision. Pour cela, il faudra
connaitre la loi de la statistique de test sous I’hypothese nulle, ou a défaut, étre en
mesure de l'approcher.

Une autre statistique de test a été proposée par Turkheimer et al. [45] dans
le cadre des analyses d’'images médicales RMN. On reste sur 'idée intuitive d'une
statistique de test proportionnelle a la différence entre les moyennes et réduite par
un facteur d’échelle. On considere :

Ny
Ky — 1y

Zy= i
s(Xi X7)

ot s(X}, X?) est un estimateur d’échelle et ¥ un estimateur approprié de la moyenne
k
H -

L’originalité de la démarche proposée réside justement dans le choix de ce ¥
(k € {1,2}). Classiquement on peut choisir la moyenne empirique de 1’échantillon,
c’est elle qui a été définie plus haut sous le nom ¥, ou la médiane empirique de
I’échantillon que nous noterons fi¥ . La médiane présente 'avantage d’étre plus ro-
buste en cas de valeurs extrémes, c’est-a-dire quand on a des distributions a queues
plus lourdes qu’une distribution normale, ce qui est souvent le cas pour les données
d’expression génétique. En effet, contrairement a la moyenne empirique, la médiane
est un estimateur robuste de la tendance centrale d’une distribution. Elle n’est pas
affectée par des valeurs tres petites ou tres grandes qui peuvent par contre biaiser
le calcul de la moyenne empirique.

Moyenne empirique et médiane empirique sont toutes deux des caractéristiques
de tendance centrale. Choisir la moyenne, c’est choisir de minimiser 1’écart quadra-
tique, choisir la médiane, ¢’est minimiser 1’écart absolu moyen.

Ir = argmin EQM (z) = arg minz (XZ — m)2

ng
jik, = argmin BAM(2) = argmin y | X5 — af
j=1

Plutot que de faire un choix entre médiane et moyenne, Turkheimer et al. utilisent
une approche assez intuitive initialement développée par Samuel-Cahn en 1994 [39] :
une combinaison linéaire de ces deux estimateurs.

(f)x = My + (1= Nji,, A0
ou A est un facteur de pondération.
On appelera cet estimateur (LC'M M (XF))y, c’est-a-dire, en anglais, la Combi-

naison Linéaire de la Moyenne et de la Médiane. Cet estimateur présente de nom-
breux avantages. En faisant varier la valeur de A, il peut tirer profit de la bonne
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efficacité de la moyenne empirique quand la distribution est proche d’une distribu-
tion normale et cependant bénéficier de la robustesse de la médiane quand les queues
de distribution sont plus lourdes et/ou qu’il y a des valeurs extrémes.

Le facteur de pondération A peut prendre n’importe quelle valeur positive. Dans
le cas d’une distribution avec des queues plus légeres qu’une gaussienne, la valeur
optimale de A sera supérieure a 1; par exemple, le mélange optimal entre la moyenne
et la médiane pour estimer ’espérance d’une distribution uniforme a un facteur de
pondération égal a 3/2.

Quand on s’attend a avoir des données dont la loi a des queues au moins aussi
lourdes qu’une loi normale, les valeurs optimales de A\ sont situées dans l'intervalle
0< A<,

Pour calculer la statistique de test, nous avons aussi besoin d’un estimateur
d’échelle s(X}, X?). Il existe une large variété d’estimateurs robustes de I'écart-type ;
en raison de sa robustesse dans le cadre des échantillons de petite taille, on peut
choisir un estimateur nommé ’écart-type empirique agrégé proposé par D’Agostino
et Cureton en 1973 [12]. La statistique de test Z a alors la forme finale :

(LOMM(X;))n — (LCMM(X?))

(Z)r = S(XLXD)

avec

S X?) \/Z — L) (X2 -2,

n1+n2—2

ce qui est en fait égal au s; défini pour la statistique de t-test standard (voir équation
2.1).

La derniere étape pour étre en mesure de calculer la statistique de test est de
déterminer la valeur optimale de A\ en fonction des données. On utilise une tech-
nique appelée MVA (Variance Minimum Adaptative) (Turkheimer et al. [46] [44])
qui appartient a la classe des techniques d’estimation adaptatives par « bootstrap »
originellement introduites par Léger et Romano en 1990 dans [30]. Il a été montré
que la technique MVA avait de bonnes propriétés pour des échantillons petits pour
une utilisation avec divers estimateurs robustes.

On fixe une grille de A (dans les programmes, 10 valeurs régulierement es-
pacées entre 0 et 3) et pour chaque valeur possible du parametre on réalise un
certain nombre de permutations (100 dans nos applications) des données observées,
cela signifie que 1'on tire aléatoirement avec remise n; expériences dans le premier
échantillon pour constituer la population 1 et n, expériences dans le deuxieme
échantillon pour constituer la population 2. Pour ces données, on calcule les Z;.
Pour chaque A, on estime la variance de (Z;), sur I'ensemble des permutations,
c’est-a-dire sur un certain nombre de tirages aléatoires des populations effectués.
On choisit alors, en utilisant un lissage de la variance en fonction de A, le A pour
lequel la variance est minimum (I’existence de ce minimum est montrée par Léger
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et Romano dans [30] si on a une distribution symétrique). On doit déterminer un A
différent pour chaque gene (voir algorithme 2.1).

Algorithme 2.1. Détermination du )\ optimal

— algorithme de détermination de A optimal pour un gene donné
0 - On fixe une grille lambda.grid réguliérement espacée
entre 0 et 3.
1 - Pour lambda dans lambda.grid
Pour i =1...nb_permutation
Tirer la iéme permutation des échantillons
Calculer la statistique de test £
correspondante et la mémoriser
Calculer la variance de Z, sur 1l’ensemble des
permutations et la mémoriser.
2 - )\ optimal = A qui minimise une fonction de lissage de
la variance de Z, en fonction de A.

Nous disposons donc de plusieurs statistiques de test possibles, et nous les es-
saierons toutes par la suite afin de pouvoir les comparer, mais pour étre en mesure
de déterminer les p-valeurs correspondantes, nous avons besoin de connaitre la loi
de la statistique de test sous hypothese nulle, c¢’est-a-dire lorsque le gene n’est pas
différentiellement exprimé.

Soit m; la p-valeur pour le i, géne, on a par définition :

T = ]PHO(Rejetde H()Z)
= Py ([2] = ]Z])

Notons Fjy la distribution de la statistique de test sous I’hypothese nulle. Si la
loi est symétrique (Fy(z) =1 — Fy(—=x)) alors on a :

m = 2(1 — Fo(]Zi]))

Etant donné que ces statistiques de test sont appliquées a des données préalable-
ment normalisées et standardisées, en pratique on peut s’attendre a avoir effective-
ment une loi symétrique. Dans le cas de la statistique de t-test de Student, si dans
chaque classe les données sont distribuées selon une loi normale homoscédastique
alors la distribution nulle est une loi de Student a n; +ny — 2 =n — 2 degrés de li-
berté. Pour le t-test de Welch, ou on suppose en fait que les données de chaque classe
sont distribuées selon une loi normale de moyenne nulle mais de variances différentes
(modele hétéroscédastique), sous 'hypothese nulle, la statistique de test suit aussi
une loi de Student. Le nombre de degrés de liberté df de cette loi n’est pas connu
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exactement mais peut étre estimé par l'approximation de Welch-Satterthwaite, a
savoir

S1 2 ,32 2 2
P s
TR (32 e

ni—1 na—1

Quand les variances sont égales, le calcul se réduit a df = ny +ng — 2 si les deux
groupes ont le méme nombre d’observation (n; = ny), par contre, si ces nombres
different, on obtient une valeur inférieure, ce qui rend le t-test avec la correction
de Welch plus conservatif. Ceci est d’autant plus vrai que le déséquilibre entre les
effectifs des deux classes est grand. Ici, on préferera donc supposer 1’égalité des
variances et appliquer un t-test standard, qui semble préférable dans le cas de petits
échantillons.

Précisons aussi que si le nombre de degrés de liberté est suffisamment grand
(df > 30) alors la loi de Student peut étre approchée de fagon satisfaisante par une
loi normale centrée réduite. Le nombre de degrés de liberté et grand quand les tailles
d’échantillons augmentent, on connait alors la loi sous I'hypothese nulle sans avoir
besoin de faire I’hypothese d’échantillons gaussiens.

Souvent, dans le calcul d’une statistique de test, on préfere utiliser des statis-
tiques standardisées, pour connaitre de facon explicite la loi de la statistique de test
sous hypothese nulle. Pollard et Van der Laan ( [34] et [33]) contestent ce choix
dans le cadre des données de biopuces, car souvent, pour ce genre de données, les
lois sous I’hypothese nulle sont assez éloignées d’une loi normale centrée réduite, et
ce meéme pour des tailles d’échantillons relativement importantes. Il n’est alors pas
nécessaire d’utiliser des statistiques de test standardisées. Quand on ne connait pas
la loi de la statistique de test sous 'hypothese nulle, on peut également déterminer
la p-valeur par une méthode de rééchantillonnage (expliquée par Westfall et Young
dans [47]), c’est d’ailleurs ce que proposent Pollard et van der Laan. Si ’hypothese
nulle est vraie, alors le gene n’est pas différentiellement exprimé entre les deux condi-
tions expérimentales, et le résultat ne devrait alors pas changer si on « mélange ) les
expériences. En pratique, cela signifie que, pour calculer la p-valeur, on réaffecte
aléatoirement les résultats d’expérience aux conditions expérimentales A ou B, et
on calcule la statistique de test avec ce nouveau jeu créé artificiellement. En répétant
ceci plusieurs fois, de maniere indépendante, on obtient pour chaque gene une va-
leur qui serait celle obtenue sous I'’hypothese nulle. En effet, puisque les échantillons
ont été mélangés, il ne devrait pas y avoir de différence entre les deux conditions
expérimentales dans le pseudo-jeu de données. On utilise alors la définition de la p-
valeur en comparant la statistique de test calculée a partir du « vrai» jeu de données
a celles calculées sur les pseudo-jeux de données générés. La p-valeur calculée par
rééchantillonnage sera alors égale a la proportion des pseudo-jeux de données obte-
nus par rééchantillonnage qui donnent une statistique de test au moins aussi extréme
que la statistique de test calculée sur le vrai jeu de données. Il est a noter, que dans
le cas de la statistique de Turkheimer, on a le parametre A a fixer pour chaque gene.
Pour calculer la statistique sous hypothese nulle par rééchantillonnage, on garde
comme parametre A celui calculé lors du calcul de la statistique de test observée sur
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nos jeux de données.

L’inconvénient de ces méthodes réside essentiellement dans le temps de calcul
qu’elles nécessitent... il faut réaliser un grand nombre de permutations (c’est-a-
dire générer un grand nombre de pseudo-jeux de données) pour avoir des résultats
intéressants. Elles présentent néanmoins ’avantage non négligeable de permettre de
calculer des p-valeurs sans hypothese a priori sur la loi de la statistique de test.

Pour la statistique de différence des moyennes et pour la statistique de Turkhei-
mer et al. , on étudiera plus longuement la loi a la fin de la section suivante.






Section 2.2 ___

Tests de comparaison multiple et
sélection de modéles

2.2.1 Comparaison multiple et sélection de modeles

Le principe des procédures FDR a été développé dans le cadre des tests d’hy-
potheses multiples par Benjamini et Hochberg [8]. Etant donné un ensemble de p
hypotheses parmi lesquelles il v en a py de vraies et p; = p — py de fausses, la
méthode FDR identifie les hypotheses a rejeter, tout en gardant 1’espérance du rap-
port du nombre de faux rejets par le nombre total de rejets sous un seuil ¢ défini par
I'utilisateur. Cette technique est appropriée surtout lorsque p est tres grand comme
dans le cadre des expériences de biopuces car elle est tres économique au niveau
calculatoire. Elle a été utilisée notamment dans le cadre du débruitage de signaux
par décomposition ondelettes mais aussi dans le cadre de la génétique (Efron et al.
2001 [17] - Benjamini et Yekutieli [9]).

Dans cette partie, nous allons considérer de maniere générale une famille de modeles

Mg indexés par un parametre 8 € IR” et interpréter la procédure FDR comme

méthode d’estimation du sous-ensemble I; C I, = {1,...,p} des composantes non-

nulles de 8. Le modele Mg est spécifié par :

Ms:| 520, Vie O =I\I,

Nous supposerons que 8 € IR” peut étre efficacement estimé. La stratégie adoptée
sera donc :

1. Déterminer un estimateur de 8 € IR”.

2. Utiliser FDR pour estimer [;.

Pour I'étape 2, remarquons que le probleme d’estimation de I; peut étre formulé
comme celui du test de ’hypothese multiple :

Hozﬁle,...,ﬁp:O

Toute méthode identifiant les hypotheses qui pourront étre rejetées donnera une
estimation de I;.

93
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Algorithme 2.2. Procédure FDR - Benjamini Hochberg

Etape 0 - I1 faut d’abord déterminer des statistiques de
tests Zi,...,Z, basées sur les estimateurs f3,...,[3, de
p-valeurs respectives mj,...,m, (on est dans le cas d’un
test bilatéral, on a Vi, m = 2(1 — ®(|Z,))).

Ensuite, pour tout ¢ €]0,1] fixé, effectuer les étapes
suivantes

Etape 1 - Ranger les p-valeurs par ordre croissant
) S - S T(p)

Etape 2 - Calculer k = max{i |7y < %q}
Etape 3 - Rejeter Hyy): B =0, Vj e {l,...,k} ot Hyy est
1’hypothése nulle associée a la p-valeur ordonnée 7(;).

Si un tel k n’existe pas, on ne rejette aucune hypothése.

Etape 4 - Estimer [; par I, 1’ensemble des indices des k
premiéres p-valeurs ordonnées.
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La procédure FDR, telle qu’elle est suggérée par Benjamini et Hochberg [8] est
présentée dans 'algorithme 2.2.

Nous verrons plus tard que dans le cadre des biopuces 'estimation de I peut se
faire également a ’aide de techniques de pénalisation puisqu’il existe une relation
importante entre le FDR et la pénalisation (¢f Abramovich et al. [3] et Golubev [22]),
malgré le fait que ces papiers ne s’intéressent qu’a I’estimation minimax de 3 et non
a 'estimation de I;. N

2.2.2 Convergence de ’estimateur FDR de I

Soit 0 < R < p le nombre total d’hypotheses nulles rejetées et soit 0 <V < R le
nombre de rejets faits a tort. A condition que les statistiques de test Zy, 2, ..., Z,
soient indépendantes, Benjamini et Hochberg [8] montrent que;

E(Q)S%q (2.2)
ol v
Q—{ 7 StR>0

10 sinon

et po est le nombre de vraies hypotheses nulles.

Benjamini et Yekutieli [9] ont montré que cela reste vrai si le vecteur Z =
(Z1,...Z,)" des statistiques de test sous Hy vérifie la propriété PRDS suivante.

. Définition 2.1. Propriété PRDS - Benjamini Yekutieli
- Pour tout ensemble croissant D et pour tout i € Iy, IP(Z € D|Z; = t) est non
décroissante en t

IIs ont également montré que (1) reste vraie sans hypothese particuliere sur les
Z;, a condition de conduire la procédure avec Ep+1i_1 a la place de ¢ (Théoréme 3.1
de [9]). -

Comme |I;| = py, la procédure FDR conduira & un estimateur I consistant de I
si et seulement si on a p; rejets (R = p;) et qu’aucun de ces rejets n’est erronné
(V. =0).
Montrer la consistance de I revient donc & montrer que :
P(I=0)=P(R=pNV=0—>1
n—-+oo
ol n est un parametre jouant le role de la taille d’échantillon dans le calcul des

Z;. Pour cela, nous nous restreignons a des estimateurs de 3 qui, sous Hy, seront
asymptotiquement normaux. En fait, on supposera dans la suite que :

Hypotheése 1 (HT)
Z; — i —=— N(0,1)

n—-—+o00
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pour une suite j;, dépendante de n, telle que :
(a) limsup |u;| =0 Vi & I

n—-+00

(b) liminf — & >1 Vi€ I pour une certaine suite b, telle que b, —— +00

n—-4o0o n n—oo

Remarque. 1 Dans la plupart des cas, Z; = Bi/et(3) et p; = Bifet.(5;) on
e.t. (ﬁl) désigne lécart-type de 3;. Quand la taille n de I’échantillon tend vers linfini,
e.t.(;) tend vers zéro. Dans ce cas, la condition (HT)(b) devient :

lim nf | 3| /(et.(6i)by) > 1

pour une suite b, telle que b, —— +00.

n—oo

Grace a (HT), on peut calculer les p-valeurs (asymptotiques) :

=P{IN(0,1)] > |Z|} = 2(1 — ©(|Zi])),

ou, sous Hy, Z; % N(0,1) et @ désigne la fonction de répartition pour une loi
n—-00

normale centrée réduite.

Notons tout d’abord que Vi ¢ I, 3; =0 et donc :

™ —=— U0, 1]

n—-+o0o

puisque chaque m; est calculé sous hypothese nulle Hy;). Par contre, si i € Iy, alors

Bi # 0 et m; = 2(1 — ®(|Z;])) ne converge pas nécessairement vers une distribution
uniforme sur[0, 1]. Si maintenant, Vi € I, |Z;] L +00 on a alors
——+00
n—+00

et donc on s’attendra a ce que les premieres petites p-valeurs observées correspondent
aux m; tels que @ € I.
On a le résultat suivant :

Proposition 2.2.

Soit Iy = {1+ gy} et B = ({7, -+ T} = {55+ 75, 3)-
Alors, sous les hypotheses (HT), on a :

IP(R,) — 1 quand n — +o0
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PREUVE — D’apres la condition (a) de (HT), on a :

Vzgéll,m—>1/{[0 1]

n—-4o0o

La condition (b) de (HT) entraine que :

. P
VZ c Il , Ty — 0
n—-+o0o

Maintenant, Vi ¢ I; et Vj € I;, on a :

lim limsup IP(m; < 7;) < hm limsup(IP(m; <e)+IP(m; >¢)) =0

e—0 500 -0 nooo

De plus, on remarque que :

RC<ZZ (m; < 7))

jeli ZGIp\Il
D’ou le résultat :

lim IP(R,) = lim (1 - P(RY)) =1 — lim P(RS) =

n—oo n—oo n—oo

®

Cette proposition signifie que, sous des conditions appropriées, les p; premieres
p-valeurs ordonnées, m(;) < ... < m(,,), correspondent asymptotiquement aux 7
avec j € I; alors que les py = p — p; restantes correspondent aux m; avec j ¢ I.

Le résultat suivant établit que la procédure FDR est consistante si on choisit

q = qn . 0. La vitesse de convergence dépendra du taux avec lequel |u;| tend

vers 'infini.

Proposition 2.3. Consistance de la procédure FDR .
Si (HT) est vraie et si gy, — 0 satisfait

1— &(|;
vien  tm = 2U0m

n—-+00 dn

=0

Alors :
lim P(R=pNV=0)=1

n—-4o0o

Remarque. 1 Une situation typique est p; = etﬁ(iﬁ) ol e.t.(f3;) = O(ﬁ) Dans

ce cas, on prend b, = /n. Si b, est un polyndéme en n, on peut choisir ¢, = n™*
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avec o > (.

Remarque. 2 On peut remplacer la loi normale ® dans (HT) par n’importe
quelle loi symétrique Fj et le résultat reste vrai, a condition de choisir g, tel que :

1 — Fy(lw))

Vjiel;, lim =0
notoo gp
PREUVE — Par définition de @), pour p; > 1, on a

{R=p,V =0} ={R=p,Q =0}

On veut montrer que lim P(R=p; NV =0)=1.Oron a:

n—-+o0o
P(R=piNnV=0) = PR=pNQ=0), sip>1
= 1-PR#pUQ #0)

Par conséquent pour montrer que ngrfoo P(R=p;NV =0) =1, on va montrer que
dim P(R#p,UQ#0)=0.

On a de fagon évidente : IP(R # p1 UQ # 0) < IP(R # p1) + IP(Q #0).
Or, en conditionnant par R, on a :

PQ#0) = PQ#0NR#p)+P(Q#0NR=np)

IP(R # p1)IP(Q # 0/R # p1) + P(R = p1)IP(Q > 1/R = p1)
IP(R#p1)+P(QR>1/R =py)
(

IN

IPR%anP(Qz]}l)

IA

De plus, I'inégalité de Markov donne : IP(Q) > pil) < mIE(Q)
D’ou :
P(R#piUQ #0) <2P(R # p1) + pi1E(Q)

Le théoreme de Benjamini-Yekutieli nous donne :

p

E(Q) < ¢

p
Ici, c’est bien de pg, le vrai nombre d’hypotheses nulles, dont il s’agit.
On a alors, grace a ce théoreme :

P(R #p1UQ#0) < 2P(R #pi) + = 24
On rappelle qu’on veut avoir :
lim P(R#pUQ #0)=0

n—-+o0o

P1Po

Le terme = 4 tend vers 0 comme gq.
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— Dans le cas p; > 1 (celui qu’on vient de traiter), il suffit donc de montrer que :

P(R # p1) ——0
—Sionap =0,alors P(R=p NV =0)=P(R=0NV=0)=PR=0)
qu’on veut voir tendre vers 1 quand p — +o00. Par conséquent, dans ce cas

aussi, il suffit de montrer que IP(R # p;) —— 0.

Posons ¢, = ST 2. On a alors :

p—1 p1+1 p
{R = pl} = {W(P) > dp 5, T(p—1) > Qp———— -+ 5 T(p1+1) > QPli y T(p1) < qp_l}
p p p
Or :
P(R#p)=P{R#p}NR,)+PH{R#p}NRY)
et :
P({R #pi} N RY) < P(Ry)
On a:
p1 . J
PU{R#p}NR,) = P(({7e)>¢—tU |J {mp) <o) N R
p 4 p
Jj=p1+1
p
< PH{7mp) > a0 l}ﬂR )+ Z {77)<q1) }ﬂR)
Jj=p1+1
D’ou :
D1 ¢ J
P(R#p1) <P({mp) > ¢ —tNR)+ > P{my < g} N R,) + P(RS)
p Jj=p1+1 p
D’apres la proposition 1, on a IP(RY) —— 0.
De plus :
P j p
Y PH{rp <@ INR,) < > P{rg < gt NRy)
J=p1+1 p Jj=p1+1
< > P({m <q})
J¢h
Or :
Vj¢ I, m —— Ul 1]
donc

Vigl , P({r; < qp} —
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En utilisant |I;| = py,

> P({m < g}) = (p—pi)gy+o(l) — 0

n—oo
Jj¢h

Il nous reste donc a contréler le dernier terme : IP({m,, > ¢,%} N Ry).

On définit :
def P1 dnP1

— qup QPZZ 1 Z

Si R, est vérifié, on a : m(,,) = MAX ;. On a alors :
Jjeh

qo0

P({rp) > 4"} N ) < P(max; > 20)
< Y P(r; > 2q))
jeh
< prmaxIP(m; > 2qo)
Jjeh
< m BrlealiilP(l — ®(|Zj]) > qo) car on a : m; = 2(1 — ®(|Z;]))

Intéressons-nous maintenant au terme IP(1 — ®(|Z;|) > qo) pour j € [;. On a :

P(1—®(|Z;]) 2 q0) = P(®(|Z;]) <1 - qo)
IP(|Z;] < ®~'(1 - qo))
= P(Z; <d'(1—q)) —P(Z; < -9 '(1—q))

Or avec I'hypothese (HT), on a : Z; — p; £ N(0,1).
Donc : Vz , IP(Z; < x) —— O(z — ;)
On en déduit :
P(1—(|Zj]) > q0) = (27 (1 — qo) — p1) = P(= 27 (1 — q0) — 41) +0(1)

Et donc :
p - -
P ({7 (o) > qpﬁ}ﬂRn) < prmax{@(@7 (1 —qo) —p5) ~ (=7 (1 — o) —p5)} +0(1)

Mais, avec HT (b), Vj € Iy, on a ®~(1 — qo) —— +o00 et |u;| —— +oc.

La divergence en |p;| sera plus rapide qu’en ®~!(1 — ¢o) si et seulement si :

il > @711 — qo)

C’est-a-dire :
— ®(|p5) < a0
Or, par hypothese de la proposition :

1— &(|u
vjel, lim ~22UmD _q

n—-+00 qn
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et grace a (HT) (b), on a :

1—®(|p; [
lim Ursl) oy gl loop e _
n—-+00 9o n—-+o00 anl

ou K est une constante multiplicative. On conclut que :

limsup IP({m(,,) > qp&} NR,) =0
p

n—oo

La démonstration est donc finie. ®

Commentaires sur les hypotheses de la proposition 2.3

On va ici s'interroger sur la validité des hypotheses (HT) pour les statistiques de
test qui ont été proposées précédemment. Pour cela, il va falloir étudier les lois des
statistiques de test proposées.

Pour la statistique de t-test, on peut vérifier sans probleme les hypotheses. En
effet, on rappelle le calcul de la statistique de t-test

—1 __2
ZZ:/’LZTL ILL'LTZ

2 2
S_i+5_i
ni n2

2 = (= D(si)* + (1o = 1)(55,)"
v ny + no -2

ie{l...p}

avec

Or, d’apres le théoreme central limite, on a

k

2
Flin ”kﬁ”N(ué‘x (“7;) ) ke {12}
k

olt u¥ (resp. (0F)?) désigne la vraie valeur de la moyenne (resp. la variance) pour le
gene 1 et ’échantillon k.

Si on se place dans le cas asymptotique avec n; — +00 et ny — +00, on a alors,
puisque les deux échantillons sont indépendants :

1)2 2)2
i - njjooN(M;_M?’ (o) + (o7) )

in %

Or dans le t-test standard, on fait 'hypothese d’égalité des variances, et le s
défini est alors un estimateur de (o})? et de (02)%.
On a alors, quand n — +o00 :

pi — p

2
S

Z; — TR N(0,1)

w [N

+
S



102 Chapitre 2. Détection des génes exprimés

On se retrouve alors bien dans le cas mis en remarque apres 'énoncé des hy-
potheses (HT) et de la propriété de consistance du FDR. On a Z; = (;/e.t.(3;) et
on pose alors u; = (;/e.t.(5;), c’est-a-dire qu’on pose

pi — 1
-t

i =

R
%
[~

3
3

1 2

On a donc bien
Sii & I, alors u! = p? et donc y; = 0. La partie (a) des hypotheses (HT) est donc
bien vérifiée.

Sii e I, on utilise le fait que e.t.(3;) = O(n/(ny ns)). On prend alors b, =
\/(n1 n2)/n et on peut choisir q, = ((ny n2)/n)"Y2. Si n; = ny, cela revient a
prendre b, = \/n/2 et a choisir ¢, = 2n~/2.

Pour la statistique de différence des moyennes, on constate que les conditions
pour avoir la consistance de la sélection de modele par procédure FDR ne sont pas
vérifiées. En effet, on a ici

et on a vu que

n—-+oo 0'-12 0'-22
i, (g, ()

in % o

Il est alors naturel de poser p; = pi — p? puisqu’il s’agit de la limite de Z; quand
n — 400, on aura alors bien la partie (a) des hypotheses (HT) qui sera vérifiée. En
revanche, pour avoir la partie (b) des hypotheses, il faudrait avoir

|Mz’|

n

hI_iI_'l >1 Viel

pour une certaine suite b,, telle que b, —— 400

n—oo

Or p; est une constante qui ne dépend pas de n, donc pour toute suite b,, telle

que b, —— +0o0, on aura liminf, |g‘—n‘ =

n—oo
Pour la statistique de Turkheimer, on n’arrive pas non plus a vérifier les hy-
potheses. Dans les calculs, on utilise des combinaisons linéaires entre la moyenne
empirique ¥, et la médiane empirique ji¥,. La loi asymptotique conjointe de la
moyenne empirique 7, et de la médiane empirique fi,, a été étudiée des le début du
19¢eme siecle par Laplace [29]. De fagon générale, pour une distribution de fonction
de répartition F', de densité f, de moyenne p,de médiane v et de variance o2, on a :

n 2 [, — i, fin — v) —=— N (Op2, X)

n—-+o00
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ou X = (0y;) désigne la matrice de covariance de taille 2 x 2 avec

9 1 E|X —v|
O11 =0, 02= "5~ 012=
2
412 (v) 2f(v)
Dans le cas d’une distribution gaussienne, on a :
7
2 2 2
011 = 0, 0'2220'5, 019 — 0 .

Ainsi, une combinaison linéaire de la moyenne et de la médiane empirique suivra
aussi une loi normale :

n—-+o0o

1
A, +(1=A) i ——— N <)\u +(1=Nv; g()\zan + 201 = Mo + (1 — /\)2022)>
Dans le cas d’une distribution gaussienne de moyenne p et d’écart-type o, on a :

2
M, + (1= N)fip j N (,u ; % (M+2X(1 =)+ (1 - )\2)7r/2))

Ainsi, on peut connaitre les lois de (LCM M (X})), et de (LCM M (X?)),, il s’agit
de loi normales centrées respectivement en Ayl +(1—\)v! et AuZ+(1—\)v? et de va-
riances que I’on peut calculer mais qui sont fonctions de certains parametres inconnus
comme I’écart-type ou la valeur de la densité en la médiane. Comme (LCM M (X}))x
et (LCMM(X?)), sont des variables indépendantes, la différence suit également une
loi normale d’espérance la différence des espérances et de variance la somme des va-
riances. Si les distributions sont gaussiennes, on aura :

(LOMM(X})x = (LCMM(X2)) —5—
W (vt (S5 ) e ma- 0

Sous I’hypothese nulle, c¢’est-a-dire si ¢ € I, on a une loi normale centrée. Dans
le cadre général d’une distribution non gaussienne, on a une expression pour la
variance de la différence qui fait également intervenir les écart-types respectifs du
groupe 1 et du groupe 2, mais aussi les densités pour les deux groupes en la médiane
vF du gene i pour chaque groupe k € {1, 2}, et 'espérance IE|XF — v¥|. Pour estimer
I’écart-type de la différence, il faudrait donc étre en mesure d’estimer correctement
tous ces parametres. On pourrait alors utiliser cet écart-type estimé comme facteur
d’échelle dans le calcul de la statistique de test.

Ce n’est pas ce qui a été fait par Turkheimer et al. , ils ont choisis volontairement
de prendre I’écart-type empirique agrégé comme facteur d’échelle en raison disent-ils
de sa robustesse pour les petites tailles d’échantillons, sans doute car ’estimation
de la variance de (LCM M (X}))y — (LCM M (X?))x pose des problemes. Certes, si
on est dans le cas gaussien, le calcul se fait simplement a partir des estimations des
écart-types des deux échantillons et du A calculé par bootstrap pour le gene 7,et, si
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on fait 'hypothese d’égalité des variances, a partir de 'estimation s;. Encore faut-il
étudier alors la loi de la nouvelle statistique de test obtenue en divisant par un facteur
d’échelle estimant la variance de la différence (LCM M (X}))y — (LCM M (X?))».
Par conséquent, on a (Z;), qui suit asymptotiquement une loi normale de variance
approximativement de l'ordre de 1/n puisque le facteur d’échelle s? choisi pour le
calcul de (Z;), est de l'ordre d’une constante. Il est alors naturel de poser comme
suite p; = AN} — p2) + (1 — X\) (v} — v/2). Pour tout i € I; on a alors bien la partie
(a) de I'hypothese (HT) qui sera vérifiée mais pour tout i € I, u; est de l'ordre
d’une constante, égale a un rapport entre la différence de caractéristiques centrales
des deux échantillons et un facteur d’échelle qui estime ’écart-type des échantillons
agrégés, ce qui implique qu’on ne pourra pas satisfaire la condition (b) de (HT).
Pour étre dans les conditions de la proposition 2.3, il aurait fallu choisir comme
facteur d’échelle un estimateur de 'écart-type de (LCM M (X}))x—(LOM M (X?))x.
Ici, nous n’avons utilisé que la version de cette statistique de test telle qu’elle est
proposée par Turkheimer et al. mais il pourrait étre intéressant lors de travaux fu-
turs de changer le facteur d’échelle pour se ramener aux conditions du théoreme.

Cependant, pour la statistique de différence des moyennes comme pour la sta-
tistique de test proposée par Turkheimer et al. , on peut espérer pouvoir se ramener
plus ou moins dans les conditions de la proposition dans la mesure ou, dans les deux
cas, on a une statistique de test qui suit une loi normale, dont 1'écart-type tend vers
0 & une vitesse de l'ordre de y/n. On peut en effet alors estimer une variance sur
la statistique de test par exemple par méthode de rééchantillonnage et se replacer
dans un cadre similaire a celui de la statistique de t-test en divisant la statistique de
test calculée par ce facteur d’échelle. Remarquons quand méme que dans le cas de
la statistique de différence des moyennes, cela ne présentera pas grand intérét dans
la mesure ou cela reviendra a se ramener a une sorte de statistique de t-test.

Remarque. Nous avons montré d'un point de vue théorique la consistance de
la sélection de modele par procédure FDR sous certaines hypotheses sur la statis-
tique de test. Cependant, comme toujours dans le cadre des données de biopuces, on
souffre du fléau de la dimension, on a un faible nombre n d’expériences de biopuces
par rapport au nombre de génes présents sur chaque biopuce p. Ainsi, en pratique
on ne sera pas dans le cadre asymptotique puisque, pour les jeux de données réels
que nous avons a notre disposition, n est de 'ordre de quelques dizaines. Nous uti-
liserons, pour les données réelles un seuil d’erreur ¢ fixe, égal a 0.05.

Maintenant voyons sur quelques exemples le comportement de cette procédure
de sélection de modele.

2.2.3 Exemple d’application de la méthode

Nous allons ici donner un premier exemple d’application de la méthode proposée
sur des données simulées. Les résultats de I’ensemble des méthodes proposées pour
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la détection des genes différentiellement exprimés feront 'objet d’une comparaison
en fin de chapitre.

Nous nous intéressons uniquement ici a la performance de la méthode de sélection
de modele proposée. Dans un premier temps, nous allons simuler directement des
données distribuées selon une loi normale, que nous utiliserons comme s’il s’agissait
de la statistique de test calculée au préalable. Pour ces simulations, on travaillera
avec un seuil ¢ € {0.01,0.05,0.1} fixé, et on fera des simulations avec différents
niveau de densité pour vérifier 'adaptabilité de la procédure. Dans un second temps,
pour vérifier la consistance de la procédure quand n — 400, nous simulerons des
échantillons de taille ny = no de plus en plus grands pour vérifer les performances
de la méthode, en utilisant une statistique de t-test et en prenant ¢ = ¢, qui tend
vers 0 quand la taille d’échantillon tend vers I'infini.

2.2.3.1 Simulations avec ¢ fixé

Il s’agit ici de donner une idée de la méthode sur un exemple assez simple. On va
simuler un vecteur bruité avec un nombre réduit de composantes non nulles. Pour
cela, on a utilisé un exemple cité dans [3].

On considere un vecteur de taille p = 10 000, et on a p; = 10 composantes non
nulles. On prend p; = gy = 5.21 pour i = 1...py/2 =5, yu; = —py = —5.21 pour
i=p1/2...pp=10et y; =0sii=11...p =10 000. On prend 0'2 = 1. On simule
un vecteur x = (z1,...,2,) selon le modele

T; = p; + 0pg; avec g; - N, (0,1)

A partir de ce vecteur z, on crée un vecteur y qui est une permutation aléatoire
de z. Pour se placer dans le contexte du FDR et de la sélection de modele, on va
considérer que la statistique de test observée pour chacun des 10 000 genes (puisque
p = 10 000) est donnée par le vecteur y. C’est a ce vecteur y qu’on va appliquer
la méthode, en supposant ici que la statistique de test suit une loi normale centrée
réduite sous I’hypothese nulle (Hy; : geéne i non différentiellement exprimé).

On simule 10 000 vecteurs z et donc 10 000 vecteurs y différents et a chaque
fois on estime le modele correspondant, ¢’est-a-dire ’ensemble des composantes non
nulles de y.

Pour un vecteur donné y = (yi, . ..y,), on calcule les p-valeurs 7y, ...... mp selon
la formule suivante : B

m = 2(1 — ®(abs(y:)))-

On considere en fait que le vecteur y correspond aux valeurs observées d’une
statistique de test dont on connait la loi sous hypothese nulle, ici une loi normale
centrée réduite.

On range ces p-valeurs par ordre croissant ;) < ... < 7). On en déduit
k= max{i | mp < éq} et on rejette les hypotheses Hy;y @ By = 0 pour tout
j€{l...k}. Sik n’existe pas, on rejette toutes les hypotheses. On prend g = 5%.
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On estime donc [ par I , 'ensemble des indices des k premieres p-valeurs or-
données.

On refait ensuite deux études similaires, en changeant certains parametres pour
vérifier que la méthode s’adapte bien pour différentes proportions de composantes
non nulles. On change aussi la moyenne des comosantes non nulles. En résumé, on
a:

— premiere série de simulations : p = 10 000, p; =10 |, yu; = 5.21

— deuxieme série de simulations : p = 10 000, p; = 100 , p; = 4.52

— troisieme série de simulations : p = 10 000, p; = 1 000, py = 3.11

Benjamini Hochberg Benjamini Yekutieli

D1 q FDR obs. Puissance FDR obs. Puissance
10 0.01  0.0094 0.7729 0.0009 0.5909
0.05  0.0496 0.8724 0.0047 0.7228
0.10  0.0997 0.9076 0.0096 0.7745
100 0.01  0.0098 0.7086 0.0011 0.4808
0.05  0.0493 0.8430 0.0051 0.6441
0.10  0.0986 0.8898 0.0100 0.7106
1000 0.01  0.0091 0.3110 0.0009 0.0948
0.05  0.0450 0.5521 0.0046 0.2297
0.10  0.0900 0.6657 0.0948 0.3138

Table 2.2 — Résultats de simulation pour la sélection de modeles par méthode
FDR. On a 10 000 simulations et p = 10 000 genes. On fait varier le seuil
g € {0.01,0.05,0.1}. p; désigne le vrai nombre de termes de moyenne non
nulle. Pour p; = 10, on a p; = 5.21, pour p; = 100, on a pu; = 4.52 et pour
p1 = 1000, on a ;3 = 3.11. On donne le FDR moyen et la puissance moyenne
observés sur les 10 000 simulations.

Il convient maintenant d’analyser ces résultats. On remarque tout d’abord une
nette différence entre les résultats obtenus par la méthode de Benjamini et Hoch-
berg (BH) et celle de Benjamini et Yekutieli (BY). La méthode BY est bien plus
contraignante, les taux de FDR observés sont de 'ordre de 10 fois inférieurs aux
taux maximum autorisés. En fait, cette procédure a été introduite dans le cadre de
données dépendantes selon une certaine structure mais ces jeux de données simulés
sont en fait des échantillons, il est donc logique que BH, congue pour des données
indépendantes soit plus appropriée.

Les taux de FDR observées avec la méthode BH sont bons, tres proches du
seuil maximal autorisé, et ce pour les trois seuils utilisés, pour les trois proportions
de composantes non nulles et pour les trois valeurs de p;. Cela montre que cette
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Figure 2.1 — Sélection de modeles par FDR. On représente ici les premieres
valeurs du vecteur ordonné des valeurs absolues des statistiques de test. De
haut en bas : ¢ = 0.01, 0.05, 0.1. On ne s’intéresse qu’a la procédure FDR
par Benjamini et Hochberg; a gauche avec p; = 10 et pu; = 5.21, a droite
avec p; = 100 et pu; = 4.52. Les étoiles bleues désignent la vraie valeur de
la moyenne correspondante. Les points entourés de vert désignent les vrais
positifs (genes détectés a raison), ceux entourés de rouge sont les faux positifs
(détectés a tort) et ceux encerclés de bleu sont les faux négatifs (non détectés
a tort).
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méthode s’adapte tres bien quelle que soit la proportion de composantes non nulles.
Quand py diminue, c’est la puissance qui en patit, puisque les groupes sont davantage
“mélangés”, mais le FDR, est toujours controlé au taux souhaité.

2.2.3.2 Simulations avec ¢ = ¢, —— 0.
n—-+00

Ici, on génere deux échantillons de taille ny ou ny comportant chacun p =1 000
genes. On fixe un niveau de densité égal a 10%, c’est-a-dire que sur les p genes,
100 sont différentiellement exprimés entre les deux échantillons. Pour simplifier les
choses, on prendra ny = ny = n/2. On veut vérifier de fagon expérimentale la
consistance de la procédure de sélection de modeles par FDR quand n tend vers
+00.

On simule ces échantillons selon une loi gaussienne. Pour le premier échantillon,
chacun des p genes suit une loi normale centrée réduite A (0,1). Pour le deuxie¢me
échantillon, 900 génes suivent une loi A/(0, 1), 50 une loi A/(0.5, 1) et 50 geénes suivent
une loi N(—0.5,1). Sur ces échantillons simulés, on calcule une statistique de t-test,
puis les p-valeurs correspondantes (ici on aura n suffisamment grand pour supposer
que la loi sous '’hypothese nulle est une loi normale centrée réduite).

Dans un premier temps, on applique alors la méthode de sélection de modeles
proposée en considérant un seuil fixe ¢ = 0.05. Dans un second temps, pour que
le théoreme de consistance de la procédure FDR s’applique, on prendra un seuil
q = ¢, = 2n"Y? qui tend vers 0 quand n tend vers +oo.

On effectue les simulations pour n; € {100,500,1 000,5 000,10 000}. Sur la
figure 2.2, on représente le FDR moyen et la puissance moyenne observés sur 100
simulations en fonction de la taille de ’échantillon. On vérifie bien sur la figure la
consitance de la procédure FDR proposée quand n — +oc.

On peut procéder de meéme en utilisant la procédure FDR de Benjamini et
Yekutieli au lieu de celle de Benjamini et Hochberg, méme si ici cela ne semble
pas adapté puisqu’on simule des variables indépendantes. Cela revient a considérer
comme seuil fixe ¢ = 0.05/ Y7, i7" et comme seuil qui tend vers 0 quand n — +o0
q=q, =2n"1? />°F i~ On observe alors un graphique avec des allures de courbes
tout a fait similaires mais avec un FDR et une puissance observés plus faibles.

Conclusion

La méthode de sélection de modeles ainsi obtenue est donc satisfaisante, elle
permet un bon controle du FDR moyen, et elle s’adapte bien a différents niveaux de
densité de la statistique de test considéree. Comme cela a déja été évoqué, il existe
un lien important, quoique non immédiat, entre le FDR et la pénalisation. Nous
allons maitenant envisager des techniques de sélection de modeles par pénalisation
et comparer les résultats obtenus.
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Figure 2.2 — Consistance de la procédure FDR quand n tend vers +o0o. On
représente en échelle semi-logarithmique le FDR moyen observé (a gauche) et
la puissance moyenne observée (a droite) sur 100 simulations. En trait plein,
on représente les résultats obtenus en prenant ¢ = g, = 2n~'/2 et en pointillés
avec ¢ = 0.05. Pour ¢ = ¢, = 2n~'/2, on voit bien que le FDR tend vers 0 et
la puissance tend vers 1, ce qui vérifie bien expérimentalement la consistance
de la procédure.
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Section 2.3 ___

Sélection de modéles et
pénalisation

On reste ici dans le méme contexte que dans le chapitre précédent et on considere
le modele de régression suivant :

Z; = [i; + 0,€; avec g; Sh N,(0,1)

avec o, inconnu. Ici, Z; représente la statistique de test calculée pour le ¢“"¢ gene.

On suppose toujours que 'hypothese HT est vérifiée (cf définition et discussion dans
la section précédente).

Il s’agit ici de reconstruire le vecteur p = (p, ..., pp) & partir de la statistique
de test Z = (Z1,...,Z,). Une chose importante dans tout probleme statistique c’est
de savoir quelle information a priori on se donne sur le vecteur que 1'on cherche a
estimer. Ici on considere le probleme d’estimation d'un vecteur creux. Cela signifie
d’une part que la dimension p du probleme est assez grande et, d’autre part, que
le nombre de composantes du vecteur estimé qui ont une grande valeur absolue est
relativement petit par rapport a la dimension du probleme et que les autres compo-
santes ont des valeurs suffisamment faibles. Bien str, on ne sait pas quelles sont les
composantes a grandes valeurs, et on ne connait pas non plus le nombre de compo-
santes qui sont tres faibles. Si on connaissait ce degré de complexité du vecteur, le
probleme serait résolu différemment.

Ce genre de probleme correspond tout a fait aux données de biopuces. On a cal-
culé une statistique de test Z pour estimer 'expression différentielle des genes. On
a vu que si Z; est significativement éloignée de zéro, on concluera que le i®™¢ gene
est différentiellement exprimé, sinon, on concluera a un gene non différentiellement
exprimé. Ainsi chercher les genes différentiellement exprimés, c’est chercher les in-
dices qui correspondent aux composantes de grande valeur absolue du vecteur creux
w. C’est pourquoi on cherche a estimer p.

2.3.1 Le critere a minimiser

On définit k, <pet L={I C I,; #I = k; < k,}. Notons pour tout I € L, Z,
le vecteur de IR? dont la ieme composante vaut Z; si i € I et 0 sinon.

111
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Pour chaque I € L, en supposant que I = J, on calcule I'estimateur de maximum
de vraisemblance de p noté ji J. Le probleme est de choisir le «meilleur» I dans £
et de prendre i = B -

Remarque. Sous I'hypothese k, < p, on estime az par :

1 P
A2 2

O, = 7 E ZG) (2.3)
p Pi—k,+1

Comme ce parametre ag va apparaitre dans le critere que 'on va essayer de

minimiser, il faut donc en avoir une estimation a priori, que ’on obtiendra en pre-
nant comme nombre de composantes non nulles, £, le /{Ap obtenu avec une autre des
méthodes proposées dans ce chapitre, de préférence une méthode pas trop conser-
vative pour éviter de sur-estimer la variance. Si on sur-estime trop la variance, on
perdra beaucoup en puissance. On estimera donc [ et I par minimisation de critere
de log-vraisemblance pénalisée : B

Lpen(Z, i, a—;kp,kj) = —L(Z i, &%kp) + Pen(ky)
ou L est la log-vraisemblance et Pen la pénalité. On a :

RS

A a2
L(Z’HJ’O%) T Tox o2
kp

Il reste a choisir la forme de la pénalité. Si on prenait une pénalité [,., c’est-a-dire
de la forme A||y||,, on retrouverait des estimateurs familiers. Avec p = 2, on trouve
ft; = (1 4+ X)~'t;, ce qui correspond & un estimateur & rétrécissement linéaire. Pour
p = 1, on obtient fi; = sgn(t;)(|t; — A/2)4, ce qui correspond a un seuillage doux.
Enfin pour p=0, si on considere ||u|lo = #{t; i # 0}, on a fi; = t; 1 >x, ce qui
correspond & un seuillage dur (pour les notions de seuillage dur et de seuillage doux
on poura se reporter a la section suivante 2.4.1.2). Avec ce genre de pénalité, on voit
bien que le probleme du choix du parametre A est déterminant.

Nous allons nous intéresser a d’autres formes de pénalité proposées dans la
littérature. L’idée générale qui va servir de fil conducteur a la mise en place de
cette pénalité est de tenir compte de la “complexité” du modele. Par complexité,
on entend ici niveau de densité du vecteur considéré. Ainsi, de facon générale, on
aura une pénalité dépendante de la complexité du modele retenue. Ce critere revient
alors a chercher un compromis satisfaisant entre un critere de complexité du modele
et un critere de log-vraisemblance.
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2.3.2 Pénalité proposée par Abramovich et al.

Il faut maintenant définir la fonction de pénalité a choisir. Ce choix est discuté
par Abramovich et al. dans [3]. Leur proposition consiste & minimiser le critere :

k.
\|Z—BJH§+Z%U§ (2.4)
j=1
avec
@5
wg, = opw(=—
k Op 2p

ou w correspond a la fonction des quantiles gaussiens a droite, c’est-a-dire w(-) =
®~1(1 — ) et ¢ correspond a un seuil de controle du FDR. Si on se ramene aux
notations précédentes, en utilisant ’estimateur o1, de op, on a donc comme pénalité

P6n1 . N
S,

202
Iy,

Peny(ky) =

L’originalité de leurs travaux réside dans le lien qu’ils parviennent a établir entre
le parametre ¢ de controle du FDR et 'atteinte ou pas d’un minimax asympto-
tique pour le critere qu’ils proposent. Ils prouvent que si on prend ¢ = ¢, — 0
quand n — 400, c¢’est-a-dire imposer un FDR asymptotiquement négligeable, per-
met d’attenidre la minimaxité asymptotique. Ils montrent également que prendre
¢ — q > 1/2 empéche la minimaxité de leur procédure. Et leurs résultats ne leur
ont pas permis d’acquérir de certitudes sur ce qui se passe quand g, — ¢ €0, 1/2].

Voyons en quoi leur procédure permet de controler le FDR, car le lien n’est pas
évident. Pour cela, nous appréhendons le controle du FDR d’une fagon différente
que celle évoquée jusqu’a présent dans ce manuscrit.

2.3.2.1 Une autre facon de voir le FDR

Si le FDR a été introduit pour la premiere fois par Yoav Benjamini et Yosef
Hochberg [8], avec une proposition de procédure Step-Up pour le controler, dans
le contexte de l'estimation, une procédure de seuillage qui réflete cette procédure
Step-Up a d’abord été proposée par Abramovich et Benjamini [2]. Elle est présentée
a partir des valeurs observées des variables et non des p-valeurs. C’est pourquoi
nous la redétaillons ici pour mettre en évidence le lien avec la sélection de modele
pénalisée.

Soient 21, 29, ... %, les valeurs observées de la statistique de test. On considere
les observations liées a la statistique de rang associée (z(;))i=1..p :

|Z|(1) Z |Z|(2) 2 Z |Z|(k) Z Z ‘Z|(p)

et on les compare a la suite des quantiles a droite Gaussien (wy)r=1., définie
précédemment. On définit kppr par

krpr = max{k | |z|x) > wi}
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n seui r nné u seuil wy, = Wp n imateur [ip suivan
On seuille alors les données au seuil Wy, , et on a l'estimate suivant

o oz si|z] > wp
Per =3 0 sinon

Il est facile de montrer que si les Z; suivent une loi gaussienne centrée sous
I’hypothese nulle alors les deux procédures, celle de Abramovich et Benjamini et
celle et Benjamini et Hochberg, sont en fait tres proches.

2.3.2.2 Lien entre la sélection de modele pénalisée et le FDR

On cherche & minimiser le critére
ky
A2 2
||Z_HJ||2 + E w;
j=1

Ce qui, par définition de /i ;> est aussi égal a

D kg
Dyt i
j=1

J=ky+1

Si k est petit, c’est-a-~dire si le vecteur Z est tres creux, la pénalité est équivalente
ak ]wij. Cela fait alors penser a une pénalité [y mais avec un parametre de régula-
risation A remplacé par le quantile gaussien au carré correspondant a la complexité
ky du modele adopté pour p. Notons EQ I’argmin du critere 2.4. EQ est calculé par

une regle de seuillage dur. En effet, si k> minimise

p k
Se= D 2+ ) ui
j=k+1 j=1

alors on a
Ky = Zi]llzi|2w,;2

C’est ainsi qu’on retrouve le lien avec la procédure FDR telle qu’elle est présentée
dans la section 2.3.2.1 avec cependant une différence ; ko est I’emplacement du mini-
mum global de Sy, alors qu’il est facile de montrer que I'indice kp obtenu & la section
2.3.2.1 est 'emplacement du minimum local “le plus a droite” de Sj. De fagon simi-
laire, on peut définir k¢ comme le minimum local de Sj, “le plus a gauche” De facon
évidente, on a
ko < ko <k

Ces notions de maximum local a droite ou a gauche pour une évaluation de I'indice
k correspondent en fait aux deux familles de procédures proposées pour controler le
FDR : procédures “Step-up” et procédures “Step-down”.

Abramovich et al. ont pu vérifier lors d’expérimentations numériques qu’en pra-
tique ces trois indices sont souvent confondus. Dans un but théorique, ils ont montré
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que kp— /%G est uniformément assez petit sur les espaces I pour que les résultats de
minimaxité obtenus sur fi; puissent étre étendus a fip.

On a vu que si k; est petit, la pénalité est équivalente a k Jw,%J. Abramovich et
al. montrent aussi que

2
sik=o(p), wi~ 2ap2log(—];).
q

p
Dans le cadre des données de biopuces, on s’attend a avoir une faible proportion de
genes différentiellement exprimés; on peut alors songer a simplifier la pénalité et a
minimiser le critere
2p
1Z = i ][5+ 2ky 67 log(——).
=12 T kaJ

Avec nos notations, cela signifie que ’on considere la pénalité Pens

2p
Peny(k;) =k, 1
enz(ks) = ki log (qpk:f)

Cette pénalité est croissante en k; c’est-a-dire que la pénalité augmente avec la
complexité du modele. Dans les simultions, on utilisera les pénalités Pen; et Pens
pour pouvoir comparer les résultats.

2.3.3 Méthode proposée par Golubev.

Golubev s’est aussi intéressé a ce probleme de reconstruction d’un vecteur creux
avec un bruit gaussien dans l'article [22]. Il propose également un critere de vrai-
semblance pénalisée. Il se place dans le cas ou I’écart-type du bruit est connu et égal
a 1. Mais il est assez facile d’adapter les résultats avec une variance différente de 1
(on estimera la variance de la méme fagon que dans la section précédente).

Dans un premier temps, il propose d’utiliser une pénalité “conservative”, de la
forme

Peng(ky) = Qleogk% + kjlog <e logZ—i)

ou e n’est autre que la valeur de la fonction exponentielle en 1. C’est-a-dire choisir
k de la facon suivante

p

k=arg mk}n{ Z z(zj) + 26%@ (Qk: log% + k log <e log%))}

j=k+1

Il montre dans son théoreme 2 qu’avec une telle pénalité, on peut majorer ler-
reur moyenne au carrée de facon assez satisfaisante mais sans toutefois obtenir un
estimateur asymptotiquement minimax.
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On peut apporter une modification assez simple a cette méthode de sélection de
modele pour établir une méthode de substitution avec pénalité conservative. Cela
consiste a considérer la famille d’estimateurs :

(k) = zilyzsuy vk =01,V 20log(p/k), k=1...p
Donc pour un % connu, on aura I'estimateur correspondant du vecteur u. Il reste a

estimer le k optimal. Pour cela on calcule :

k= argmkin {Hg — 1z, k)||* + Q&iP <2k log% + k log (6 log%))}

On prend alors 1 = ﬁ(z) Ce seuil vy qui apparait ici n’est pas anodin. En effet,
dans les problemes ou la proportion de composantes est connue, c¢’est-a-dire, si on
a p; = p” composantes non nulles, on peut prendre un seuil t5 = /2(1 — ) logp =
v/2log(p/p1). Ainsi, le seuil vy représente le seuil a utiliser si on a effectivement
k composantes non nulles. Ici, la méthode consiste donc & commencer par estimer
ce nombre de composantes non nulles par ¥ et ensuite, d’utiliser ce k pour trouver
I'estimateur /.

Golubev prouve que 'estimateur obtenu par cette méthode de substitution avec
pénalité conservative est asymptotiquement minimax.

2.3.4 Exemple d’application de ces deux méthodes

On reprend 'exemple utilisé en section 2.2.3 pour appliquer les méthodes de
sélection de modeles pénalisées proposées. Ici, on ne fera toutefois que 1 000 si-
mulations, le temps de calcul étant plus important. Il est a noter que dans nos
simulations, on a une variance 012) connue et égale a 1. En pratique, la plupart du
temps, on ne connait pas cette variance. Ici, comme on est censé avoir simulé une
statistique de test dont on connait la loi sous hypothese nulle, on supposera, comme
on l'a fait dans ’application de la sélection de modeles non pénalisée, qu’on a o,
connu égal a 1. Les résultats sont donnés tableau 2.3 pour la pénalisation proposée
par Abramovich et al. et tableau 2.4 pour la pénalisation proposée par Golubev.

Pour les résultats obtenus avec la pénalité proposée par Abramovich et al. , on
observe des résultats tout a fait conformes a ce qu’on pouvait espérer, du moins avec
la premiere pénalité. On pourra tout de suite oublier la deuxieme pénalité, qui était
censée étre une approximation de la premiere, mais qui est beaucoup trop conser-
vative. On remarque que la méthode s’adapte tres bien aux différentes proportions
de composantes non nulles des vecteurs simulés pour rester a un FDR observé de
I’ordre du seuil ¢ imposé a chaque jeu de simulation. En ce qui concerne les approches
proposées par Golubev, la pénalité conservative porte bien son nom. La puissance
demeure tres faible, alors que pour le premier jeu de simulation par exemple on a
un gros écart entre la moyenne des composantes non nulles (5.21 en valeur abso-
lue) et zéro. La méthode par substitution améliore les résultats. Ici on ne tient pas
compte d'un seuil autorisé, il est donc difficile de comparer les performances de cette
méthode avec la méthode d’Abramovich.
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Penalité 1

Pénalité 2

D1 q FDR obs. Puissance FDR obs. Puissance
10 0.01  0.0105 0.7684 0.0009 0.6466
0.05  0.0513 0.8720 0.0115 0.7741
0.10  0.1009 0.9070 0.0240 0.8242
100 0.01  0.0098 0.7107 0.0024 0.5675
0.05  0.0504 0.8445 0.0127 0.7352
0.10  0.0998 0.8900 0.0276 0.7992
1000 0.01  0.0089 0.3098 0.0023 0.1580
0.05  0.0448 0.5505 0.0130 0.3613
0.10  0.0898 0.6648 0.0282 0.4767

Table 2.3 — Résultats de simulation pour la sélection de modeles pénalisée par
méthode d’Abramovich et al. , ici o, = 1 connu. On a 1 000 simulations et
p = 10 000 genes. On fait varier le seuil ¢ € {0.01,0.05,0.1}. p; désigne le vrai
nombre de termes de moyenne non nulle. Pour p; = 10, on a p; = 5.21, pour
p1 = 100, on a uy = 4.52 et pour p; = 1 000, on a u; = 3.11. On donne le FDR
moyen et la puissance moyenne observés sur les 10 000 simulations. La pénalité
1 est celle proposée par les auteurs, la pénalité 2 en est une approximation.

Pen. Conservative Méth. de Substitution

D1 FDR obs. Puissance FDR obs. Puissance
10 0 0.2444 0.0190 0.8085
100 0.0003 0.3346 0.0462 0.5865
1000 0.0001 0.0143 0.0016 0.1218

Table 2.4 — Résultats de simulation pour la sélection de modeles pénalisée par
méthode de Golubev, ici 0, = 1 connu. On a 1 000 simulations et p = 10 000
genes. p1 désigne le vrai nombre de termes de moyenne non nulle. Pour p; = 10,
on a u; = 5.21, pour p; = 100, on a u; = 4.52 et pour p; = 1 000, on a
p1 = 3.11. On donne le FDR moyen et la puissance moyenne observés sur
les 10 000 simulations. On étudie la pénalité conservative et la méthode par
substitution.
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FDR-ondelettes et FEbayes
threshold

2.4.1 La décomposition en ondelettes : une réponse
a la dépendance des données

Les ondelettes sont apparues il y a quelques années et ont apporté un souffle
nouveau au traitement du signal, notamment a celui des images. Les ondelettes
permettent d’analyser et de repérer les discontinuités d’un signal a une ou deux
dimensions a des échelles tres différentes. Nous nous limiterons ici au cas d’un signal
unidimensionnel puisque c’est celui qui nous intéressera par la suite. L’intéréet de la
décomposition en ondelettes réside dans la représentation d'un signal observé par
une superposition de fonctions « élémentaires)» de facon adaptée. Pour obtenir ces
représentations, des algorithmes rapides sont nécessaires. Une fois la décomposition
faite, on aimerait pouvoir la simplifier de maniere efficace en choisissant de facon
appropriée seulement quelques composantes élémentaires. On peut voir cela comme
une approximation ou une compression.

2.4.1.1 Décomposition de signaux en ondelettes
La transformée en ondelettes

La transformée en ondelettes est un outil qui décompose les données, les fonc-
tions ou les opérateurs en composantes fréquentielles suivant une résolution adaptée
a I’échelle. La transformée en ondelettes décompose le signal sur une famille d’on-
delettes translatées et dilatées.

: 2 Y —

Une ondelette est une fonction ¢ de L*(IR) de moyenne nulle : [~ ¢ (t)dt = 0.
Elle est normalisée : [ |1(¢)|*dt = 1 et centrée au voisinage de t = 0.

Une famille d’éléments temps-fréquence s’obtient en dilatant d'un facteur a et
en translatant d’un facteur b l'ondelette : 1, ,(¢) = ﬁw(?), ces facteurs restent

a
normalisés et on appelle transformée en ondelettes de f € L?(IR) au temps b et a

I’échelle a : e . i
Wfa,b = - f(t) \/(CZ) ¢( a

Plus a est petit, moins I'ondelette est étendue temporellement.

)dt

119
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Bases d’ondelettes orthogonales - Transformée dyadique

On agit maintenant sur les parametres a et b pour analyser le signal. Dans le
cadre d’'une analyse multirésolution, on choisit a et b comme suit : a = 2/ et b = k2’
ou j est le niveau de résolution. Ainsi les nouveaux parametres sont k et j et on peut
construire des ondelettes qui génerent des bases orthonormées de L?(IR) discretes

par :
1

S (t—20k
Vo)

Les ondelettes orthogonales dilatées de 27 reproduisent les variations d’un signal
a la résolution 277. La construction de ces bases est ainsi liée & ’approximation

multirésolution des signaux.
On définit alors les coefficients d’ondelette qui dépendent de j et de k :

Vik(t) =

“+o00

Cir = f@O)v;r(t)dt

Ceci constitue une approche discrete des problemes. C’est-a-dire que dans la
réalité, 'espace fréquence-temps est parcouru de facon continue, donc lorsqu’on fait
la transformation, les informations sont redondantes, il faut donc échantillonner
I’espace : discrétiser. Les ondelettes sont toujours continues, mais les coefficients de
la transformée sont dénombrables sur un intervalle de ’espace-temps.

Les approximations multirésolution calculent I'approximation d’un signal a di-
verses résolutions par projection orthogonale sur une famille d’espaces V; appelés
espaces d’approximation.

Une suite {V;} de sous-espaces fermés de L*(IR) est une approximation mul-
tirésolution si elle vérifie pour tout f de cet espace :

(V(j,k) €Z%, f(t)€V; = f(t-2k) €V Q

VieZ, ViiCV; (i)
. t

VjeZ, f(t) eV, = f(§> €Viy )
I = :

Jim V= J _ﬂoo v, = {0} (iv)
lim V; = V;=L*(R

i ¥, ]L_JOO () )

3¢ €V telle que Vo = {f € L*(R) : Zak¢t— (vi)

keZ
{é(t — k) }rez est une base stable de 1}

\

La fonction ¢ est appelée la fonction d’échelle de 'analyse multirésolution.
Soit ¢;x(t) = \ﬁ(/b(t 2%) Alors {¢;x}rez est une base de V; pour tout j dans Z.
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La projection du signal sur les espaces V; engendre des coefficients de décomposition.
Ces coefficients vont représenter I'approximation du signal a une résolution donnée.

Pour les algorithmes de décomposition en ondelettes utilisés, il existe aussi la
transformation inverse qui permet de reconstruire le signal d’origine a partir des
coefficients d’ondelettes obtenus.

Donnons un exemple sur un signal ¢ de taille 8 = 23 Au départ, on a :

C3,0
C3,1
C3,2
C3,3
C34
C35
C3.6
C37

Il s’agit du signal avec tous ses détails. Les étapes de décomposition sont :

C3,0 2,0 C1,0 €0,0
€31 Ca1 C11 do,l
C3,2 C2.2 d1,o dl,O
(33 R C2.3 R d1,1 R d1,1
C3.4 d2,o d2,o d2,0
C35 d2,1 d2,1 d2,1
C3.6 d2,2 d2,2 d2,2
C3 7 da 3 da 3 da 3

L’algorithme de reconstruction permet de franchir les étapes dans 'autre sens.

2.4.1.2 Deébruitage par seuillage des coefficients d’ondelettes

Nous avons vu qu’il était possible de réaliser une décomposition en ondelettes
d’un signal puis de reconstruire ce signal a partir de ses coefficients d’ondelettes.
Pourtant, cette technique n’aurait pas un grand intérét si on ne modifiait pas ces
coefficients, car alors le signal final serait en tout point identique au signal initial.
L’idée c’est de garder les coefficients les plus caractéristiques; on cherche donc a
éliminer les détails les plus fins du signal. Cette technique de seuillage des coefficients
d’ondelettes, initialement introduite par Donoho et Johnstone [14] [13], est tres
utilisée pour faire de la compression d’images, mais aussi, et c’est ce qui va nous
intéresser ici, pour faire du débruitage de signal. Dans ce dernier cas, on ne garde
que les coefficients les plus grands et on met les autres a zéro avant de reconstruire
le signal. Le bruit correspond en général a des détails faibles donc il est éliminé par
ce seuillage des coefficients d’ondelettes. On obtient alors un signal débruité.
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En général, dans le cadre du débruitage, on suppose qu’on a des données de la
forme :

}/}:f(tj)_l—gj? ]:1,7]7

De facon usuelle, on a des ¢; équidistants, p qui est égal a une puissance de deux
(p =2™) et les ¢, sont indépendants et identiquement distribués de moyenne zéro et
de variance 2. Cependant, en pratique, ces conditions peuvent ne pas étre vérifiées,
on peut avoir des t; non équidistants, voire meéme aléatoires, un nombre de points
qui n’est pas une puissance de deux et des bruits de variance non constante.
La démarche générale dans le cadre des méthodes non-linéaires est de faire la
décomposition en ondelettes du signal, d’extraire les coefficients les plus significatifs
par rétrécissement ou par seuillage et de débruiter en appliquant la transformée en
ondelettes inverse sur les coefficients restants.

Seuillage dur ou « hard thresholding »

Le seuillage dur est celui qui est le plus «intuitif». On se fixe un seuil T" positif
et on ne conserve que les coefficients d’ondelettes supérieurs a T, les autres sont mis

a zéro. C’est-a-dire :
0 s fx| ST
0(z) = { x si |z >T

pour tout coefficient d’ondelettes x.
On a donc un seuillage des coefficients de la forme présentée figure 2.3 On es-

Coefficient
seuillé

Coefficient d’ondelettes

Figure 2.3 — Seuillage dur des coefficients d’ondelettes

timera ensuite le signal débruité par la transformation en ondelettes inverse des
coefficients apres seuillage.
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Seuillage doux ou «soft thresholding »

Dans le cas du seuillage doux, on met toujours a zéro les coefficients inférieurs
a un seuil T. Par contre, pour ceux supérieurs a 7T', on atténue 'amplitude des
coefficients par la valeur du seuil afin de s’assurer d’avoir enlevé l'effet du bruit
méme pour les forts coefficients.

0(z) — 0 si |x| <T
|z —signe(x)T si |xz| >T

Dans ce cas, la fonction de seuillage est continue comme on peut le voir figure 2.4.

Coefficient
seuillé

Coefficient d’ondelettes
o _T77

Figure 2.4 — Seuillage doux des coefficients d’ondelettes

Le coefficient seuillé sera donc plus petit que le coefficient du signal. Ce type de
seuillage garantit que le signal obtenu sera toujours plus régulier que le signal de
départ.

Propriétés et autre méthode

Quand on les compare, il semble que le seuillage dur donne des estimations avec
une variance plus importante et le seuillage doux présente un biais plus important.
C’est pourquoi une autre approche a été proposée, il s’agirait de combiner seuillage
dur et doux pour bénéficier des avantages des deux méthodes :

0 si x| < Ty
0(z) = signe(m)% st Ty <|z| <Ty
v si |z] > T

Cette méthode donne la fonction de seuillage représentée figure 2.5.
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Coefficient
seuillé

T2 +—

T1 +

T
Tl T2 Coefficient d’ondelettes

—T1—+

Figure 2.5 — Seuillage combiné des coefficients d’ondelettes

Quelque soit le type de seuillage choisi, le probleme du choix du seuil T" se pose,
et il existe de nombreuses fagons de fixer ce seuil. Pour les seuillages dur et doux,
le choix le plus répandu consiste a utiliser le seuil “universel” proposé par Donoho
et Johnstone [14], seuil pour lequel ils ont montré que le risque était proche de la
borne inférieure. Ce seuil est de la forme :

T = s44/2log(n)

ou sy une estimation de I’écart-type des coefficients d’ondelettes.

2.4.1.3 Application aux données de biopuces

En quoi les ondelettes peuvent-elles nous étre utiles dans le cadre du traite-
ment des données issues des biopuces & ADN? En fait, leur réel atout réside dans
leur propriété de décorréler les données. En effet, en biologie, on sait que les genes
sont dépendants entre eux, des réseaux de régulation souvent complexes les lient.
Ainsi, en observant les niveaux d’expression des genes via une expérience de bio-
puces, il parait absolument déraisonnable de supposer que les niveaux d’expression
sont indépendants entre les genes. C’est pourtant bien souvent I’hypothese qui est
faite en pratique méme si ce n’est pas toujours énoncé clairement. Pourquoi cette
hypothese ? Tout simplement parce que les outils statistiques les plus puissants
ne sont souvent valables que dans les cas d’indépendance. Ainsi, le FDR initiale-
ment développé par Benjamini et Hochberg [8] 1’était pour des données supposées
indépendantes. Il a pu étre étendu au cadre de données ayant une certaine structure
de dépendance (Benjamini et Yekutieli [9]). Pourtant dans le cadre des biopuces, la
structure de dépendance des données reste une inconnue. Ainsi I'idée est d’appli-
quer une décomposition en ondelettes a la statistique de test afin de décorréler les
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données. Le principal probleme qui se pose c¢’est que la décomposition en ondelettes
a été développée pour faire du traitement de signal. Or, on ne peut pas vraiment par-
ler de “signal” dans le cadre des données de biopuces. En effet, un signal suppose un
ordre dans la disposition des données, on a par exemple des observations ordonnées
selon une échelle temporelle. Or ici, on dispose d’un vecteur indexé par I'identifiant
du gene, ces identifiants ne constituent pas un ensemble ordonné. Il faudra donc que
les résultats obtenus soit invariants par permutation des indices des genes.

Montrons cette décorrélation sur un exemple : on prend la statistique de t-
test obtenue par comparaison entre le jeux de données normalisés des faibles et
des forte doses de I'Institut Curie qui devrait nous permettre de détecter les genes
différentiellement exprimés entre ces deux conditions expérimentales. Sur la figure
2.6, on constate tout d’abord la corrélation initiale des données.

Sur les figures 2.7 et 2.8, on répresente désormais 1’autocorrélation des coefficients

Autocorrélation avant décomposition en ondelettes

1.0

0.6 0.8
1

ACF

0.4

0.2

0.0
L
L
.
Lo

Figure 2.6 — Autocorrélation de la statistique de test avant décomposition
en ondelettes. Il n’y aurait pas de corrélation si les traits verticaux (sauf le
premier) ne dépassaient pas des limites horizontales. Ici, on voit bien qu’il y a
dépendance entre les données.

d’ondelettes calculés sur la statistique de test a différentes échelles. On remarque
une nette décorrélation des données.

La procédure proposée est présentée dans l'algorithme 2.3 Cette notion de
procédure FDR «améliorée» (EFDR) est inspirée de Shen et al. dans [42]. L’idée,
c’est d’augmenter la puissance de la procédure FDR. Rappelons la procédure FDR

définie dans 8] :
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Figure 2.7 — Autocorrélation de la statistique de test apres décomposition
en ondelettes a différentes échelles (niveaux de détails 11 a 8). Les données
commencent a se décorréler.
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Figure 2.8 — Autocorrélation de la statistique de test aprés décomposition en
ondelettes a différentes échelles (niveaux de détails 7 a 4). Dans ces niveaux
ol on garde peu de détails, on voit que les données sont bien décorrélées.

Algorithme 2.3. Procédure EFDR (Enhanced FDR)

Etape 1 - Calculer une statistique de test Z4;, i=1,...,p,
oll p désigne le nombre de génes.

Etape 2 - Faire une décomposition en ondelettes sur ce
signal pour décorréler.

Etape 3 - Faire une sélection optimale de p* coefficients
d’ondelettes via une méthode de seuillage.

Etape 4 - Appliquer une méthode F'DR sur les

p* statistiques de test restantes.
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1. Ranger les p-valeurs par ordre croissant mq) < ... < ()
2. Calculer k = max{i | m(;) < ;q}

3. Rejeter Hygjy : B;) =0, Vj € {1,...,k} ott Hy(jy est 'hypothese nulle associée
a la p-valeur ordonnée 7(;. Si un tel k n’existe pas, on ne rejette aucune
hypothese.

Nous avons vu que le théoreme de Benjamini-Hochberg [8] permettait d’affirmer
FDR = E(Q) < %q, ol py désigne le vrai nombre d’hypotheses nulles et p le
nombre total d’hypotheses. On controle donc le FDR au taux de %q alors que le
seuil fixé au départ était de ¢g. Le test est alors plus conservatif que nécessaire. L’idée
c’est de se rapprocher de cette valeur seuil de ¢, ¢’est-a-dire de détecter plus de genes
tout en conservant un taux d’erreur inférieur a q. Ici, nous allons donc appliquer la
méme procédure mais sur p* hypothéeses au lieu de p. Ainsi la statistique de test sera
significative si p(;) < % au lieu de p(;) < %’i, avec de plus p* < p. On détectera donc
plus d’hypotheses, et on aura comme FDR :

FDR=1(Q) <%

ce qui permet donc au FDR de se rapprocher d’avantage du seuil ¢ et donc a la
procédure de gagner en puissance.

Le probleme qui se pose est celui de la puissance de deux. En effet, pour faire
une décomposition en ondelettes, il faut avoir un signal de taille p = 2™ avec m
entier. La solution que nous avons choisie est de tronquer nos données, c’est-a-dire
par exemple si on dispose de 10000 génes, nous n’allons garder que les 23 = 8192
qui ont la plus grande statistique de test en valeur absolue. Cela pose toutefois un
probléme... cela change les résultats obtenus. Pour comparer les résultats avec ceux
obtenus sans seuillage préalable des coefficients d’ondelettes, il faudra donc faire
comme si la statistique de test totale observée était la préselection qu’on en a faite.
C’est ce qu’on fera pour pouvoir étudier I'efficacité de la méthode tout en gardant
a l'esprit que cette méthode ne sera en fait adaptée que si on dispose de biopuces
avec un nombre total de genes tres proche d'un puissance de 2.

2.4.2 Méthodes empiriques bayésiennes de seuillage
(Ebayes Threshold)

Il s’agit d'une méthode de seuillage empirique bayésien développée par Johnstone
et Silverman (c¢f [27] et [26]) pour débruiter un signal considéré comme creux, en
s’adaptant au niveau de densité de ce signal.

2.4.2.1 Contexte

On part d'un probleme statistique classique : on s’intéresse a une séquence de
parametres p; pour chacun desquels on ne dispose que d’une observation bruitée X;,
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avec
Xi = +¢; 1e€l,...,p

ou les g; suivent une loi normale centrée réduite.

Il est évident que, sans aucune information a priori sur les p;, on ne sera pas
en mesure de les estimer tres efficacement. La méthode proposée dans [27] exploite
un possible caractere creux des données. Le seuillage constitue alors une approche
naturelle de ce probleme : pour un ¢ donné, si la valeur absolue de X; dépasse un
certain seuil ¢ alors on considere que cela correspond a un y; non nul, par contre, si
| X;| est inférieure au seuil ¢, alors le coefficient |u;| est estimé comme étant nul.

La qualité de 'estimation est assez sensible au choix du seuil, le meilleur choix
dépendant des données du probleme de départ. De facon générale, on choisira un
seuil relativement élevé pour les signaux « creux» et un seuil plus faible pour les
signaux plus «denses». On peut espérer que les méthodes proposées estiment des
seuils qui réfletent de fagon stable la gradation des signaux creux aux signaux denses.
Les articles de Johnstone et Silverman [27] et [26] montrent, par des considérations
pratiques et théoriques, quune approche empirique bayésienne adaptée présente de
bonnes propriétés.

On peut tout a fait adapter ce cadre de travail a la détection des genes différen-
tiellement exprimés. En effet, on cherche a différentier ce qu’on considerera comme
du bruit (genes non exprimés) de ce qui est significatif (les genes exprimés), en
faisant par exemple un seuillage a partir de la statistique de test. On a un signal qui
est supposé étre réellement creux, c’est-a-dire que la plupart des genes ne sont pas
différentiellement exprimés et donc la plupart des p; sont nuls. Ainsi trouver les p;
non nuls par une méthode empirique bayésienne de seuillage nous donnera la liste
des genes différentiellement exprimés.

2.4.2.2 Approches Bayésiennes

Dans un contexte Bayésien, la notion de signal creux est modélisée par une
«distribution a priori » adaptée aux parametres ;. On modélise les p; comme ayant
des distributions a priori indépendantes données par le mélange :

Jorior (1) = (1 = w)do (1) + wy (1)

do désigne le dirac en zéro, c’est-a-dire la distribution de la proportion (1 — w) des
1; qui sont nuls. On suppose que la partie non nulle de la distribution a priori, -,
est une densité unimodale symétrique fixée. Il y a plusieurs possibilités pour le choix
de cette fonction notamment les distributions Laplace ou de quasi-Cauchy pour
lesquelles les procédures peuvent étre entierement effectuées informatiquement. La
loi de quasi-Cauchy est définie par la densité

) = e {1 - =2
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ou P et ¢ sont respectivement la fonction de répartition et la densité de la loi normale
centrée réduite. La loi de Laplace est quant a elle définie par la densité :

Ya(u) = Seap(—alu]

ou a > 0 est un parametre d’échelle.

On suppose que f suit la loi a priori de densité fpior €t que X ~ N (i, 1). On
peut alors trouver la loi a posteriori de p conditionnellement a X = x.
Soit ji(x; w) la médiane de cette distribution a posteriori; pour tout w fixé, fi(z;w)
sera une fonction monotone de x avec cette propriété de seuillage : il existe t(w) > 0
tel que fi(x; w) = 0 si et seulement si |z| < t(w). C’est-a-dire qu’on peut ainsi définir
une régle de seuillage liée & ji(x; w) puisque :

Jt(w) tel que : f(z;w) =0 <= |z| < t(w)

Une fois w fixé, il y a d’autres possibilités de choix de regles d’estimation, par
exemple la moyenne a posteriori, fi(x;w), de p pour X = z donné ou bien un
seuillage « dur» ou «doux)» avec le seuil ¢(w).

Pour une série d’observations, on peut appliquer la procédure Bayésienne séparément
pour chaque observation X; pour obtenir un estimateur du parametre yu; correspon-
dant. C’est une procédure Bayésienne exacte si les X; sont indépendants; si les
X, ne sont pas completements indépendants, on a une perte d’information dans la
procédure d’estimation mais, si la dépendance reste faible, alors la méthode devrait
donner des résultats raisonnables.

Le choix du poids de mélange w est tres important. Si on suppose que les X;

sont indépendants, on peut alors estimer w en maximisant la vraisemblance.
Grace a la densité a priori de p et en utilisant ’hypothese X ~ N (p, 1), c’est-a-dire
e ~ N(0,1), on peut déterminer fyx, la densité marginale des observations X;. En
effet :

m~ f prior X = . ]

€N¢ ):> _M+€NfX—fpmor*¢
ou * désigne le produit de convolution et ¢ la densité gaussienne standardisée.
On a donc :

Fx = (1= w)bo(s0) * 6+ wy(p) *
De plus, do(p) * ¢ = ¢ car la masse de Dirac en 0 est un élément neutre pour le

produit de convolution.
On note g = v * ¢, on a alors :

fx (@) = (1 = w)p(x) + wyg

On peut alors définir 'estimateur de maximum de vraisemblance marginale w de w
comme étant la valeur qui maximise la log-vraisemblance marginale :

l(w) = Z log{(1 — w)¢(X;) + wg(X:)}
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soumis a la contrainte sur w d’avoir un seuil qui satisfait ¢(w) < \/2log(p).

Pour les densités a priori que nous envisageons, I'(w) est une fonction monotone, il
est donc aisé de trouvé sa racine numériquement a condition que la fonction g s’y
préte bien.

L’approche de base adoptée par Johnstone et Silverman est une approche Bayésienne
Empirique. 11 s’agit d’utiliser d’abord le jeu de données une fois pour calculer un
estimateur w de w en maximisant la vraisemblance marginale. On injecte alors cette
valeur w dans la densité a priori et on estime alors les parametres p; par une
procédure Bayésienne.

Maintenant que nous avons décrit 1’esprit de la démarche, détaillons un petit peu
les calculs. Tout d’abord, nous avons dit qu'une fois w estimé, la loi a posteriori de
4 conditionnellement a X = x pouvait étre connue et ainsi aussi la médiane et la
moyenne a posteriori.

— Probabilité a posteriori que le parametre soit non nul
Définissons wyes: la probabilité a posteriori d’avoir un parametre p non nul
conditionnellement a X = z.

wg () 14 B(x)

Wpost = P(p # 01X = z) = wg(z) + (1 —w)p(z)  wt + f(z)

_ 9@
avec ((x) = o) 1

Ainsi il suffira d’étre en mesure de calculer 3 pour avoir wy,s:.

— Moyenne a posteriori
On définit f; :

fi(plX =) = f(u|X = 2,1 #0)
alors la densité a posteriori fpos: est :
fpost(MX =)= (1- wpost>50(:u) + wpostfl(,u‘x)

Soit py(x) la moyenne de la densité fi(-|z). La moyenne a posteriori ji(z;w)
est alors égale & wpostptr ().

— Médiane a posteriori
On cherche la médiane a posteriori ji(x;w) de p conditionnellement a X = x.
Soit :

Fy(ulz) = / " fu(ule)du

Si z > 0, on peut trouver fi(z;w) grace aux propriétés :

f(x;w) =0 si wpostF1(0|x)§%
Fi(i(z;w)|z) = {2wpest(z)}™!  sinon
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Remarquons que si wpest(x) < %, alors la médiane est forcément nulle, sans
que d’autres calculs soient nécessaires.
Si x < 0, on utilise la propriété d’antisymétrie : ji(—z;w) = —f(z; w)

— Poids de maximum de vraisemblance marginale L’expression explicite de la
fonction g facilite le calcul du poids de maximum de vraisemblance marginale.

On définit la fonction de score S(w) = I'(w). Alors :

_ g(w) Bla) 5~ B
S(w)_Z(l_w>¢( +wg Zl—i—wﬁ 21:1"‘10@

i=1

avec 3; = B(z;).

Soit wy, défini tel que 7(w;,) = 1/2log(p). Alors il est facile de montrer que
S(w) est une fonction décroissante de w pour w dans [0, 1]. De plus, l'es-
timateur de maximum de vraisemblance marginale de w sera donné par la
racine de S(w) = 0 pour w dans 'intervalle [wy,, 1] ; il peut étre trouvé par un
algorithme de recherche binaire. Notons qu’une fois qu’on a calculé les 3; et
la borne inférieure wy,, I’algorithme ne dépendra pas de la distribution a priori.

Le seuil 7,5 (w) défini a partir de la médiane a posteriori vérifie :
IP(pr > 0|X = 7pose(w)) = 0.5

Ainsi Tp,s(w) est la plus grande valeur des données observées pour laquelle on esti-
mera que p est nul, si on utilise la médiane pour établir la regle de seuillage.

2.4.2.3 La démarche pour une densité a priori donnée :
Laplace

On va voir ce que donne concretement la méthode quand la distribution a priori
est une loi de Laplace.

Calcul des (;

Pour étre en mesure de calculer les 3;, il faut d’abord calculer g(z) et ().
La densité pour une loi de Laplace est :

Yao(u) = %emp(—a]uD a>0



Section 2.4. FDR-ondelettes et Ebayes threshold 133

9(5) = (ra*d)(@)
- /R Talz — ()t

= /ge:c (—alx —t|) ! ex (—ﬁ)dt
2 P Vo Py

T a 2 +ooa
= / iexp(—a(x - t))\/%e:pp(—%)dt + / iexp(—a(t - x))iexp(——)dt

—00

— ge:cp(a;) {exp(—ax) /:“ \/127exp(—%2)du+6xp(ax) /x:o \/%exp(_v_)dv
= gefp(a;) {exp(—az)®(z — a) + explaz)(1 — ®(z + a))}

g(w) = %6 {6’%(% —a)+ e Pz + a)}

avec ¢ =1— .

6(177@) = %_1
_ %e% {e“”@(m —a) —|2— e‘“”i)(:r: + a)} »
1 22
Van€ ?

_a @(x—a+<f(x+a) .
2 ) éw—a)  P(z+a)
On peut maintenant calculer 3(x,a).
Apres avoir évalué les valeurs 3; = [(x;,a), pour étre en mesure de calculer le poids

de maximum de vraisemblance marginale pour un parametre a fixé est la borne
inférieure wy,.

Moyenne a posteriori

Comme vu dans la partie précédente, avoir les 3; suffit au calcul de la probabilité
a posteriori wyest(x). Il reste alors a calculer la moyenne p; () de la distribution a
posteriori de p conditionnellement & p # 0. On a, d’apres [27] :

| eo(p—x—a)/{eP(x —a) + e‘”‘@gx +a)} if pn<0
hilulz) = { e o —x+a)/{eP(x—a)+ e P(x+a)} if p>0

qui est une somme pondérée de distributions normales tronquées. Alors on peut
montrer que, pour x > 0,

e D(x — a) — e P(z + a)
e~ ®(x — a) + e=d(z + a)

w(x) =z —a
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Ainsi la moyenne a posteriori est égale a wpost ()1 ()

Médiane a posteriori
On suppose > 0; Pour x> 0, on a :

¢ h(p—x+a)
e~ d(x — a) + eP(x + a)

Fy(plo) =

Alors, si la médiane a posteriori est positive, on aura :

wy(z) + (1 — w)o(x)
2wg(x)
12 1 +wp(x)

= awe 7¢(£) e—axCI)(l’ _ a) + e‘””(i)(l’ + CL)

Fy(fa;w)|e) =

Ce qui donne en simplifiant :

B w) — 7+ a) = —(z — a){1 = wh()},

aw
d’ot, grace & la propriété ®'(u) = —®'(u), on a :
flr;w) =2 —a— 0 (z)

avec zg = a ' ¢(z — a){w™ + B(z)}.
On a alors :
f(x; w) = mazx {0, r—a— & (min{l, Zo})}

Johnstone et Silverman ont développé une librairie « EbayesThresh » pour R [35]
ol toutes les procédures utiles sont définies, il y a des routines pour effectuer chacune
des étapes intermédiaires de calcul. Pour I'utilisateur, la librairie se résume a la fonc-
tion principale, « ebayesthresh », pour laquelle il faut spécifier plusieurs parametres.
Elle prend en entrée le jeu de données bien entendu, mais également, entre autres, la
distribution a priori a choisir parmi Laplace et quasi-Cauchy et la regle de seuillage
a utiliser, a savoir médiane, moyenne, seuillage dur, seuillage doux ou méme aucun
seuillage si on cherche juste a estimer des parametres. Notons aussi que, si dans la
description de la méthode, le modele a été présenté avec une variance connue égale
a 1, en pratique, on peut entrer la variance en parametre, mais bien souvent on ne
la connait pas. Dans leurs programmes, quand 1’écart-type est inconnu, les auteurs
'estiment par 1'écart médian absolu a la valeur zéro des (X;);=1,. p, ce qui revient ,
dans la théorie, a calculer la valeur médiane des valeurs absolues des (X;)i=1,. ,. En
fait, ce n’est le cas qu’a un facteur d’échelle pres puisque, dans R, par défaut, cet
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écart-médian absolu est corrigé par un facteur d’échelle qui permet d’atteindre la
consistance de I’écart médian absolu quand 1’échantillon considéré est asymptotique-
ment normal. Ainsi, I’écart médian absolu tend vers 1’écart-type quand on considere
un échantillon gaussien avec p — 4o00. Ce facteur d’échelle de correction est égal a
1.4826 soit approximativement 1/®71(0.75) ot ® désigne la fonction de répartition
de loi normale centrée réduite. Ce choix d’estimation de la variance n’est pas celui
que nous avions fait pour les méthodes de sélection de modele pénalisée, cependant,
quand la variance sera inconnue, nous utiliserons en pratique 1’estimation proposée
par les auteurs.

La méthode appliquée aux données de biopuces
Cette méthode empirique bayésienne semble tout a fait adaptée dans le cadre des
données de biopuces. L’hypothese sous-jacente qui permet d’utiliser ces méthodes
est de supposer que peu de genes sont différentiellement exprimés. On peut faire un
seuillage des p statistiques de test pour ne garder que les p* les plus significatives et
éventuellement appliquer par la suite une méthode de FDR si cela apporte un plus,
ou si le nombre de genes conservé apres seuillage semble trop important.

2.4.3 Exemple d’application

Ici, les applications seront de deux sortes : une application sur des données
simulées et une application sur des données réelles. Nous allons commencer par
considérer les simulations proposées dans le cadre de la sélection de modeles, pénalisée
ou pas, et appliquer les méthodes de seuillage bayésien proposées sans transformation
d’ondelettes. Sur ces données simulées comme des vecteurs indépendants gaussiens,
appliquer une décomposition en ondelettes pour décorréler les données n’aurait pas
de sens. Pour tester la méthode EFDR, il faut utiliser des données réelles.

2.4.3.1 Données simulées

On reprend donc ici les mémes choix de simulation que dans les sections 2.2.3 et
2.3.4. On applique alors les méthodes de seuillage empirique bayésien directement
sur le vecteur simulé y qui représente la statistique de test obtenue. On utilise cette
méthode avec les deux lois a priori prévue par la méthode : Laplace et quasi-Cauchy.
On utilise les programmes de deux facons différentes : dans un premier temps en
supposant la variance connue o, = 1 et dans un deuxiéme temps en la supposant
inconnu (voir tableau 2.5) et en laissant le programme l'estimer par un écart médian
absolu a la valeur zéro (voir tableau 2.6), et ce sur les mémes tirages aléatoires. Pour
cette méthode, il faut aussi préciser la regle de seuillage utilisée, ici on prendra la
regle de seuillage définie par la médiane (cf 2.4.2).

Il est surprenant de constater ici, qu’a variance connue, les résultats se détériorent
quand on augmente la densité du vecteur, alors que ce n’est pas le cas quand la
variance est estimée. Quand on reprendra ces simulations pour comparer I’ensemble
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Cauchy Laplace
P1 FDR obs. Puissance FDR obs. Puissance
10 0.0485 0.8706 0.1126 0.9127
100 0.0714 0.8680 0.1356 0.9094
1000 0.1175 0.7094 0.3351 0.8731

Table 2.5 — Résultats de simulation pour la méthode de seuillage bayésien. On
a 1 000 simulations et p = 10 000 geénes. p; désigne le vrai nombre de termes
de moyenne non nulle. Pour p; = 10, on a u; = 5.21, pour p; = 100, on a
u1 = 4.52 et pour p; = 1 000, on a p; = 3.11. On donne le FDR moyen et
la puissance moyenne observés sur les 1 000 simulations. On choisit une loi a
priori de quasi-Cauchy ou de Laplace.Ici on suppose 0, = 1 connu.

Cauchy Laplace
D1 FDR obs. Puissance FDR obs. Puissance
10 0.0401 0.8675 0.1142 0.9116
100 0.0594 0.8543 0.1114 0.8961
1000 0.0259 0.46081 0.1007 0.6691

Table 2.6 — Résultats de simulation pour la méthode de seuillage bayésien. On
a 1 000 simulations et p = 10 000 genes. p; désigne le vrai nombre de termes
de moyenne non nulle. Pour p; = 10, on a p; = 5.21, pour p; = 100, on a
w1 = 4.52 et pour p; = 1 000, on a u; = 3.11. On donne le FDR moyen et
la puissance moyenne observés sur les 1 000 simulations. On choisit une loi a
priori de quasi-Cauchy ou de Laplace.lci on suppose o, inconnu.
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des méthodes, on fera donc une estimation de la variance plutot que de la supposer
connue.

Les résultats obtenus ici par seuillage empirique bayésien avec estimation de la
variance sont plutot bons. On a un taux de faux positifs de 'ordre de 5% pour une
loi a priori de quasi-Cauchy et de 10% pour une loi a priori de Laplace.

2.4.3.2 Jeu de données réel : esetl12

Il s’agit d’un jeu de données provenant d’une expérience ou seize genes ont été
injectés a différentes concentrations connues dans des hybridations différentes. Ces
seize genes sont :

1] «37777_at» «684_aty  «1597_at»  «38734_at» «39058_at» «36311_aty
(7] «36889_at» «1024_aty» «36202_at» «36085_at» «40322_at» «407_at)
[13] «1091_at»  «1708.at» «33818.at» «b46_at)

Nous avons dans ce jeu de données deux populations et 12 répétitions pour
chacune d’entre elles. On cherche a identifier les genes différentiellement exprimés
entre ces deux populations.

En tout, pour chaque biopuce on mesure 'expression de 12 626 genes sur des
puces HGU95a.

On va ici illustrer 'utilisation d’un seuillage des coefficients d’ondelettes avant
d’appliquer une méthode de sélection des genes comme FDR ou le seuillage empirique
bayésien. On développe cet exemple en considérant la statistique de t-test. Notons
que pour le calcul de la statistique de t-test, comme n; = ns, la statistique de t-
test standard et la statistique de t-test de Welch coincident. On supposera que les
variances sont égales et on considerera donc que la statistique de test sous hypothese
nulle suit une loi de Student a n; + ny — 2 = 22 degrés de liberté. Ici, n est trop
petit pour faire une approximation de la loi de Student par la loi normale.

Comme on a 12 626 genes, et qu’on a besoin d’une puissance de 2 pour pouvoir
faire la décomposition en ondelettes, on commence par sélectionner les 213 = 8 192
genes dont la stastitique de test est la plus grande en valeur absolue. Dans la suite
de cette application, on ne considerera que ces 8 192 valeurs de la statistique de test,
considérant que tel était notre vecteur initial. Notons que dans cette sélection, on a
conservé les 16 genes qui sont réellement différentiellement exprimés.

On effectue alors une décomposition en ondelettes sur le vecteur des valeurs
absolues des 8 192 statistiques de test sélectionnées, puis un seuillage sur les coeffi-
cients d’ondelettes avant de reconstruire le signal, apres seuillage, par transformation
inverse. Sur la figure 2.9, on peut voir les résultats obtenus apres transformation in-
verse, selon le type de seuillage utilisé, en utilisant la statistique de t-test. Sur cette
figure, on voit bien ressortir des “pics” sur la représentation graphique de la sta-
tistique de test. Les seuillages doux ou dur des coefficients d’ondelettes détériorent
beaucoup ce signal. Par contre, apres seuillage bayésien, le signal reconstruit semble
avoir gardé les caractéristiques du signal initial mais avec un peu moins de bruit.
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On n’aura pas réussi comme on 'espérait a avoir des coefficients a zéro, le nombre
d’hypotheses a tester n’aura donc pas été réduit. Par contre, on peut espérer qu’avoir
réduit le bruit facilitera la détection des genes différentiellement exprimés.

Avant de réaliser une procédure FDR sur cette statistique de test reconstruite
apres seuillage des coefficients d’ondelettes, on va lui appliquer simplement une
méthode de seuillage empirique bayésien avec une loi a priori de quasi-Cauchy. On
va comparer les résultats obtenus avec ou sans seuillage préalable des coefficients
d’ondelettes et préciser combien de ces genes sont effectivement différentiellement
exprimeés.

Seuillage ondelettes Nb genes détectés Nb vrai diff. FDR obs. Puissance

Aucun seuillage 20 14 0.300 0.875
Seuillage dur 7 7 0 0.438
Seuillage doux 3 3 0 0.188
Seuillage bayésien 16 13 0.188 0.812

Table 2.7 — Eset12 - résultats pour la méthode de seuillage bayésien selon le
traitement préalable des coefficients d’ondelettes, apres reconstruction. On
choisit une loi a priori de quasi-Cauchy. Ce calcul est fait en considérant une
statistique de test avec seulement 8 192 genes. On donne le nombre de genes
détectés, et parmi ceux la le nombre de vrai genes exprimés, ce qui permet de
calculer un estimateur de FDR et une puissance de la détection.

On constate que les seuillages dur et doux nous menent a une méthode de
détection de genes trop conservative. Le seuillage bayésien des coefficients d’on-
delettes a, quant a lui, amélioré les résultats obtenus avec la statistique de test
initiale dans la mesure ou le FDR observé est moins important avec une puissance
presqu’égale. Réduire le bruit a donc facilité la détection des genes différentiellement
exprimés par seuillage bayésien. voyons ce qu’il en est avec une procédure FDR.

Pour appliquer un test FDR sur cette statistique de test obtenue apres seuillage
des coefficients d’ondelettes et reconstruction, on calcule les p-valeurs selon une
loi de Student a 22 degrés de liberté. Les résultats sont donnés sur le tableau 2.8
pour la procédure proposée par Benjamini et Hochberg et sur le tableau 2.9 pour
la procédure proposée par Benjamini et Yekutieli. On ne s’intéresse plus ici aux
seuillages dur et doux.

Pour les procédures FDR, on voit qu’on a plutot tendance a améliorer 1égerement
les résultats en faisant un seuillage bayésien préalable des coefficients d’ondelettes.

Cette méthode sera donc intéressante quand on aura un nombre de genes sur
une biopuce qui est égal a une puissance de 2. Ici, nous avons pris les 8 192 plus
grandes valeurs absolues des statistiques de test, mais c¢’était juste pour I'exemple,
il parait dangereux de sélectionner comme ¢a un certain nombre de données et
ainsi de réduire de fagon arbitraire le nombre d’hypotheses a tester. Nous allons
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Figure 2.9 — Eset12 - Reconstruction de la statistique de t-test selon le seuillage
des coeflicients d’ondelettes. En haut a gauche, la statistique de t-test ini-
tiale avant toute transformation, en haut & droite, signal reconstruit aprés un
seuillage dur des coefficients d’ondelettes, en bas a gauche, signal reconstruit
apres un seuillage doux des coefficients d’ondelettes,en haut a droite, signal
reconstruit apres un seuillage empirique bayésien (a priori quasi-Cauchy) des
coefficients d’ondelettes. NB : ici, on a travaillé sur les valeurs absolues des
statistiques de test.
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Seuillage ondelettes Nb genes détectés Nb vrai diff. FDR obs. Puissance
Aucun seuillage 23 15 0.348 0.938
Seuillage bayésien 20 14 0.300 0.875

Table 2.8 — Eset12 - résultats pour la procédure FDR de Benjamini et Hoch-
berg avec ou sans seuillage préalable des coefficients d’ondelettes, procédure
appliquée apres reconstruction. Ce calcul est fait en considérant une statistique
de test avec seulement 8 192 genes. On donne le nombre de genes détectés, et
parmi ceux la le nombre de vrai génes exprimés. Ce qui permet de calculer un
estimateur de FDR et une puissance de la détection.

Seuillage ondelettes Nb genes détectés Nb vrai diff. FDR obs. Puissance
Aucun seuillage 20 14 0.300 0.875
Seuillage bayésien 19 14 0.263 0.875

Table 2.9 — Eset12 - résultats pour la procédure FDR de Benjamini et Ye-
kutieli avec ou sans seuillage préalable des coefficients d’ondelettes, procédure
appliquée apres reconstruction. Ce calcul est fait en considérant une statistique
de test avec seulement 8 192 génes. On donne le nombre de génes détectés, et
parmi ceux la le nombre de vrai genes exprimés. Ce qui permet de calculer un
estimateur de FDR et une puissance de la détection.
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maintenant comparer l’ensemble des procédures proposées pour la détection des
genes différentiellement exprimés.






Section 2.5 ___

Applications et comparaison de
l’ensemble des procédures

Pour comparer I’ensemble des méthodes de détection des genes différentiellement
exprimés, nous allons d’abord reprendre les simulations réalisées au sein de chaque
section pour en faire une breve synthese avant de nous intéresser a des données
réelles : d’abord le jeu de données “eset12” déja évoqué dans la section précédente
puis un jeu de données de I'Institut Curie.

2.5.1 Données simulées

On reprend le protocole de simulation utilisé dans les applications des sections
précédentes. On réalise ici 1 000 simulations et les différentes méthodes sont toutes
appliquées sur les mémes tirages aléatoires. On donne les résultats pour chacun des
trois protocoles de simulation dans les tableaux 2.10, 2.11 et 2.12. Les résultats sont
donnés pour plusieurs valeurs du seuil ¢, certaines procédures ne dépendent pas d’un
seuil, on donne alors un seul résultat. Pour les procédures de sélection de modeles
pénalisées, on a supposé la variance 012) connue et égale a 1.

Les résultats obtenus montrent bien la proximité entre les méthodes FDR pro-
posée par Benjamini et Hochberg et la procédure de sélection de modeles pénalisée
proposée par Abramovich et al. . Pour les différentes proportions de composantes
non nulles et pour les différents seuils envisagés, les résultats sont presque iden-
tiques, et controlent le FDR au taux voulu. Les résultats de ces deux procédures
avec un seuil ¢ = 0.05 sont aussi tres similaires aux résultats de la méthode de
seuillage empirique bayésien avec un a priori de quasi-Cauchy, c¢’est un peu moins
vrai pour le troisieme jeu de simulation, ou p; = 1 000 et ou les composantes non
nulles se distinguent moins facilement (puisque p; = 3.11). Comme on 'avait déja
remarqué, les méthodes proposées par Golubev sont plus conservatives, surtout celle
avec pénalité conservative. Quant a la méthode de seuillage empirique bayésien avec
un a priori de Laplace, ¢’est la méthode la plus puissante mais son FDR est un peu
trop élevé. Elle pourra s’avérer intéressante si on privilegie la puissance au taux de
faux positifs. Dans le tableau 2.13, on cherche a étudier 'influence de I'initialisation
si on suppose UZQ, inconnu et qu’on utilise un /%p obtenu par une autre méthode pour
I’estimer. Nous allons faire plusieurs initialisations différentes : sélection de modele

par procédure FDR ou seuillage empirique bayésien.
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Méthode FDR observé Puissance observée
q=0.01 q=0.05 q=0.1 q=0.01 q=0.05 q=0.1

FDR BH 0.0104 0.0510 0.1018 0.7723 0.8714 0.9093

FDR BY 0.0015 0.0049 0.0104 0.5979  0.7200 0.7737

Pen. Abramovich 1~ 0.0104 0.0510 0.1013 0.7716  0.8714 0.9092

Pen. Cons. Golubev 0 0.2551

Subst. Golubev 0.0201 0.8268

Ebayes Cauchy 0.0526 0.8682

Ebayes Laplace 0.1225 0.9136

Table 2.10 — Résultats de simulation 1 pour la sélection de modeles pour les
différentes méthodes. On a 1 000 simulations et p = 10 000 genes. On fait
varier le seuil ¢ € {0.01,0.05,0.1}. p; désigne le vrai nombre de termes de
moyenne non nulle. Ici p; = 10, et g3 = 5.21. On donne le FDR moyen et la
puissance moyenne observés sur les 1 000 simulations.

Méthode FDR observé Puissance observée
q=0.01 g=0.05 q=0.1 q=0.01 g=0.05 q=0.1

FDR BH 0.0096  0.0485 0.0990 0.7103  0.8434 0.8905

FDR BY 0.0009  0.0050 0.0097 0.4803 0.6459 0.7121

Pen. Abramovich 1~ 0.0096 0.0485 0.0989 0.7101 0.8434 0.8905

Pen. Cons. Golubev 0.0002 0.3365

Subst. Golubev 0.0132 0.7336

Ebayes Cauchy 0.0578 0.8539

Ebayes Laplace 0.1118 0.8956

Table 2.11 — Résultats de simulation 2 pour la sélection de modeles pour les
différentes méthodes. On a 1 000 simulations et p = 10 000 genes. On fait
varier le seuil ¢ € {0.01,0.05,0.1}. p; désigne le vrai nombre de termes de
moyenne non nulle. Ici p; = 100, et p; = 4.52. On donne le FDR moyen et la
puissance moyenne observés sur les 1 000 simulations.
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Méthode FDR observé Puissance observée
q=0.01 g=0.05 q=0.1 q=0.01 q=0.05 q=0.1

FDR BH 0.0087  0.0456 0.0904 0.3099 0.5533 0.6664

FDR BY 0.0009  0.0044 0.0089 0.0951 0.2292 0.3128

Pen. Abramovich 1~ 0.0087 0.0456 0.0903 0.3098  0.5533 0.6663

Pen. Cons. Golubev 0.0482 0.0482

Subst. Golubev 0.0296 0.4823

Ebayes Cauchy 0.0251 0.4568

Ebayes Laplace 0.1006 0.6750

Table 2.12 — Résultats de simulation 3 pour la sélection de modeles pour les
différentes méthodes. On a 1 000 simulations et p = 10 000 genes. On fait
varier le seuil ¢ € {0.01,0.05,0.1}. p; désigne le vrai nombre de termes de
moyenne non nulle. Ici p; = 1 000, et g = 3.11. On donne le FDR moyen et
la puissance moyenne observés sur les 1 000 simulations.

Pen. Abramovich 1 Subst. Golubev
Initialisation FDR obs. Puissance FDR obs. Puissance
Fdr BH 0.0466 0.8400 0.0030 0.5875
ebayes Cauchy 0.0476 0.8412 0.0030 0.5865
ebayes Laplace  0.0512 0.8461 0.0030 0.5854

Table 2.13 — Comparaison des initialisations pour la sélection de modeles
pénalisée par méthode d’Abramovich et al. et de Golubev (méthode de sub-
stitution). On a 1 000 simulations et p = 10 000 geénes. p; désigne le vrai
nombre de termes de moyenne non nulle. On prend p; = 100, u; = 4.52 et,
pour Abramovich et al. , ¢ = 0.05. On donne le FDR moyen et la puissance
moyenne observés sur les 1 000 simulations.
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On constate que pour des initialisations avec une procédure FDR de Benjamini
Hochberg avec un seuil ¢ = 0.05 ou une initialisation par seuillage empirique bayésien
avec une loi a priori de quasi-Cauchy, on obtient des résultats tres similaires. Cela
est cohérent puisqu’on a vu que ces deux procédures donnaient des résultats tres
proches. La procédure de seuillage empirique bayésien avec une loi a prior: de La-
place a tendance a donner un /%p plus élevé, ce qui conduit a une sous-estimation
de la variance dans les méthodes de sélection de modeles pénalisées et donc a la
détection de davantage de genes comme différentiellement exprimés.

2.5.2 Jeu de données “eset12”

Il s’agit du jeu de données décrit dans la section 2.4.3.2. Nous allons ici essayer
les différentes techniques que nous avons décrites dans 1’ensemble du chapitre pour
évaluer leur qualité respective sur ce jeu de données. On a déja étudié sur une
sélection de genes la performance de la méthode EFDR. On ne la ré-étudiera pas ici
puisqu’on va conserver la totalité des 12 626 genes.

On calcule trois statistiques de test différentes : la statistique de différence des
moyennes, la statistique de t-test et la statistique de Turkheimer et al. .

Pour les méthodes ou il est nécessaire de fixer un seuil o, on a pris a = 0.05.

2.5.2.1 Statistique de différence des moyennes

Cette statistique de test consiste a faire une simple différence des moyennes.
Le probleme de cette statistique de test, c’est qu’on ne connait pas sa loi sous
I’hypothese nulle. Pour les méthodes de type FDR, on calculera la statistique de test
par méthode de rééchantillonnage. Pour les méthodes de type sélection de modeles
pénalisée, il faudra utiliser un seuil initial pour obtenir une estimation de la variance
6%@. Pour estimer la variance, on a ici pris le seuil initial obtenu par la procédure
FDR. On donne les résultats dans le tableau 2.14. FDR BH désigne la procédure de
Benjamini et Hochberg et FDR BY celle de Benjamini et Yekutieli.

En plus de ces résultats, on peut signaler une relative instabilité des p-valeurs
obtenues par ré-échantillonnage : en effet, pour avoir des résultats plus fiables il
faudrait faire un nombre de rééchantillonnages important. Or ceci est colteux en
temps de calcul. Dans ces applications, on a effectué 1 000 rééchantillonnages. Pour-
tant, cela ne suffit pas a stabiliser les résultats, puisque avec un deuxieme calcul
des p-valeurs par réchantillonnage, on a trouvé, pour les procédures FDR, 39 genes
différentiellement exprimés au lieu de 34 pour le premier calcul.

Pour les méthodes pénalisées, on a choisi une initialisation donnée. Expérimen-
talement, on observe qu’avec les méthodes proposées par Golubev, les résultats sont
ici assez stables. Une initialisation de moyenne qualité n’est pas si grave. Cela est
sans doute di au fait qu’ici on a une tres grande proportion de génes non exprimés.
Ainsi, si on en oublie quelques uns pour calculer la variance, le résultat ne change
pas beaucoup. Et réciproquement, si on considere par erreur une poignée de genes
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Méthode Nb genes détectés Nb vrai diff. FDR obs. Puissance
FDR BH 34 15 0.559 0.938
FDR BY 34 15 0.559 0.938
Pen. Abramovich 1 47 15 0.681 0.938
Pen. Cons. Golubev 24 13 0.375 0.813
Subst. Golubev 28 14 0.500 0.875
Ebayes Cauchy 106 16 0.849 1.00

Table 2.14 — Eset12 - statistique de différence des moyennes - résultats pour
les méthodes de détection des genes différentiellement exprimés. On donne le
nombre de genes détectés, et parmi ceux la le nombre de genes réellement
exprimés, ce qui permet de calculer un estimateur de FDR et une puissance
de la détection.

différentiellement exprimés, on peut espérer que le biais qu’ils apporteront a la va-
riance sera relativement faible compte tenu du nombre total de genes considéré.
Toutefois, cela ne suffit pas a expliquer la stabilité de la méthode. Pour la méthode
proposée par Abramovich et al. , on observe une plus grande variabilité. En effet
si pour la méthode conservative (resp. par substitution) de Golubev, on observait
un nombre de genes détectés compris entre 24 et 26 (resp. 28 et 32), pour des l%p
compris entre 20 et 120, pour la méme gamme de l%p, la méthode d’Abramovich et
al. détecte entre 45 et 64 genes.

Pour cette statistique de test, c¢’est la méthode de Golubev avec pénalité conser-
vative qui semble donner les meilleurs résultats.

2.5.2.2 Statistique de t-test

Les résultats sont résumés dans le tableau 2.15. Pour les procédures FDR, on
considere que la statistique de test sous I’hypothese nulle suit une loi de Student a
n—2 = 22 degrés de liberté. Pour les procédures de sélection de modele pénalisée, on
a vu qu’on avait besoin d’un l%p initial pour estimer la variance &Ikp. Ici, la statistique
de t-test sous hypothese nulle est censée suivre une loi de Student a 22 degrés de
liberté de variance n/(n — 2) = 1.1. Pour les procédures de sélection de modele
pénalisée et le seuillage emirique bayésien, les résultats présentés dans le tableau
ont donc été obtenus en supposant 02 connu et égal a 1.1. On donne dans le tableau
2.16 les résultats obtenus en supposant o, inconnu et en prenant comme initialisation
le l%p obtenu par différentes procédures. On avait précisé dans la section 2.4.2.2 que,
pour la méthode de seuillage empirique bayésien, les auteurs estimaient 1'écart-type
par I’écart médian absolu. On va donc regarder pour cette méthode les différences de
résultats quand on utilise une estimation de ai calculée a partir d'un /Acp initial ainsi
que ce qui se passe pour les autres méthodes si on utilise I'estimation de la variance
proposée dans les algorithmes de seuillage bayésien (colonne mad- median absolute
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deviation- du tableau). On constate ici que quelle que soit l'initialisation choisie,
les résultats varient assez peu. Cela est du au fait que 'on reste dans une gamme
de bonnes initialisations, avec des méthodes valables. On notera toutefois que la
méthode de sélection de modeles pénalisée avec la pénalité proposée par Abramovich
et al. et le seuillage empirique bayésien sont plus sensibles a cette estimation de la
variance.

En ce qui concerne les résultats du tableau 2.15, on constate des résultats glo-
balement satisfaisants pour 1’ensemble des méthodes. Un bémol toutefois pour la
méthodes de sélection pénalisée d’Abramovich et al. qui a tendance a détecter trop
de genes. Notons qu’ici on ne donne pas de résultat pour la méthode de seuillage
bayésien empirique avec une loi de Laplace a priori pour des raisons informatiques :
cela génere une erreur d’optimisation dans le programme fourni par les auteurs.

Méthode Nb genes détectés Nb vrai diff. FDR obs. Puissance
FDR BH 23 15 0.348 0.938
FDR BY 19 14 0.263 0.875
Pen. Abramovich 1 30 15 0.500 0.938
Pen. Cons. Golubev 20 14 0.300 0.875
Subst. Golubev 23 15 0.348 0.938
Ebayes Cauchy 25 15 0.400 0.938

Table 2.15 — Esetl2 - statistique de t-test - résultats pour les méthodes de
détection des genes différentiellement exprimés. On donne le nombre de genes
détectés, et parmi ceux la le nombre de geénes réellement exprimés, ce qui
permet de calculer un estimateur de FDR et une puissance de la détection.

Estimation de 02 k,= 19 kp—23 k,=40  mad

=
Pen. Abramovich 1 37 (15) 37 (15) 38 (15) 37 (15)
Pen. Cons. Golubev 21 (15) 21 (15) 22 (15) 22 (15)
Subst. Golubev 24 (15) 24 (15) 28 (15) 28 (15)
Ebayes Cauchy 38 (15) 40 (15) 44 (15) 40 (15)

Table 2.16 — Eset12 - statistique de t-test - résultats pour les méthodes de
sélection de modele pénalisées en fonction de I’estimation de la variance choisie.
On donne le nombre de genes détectés, et, entre parentheses le nombre de vrai
positifs.

Globalement, sur I’ensemble des méthodes considérées ici, la statistique de t-test
apporte des résultats plus satisfaisants que la statistique de différence des moyennes.
Voyons maintenant ce qu’il en est pour la statistique de test de Turkheimer et al. .
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2.5.2.3 Statistique de Turkheimer et al.

On g’intéresse maintenant a la statistique de Turkheimer et al. . On ne dispose
pas de la loi de cette statistique de test sous I'hypothese nulle. Pour les procédures
FDR, on utilise les p-valeurs obtenues par rééchantillonnage. Pour les procédures
pénalisées, on doit estimer la variance, dans le tableau on a initialisé avec l%p =
30 obtenu a partir des procédures FDR. Notons toutefois que si on considere une
initialisation avec /%p = 23 obtenu par seuillage bayésien empirique, les résultats ne
changent pas, excepté pour la méthode d’Abramovich et al. pour laquelle on trouve
alors 18 genes différentiellement exprimés (dont 13 vrais).

Méthode Nb genes détectés Nb vrai diff. FDR obs. Puissance
FDR BH 30 14 0.533 0.875
FDR BY 30 14 0.533 0.875
Pen. Abramovich 19 13 0.316 0.813
Pen. Cons. Golubev 12 11 0.083 0.688
Subst. Golubev 17 12 0.294 0.750
Ebayes Cauchy 23 14 0.391 0.875

Table 2.17 — Eset12 - statistique de Turkheimer et al. - résultats pour les
méthodes de détection des genes différentiellement exprimés. On donne le
nombre de geénes détectés, et parmi ceux la le nombre de genes réellement
exprimés, ce qui permet de calculer un estimateur de FDR et une puissance
de la détection.

Pour la plupart des méthodes on observe des résultats plutot satisfaisants pour
cette statistique de test. On peut toutefois noter que la pénalité conservative de
Golubev, si elle limite réellement le taux de faux positifs, s’avere moins puissante
que les autres. Les méthodes qui donnent le moins satisfaction ici sont les méthodes
FDR. Comme ce sont les seules procédures ot on a utilisé les p-valeurs calculées par
rééchantillonnage, on peut penser que ce manque de performance est lié a une mau-
vaise qualité de la méthode de calcul des p-valeurs. Pour le vérifier on considere les
procédures FDR d’une autre fagon, celle présentée en section 2.3.2.1. Cela revient a
considérer que la statistique de test sous hypothese nulle suit une loi normale centrée
et de variance af, inconnue. On a alors besoin d’estimer cette variance, et pour cela
on procede de méme que pour les méthodes pénalisées. Nous avons essayé une telle
procédure en essayant toute une gamme de valeurs initiales. Les résultats sont re-
lativement stables : pour la procédure FDR de Benjamini-Hochberg, pour tout l%p
entier compris entre 22 et 109, on détecte 19 genes dont 13 réellement exprimés. Si
on considere une valeur inférieure a 22, le résultat ne change pas beaucoup puis-
qu’alors on détecte 18 genes dont 13 réellement exprimés. Pour la procédure FDR
de Benjamini-Hochberg, pour tout l%p entier compris entre 5 et 64, on détecte 17
genes dont 12 réellement exprimés. Les résultats deviennent alors comparables a
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ceux obtenus avec les autres méthodes.

Toutefois cette statistique de test ne semble pas apporter une réelle amélioration
a la statistique de t-test, et méme au contraire puisque, quand on sélectionne le
méme nombre de genes avec les deux statistiques, on a un gene différentiellement
exprimé de plus dans I’ensemble des genes détectés par statistique de t-test. Etant
donné, son fort cott algorithmique, la statistique de Turkheimer et al. ne sera pas
retenue ici.

2.5.3 Jeu de données “fortes doses” contre “faibles
doses”

On considere ici un jeu de données de I'Institut Curie. On dispose de 34 profils
d’expression répartis en deux populations. La premiere population est constituée
de 24 biopuces correspondant a des levures ayant été exposées a de fortes doses
d’irradiation (200 Gray (Gy)). La deuxieme population se compose de 10 biopuces
ayant été réalisées a partir de levures exposées a de faibles doses d’irradiation (de
7.5uGy & 36.2 Gy). Ici, on a un nobmre de genes, p, égal a 6 327.

2.5.3.1 Statistique de différence des moyennes

Les résultats obtenus sont donnés dans le tableau 2.18. Pour les procédures de
sélection FDR, les résultats donnés sont ceux obtenus en considérant la statistique
de test obtenue par ré-échantillonnage.

Méthode Nb genes détectés
FDR BH 2299
FDR BY 1244

Pen. Abramovich 1 91 - 537 - 1424
Pen. Cons. Golubev 16 - 303 - 3163

Subst. Golubev 43 - 125 - 184
Ebayes Cauchy 141
Ebayes Laplace 221

Table 2.18 — Faibles doses et fortes doses - statistique de différence
des moyennes - résultats pour les méthodes de détection des genes
différentiellement exprimés. Quand plusieurs valeurs sont données, cela corres-
pond a plusieurs initialisations l%p possibles pour 'estimation de la variance.
Ici, de gauche a droite, avec l%p = 141, 1244, 2299.



Section 2.5. Applications et comparaison de I’ensemble des procédures 151

2.5.3.2 Statistique de t-test

On fait ici I'hypothese d’égalité des variances et on considere un t-test standard.
Sous I’hypothese nulle, la statistique de test suit une loi de Student a 32 degrés de
liberté. Ici, on est dans les conditions d’approximation de la loi de Student par une
loi normale mais on préfere toutefois, pour plus de précision, travailler avec la loi de
Student. Ici la variance sous hypothese nulle est égale a 32/30 = 1.0667. C’est cette
variance comme valeur connue de o, dans I’ensemble des procédures.

Méthode Nb genes détectés
FDR BH 2307
FDR BY 1128
Pen. Abramovich 1 2379
Pen. Cons. Golubev 6327
Subst. Golubev 2082
Ebayes Cauchy 6327
Ebayes Laplace 6327

Table 2.19 — Faibles doses et fortes doses - statistique de t-test - résultats pour
les méthodes de détection des genes différentiellement exprimés.

Ici, on remarque que dans I’ensemble beaucoup de genes, voire tous, sont détectés
comme étant différentiellement exprimés. Signalons de plus que pour les méthodes de
seuillage empirique bayésien, on a aussi cherché a détecter des genes différentiellement
exprimés en supposant la variance inconnue et en laissant le programme estimer
I’écart-type par I'écart médian absolu a la valeur zéro. Pour les deux lois a prior:
possibles, on ne détecte alors aucun gene. Cela montre bien qu’il est ici tres difficile de
fixer un seuil entre genes différentiellement exprimés et genes non différentiellement
exprimés et que I'estimation de la variance devient difficile dans un tel cadre.

2.5.3.3 Statistique de Turkheimer et al.

Les résultats obtenus sont donnés dans le tableau 2.20. Pour les procédures de
sélection FDR, les résultats donnés sont ceux obtenus en considérant la statistique
de test obtenue par rééchantillonnage. Précisons ici que si on change ’estimation de
la variance pour les procédures de seuillage bayésien, en utilisant un lg:p initial on
change beaucoup les résultats. Ainsi, avec un a priori de Laplace, on détecte tous
les genes que 'on prenne k: =702 ou k: = 1519. Pour un a priori de quasi-Cauchy,
on détecte 69 ou 1 226 genes.

Les résultats laissent plutot perplexes dans I’ensemble car ils sont tres irréguliers.
Ici, les méthodes pénalisées sont tres sensibles a l'initialisation, c¢’est tres certaine-
ment parce que pour ce jeu de données, les genes différentiellement exprimés sont
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Méthode Nb genes détectés
FDR BH 1519

FDR BY 702

Pen. Abramovich 1 5 - 296

Pen. Cons. Golubev 1-1
Subst. Golubev 0-48
Ebayes Cauchy 0

Ebayes Laplace 0

Table 2.20 — Faibles doses et fortes doses - statistique de t-test - résultats
pour les méthodes de détection des génes différentiellement exprimés. Quand
plusieurs valeurs sont données, cela correspond a plusieurs initialisations I%p
possibles pour I'estimation de la variance. Ici, de gauche a droite, avec l%p =702
ou k, = 1519.

moins séparés des autres genes que dans le cas du jeu de données précédent, eset12.
En conséquence, les méthodes manquent de stabilité. Les méthodes peinent ici a
choisir un seuil de détection, il semble qu’il n’y a pas des différentiellement exprimés
et des non différentiellement exprimés mais toute une gamme de niveau d’expres-
sion différentielle qui va de I'un a 'autre, ce qui n’est pas tellement étonnant dans le
cadre de données réelles. Si on devait choisir, on aurait plutot tendance a dire qu’il
y a beaucoup de genes différentiellement exprimés, entre 1200 et 2500.



Conclusion du deuxieme chapitre

Le probleme de la détection des genes différentiellement exprimés n’est pas
simple. Dans ce chapitre, nous avons étudié et proposé plusieurs méthodes de détec-
tion des genes différentiellement exprimés. Pour le choix de la statistique de test, la
statistique de t-test semble la plus adaptée. Une fois la statistique de test calculée,
le choix d'un seuil de détection pour les genes différentiellement exprimés est un
probleme bien plus complexe. En effet, les méthodes proposées donnent dans ’en-
semble de tres bons résultats sur les données simulées, ce qui est normal puisque
ces méthodes ont été développées justement dans ce cadre. On a pu constater aussi
que, dans le cadre du jeu de données “eset12”, les résultats étaient tres bons. Les
méthodes de sélection de modeles par procédure FDR, la sélection de modele avec
la pénalité proposée par Abramovich et al. ou la méthode de substitution de Golu-
bev donnent les meilleurs résultats. Il s’agit ici d'un jeu de données plus ou moins
idéal, ou on connailt a I’avance les genes différentiellement exprimés ce qui permet
d’évaluer les performances des méthodes utilisées. Ce jeu de données a été construit
comme tel, en injectant certains genes pour les rendre différentiellement exprimés.
Dans des jeux de données plus complexes, la détection s’avere nettement plus diffi-
cile, et déterminer une regle de décision devient plus difficile. Dans le jeu de données
de I'Institut Curie, on a simplement voulu comparer deux conditions expérimentales
différentes. Ici, il semble qu’il n’y ait pas des genes différentiellement exprimés et des
genes non différentiellement exprimés, mais plutot des genes suivant toute la gamme
des expressions possibles. Il est alors difficile d’aller au-dela d’un simple classement
des niveaux d’expression établi a partir de la statistique de test considérée. Se-
lon 'objectif de 1'utilisateur on pourra vouloir détecter un faible nombre de genes
différentiellement exprimés mais avec une tres grande certitude ou détecter beau-
coup plus de genes, quite a faire de nombreuses erreurs, et essayer de retrouver
des familles de genes répondant a des fonctions cellulaires identiques pour essayer
d’inférer 'activation d’une réaction cellulaire a un traitement.
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Introduction

Un des enjeux du traitement statistique des données issues des biopuces a ADN
est 'analyse discriminante a but décisionnel. Dun point de vue statistique, ce grand
nombre de covariables devant un petit nombre d’observations rend I’analyse discrimi-
nante difficile. Une facon de contourner ce « fléau de la dimension » consiste a réduire
cette dimension. Sans préalablement réduire la dimension, les méthodes standards
de statistique en classification supervisée, méme utilisables, ne sont pas tres per-
formantes. En particulier, un des problemes est lié a une forte multicolinéarité des
p régresseurs. Les solutions des équations intervenant dans les méthodes tradition-
nelles peuvent ne plus étre uniques et devenir instables. Méme si on peut utiliser
tous les genes, il ne semble pas souhaitable de le faire. En effet, utiliser tous les genes
introduit du bruit via des genes qui ont un faible pouvoir discriminant, dégradant
ainsi les performances des méthodes utilisées. Dans ce cas, les méthodes de réduction
de dimension peuvent s’avérer utiles.

Une approche semi-paramétrique a été proposée par Antoniadis et al. [6]. Ils
suggerent d’utiliser la méthode MAVE (acronyme de Minimum Average Variance Es-
timation, Xia et al. [48]) pour réduire la dimension avant d’appliquer une régression
logistique paramétrique ou non paramétrique. La procédure MAVE est fondée sur
un critere de moindres carrés local combiné a une estimation non paramétrique
par polynomes locaux de la fonction de régression. Bien qu’applicable aux modeles
linéaires généralisés (GLM), cette méthode n’exploite pas la structure particuliere
de ces modeles a savoir la relation entre espérance et variance. Par ailleurs, il est
bien connu que, dans le cadre des GLM, les criteres basés sur les moindres carrés et
ceux basés sur la vraisemblance ne coincident que dans le cas particulier des modeles
gaussiens.

Dans le cadre de cette these, j’ai développé, en collaboration avec Sophie Lambert-
Lacroix, une approche de type semi-paramétrique qui utilise des estimateurs par
vraisemblance locale dans les modeles généralisés en indice simple. Cette derniere
est comparable a MAVE : le critere basé sur les moindres carrés est remplacé par
un critere sur la vraisemblance locale, exploitant ainsi la structure particuliere des
modeles généralisés.
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Section 3.1 ___

Modeéles linéaires généralisés et
notations

Nous allons commencer par introduire quelques notations et définir les modeles
linéaires généralisés (GLM) canoniques. Nous évoquerons aussi les méthodes d’infé-
rence non paramétrique dans les GLM.

3.1.1 Notations

Pour k = (k1, ..., k,) un vecteur de IN”, on introduit les notations suivantes :
P
k] =k
j=1
p
k=]
j=1
Tk
p k _ j
Ve e RP, % = H T’
j=1

Soit f une fonction ayant au moins g dérivées partielles continues dans IR”. Pour
k€ A, = {k;|k| < q}, la dérivée partielle O f(z)/0xk est notée DEf(z). On note
aussi V lopérateur du gradient. Pour une matrice A, on notera A” sa transposée et
|A| son déterminant.

3.1.2 Modeles linéaires généralisés

Soit (XT,Y1),..., (X! Y,) un échantillon aléatoire indépendant issu de la loi de
(XT,Y), ol Y est la réponse scalaire associée au vecteur de covariables X € IR?. On
suppose que la densité conditionnelle de Y sachant X = x appartient a la famille
exponentielle canonique (voir MacCullagh et Nelder [31])

() = exp(HE A ey ) (3.0
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ou a(+), b(+) et ¢(+,-) sont des fonctions connues. Le parametre 6(-) est appelé
parametre canonique et ¢ est appelé parametre de dispersion. Sous le modele 3.1,
on peut montrer que

EY|X =z) =V(0(z) = pu(z), Var(Y[X =z)=a(@)b"(6(z)),

ou b’ et b désignent respectivement les dérivées premiere et seconde de b relativement
au parametre canonique #. Dans les modeles linéaires généralisés paramétriques,
certaines transformations de la fonction de régression p(z) = IE(Y|X = z) sont
supposées etre linéaires en les covariables

g9(p(z)) = nlz) = z". (3.2)

La fonction g est appelée fonction de lien. Le choix de g = (V') ™! permet d’identifier
le prédicteur linéaire n(z) avec le parametre canonique (z), et ce lien particulier
est appelée lien canonique.

Dans un cadre plus général, quand la vraisemblance n’est pas completement
connue, il est seulement possible de spécifier la relation entre la moyenne et la
variance des observations comme suit :

Var(Y[X = z) = a(¢)V (u(z)) (3.3)

pour une fonction positive connue V' et la quasi-vraisemblance est définie par la
propriété suivante
aQ(“? y) y—u

= . 3.4
ou V(u) (34)
Alors les procédures qui utilisent la log-vraisemblance doivent étre remplacées par
des procédures analogues dans lesquelles la fonction de quasi-vraisemblance remplace
la fonction de vraisemblance.

La log-vraisemblance associée au modele (3.1) est un cas spécial de fonction de
quasi-vraisemblance avec V(-) = a(@)b” o (b')7!(-). Par exemple, quand V(u) =
(1 — p)p, la méthode de quasi-vraisemblance coincide avec la méthode de log-
vraisemblance dans le cas d’'un modele de Bernoulli.

3.1.3 Inférence dans les GLM : approche non pa-
ramétrique

On rappelle ici la méthode des polyndomes locaux introduite par Fan et Gij-
bels [18].

L’idée est d’approximer la fonction 7 localement par une fonction polynomiale
d’ordre ¢,

n(w) ~ Y Dyz) (u—x)f =Y a (u—a)k,
keA, keA,

pour u dans un voisinage de x. Par définition, A, = {k, |k| < q} et DEf(z) désigne
la dérivée partielle Okl f () /O,
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Soient KP un noyau p-dimensionnel avec une matrice de taille de fenétres de
lissage H et K% (-) = det(H) 'KP(H ! x -) le changement d’échelle de K?. La
vraisemblance locale est une vraisemblance pondérée, avec les poids K% (X, — x).
On note L(u,Y) la fonction log-vraisemblance avec n(x) remplacé par u; la log-

vraisemblance locale est définie par

anﬁ d ap (X, -t Y| KX, — ). (3.5)

=1 kecA,

La méthode des polynomes locaux conduit a Bﬁ\n(x) = klag(z), ou {ax(z),k € A,}
maximise le critéere (3.5) comme fonction de {ay, k € A,}. En particulier, on a

ﬁ(ZL’) = &(07---,0) ($)7 %('T> = (&61 (l‘), o 7&8p(x))T‘

Les estimateurs a; sont déterminés par un algorithme de type moindres carrés itératif
(IRLS, proposé par Green [23]) avec une matrice de plan d’expérience et une matrice
de poids appropriée. Par ailleurs, Fan et Gijbels [18] décrivent plusieurs méthodes
pour déterminer la taille de fenétre.

Le probleme de la méthode des polynomes locaux méme en petite dimension
est celui du “fléau de la dimension”. Ce probleme se réfere au fait qu’un voisinage
local en grande dimension n’est plus vraiment local. En effet un voisinage avec un
pourcentage de points donné peut se révéler tres grand en dimension supérieure a
un. Une facon de contourner ce probleme consiste a réduire la dimension. C’est ce
a quoi nous allons nous intéresser dans la section suivante.






Section 3.2 ___

Réduction de dimension dans les
GLM

On envisage une méthode de réduction de dimension basée sur une approche
semi-paramétrique utilisant les modeles linéaires généralisés en indice simple. Apres
avoir introduit ces modeles, nous donnons la méthode d’estimation utilisant la vrai-
semblance locale. Nous supposons de plus que le modele est suffisamment régulier
pour que la fonction de lien g soit un C!-difféomorphisme.

3.2.1 Modeles linéaires généralisés en indice simple

Pour venir a bout du probleme de dimension, il est assez répandu de commen-
cer par projeter toutes les covariables X sur un espace linéaire engendré par les
covariables et ensuite d’ajuster une courbe non paramétrique a ces combinaisons
linéaires. Ce principe conduit aux modeles en indice simple :

Y = A8 X) +e (3.6)
avec IE [¢| X] = 0 presque strement. Par définition des modeles linéaires généralisés,
Y = p(X) +¢e. Dans les modeles en indice simple, on suppose donc 'existence d’une
direction 3 € IR? et d’une fonction i : IR — IR telle que u(X) = (3" X) (notons
que I'on a p : IR? — TR). B

Naturellement, ’échelle de 3% X dans ﬂ(ﬁTX ) peut étre choisie de fagon arbi-
traire : pour tout ¢ > 0, (3, uo(+)) et (¢, fo(-/c)) nous conduisent & la méme fonction
de régression. Pour rendre le parametre identifiable, on pose B = E(Vu(X)). En

effet, nous avons :

E(Vu(X)) = E(Vg~ (no(5" X)) = E((g7") (mo(8" X)))8 = ¢p.

3.2.2 Méthode d’estimation : algorithme GSIM

On cherche & estimer § et 77 = g(f1). Puisque § = E[Vu(X)] et = g~'(n), nous
avons

B=E[(g") nX) Vn(X)].
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L’idée que nous allons développer est d’estimer n et Vn par la méthode des
polynomes locaux a partir de la fonction de vraisemblance conditionnelle (3.1). A
ce stade, nous n’utilisons pas la structure en indice simple de notre modele. Alors
on peut estimer 3 par la variance empirique des variables (¢7')'(7(X;))Vn(X,).

~T —~
Pour finir, on régresse Y; sur 3 X; par polynomes locaux pour obtenir 7 et ji(z) =

~ AT

g~ '(7(3 x)). Plus précisément la procédure GSIM pour estimer 3 et 7 est décrite
par l'algorithme suivant 3.1. Dans cet algorithme, les e, sont les vecteurs de IR tels
que {e;}; =1sii=j, 0sinon, pouriet j€1l...p.

Algorithme 3.1. Algorithme GSIM - Estimation de et n

Etape A - Pour j=1,...,n, calculer

NX,) = a0..0X,), V(X)) = (@, (X)) .. a., (X,)7,

obtenus en maximisant

En:ﬁ D a (X - X)RY; | KX - X)), (3.7)

=1 \keA,
par rapport a a, k€ A, On pose

5= (97 (X)) Vn(X,).

i=1

Etape B - Déterminer 7)(z) = 49 en maximisant

Zn:E (ao + m@T(Xi — ), Yi> K, (éT(Xi — x)) ,
i=1

par rapport a qp and a;.

3.2.3 Problemes de dimension, préselection des
covariables et pénalisation

La maximisation du critere (3.7) peut étre lue comme la recherche d’un maxi-
mum de vraisemblance pondérée, de poids (K}Z (X, - X ]))Z et de matrice de plan
d’expérience particuliere, dont le nombre de colonnes augmente avec q. En pratique,
la maximisation est résolue par un algorithme de type IRLS. Or le maximum n’existe
pas nécessairement.En particulier, dans le cadre des modeles de régression logistique,
le maximum de vraisemblance ne peut jamais exister si le rang de la matrice de plan
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d’expérience est égal a n. Dans le cas particulier des applications de biopuces, le rang
de la matrice de plan d’expérience est, en pratique, égal a n (puisque le nombre de
genes est treés grand devant le nombre d’individus). Pour remédier a ce probleme,
deux approches sont envisageables. La premiere consiste a faire une pré-sélection de
genes. La seconde consiste a introduire un terme de régularisation dans le critere
(3.7), par exemple de type Ridge. Nous allons nous intéresser aux deux approches
en vue d’une application a des données de biopuces.

Pour pré-sélectionner les genes, on utilise la méthode de seuillage empirique
bayésien (avec un a priori Laplace) introduite en section 2.4.2 appliquée ici a la
statistique de test obtenue en calculant pour chaque gene la différence des moyennes
entre les deux classes. Cette méthode risque de nous amener a sélectionner un peu
trop de genes, mais on préfere en conserver quand méme un certain nombre pour
que la réduction de dimension ait un intérét.

La méthode nous permet de faire un seuillage des p statistiques de test pour ne
garder que les p* genes les plus significatifs. Ce nombre p* est adaptatif, et dépend
donc de ’ensemble d’apprentissage choisi. Souvent, le nombre de genes sélectionnés
est encore trop grand. Dans ce cas, on donne en entrée de ’algorithme une valeur
Pmaz qui représentera le nombre maximum de covariables a conserver.

De fagon expérimentale (voir section 3.4.2.1), on observe des résultats d’autant
plus mauvais que le nombre de genes sélectionnés augmente. Pour le jeu de données
Colon, par exemple, on en arrive a obtenir les meilleurs résultats pour un nombre de
genes égal a deux. Or, la le probleme de réduction de dimension perd quand méme
de son intérét et ne nous permet plus de mesurer la qualité de notre approche de
compression.

En fait, le bruit induit par 'augmentation du nombre de genes n’est pas compensé
par la pondération qui n’a pas assez d’influence sur la variabilité introduite par le
nombre de genes. Pour obtenir plus de stabilité, il faut prendre une grande valeur
de h. En effet, quand h augmente, on perd le caractere local, mais surtout le terme
de biais augmente alors que le terme de variance diminue, on observera donc une
stabilisation des résultats quand h augmentera.

On voudrait garder beaucoup de genes pour pouvoir conserver plus d’informa-
tion, tout en conservant un biais assez faible et en controlant la variance. Ceci
peut-étre obtenu en introduisant un terme de pénalité dans la procédure IRLS.

Reste a choisir la nature de cette pénalité. Les données de biopuces, en plus de
souffrir du “fléau” de la dimension, posent aussi le probleme de la multicolinéarité
des régresseurs. Une pénalité de type ridge permettra de répondre a ce probleme.
De plus cette pénalité est relativement aisée a controler au niveau numérique. Dans
la premiere étape de notre algorithme, celle qui va étre pénalisée, on ne s’intéresse
pas a l'estimation de la constante - qui est I'objectif de la deuxieme étape - mais a
I’estimation du gradient qui nous fournira la direction de projection. Il semble donc
logique d’utiliser une pénalité de type Ridge qui porte sur toutes les composantes
autres que la constante. Seifert et Gasser [40] introduisent une pénalité de type
Ridge dans l'estimation du gradient dans le cas p=1 et q=1. lls indiquent qu'une
telle pénalité permet aussi de remédier aux problemes de résolution liés en partie
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a lexistence éventuelle (et méme souhaitable en classification) de “clusters” ou re-
groupements d’individus, c¢’est-a-dire aussi de régions “creuses” ce qui est quasiment
inévitable des que le nombre de covariables commence a augmenter. Quand on fait
de la classification, on s’attend justement a trouver des “groupes” d’individus. Ces
problémes de résolution interviennent au moment d’inverser la matrice X W;grs X
(on W désigne la matrice de poids utilisée dans I’étape IRLS). C’est pourquoi on
peut penser qu'une telle pénalité serait toujours utile si on disposait d’un grand
nombre d’individus.
L’étape A de I'algorithme GSIM pénalisé revient alors a maximiser le critere :

- 1
DL D (X - XY ) KR(X, - X)) - ShaSa, (38)

i=1 keAq

olt X2 est la matrice diagonale de méme dimension que a; & laquelle on a mis un
zéro en position (1,1) et les variances empiriques de X sur le reste de la diagonale,
et ceci pour ne pas pénaliser aussi la constante. \ est le parametre de régularisation.
X désigne ici la matrice n x p dont les colonnes sont les p covariables considérées
Ainsi, le probleme d’inversion disparaitra, on calculera X' WigrsX + AR au lieu
de XTW;rrsX. On notera GSIM, la version pénalisée de la procédure GSIM et B)\
Iestimateur de 3 qui en résulte. B

L’inconvénient de l'introduction de cette pénalité est qu'il nécessite de choisir le
parametre de régularisation A en plus des parametres H et hp déja introduits dans
la procédure GSIM initiale.

3.2.4 Implantation et choix des parametres pour
la procédure GSIM

Dans la premiere étape, il faut fixer 'ordre ¢ de I'approximation polynomiale.
En pratique, on choisit un ajustement linéaire (q=1) comme cela est fait dans la
méthode rOPG proposée par Xia et al. [48]. Quelques essais ont été faits avec ¢ = 2,
mais les résultats ne s’avéraient pas meilleurs alors qu’on pouvait espérer, en aug-
ment 'ordre du développement, améliorer I'estimation du gradient comme indiqué
dans [50]; notons aussi qu’augmenter ¢ accroit considérablement la complexité du
probleme (augmentation exponentielle de la taille de la matrice de design) et donc
le temps de calcul. D’autre part, pour réduire le fléau de la dimension, nous utilisons
dans I’étape A un noyau produit, ce qui conduit a choisir une matrice H diagonale.
Les noyaux considérés sont gaussiens. Des noyaux de type Epanechnikov ont aussi
été essayés et ont fourni des résultats en tous points comparables a ceux obtenus
avec des noyaux gaussiens.

Pour 'instant, une éventuelle standardisation de la matrice X n’a pas été évoquée.
Notons Y2 la matrice diagonale dont le i-eme terme diagonal est égal a la va-
riance empirique associée a la i-eme covariable. Comme il est d’usage dans une
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pénalité de type Ridge, on utilise la norme induite par Y2 pour les coefficients

relevant du gradient. Cela revient a pénaliser le gradient fortement dans les direc-

tions les plus variables. La matrice de plan d’expérience standardisée est donnée par
A

X, = (X - 1,17°X /n)%~". Soit B, Vestimateur correspondant & X, avec une taille

de fenétre H, et avec dans le terme de pénalité la norme induite par Ry 41 ; on peut

montrer que, pour H, = HX ™! on a ﬁ = X" lﬁ Puisque GSIM est invariante
par standardisation en colonnes, on effectuera les calculs avec la matrice standar-
disée. Cela nous permettra d’avoir dans le terme de pénalité une matrice R égale
a l'identité avec un zéro substitué au 1 en position (1,1). Si les covariables sont
standardisées, il est alors naturel de choisir H, = hyld,, ce qui réduit le nombre
d’hyperparametres a déterminer, ce qui est un gain considérable et motive cette
standardisation des données.

La procédure nécessite le choix d'un parametre de lissage a deux niveaux différents.
Dans la premiere étape, on cherche a estimer 7 ainsi que son gradient et la taille
de fenétre h, doit étre optimale pour cet objectif. De plus pour GSIM,, on doit
également déterminer I'’hyperparametre A. Pour la procédure GSIM non pénalisée
nous n’avons, dans la premiere étape, que le parametre hy a déterminer. On choisit
alors I'hyperparametre h4 par utilisation de la L-curve (¢f Hansen et O’Leary [24]).
Pour h 4 appartenant a une grille donnée, on calcule I'opposé de la log-vraisemblance
obtenue pour hy comme une fonction du logarithme de h4 et on choisit la valeur
de hy qui correspond au “coude” de la fonction. On effectue une interpolation par
BSpline et on en utilise la dérivée seconde pour repérer automatiquement ce coude.

En ce qui concerne la procédure GSIM,, on choisit une approche validation
croisée simultanément en hy et A. Cette approche est cotiteuse en temps de calcul,
mais ce choix simultané de parametres n’est pas classique et nous n’avons pas,
a l'heure actuelle, trouvé de solution plus satisfaisante. Précisons ici la méthode
que nous avons utilisée pour choisir nos hyperparametres par validation croisée,
et ce pour toutes les méthodes ou une validation croisée est nécessaire (GSIM, et
les méthodes auxquelles on la compare). On considere que notre population de n
individus est divisée en un ensemble d’apprentissage et un ensemble de test. Pour un
ensemble d’apprentissage et pour une valeur des parametres donnée, on effectue une
procédure « LeaVe One Out» (notée LVO). Cela consiste a retirer successivement
chacun des n individus de I’ensemble d’apprentissage pour faire tourner I’algorithme,
puis de faire une prédiction sur l'individu qui avait été initialement retiré et de
comparer cette prédiction a la réalité. Ainsi pour une procédure LV O donnée, on a
un nombre d’erreur compris entre 0 et n. Cela permet d’obtenir pour chaque valeur
du parametre (ou vecteur de parametres) un nombre d’erreur de la procédure LV O.
On choisit alors 'hyperparametre ou la combinaison des hyperparametres qui donne
le plus faible nombre d’erreurs.

Lorsque nous faisons un choix d’hyperparametre par validation croisée et qu’'un
prétraitement des données est nécessaire (ce qui peut enlever un certain nombre de
covariables), nous effectuons le prétraitement avant de rentrer dans la boucle LVO
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car nous avons le droit d’utiliser tout ’ensemble d’apprentissage pour choisir les
valeurs optimales des parametres. Cela est d’ailleurs préférable dans la mesure ou
les parametres que nous recherchons doivent étre optimaux pour cette matrice de
données apres prétraitement et non pour les differentes matrices que I’on peut avoir
dans la procedure LVO, si I'on refait un prétraitement a chaque nouvel individu
enlevé de I'ensemble d’apprentissage.

Mais la validation croisée présente un inconvénient majeur, celui du temps et du
cotut de calcul. En effet pour chaque valeur de h 4 envisagée, on doit faire tourner n
fois I’algorithme sur des problemes de taille (n— 1) x p pour calculer le taux d’erreur
du LVO.

Dans la seconde étape, on cherche a estimer 7 et hg doit étre optimal pour cette
tache. Pour ce choix plus standard, on utilisera la méthode de “plug-in” de Fan et
Gijbels [18].

Notons enfin que la procédure GSIM, est invariante par reparamétrisation uti-
lisant la décomposition en valeurs singulieres, permettant ainsi de réduire considéra-
blement le temps de calcul. Cette reparamétrisation est détaillée dans Fort et Lambert-
Lacroix [20].

3.2.5 Comparaison avec d’autres procédures

Nous allons tout dabord comparer notre méthode a des méthodes de discrimi-
nation “classiques”, telles que la regle de discrimination linéaire diagonale (DLDA)
et quadratique diagonale (DQDA); et la regle des k-plus proches voisins pour la
métrique euclidienne classique (kNN), ott le nombre de plus proches voisins est choisi
par validation croisée. Dudoit et al. [15] conseillent l'utilisation de ces méthodes
simples, notamment DLDA, pour la classification supervisée de biopuces.

D’un point de vue conceptuel, il est aussi particulierement intéressant de compa-
rer nos résultats avec ceux obtenus avec la procédure rOPG. En effet, la procédure
GSIM est en quelque sorte une extension aux GLM de la méthode OPG proposée
par Xia et al. [48].

La méthode OPG vise a estimer £ (k << p) directions orthonormales engendrant
I'espace estimé de effective dimension reduction (EDR). La procédure OPG avec
k = 1, est analogue a I'’étape A de GSIM, avec un critere de moindres carrés a
la place de la log-vraisemblance (i.e. ce qui, conceptuellement, revient a considérer
que les observations sont gaussiennes). La direction est estimée comme le vecteur
propre associé a la plus grande valeur propre de I'estimation empirique de la matrice
E[VuX)Vu(X)T].

Dans Xia et al. [48], cette procédure n’est pas appliquée a des problemes en
grande dimension. Quand n < p, pour estimer les différents gradients, la méthode
revient a projeter selon une certaine géométrie un vecteur de taille n sur un espace
engendré par les colonnes d'une matrice de plan d’expérience de rang n. Ainsi ces
projections ne dépendent plus de la fenétre de lissage. Cela équivaut a considérer
le modele en indice simple u(X) = a + QTX , et en estimer la direction 3 par
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maxixum de vraisemblance. Cette approche ne semble pas tres intéressante dans la
situation considérée ici. C’est pourquoi, dans le méme esprit que pour GSIM, nous
proposons d’adapter la méthode OPG en introduisant une pénalité de type Ridge
dans le critere. Par ailleurs, dans les programmes proposés par les auteurs, il y avait
déja un terme de stabilisation numérique que 1'on peut voir comme une pénalité
Ridge avec un parametre de régularisation fixé a 0.0001. Notre approche pour OPG
consiste a faire de cette constante un parametre \.

Dans un but de classification, nous avons appliqué, apres 1’étape correspondant a
I’estimation de la direction de projection 3, la méme étape B que l'algorithme GSIM
correspondant & l'estimation de 7). Seule la méthode d’estimation de la direction
de projection differe par rapport a GSIM, permettant ainsi de mesurer l'intérét
de la prise en compte de la relation entre espérance et variance dans les GLM.
Notons que comme pour GSIM, la fenétre correspondant a I'étape A et A sont
choisis simultanément par validation croisée; la fenétre associée a 'étape B est
déterminée par plug-in. Par ailleurs Xia et al. [48] définissent une version raffinée
(procédure rOPG) de la maniere suivante. On rajoute une étape A’ apres 'étape

~ (0 ~
A par l'itération jusqu’a stabilisation des instructions suivantes. Poser ﬁ( - B et
A (k
pour la k-ieme itération, ﬁ( ) est obtenu comme a l’étape A mais avec les poids

K}L(é(k_l)T(ﬁi — X)) dans (3.7) a la place de K7;(X; — X;). En effet, dans les
modeles linéaires généralisés en indice simple, la fonction 7 est constante dans les
directions orthogonales a la direction 8. On peut donc prendre une fenétre plus large
dans ces directions, ce que fait le noyau K} (37 (- — X i)

Notons que cette régle de discrimination est différente de ce qui est fait par An-
toniadis et al. [6] puisque la réduction de dimension se fait par la procédure rOPG
qui se trouve étre une version “simplifiée” de MAVE. Nous avons observé que les
résultats sont comparables a ceux obtenus avec la regle d’Antoniadis et al. [6] ; nous
avons choisi de présenter les résultats de rOPG parce que cette méthode est plus

directement reliée a I'étape A de GSIM.

Nous signalons également que pour une des études de jeux de données réels,
les résultats ont été obtenus pour la méthode rOPG sans choix d'un parametre de
régularisation par validation croisée. Dans ce cas, nous avons utilisé directement les
programmes des auteurs ce qui revient aussi a fixer A = 0.0001, cela est da a la
récente implantation de rOPG avec un choix d’un parametre A, les changements
n’ont pas pu étre faits pour tous les jeux de données mais les résultats devraient
rester comparables. Pour les jeux de données concernés, nous signalerons alors que

A = 0.0001.

En ce qui concerne 'implantation, les méthodes OPG et rOPG sont stables par
reparamétrisation utilisant la décomposition en valeurs singulieres. Seule la méthode
OPG est stable a la standardisation en colonne, cependant nous choisissons de stan-
dardiser la matrice pour se placer dans les mémes conditions que GSIM.
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La méthode dans le cas
asymptotique : étude théorique

Avant de nous intéresser a I'application aux données de biopuces, nous allons,
dans un premier temps, étudier les qualités théoriques de convergence de I’algorithme
dans le cas standard c’est-a-dire quand n >> p. Dans ces conditions, on considere
la version non pénalisée de la méthode, GSIM. Nous allons démontrer la consistance
de I'estimateur B obtenu sous certaines hypotheses.

Nous allons commencer par introduire quelques notations et imposer des condi-
tions de régularité. Soit l;(u,v) = (0°/0u’)L(g~(u),v), I; est linéaire en v pour u
fixé et de plus :

la(n(z), u(z)) = —

oit plz) = {g/ (6(2))*V (u(z))} .

Dans un souci de clarté, le parametre h 4 introduit dans ’étape A de 'algorithme
GSIM sera, dans cette section, simplement noté h.

On suppose que le vecteur X des covariables a une densité f a support compact
Sx. On suppose de plus que les conditions suivantes sont vérifiées :

Hypotheses GSIM

1. La fonction ly(u,v) < 0 pour u € IR et v prenant les valeurs possibles de la
variable réponse.

2. La fonction i (u, v) est bornée, la fonction (¢g~!)” est bornée.

3. Les fonctions f(-), DEn(-), |k| = ¢+ 1, DEf(-) et DEp(-) pour |k| = 1, sont
uniformément continues pour z € Sx.

4. p(z) # 0, f(z) # 0, Var(Y|X = 2) # 0, et ¢'(u(z)) # 0, pour z € Sx. On
suppose aussi

inf (p(z)f(z)) > 0.

IES&

5. Le noyau KP? est une densité de probabilité a support compact Sk». On prend
une matrice de largeur de fenétre H = hld,. On suppose que I'on a h = cn™?,
oll ¢ est une constante, et que nh?*2 tend vers I'infini quand n tend vers I'infini.

Cette derniere condition nous donne la contrainte av < 1/(p + 2).

171
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6. On suppose qu’il existe § > 0, tel que :

1—-29 o< 1—-29
- «
2g+p+2 p+2

(3.9)

Remarque. Pour cette derniére condition, cela revient a prendre h = O(n~?%),
avec « appartenant a un certain intervalle. Cette condition n’est pas vraiment
contraignante, et permet de choisir une largeur de fenétre h convenable.

Théoréme 3.1. Consistance de | ’estimateuré

Sous les conditions qui précedent, @ est un estimateur consistant de 3 c’est-a-dire
que l'on a :
Ve>0, limIP(|8—p]>¢)=0
n—oo - -

PREUVE — Pour obtenir des propriétés sur l’estimateur é, on va tout d’abord
s'intéresser aux propriétés des estimateurs de D%n(z).
La premiere partie de la preuve du théoreme peut étre établie en utilisant des
arguments similaires a ceux du cas univarié (voir Fan et al. [19] et Fan et Gijbels [18]).
On considere I'estimateur normalisé a*(z), il s’agit d’un vecteur qui a pour di-
mension le cardinal de A, et dont la composante k € A, est donnée par :

e, " WM [ay(z) — DFn(z) /!,

oil ¢, = (nh?)™%/2. 1l est & noter que pour simplifier I'écriture, ce ne sont pas les
notations usuelles qui sont utilisées ici pour 'indexation des vecteurs. Les indices 1
a cardinal de A, sont ré-indexés en k € A,. Quand cela est nécessaire, nous utilisons
les mémes notations d’indexation pour les matrices.

On voit facilement que a"(x) maximise l'expression :

Z Llg™" (z, X;) + o™ R(z, X,)) , Yi] KP(HH (X, — ).

comme fonction de a*, ou
Nz, X,) =n(z)+ > Dyle)(X, —z)*/k!
EEAQ\AQ

et
R(z, X;) = {(Hil(iz‘ - @)E}EeAq :

De maniere équivalente, a"(x) maximise

n

a) = (Llg7" (e, X)) + cad™ Rz, X)) Y] = L[g7" (0, X)), Y] ) KP(H (X —x)).

i=1
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La condition (1) implique que la fonction £,, est concave en a*. Un développement
de Taylor de L£([g~'(-), Y:] nous donne

1 P
Lala") =W]a' + sa A" + 23 as(n V) 0T Rl X)) K (H (X, - ),
i=1
(3.10)
ot 7; est compris entre 7z, X,) et 7z, X,) + o0’ R(z, X)),
== le Yil Rlz, X,)KP(H7H(X, - ).
et
(cn) Zb Vi) R(z, X,)TR(z, X;,)K*(H (X, — z)).
Soit D l'ensemble défini par {u;z + Hu € Sx} N Skr. On définit aussi
Yo = {p@)f(@)Vis}tica, pen,
ouy = fD utKP(u)du. On a le lemme suivant :
Lemme 3.2. Sous les conditions qui précédent,
1
Lo(a")=Wla" — EQ*TEQQ* +o0p(1), (3.11)
uniformément en x € Sx.
PREUVE — On commence par prouver que A, = —3, + op(1). Cela peut étre

montré en utilisant le fait que, pour [ et k£ dans A,
1
2]

(EA,),, = nc / ([, X,), p(X,)] FX)KP (X, — 2))dX,.

(A, )g& (EA, )zk+OP {{Var (An >£5}

Dans I'expression ci-dessus, la moyenne est égale a

On effectue le changement de variable u = H~'(X, — z) et on obtient :
(A, = nCihp/ o [z, + Hu), p(z + Hu)] f(z + Hu) K (w)u"*du.
o D
On a ¢, = (nh?)~2 donc nc2h? =1 d’ou :

(EA), , = /Dlz [7(z,z + Hu), p(z + Hu)] f(z + Hu) K? (w)u'*du.
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Comme le support de K? est compact, on a :

7(z,z + Hu) = n(z + Hu) — Z DEn(z)(Hu):/Kk! + o(h4*),
|kl=q+1

uniformément en z.En utilisant un développement limité de [ au voisinage de (n(z+
Hu), u(z + Hu)), on obtient

(IEAH)LE =— /D plz + Hu)f(z + Hu) K (w)ut™du + o(h9).

On effectue maintenant un développement de Taylor sur pf au voisinage de z :

PN+ ) = N + 3 PNl vom. (12

k€A
Ce qui permet d’avoir :

ie. (EA,), — —,o<_>f<_>u;+ﬁ+0<h>=—z£+0<h>,

BA), = —p@)f(2) [ Kl du+ O,

uniformément en z. Des arguments similaires permettent de montrer que Var ({A4,,}1x) =

O((nh?)~1). On a donc
A, ==, +O(h) + Op((nh?)™1).
En utilisant la condition nh?*? — 0o, on obtient le résultat intermédiaire
A, =-3,+op(1).

Grace au lemme d’approximation quadratique (voir [32]), ’équation 3.11 est vraie
uniformément en a* € C pour un ensemble C' compact et on peut appliquer le lemme
A1 de [10] qui donne

sup 1VV‘—>O

QGS& n— 00

®

Maintenant nous allons calculer les deux premiers moments de W,,. Plus précisément,
nous avons le lemme suivant.
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Lemme 3.3. Sous les conditions qui précédent,

1 kp (s
E({W,}) = ple)f(z) | (et 3o 20,

|kl=¢+1  —

. (nh2q+4+p)% Z D*U'@) Z D™(pf )( ) o Z DE,( ) Vo

lkl=¢g+1 —  |m|=1

+ 0( [nh2p+4+d} 3 )

fl@)Var(Y/X =z
[V{n(z)}g'{n(z

Cov({Wyhus) = / P (w)ut*du + of1).

Remarque. Dans le lemme précédent, on a conservé deux termes pour exprimer
)

'espérance de {W,}, un terme en O(nh?+2P) et le deuxieme terme en O(nh?7m4+7).
Le deuxieme terme est pourtant négligeable devant le premier ; en fait, des problemes
peuvent subvenir selon I'ordre ¢ du développement. Si on utilise un noyau symétrique
(ce qui est souvent le cas), on peut obtenir des moments 4 qui sont nuls. Ainsi
les v4, seront nuls si on prend un ordre g pair et on aura alors besoin du deuxieme
terme. Inversément, avec ¢ impair, c’est le deuxieme terme de ’expression qui va
s’annuler. Dans la suite de la démonstration du théoreme, on aura besoin de 1'ordre
de grandeur de cette espérance pour effectuer ensuite une majoration. On pourra
donc utiliser un O(nh?a+2+r).

PREUVE — Par un développement de Taylor,

L[z, + Hu), p(z + Hu)] L (n(z + Hu), p(z + Hu))
[z, z + Hu) — n(z + Hu)] 1y (n(z + Hu), p(z + Hu))
O

(7(z,z + Hu) — n(z + Hu)]*)

+ + |

Oronaly (n(z + Hu),u(z + Hu)) =0, ly (n(z + Hu), u(z + Hu)) = —p(z+Hu)
et de plus

Nz, z+ Hu) =z + Hu) = — ) Dy(z)(Hu)*/k! + O(h'*?).

q+1<|k|<g+2

D’ou

. _ DEn(@) ey v
b [7(z, 2+ Hu), p(z + Hu)] = p(z + Hu) > o Hul + o(hT2),
g+1<]k|<q+2 '
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et on obtient, en faisant le méme changement de variable que dans la démonstration
du lemme précédent

B D¥n(z) p g
E({W.}) =¢,' q+1<%|:<q+2 h'k'% /D flz+ Hu)p(z + Hu)u" ™ KP(w)du + o(h1?)

On effectue alors un développement limité de la fonction pf au voisinage de z (voir
équation 3.12) :

E{W}) = o' [(pf)) D hwi!%w

q+1<|k|<g+2 -

k,
b e S o @) | + ol ),

q+1<|k|<q+2 = ml=1

On a donc

E{W.}) = &' (pf)@) [h D%,@)Vwk + KTy D_]Z!@)Vwk

lkl=¢+1  — |k|=q+2

2 D¥n(z) D™(pf)(z) 1 gt
+ h Z ] Z @) Vitk+m | + o(c, hT).

lkl=¢+1 —  |m|=1

1 1 . L.
Or ¢, 'hitt = (nh?1t21P)2 o ¢ 1h9T? = (nh?7T17P)2 ce qui nous conduit directement
au premier résultat.

La covariance entre la [ et la k™ composante de W, est
E({WQ}L{WQ}E) + O(h2q+2+p)'
On a

E{W W) = nedE (B (e, X,), Vi) Rz, X,)R(e, X) [K7 (H7(X, - 2))7).

Or 7(z, X;) = n(z) + O(h?), on fait une développement limité de la fonction I; selon
la premiere variable au voisinage de n(z) :

h[n(z, Xy), Y1) = b [n(2), Ya] + 1y In(z), Yi] O(h?) = I [n(z), Ya] + O(h).

d’ou
i [z, X3), Y1) = 1 [n(z), Y] + O(h7).
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On a alors, sachant aussi que nc? = h™?

E{Wh{Weh) = W7 [B (1(2), Y1) Rz, X))iR(z, X, ) [K? (HH(X, - 2))f |
+ WO Rz, X, )Rz, X,)e [K7 (H1(X, - 2))].

Intéressons-nous au deuxieme terme du membre de droite de cette équation que nous
noterons T15.

Ty = WO | Rx, X))iR(z X))y [K7 (H™Y(X, — )] f(X,)dX,.

On fait le changement de variable u = H~ (X, — x) et on obtient :

T, = O [ W K] Fla+ Hud
= O(h9) = o(1).
D’ou
E{Woh{Wehe) = A7 (1 (n(x), Y1) Rlz, X )Rz, X)) [K7 (H7(X, - 2))]*)+0(0).

On utilise ensuite la définition de [y, on fait un développement limité de pf au
voisinage de z, et avec p(x) = {¢'(u(z))?*V (u(z))} ', on arrive au deuxieéme résultat

du lemme.
&

Maintenant que les propriétés de a* ont été étudiées, on revient a la démonstration
du théoréme sur la consistance de ’estimateur 3. On s’intéresse donc au terme §—f3.
Par définition on a :

3

On a donc :
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Le théoreme central limite donne
- Z DVI(X) —E (g7 (X)) Va(X)]] = op(1).

On s’intéresse donc au deuxieéme terme (g—!)’(7(X ))Vn(X )= (g7 (n(X,))Vn(X,).
On fait un développement limité de (¢7')'((7)(z)) au voisinage de n(z)

(g7 (0(2) = (7" (n(x)) + (97" (n(x)) (A(z) — n(z)) + O([A(z) — n(z)]*).
On définit
en(z) = (g7Y)" (@) Vi(z) ((z) — n(z)) + (g~ () (Vn(z) — Vi(z))

et
ra(z) = (g7 (3(2) Vin(z) — (971 (n(2)) Vi (z) — ealz).
Alors

ra(z) = (97" (@) (A(z) — n(2))(Vn(z) — Vi(z)) + V) O([ilz) — n(x)]).

L’erreur d’estimation devient donc

B 5= 3" [ealX0) (X)) + 0p(1)

i=1

Pour avoir le résultat, il suffit donc de montrer que

> X)) = on(1) —Zen )= or(1) (3.13)

La premiere condition (terme en 7,(z) de 3.13) sera vérifiée si on a la condition :

sup | (z)| = op(1).

JCESX

Or 7(z) = 53\77@) avec |k| =0 et ﬂ( ) = Dkn( ) avec |k| = 1. Il suffit donc d’avoir
la condition suivante :

sup |(7(z) — n(z))(DEn(z) — Diy(z))| = op(1), pour |kl =0 et [k =1 (3.14)

QGSK

a condition qu’on puisse admettre que ﬁ)(g) est borné pour n grand, ce qui sera
assuré dans la suite car on sera amenés a montrer que sup,cg, |Vn(z) — Vn(z)| =
Op(l).
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Pour montrer la condition (3.14), montrons que, pour |[k| =0 ou 1, on a

Ve >0, sup |DEn(z) — DEyp(z)| = op(n-(-op)/2+alkl+e),

ZGSX

On considere A,, une discrétisation de I’hypercube Sy suffisamment fine pour avoir :

= Op(l).

sup inf
xESX z '€Ap

N, Wy — 5 W

Comme on I’a vu dans le lemme 3.2, on a :

sup !a -2 1VV‘—>O

xGSX n—0o
Or on a aussi, par définition de a*(z)y, :

S [P - Do)

a*(z)y =
D’otl, en utilisant aussi ¢, = (nh?)~1/2, on obtient, pour |k| =0 ou 1 :

su EE\ x) — DE :L" = T
geSI; n(x) n(z) T /—nhpzeSX a”(z)k

’+Op

1 sup [(X, "
HENnP | acor

1
———— < su Z W +o0
NG {mp ( Jel + or( }
Si Dy = sup,eg, (35" z))
a:

= )1, on sait, grace a la contrainte inf,cg, (p(x) f(
tous les Dy, sont finis. Donc, en utilisant les résultats du lemme 3.3, on

> 0, que

sup | DEn(z) — Dena)| <37 Diy sup

z€Sx leA, €A,

WW( )—E{W(Wg)gﬂ

+ O(hT™ 1B 1 op( ). (3.15)

h|E| v nh?P
Il est & noter que dans I'expression précédente, le terme O(h?+'~IE) correspond &
I'ordre de grandeur de 'espérance de W,. Comme signalé dans une remarque apres
I’énoncé du lemme 3.3, on peut éventuellement, selon la parité de ¢ avoir un terme
plus fin en O(h?*+2~IE) Mais pour la majoration, le terme en O(h71~ /) est suffisant.

On note . )
_ —E|—— )

Rappelons maintenant la définition de W,

dy =

_—anll Yi] R(z, X;) KP(H (X, — z)).
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On note
U(z, X, ;) =l [ii(z, X,), Y] R(z, X,) KP(H (X, — z)).
On a donc .
WQ = Cp Z qj(&a Xia Y;)
i=1
et
- 1 1
dy = z; {m {V(z, X;,Y))}, - E [m {W(z, Xi7yi)}l:| } :

On va maintenant utiliser I'inégalité de Bernstein pour obtenir, pour 7 > 0 donné
etl € A,:
2

—T

251 Var (e {02, X, V) + e M

IP(d, >7) <2exp

ou M est une constante telle que
P ({(, X, Y0~ B (U, X, Y0l < M) = 1
On pose, pour v >0, £ > 0
+ — p—(—ap)/2+alkl+e,,
L’inégalité de Bernstein devient alors

P (dx > n*(lfap)/%alk\ﬂv) <

_pltapt2alkl+2e

2 Z?:l Var (hlklwrp {‘I’(Lim Yz)}L) + %Mﬂ_(l_ap)ﬂJralEH%

2 exp

Mais, grace au lemme 3.3, on sait que Var({W,}; = O(1), ce qui implique

1
var (W {V(z, X5, Y;')}L> = O(nap+20¢|k|>.

Par conséquent, on obtient, pour le terme de droite de 'inégalité obtenue, une ex-
pression de la forme 2exp(—C x n*), ot C' est une constante positive. Le premier
terme du membre de droite de I'inégalité (3.15) est donc majoré par

2 Z Dy exp(—Cn®)

leA,
qui tend vers 0 quand n — +o0. On a donc vu que

IP (d, > 7) < 2exp(—Cn*).
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On peut toujours écrire, pour tout 7 positif :
|do| < THjay <7 + [de [Ny, 57

Or, en reprenant I'expression de 7 utilisée précédemment, la probabilité de I’événement
{|d.| > 7} a été majorée grace a I'inégalité de Bernstein par un terme en 2exp(—Cn?*).
On obtient ainsi :
sup ’d£| < Op(nf(lfap)/2+a\k|+s).
zE€Sx,,

C’est-a-~dire, pour tout € > 0

A

— 1
g Dk _ Dk O —(1-ap)/2+alkl+ey | O(pati-lEly 1 -

Op(n—(l—ocp)/%a\klﬁ) + O(RTHIEl Op(n—(l—ap)/2+alkl)
Op(n—(l—ap)/2+a\hl+e) + O(hqﬂ_‘@‘).

IA A

L’inégalité précédente est vraie pour tout € > 0. On prend ¢ = ¢, ou J est le
nombre apparaissant dans I'inégalité (3.9). On utilise ce ¢ pour le terme avec |k| =
0 et pour le terme avec |k| = 1. Maintenant on va montrer que c’est le terme
Op(n~(-ap)/2+alkl+9) (i domine. On veut donc avoir :

Pt = o(n~(en)/2+9).

Cela sera vrai si et seulement si

- 1—-29

a e —

2¢+p+2

pour |k| = 0 ou 1. 0 a justement été choisi pour vérifier cette condition. On en

déduit, pour |k| = 0 ou 1,

sup |(i(z) - n(@))(DEn(z) — Din(z))] < Op(n ok (316

QGSL

A ce stade, on veut que le membre de droite de I'inégalité (3.16) tende vers 0
quand n tend vers I'infini pour |k| = 0 ou 1. Pour cela, il faudra avoir

1-20

o< —.
p+ |E|

Dans les cas qui nous intéressent, a savoir |k| = 0 et |k| = 1, cette condition est
vérifiée car elle est moins stricte que 'hypothese (3.9) du théoreme.
Ainsi on a montré que
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II reste a s’intéresser au terme + 7" | €,(X;) (¢f condition (3.13)). On veut avoir

—Zé‘n —Op(l).

Il suffira donc de montrer que

sup |en(2)] = op(1).

z€Sx
Par définition, on a
enlz) = (97" (n(@) V(@) (h(@) —n(@)) + (97" (n(@)(Vn(z) - Vn(@)).
Grace aux calculs précédents et aux hypotheses du théoreme, on peut écrire

sup |€n(£)| < Op(n—(l—ap)/2+6)+Op(n—(1—ap)/2+a+6)

QGS&
< Op(nf(lfap)/2+a+6> )

Et grace a la condition o < (1 —2§)(p + 2), on obtient le résultat

sup |en(2)| = op(1).

€S
Comme on a montré que
1 n
== [en(X0) + (X)) + 0p(1)
i=1
on a donc bien
B =B =op(1)

Remarque.

On a montré la convergence de 'estimateur B, mais sans toutefois parvenir a
trouver un taux de convergence satisfaisant. Pour y parvenir, il faudrait sans doute
essayer de raffiner la démonstration. Nous avons déja essayé de montrer qu’on pou-
vait avoir une vitesse en \/n mais nous sommes a chaque fois arrivés a des contraintes
du genre ¢ > p/2. Quand on voit qu’en pratique on utilise des développements d’un
ordre guere plus élevé que 1 ou 2, on se rend compte qu’'une telle contrainte est tout
simplement inacceptable.
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Conclusion

Ainsi, on a montré la convergence de ’estimateur 3 obtenu grace a l'étape A
de la méthode GSIM. Nous n’avons pas eu le temps, lors de ces travaux, de nous
intéresser de pres a la convergence réelle de la méthode sur des simulations dans le
cas standard. Ces simulations nous permettraient de mieux appréhender le compor-
tement de ’estimateur, et nous permettrait d’ailleurs d’avoir une idée de I'ordre de
grandeur de la vitesse de convergence. C’est un travail qu’il faudra effectuer dans
la suite des travaux. En effet, I'objectif premier a ici été ’'application aux données
de biopuces, c’est-a-dire bien loin du cas standard ou on aurait pu constater des
propriétés asymptotiques.






Section 8.4 __

Résultats sur des données de
biopuces

Nous considérons dans ce chapitre I'application de ’algorithme pénalisé GSIM
aux données de biopuces relevant de I’analyse discriminante entre deux groupes. Des
résultats avec GSIM sans pénalité, avec un nombre de genes restreint, seront aussi
présentés et ce uniquement pour le jeu de données “Colon” qui est celui que nous
avons le plus étudié.

Pour etre en mesure de comparer la méthode a d’autres méthodes proposées
dans la litérature, nous nous sommes tout d’abord intéressés aux jeux de données
classiquement utilisés dans ce genre de problématique et par la suite aux données
dont nous disposions a I'Institut Curie. Comme nous allons le voir les résultats
obtenus sont tout a fait satisfaisants, et ce en dépit de la réduction en indice simple
seulement. Le prétraitement des données va dépendre du jeu de données considéré.

3.4.1 Mode de validation des résultats

Pour tester I'algorithme sur de vrais jeux de données on va utiliser une technique
de rééchantillonnage : on effectue 100 subdivisions aléatoires des données en un en-
semble d’apprentissage et un ensemble de test. On calcule la direction de projection
[ sur les individus de I’ensemble d’apprentissage dont on connait la classe, et on
utilise les résultats obtenus pour prédire la classe, considérée comme inconnue, des
individus de I’ensemble de test.

Le taux d’erreur est calculé comme la moyenne du taux d’erreur sur les individus
de I'ensemble de test, moyenne calculée sur I’ensemble des 100 subdivisions.

3.4.2 Résultats expérimentaux

3.4.2.1 Colon

Ce jeu de données est constitué de 62 profils d’expression issus de deux popu-
lations : 40 tissus tumoraux et 22 tissus sains. Chaque profil comporte 2000 ni-
veaux d’expression. On trouvera dans Alon et al. [4] une description compléte de ces
données.

185
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Pré-traitement des données

Avant toute analyse statistique ces données “brutes” sont pré-traitées selon un
protocole comportant une étape de seuillage, de filtrage et de transformation loga-
rithmique (Dudoit et al. [15]).

Le seuillage consiste a ne conserver que les valeurs comprises entre 100 et 16000.
Le filtrage a pour but d’éliminer avant tout traitement les genes dont ’expression est
trop uniforme et dont la variation n’est pas significative par rapport a la précision de
mesure des niveaux d’expression. Pour chaque gene, on releve la valeur minimale s,,,;,
et la valeur maximale s,,,, du niveau d’expression parmi les tissus disponibles et on
ne garde que les genes tels que S0/ Smin > 5 €t Syaz — Smin > 500. Et on effectue une
transformation logarithmique en base 10 des données. Pour appliquer I'algorithme
GSIM on va aussi avoir a procéder a une sélection de genes via une méthode de
seuillage bayésien. Pour que la statistique de test correspondant a la différence des
moyennes entre les deux classes pour chaque gene soit significative, on procede au
préalable a une standardisation “en ligne” des données ce qui revient a normaliser
chaque biopuce en retranchant sa moyenne et en divisant par son écart-type. Cette
normalisation peut sembler “grossiere” par rapport aux méthodes exposées dans
le chapitre 1, cependant nous ne disposons pas des informations nécessaires pour
mettre en ceuvre d’autres méthodes.

Pour ce jeu de données, le fichier d’apprentissage est constitué de 41 échantillons
et chaque sous-population y est représentée dans la méme proportion que dans la
population totale.

Parametres d’implantation

Pour GSIM, sur ce jeu de données, on montre 1’évolution de la méthode non
pénalisée a la méthode pénalisée, avec les choix de parametres correspondant. Pour
les résultats avec la procédure non pénalisée, le parametre de lissage h4 est choisi
par L-curve a partir d’une grille de 20 points de l'intervalle [0, 5; 90] log-linéairement
espacés. On gardera le méme choix pour la procédure pénalisée a A fixé. Par contre,
quand il faut choisir A, le choix de h, par L-curve n’est plus possible et on fait
alors une validation croisée sur I’ensemble d’apprentissage simultanément en h4 et
en A sur 5 points de Uintervalle [7,90] pour hy et sur 5 points de [0.01,30] pour
A; dans les deux cas, les points sont log-linéairement espacés. Notons que 'on a ici
bien réduit la taille des grilles, et ce a cause du cotit algorithmique de la validation
croisée.

Pour rOPG, seuls les résultats de la version pénalisée de la méthode sont présentés
ici. On effectue alors le choix de h4 et de A simultanément par validation croisée sur
5 points de 'intervalle [0.5, 10] pour h4 et sur 5 points de [0.01, 30] pour \; dans les
deux cas, les points sont log-linéairement espacés. Les valeurs envisagées pour h 4
sont différentes selon la méthode considérée (GSIM ou rOPG). En effet, la fenétre
pour TOPG correspond a un noyau de dimension 1, puisque dans la version raffinée
de OPG le noyau est déterminé sur les covariables projetées.
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Pour kNN, le nombre de voisins est déterminé par validation croisée sur l'en-
semble d’apprentissage dans la grille des entiers {1,2,3,...,20}.

Résultats sans pénalisation

On sélectionne un certain nombre de genes par seuillage bayésien. On limite a
Pmaz le nombre de genes sélectionnés. Les résultats du taux d’erreur sur I’ensemble
de test par rééchantillonnage sont fournis dans le tableau 3.1 pour différentes valeurs

de pmax~
Pmaz 2 3 4 5 6 8 10 20 30 39
moy | 0.185 | 0.197 | 0.213 | 0.215 | 0.207 | 0.216 | 0.227 | 0.234 | 0.267 | 0.264
std | 0.080 | 0.079 | 0.081 | 0.087 | 0.088 | 0.099 | 0.091 | 0.089 | 0.094 | 0.088

Table 3.1 — Colon. Moyenne et écart-type du taux d’erreur dans le fichier test

en fonction du nombre limite de genes considérés.

non pénalisé.

Ici, on utilise un critere

Sur ce tableau, on peut vérifier que, comme annoncé en section 3.2.3, les résultats
se dégradent rapidement quand le nombre de genes augmente. On vérifie aussi sur
les figures 3.1 et 3.2 qu’augmenter le parametre h permet de stabiliser les résultats.

Figure 3.1 — Taux d’erreur moyen en fonction de log(h).
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le taux d’erreur moyen se stabilise quand h devient grand.

On remarque ici que

Nous allons maintenant étudier les résultats obtenus avec une pénalité de type

Ridge.
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0.12
I

Ecart-type du taux d’erreur

0.08
I

Figure 3.2 — Ecart-type du taux d’erreur en fonction de log(h). On remarque
ici que I’écart-type du taux d’erreur se stabilise quand h devient grand.

Résultats avec pénalisation de type Ridge

Nous répétons les memes simulations que dans la partie précédente, mais cette
fois en ajoutant une pénalité de type Ridge. L’objectif ici est de montrer que I'ajout
d’une pénalité améliorent nettement les résultats. Nous ne nous intéressons donc pas
tout de suite au choix du parametre A\, nous étudierons son influence sur les résultats
ultérieurement, et nous prenons dans la premiere partie de ces résultats A = 5. On
trouvera les résultats dans le tableau 3.2.

Pmaz 2 3 4 5 6 8 10 20 30 40
moy | 0.174 | 0.171 | 0.169 | 0.162 | 0.155 | 0.145 | 0.145 | 0.142 | 0.140 | 0.139
std | 0.070 | 0.060 | 0.062 | 0.062 | 0.062 | 0.069 | 0.065 | 0.063 | 0.063 | 0.063

Table 3.2 — Colon. Moyenne et écart-type du taux d’erreur dans le fichier
test en fonction du nombre limite de génes considérés. Ici, on a introduit une
pénalité de type Ridge, en fixant A = 5.

On observe une nette amélioration des résultats grace a 'introduction de cette
pénalité, mais I'autre avantage c¢’est qu’on peut maintenant se permettre d’augmen-
ter réellement le nombre de genes considérés, et méme de considérer tous les genes.
En fait, nous allons maintenant comparer deux approches différentes pour plusieurs
valeurs possibles de A : dans un premier temps, nous conserverons tous les genes
et dans un deuxieme temps, nous effectuerons une pré-sélection des covariables, en
gardant toutes les covariables sélectionnées par la méthode de seuillage empirique
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bayésien. Les résultats sont présentés dans le tableau 3.3.

A 0.0001 1 5 10

Pmaz Plim Pmax Plim Pmax Plim Pmaz Plim
moy | 0.155 | 0.167 || 0.154 | 0.139 || 0.155 | 0.136 || 0.155 | 0.138
std 0.051 | 0.057 || 0.056 | 0.062 || 0.060 | 0.061 | 0.060 | 0.066

A 20 30 40

Pmax Plim Pmax Plim Pmax Plim
moy || 0.157 | 0.140 || 0.156 | 0.140 || 0.160 | 0.140
std 0.063 | 0.068 || 0.065 | 0.067 || 0.064 | 0.066

Table 3.3 — Colon. Moyenne et écart-type du taux d’erreur dans le fichier test
en fonction du parametre A de la pénalité. Ici, on compare les résultats selon
que l'on a considéré tous les genes (ppq,) Ou un nombre limité de genes (prip,)-

On constate que, méme si les résultats restent comparables, ils sont légerement
meilleurs quand on considere un nombre réduit de genes. Notons que le nombre
de genes sélectionnés par la méthode seuillage bayésien varie entre 19 et 72 selon
I’ensemble d’apprentissage considéré. Ces résultats laissent penser que la méthode
de sélection de genes permet de conserver 'essentiel de I'information discriminante
du jeu de données alors que considérer tous les genes apportera plus de bruit que
d’information discriminante supplémentaire.

Dans tous les cas, I'ajout de la pénalité a permis de fortement stabiliser les
résultats. En effet, dans cette version pénalisée de 'algorithme, seuls quelques in-
dividus ont tendance a étre tres souvent mal classés, des individus qui posent des
problemes quelles que soient les méthodes utilisées dans la littérature; il y a une
forte suspition d’erreur d’étiquetage pour ces quelques individus. Ainsi on obtient
un taux de mauvais classement de pratiquement 100% pour ces quelques individus
et un taux de mauvais classement tres proche de 0 pour les autres individus, alors
que les différences entre les taux de mauvais classements des individus étaient moins
nettes dans le cas du critere non pénalisé.

De plus, on constate que les résultats ne sont pas tres sensibles au choix du A. Il
semble juste déconseillé de prendre un A vraiment trop petit.

Comparaison avec d’autres procédures.

On a donc constaté l'intérét de I'introduction d’un terme de pénalité dans notre
critere. Nous allons maintenant faire varier le parametre de régularisation A pour
choisir, a chaque nouvel ensemble d’apprentissage, le couple (h4, \) le plus approprié,
par validation croisée sur I'ensemble d’apprentissage. On ne fait ici aucune autre
sélection de genes que celle qui est faite par filtrage pendant le prétraitement des
données. Les résultats obtenus sont donnés table 4 et figure 3.3.
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DLDA | DQDA | kNN || rOPG | GSIM,
moy | 0.144 | 0.154 | 0.204 || 0.153 | 0.148
std | 0.057 | 0.064 | 0.071 || 0.060 | 0.056

Table 3.4 — Colon. Etude resampling : moyenne et écart-type du taux d’erreur
dans le fichier test. Pour la méthode kNN, le nombre de voisins choisi est en
moyenne de 5.06.

Analyse resampling : Colon

0.4

0.3

sur I'ensemble test

0.2

d'erreur

Taux

0.1

' ' ' '
—_— —_— —_— —_—

0.0

T T T T
DLDA DQDA k-NN rOPG GSIM

Figure 3.3 — Colon. Boxplot du taux d’erreur de classification moyen sur ’ensemble test.
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Les conclusions que 1'on peut tirer de ce tableau de résultats et du boxplot ne
sont pas tres tranchées. En effet, exceptée la méthode kNN qui donne des résultats
plutot moins satisfaisants, toutes les méthodes semblent plus ou moins équivalentes
au niveau des résultats, cela tient sans doute aussi a la nature assez particuliere des
données. De plus, la méthode kNN présente un inconvénient majeur : on se trouve
souvent confronté a des problemes d’indécision, quand le k-voisinage contient autant
de voisins d'une classe que de 'autre. Ce phénomene d’indécision rend la méthode
instable, les résultats n’étant alors pas reproductibles.

On constate que GSIM améliore légerement les résultats obtenus avec rOPG.
La méthode DLDA donne ici de bons résultats. Notons toutefois que les méthodes
DLDA et DQDA sont tres sensibles au prétraitement. En effet, si dans le prétraite-
ment on omet la standardisation en lignes des données, on multiplie par 2 le taux
d’erreur obtenu pour DLDA (on passe a 28% d’erreur) alors que les méthodes GSIM
et rOPG restent relativement stables (elles passent respectivement a 15.3% et 20.4%
d’erreur).

3.4.2.2 Leukemia

Ce jeu de données est constitué de 72 profils d’expression issus de deux popu-
lations : 47 tissus atteints de Leucémie lymphoblastique aigué (ALL) et 25 tissus
atteints de Leucémie myéloide aigué (AML). Il est a noter que ce jeu de données
peut aussi étre considéré comme probleme de discrimination multiclasses dans la
mesure ou les 47 tissus ALL se subdivisent en deux populations selon que les cel-
lules analysées sont de type B (38 cas) ou de type T' (9 cas). Chaque profil comporte
7129 niveaux d’expression de genes. On trouvera dans [21] une description complete
de ces données. On effectue ici exactement le méme pré-traitement que pour le jeu
de données Colon. En sortie du prétraitement, il reste environ 3000 a 3500 genes
selon I’ensemble d’apprentissage considéré. On utilise les mémes grilles en hy et en

A

DLDA | DQDA | KNN | GSIM,
moy | 0.035 | 0.049 | 0.053 | 0.038
std | 0.031 | 0.041 | 0.036 | 0.032

Table 3.5 — Leukemia en binaire. Etude resampling : moyenne et écart-type du
taux d’erreur dans le fichier test. Pour la méthode kNN, le nombre de voisins
choisi est en moyenne de 2.86.

Ici, la comparaison des méthodes mene a peu pres aux mémes conclusions que
pour le jeu de données de Colon. On remarque de bonnes performances des méthodes

GSIM,, et DLDA.
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3.4.2.3 Données de I'Institut Curie
Fortes doses contre faibles doses

On reprend le jeu de données déja étudié dans le chapitre précédent : faibles
doses contre fortes doses. Ici, comme on dispose de toutes les données brutes, une
vraie normalisation a pu étre appliquée. On a normalisé les données par une méthode
de lowess par bloc avec remise a 1’échelle et lissage des résidus. On n’effectue donc
aucun prétraitement sur les données si ce n’est de remettre les ratios normalisés en
échelle logarithmique.

Ce jeu de données est constitué de 34 biopuces issues de deux populations : 24
obtenus a partir de levures exposées a de fortes doses d’irradiation v et 10 exposées
a de faibles doses. Pour chaque biopuce, on a mesuré I'expression de 6327 genes. En
raison du grand nombre de genes, il pourra s’avérer intéressant de réduire le nombre
de genes en entrée de 'algorithme, ne serait-ce que pour réduire les temps de calculs.

Pour I'analyse de ce jeu de données, le fichier d’apprentissage est constitué de 23
échantillons et chaque sous-population y est représentée dans la méme proportion
que dans la population totale a savoir 16 individus exposés a de fortes doses et 7
individus exposés a de faibles doses.

Etant donné le faible nombre d’individus, ’analyse par échantillons tests peut
sembler abusive. On fera donc aussi une étude “LeaVe One out” (LVO), c’est-a-
dire qu’on enlevera tour a tour chacun des individus pour faire 'apprentissage sur
I’ensemble des n — 1 individus restants, et on prédira ensuite sur cet individu qui
avait été oté. On effectue donc une prédiction pour chacun des 34 individus, on
obtiendra alors un nombre d’erreurs compris entre 0 si on a bien classé tous les
individus et 34 si on les a tous mal classés.

Pour l'instant les seuls résultats disponibles sont pour A = 5 qui semble une
valeur assez adaptée, et hy est fixé par L — curve sur une grille étendue (de 0.5 a
200) et assez fine (10 points log-linéairement espacés). On a fait ce choix car cela
permet d’obtenir des résultats beaucoup plus vite qu’en validation croisée. Dans le
tableau 3.6 (resp. 3.7), on observe les résultats obtenus en fonction du nombre limite
de genes fixé pour I'analyse par LVO (resp. ré-échantillonage).

nb genes
Méthode 10 30 50 100 | piim | Pmaz
GSIM,, 0 1 1 1 1 0
DLDA 0 1 1 1 1 1
DQDA 0 1 2 2 1 1
kNN 0 0 0 0 1 0

Table 3.6 — Faibles et fortes doses, analyse LVO. Nombre d’erreurs en
fonction du nombre limite de genes considérés. Ici, on a utilisé une pénalité
de type Ridge, en fixant A = 5.
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nb genes
Méthode 10 30 50 100 Plim | Pmaz
GSIM moy | 0.022 | 0.038 | 0.035 | 0.031 | 0.028 | 0.015
std | 0.048 | 0.062 | 0.056 | 0.050 | 0.046 | 0.048
DLDA moy | 0.020 | 0.028 | 0.025 | 0.027 | 0.028 | 0.030
std | 0.047 | 0.051 | 0.046 | 0.047 | 0.044 | 0.053
DQDA moy | 0.018 | 0.031 | 0.029 | 0.027 | 0.023 | 0.031
std | 0.045 | 0.052 | 0.051 | 0.044 | 0.041 | 0.055
kNN moy | 0.008 | 0.019 | 0.033 | 0.031 | 0.036 | 0.036
std | 0.029 | 0.047 | 0.061 | 0.062 | 0.064 | 0.063

Table 3.7 — Faibles et fortes doses, analyse resampling. Moyenne du
taux d’erreur dans le fichier test en fonction du nombre limite de genes
considérés. Ici, on a utilisé une pénalité de type Ridge, en fixant A = 5.

Les résultats obtenus sont tres bons, et ce pour toutes les méthodes, méme avec
un petit nombre de genes. Cela montre que ces deux jeux de données se discriminent
tres bien. Il est donc difficile d’utiliser ces résultats pour comparer les méthodes. On
notera toutefois qu’ici, contrairement aux exemples précédents, la méthode kNN
donne plutot les meilleurs résultats (avec un nombre moyen de voisins allant de 1.1
a 1.56 selon le nombre de genes). Pour I’étude par rééchantillonnage, on constate
aussi que GSIM devient la meilleure méthode quand on conserve tous les genes, ce
qui montre que cette méthode résiste mieux au bruit.

D’un point de vue biologique, il est intéressant de regarder de plus pres quels sont
les échantillons mal classés. Dans 'analyse LVO, quand il y a au moins une erreur
de commise, ’échantillon 25 en fait systématiquement partie. Cela devient parti-
culierement révélateur quand on considere qu’il s’agit, parmi les individus soumis a
de faibles doses d’irradiations, de l'individu qui a recu l'irradiation la plus impor-
tante. Il n’est donc pas surprenant de constater que c’est celui qui est le plus difficile a
classer, méme si la dose d’irradiation reque reste nettement inférieure a celles utilisées
pour les fortes doses. Un autre jeu de données est mal classé deux fois, et seulement
par la méthode DQDA, il s’agit d’un individu de la classe “fortes doses”. Dans I’ana-
lyse par ré-échantillonage, le jeu de données “faible dose” ayant recu la plus forte
dose d’irradiation, faibledosel, est mal classé de fagon quasi-systématique. Trois
autres échantillons sont parfois mal classés : parmi eux, les deux jeux de données de
faibles doses, les plus irradiés apres faibledosel, ce qui n’est pas anodin. Le dernier
individu qui est parfois mal classé est le méme que pour 'analyse LVO.

Faibles doses, non irradiés, formaldéhyde.

On a donc vu qu’on parvenait assez facilement a faire la différence entre des
individus exposés a de fortes doses de rayonnement et a de faibles doses de rayonne-
ment. On va maintenant reprendre le jeu des faibles doses et regarder si on parvient
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tout aussi bien a le différencier d’un jeu de données correspondant a des individus
non irradiés (12 lames). Cette comparaison a un intérét biologique : en effet, si on a
vu que les réactions induites dans la transcription n’était pas les méme selon la dose
d’irradiation, on est en droit de se demander si une réaction se déclenche effective-
ment en présence de faibles radiations. Etant donné que le jeu de données faibles
correspond a toute une gamme de faibles expositions, on peut éventuellement s’at-
tendre a avoir du mal a classer les individus les moins exposés, et peut-étre méme a
faire apparaitre, méme si ce n’est pas la technique appropriée pour cela, un seuil de
réaction.

Dans le cadre de cet exemple, on s’intéressera également au jeu de données
“formaldéhyde” (7 lames) qui correspond & des levures ayant été exposées a doses
assez faibles a un agent génotoxique. On verra ainsi si la réaction a une agression
est spécifique de cette agression (irradiation ou formaldéhyde) et si I'exposition a
ce formaldéhyde a réellement des conséquences au niveau de la transcription de
’ARNm au sein des cellules.

De la méme fagon que précédemment, les données ayant été normalisées aucun
autre prétraitement que la log-transformation des données ne sera nécessaire.

Dans le cadre de ce jeu de données, on ne s’intéressera qu’au cas ou on prend
tous les génes (environ 6 000). On peut envisager deux approches différentes, une
ou 'on considere chaque ensemble de jeux de données contre un autre, et I’autre ou
I’on consideére chacun des jeux de données contre les deux autres. On essaiera les
deux, on aura donc les expériences suivantes a faire :

— Non irradiés vs. faibles doses

— Non irradiés vs. formaldéhyde
Formaldéhyde vs. faibles doses
Non irradiés vs. les deux autres
— Faibles doses vs. les deux autres
— Formaldéhyde vs. les deux autres

Comme les jeux de données sont encore une fois assez restreints en nombre
d’individus, on se contentera ici de faire une analyse LVO. Les résultats sont obtenus
pour A = 5 qui semble une valeur assez adaptée, h 4 est toujours choisi par L —curwve.
Pour rOPG, le choix de h, est fait par validation croisée et A est fixé a la valeur
0.0001 (c¢f remarque a la fin de la section 3.2.5).

Les résultats obtenus ne font pas vraiment ressortir de méthode meilleure qu’'une
autre. DLDA commet plutot plus d’erreurs que les autres, KNN oscille du meilleur au
pire selon les jeux de données et GSIM, rOPG et DQDA fournissent en moyenne des
résultats parmi les meilleurs observés. Pour les comparaisons un a un, on voit que la
discrimination la meilleure semble étre entre les données “formaldéhyde” et “faibles
doses”, montrant que les réactions induites par ces deux traitements sont différentes.
La séparation se fait aussi assez bien entre “faibles doses” et “non irradiés” ce
qui montre bien que méme une faible irradiation peut avoir des conséquences sur
I'organisme. La plus grande incertitude réside dans la distinction entre formaldéhyde
et non irradiés (i.e. non traités), les résultats étant plutét mauvais.
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i Meéthode n total | GSIM, | rOPG | DLDA | DQDA | kNN

Expérience

Non irradiés vs. faibles doses 22 3 3 3 3 7
Non irradiés vs. formaldéhyde 19 5 3 6 7 3
Formaldéhyde vs. faibles doses 17 0 1 1 1 1
Non irradiés vs. les deux autres 29 10 9 12 7 8
Faibles doses vs. les deux autres 29 2 3 3 4 7
Formaldéhyde vs. les deux autres 29 D 4 4 6 3

Table 3.8 — Non irradiés contre faibles doses, analyse LVO. Nombre
d’erreurs en fonction du nombre limite de genes considérés. Ici, on a utilisé
une pénalité de type Ridge, en fixant A = 5, tous les génes sont considérés.

En ce qui concerne les résultats quand on compare un traitement aux deux autres,
les résultats sont tres mauvais quand ce sont les non irradiés que 'on tente de discri-
miner des autres. Cela n’est pas tellement surprenant : nous venons de voir que, des
trois jeux de données, les plus différents sont “faibles doses” et “formaldéhyde”. Or
ici, ces deux jeux de données viennent justement d’étre réunis comme s’ils apparte-
naient & une seule et méme classe. Ainsi on comprend bien que les différences au sein
de cette classe risquent d’étre plus importantes qu’entre les deux classes que nous
avons artificiellement créees. Les “faibles doses” étaient celles qu’on distinguait déja
le mieux des deux autres classes, qui, par contre, ne se différenciaient pas tres bien,
entre elles. Il n’est donc pas tellement étonnant de retrouver un nombre d’erreur
assez faible quand on compare ce jeu de données aux deux autres, réunis alors en
une seule et méme classe. Les données “formaldéhyde” se discriminent aussi relati-
vement bien, méme si le nombre d’erreurs reste relativement important : environ 5
erreurs sur 29 jeux de données.

Regardons maintenant quels sont les individus mal classés, pour les situations
ou nous n’avons pas trop d’erreurs. Dans le cas de la discrimination entre “faibles
doses” et “formaldéhyde”, les méthodes rOPG, DQDA et KNN, classent mal un
individu de la classe “formaldéhyde”, un des deux individus de ce jeu de données
ayant été le moins exposé. La méthode DLDA classe mal I'individu “faibledosel”,
I'individu qui était déja mal classé dans 1'étude précédente (fortes doses contre faible
doses d’irradiation). Pour la classification entre “faibles doses” et “non irradiés”, cet
individu est également systématiquement mal classé.







Conclusion du troisiéme chapitre

Nous avons proposé une méthode de discrimination pour la classification de
données de biopuces a ADN fondée principalement sur une méthode semi-paramé-
trique de réduction de dimension, basée sur la maximisation d’un critere de vrai-
semblance locale dans les modeles linéaires généralisés. Cette méthode fournit une
réponse satisfaisante pour la classification de ces données qui relevent du cadre sta-
tistique de la grande dimension, le nombre de covariables étant tres grand devant le
nombre d’échantillons.

D’un point de vue théorique, nous avons montré la convergence de I'estimateur
de la direction de projection obtenu a I’étape A de notre procédure.

D’un point de vue pratique, les résultats obtenus sur des données réelles sont
stables et tout a fait satisfaisants, et ce malgré le modele en indice simple utilisé.
Pour tous les jeux de données traités ici, la méthode GSIM s’est avérée performante
et fournit des résultats comparables ou meilleurs a ceux obtenus via des approches
plus classiques.
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Perspectives

» Simulation de données et biopuces et normalisation.

Les perspectives de ce chapitre se situent essentiellement dans la partie simula-
tion de données. Des progres peuvent étre faits, notamment en prenant en compte
plus de parametres pour générer un jeu de données. Ainsi les bruits additifs et multi-
plicatifs inhérents a un jeu de données devraient étre générés aléatoirement, a chaque
nouvelle simulation, selon une loi estimée a partir de données réelles. Il serait aussi
intéresant d’étudier comment choisir les parametres cjnq €t c,epr qui fixent en fait
I’écart entre le nuage des genes non exprimés et les nuages des différentiellement
exprimés. Le probleme c’est que pour améliorer le modele de simulation il faudrait
disposer d’une série de données pour lesquelles on connait les différentiellements
exprimés afin de pouvoir étudier les parametres du modele et les courbes de forme
séparement pour chaque catégorie de gene (non exprimés, induits, réprimés), ce qui
est assez irréaliste.

» Détection des genes différentiellement exprimés.

Dans ce chapitre, il y a encore plusieurs voies a explorer, et ce a plusieurs ni-
veaux. Les méthodes proposées ici donnent des résultats satisfaisants sur les simu-
lations, mais sur un vrai jeu de données tout est devenu plus compliqué. Il faut sans
doute envisager de nouvelles statistiques de test, peut-étre mieux adaptées a ce type
de données bien spécifiques. On peut aussi s’en doute réutiliser 'idée développée
pour la statistique de Turkheimer et al. , en essayant d’estimer un facteur d’échelle,
par rééchantillonnage par exemple, de telle facon qu’ensuite on ait de bonnes pro-
priétés pour la statistique de test standardisée. Un travail important peut aussi étre
fait sur le calcul des p-valeurs a partir des statistiques de test, et éventuellement
des données. Enfin, on pourrait aussi considérer d’autres taux d’erreur a controler,
comme le pF'DR (positive FDR) proposé par Storey [11] ou le “local FDR” comme
le font Aubin et al. dans [7].

» Réduction de dimension et classification supervisée.

D’un point de vue théorique, il serait intéressant de reprendre la démonstration
de la convergence de 'estimateur de la direction de projection pour obtenir un taux
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de convergence. Une autre perspective de ce travail sera d’appliquer la méthode
GSIM a des données simulées pour vérifier la qualité de la méthode dans le cas
standard, c’est-a-dire quand n >> p.

D’un point de vue pratique, d’autres extensions de la méthode sont déja en
cours pour permettre une meilleure classification des données réelles. Tout d’abord,
les échantillons observés appartenant souvent a plus de deux classes, il serait par-
ticulierement intéressant d’étendre la méthode au cas multiclasse. Des travaux ont
déja commencé a ce sujet et les résultats sont tout a fait encourageants. De plus,
dans les données réelles, il est rare qu’on ne s’intéresse qu’a deux classes d’individus.
Ainsi, dans les jeux de données étudiées précédemment, on a vu que “Leukemia”
peut aussi se diviser en trois classes, et pour la derniere étude sur les données de
I'Institut Curie, il aurait été naturel de traiter le probleme avec une modélisation en
trois classes. Indépendamment du nombre de classes, on peut espérer de meilleurs
résultats pour la méthode GSIM,, en indice multiple, ¢’est-a-dire étendue a plusieurs
directions de projection. Ceci fait également ’objet de travaux en cours.
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: Procédure FDR - Benjamini Hochberg . . . . . .. ... ... ... .. 94
: Procédure EFDR (Enhanced FDR) . . . . . ... ... ... ... ... 127
: Algorithme GSIM - Estimationde Betn . . . . . ... ... ... ... 164
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Analyse statistique des données issues des biopuces a ADN — Résumé.

Cette these est consacrée a I’analyse statistique des données issues des biopuces a ADN.
Nous nous intéressons ici a trois problématiques liées aux données du transcriptome.

Dans un premier chapitre, nous étudions le probleme de la normalisation des données
dont ’objectif est d’éliminer les variations parasites entre les échantillons des populations
pour ne conserver que les variations expliquées par les phénomenes biologiques. Nous
présentons plusieurs méthodes existantes pour lesquelles nous proposons des améliorations.
Pour guider le choix d’une méthode de normalisation, une méthode de simulation de
données de biopuces est mise au point.

Dans un deuxieme chapitre, nous abordons le probleme de la détection de genes
différentiellement exprimés entre deux séries d’expériences. On se ramene ici aun probléeme
de test d’hypotheses multiples. Plusieurs approches sont envisagées : sélection de modeles
et pénalisation, méthode FDR basée sur une décomposition en ondelettes des statistiques
de test ou encore seuillage bayésien.

Dans le dernier chapitre, nous considérons les problemes de classification supervisée
pour les données de biopuces. Pour remédier au probleme du “fléau de la dimension”, nous
avons développé une méthode semi-paramétrique de réduction de dimension, basée sur la
maximisation d’un critere de vraisemblance locale dans les modeles linéaires généralisés en
indice simple. L’étape de réduction de dimension est alors suivie d’une étape de régression
par polynomes locaux pour effectuer la classification supervisée des individus considérés.

Mots clés : biopuces, test d’hypotheses multiples, sélection de variables, modeles linéaires
généralisés, régression semi-paramétrique.

k 3k %k

Statistical analysis of microarray data — Abstract.

This dissertation is dedicated to the statistical analysis of microarray data. We consider
three issues linked to the transcriptome data.

In the first chapter, we study the problem of data normalisation; its purpose is to
eliminate the parasite differences between samples, so as to retain only those variations
that are due to biological phenomena. We present several existing normalisation methods
and we propose improvements for some of them. Furthermore, in order to guide the choice
among those methods, we develop a procedure to simulate microarray data.

In the second chapter, we deal with the detection of differentially expressed genes
between two series of experiments, an issue that we assimilate to a multiple hypothesis
testing problem. Several approaches are studied: model selection and penalty, FDR method
based on a wavelet decomposition of the test statistics and Bayesian thresholding.

In the last chapter, we consider the problem of supervised classification of microarray
data. To cope with the high-dimensionality issue, we develop a semiparametric method
for dimension reduction, based on the maximisation of a local likelihood criterion in ge-
neralized linear single-index models. The dimension reduction step is then followed by a
local polynomial regression step, in order to perform the supervised classification of the
given individuals.

Key words: microarrays, multiple hypothesis testing, variable selection, generalized li-
near models, semiparametric regression.



