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Optimisation discrète : analyse des fonctions de coupes
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...à l’intersection entre optimisation continue et discrète
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Introduction

Optimisation mathématique : des maths utiles

L’optimisation est le domaine des maths appliquées qui s’intéresse à
minimiser f (x) (objectif)

g(x) 6 0 (contraintes)

x ∈ X (domaine)

}
(ensemble réalisable)

Des applications partout !

Exemple : problème industriel en production électrique

plannings de production

coût de production

x1 ∈ X1

c1
>x1

x2 ∈ X2

c2
>x2

x3 ∈ X3

c3
>x3

(
modèle
simplifié

) 
min

∑N
i=1 ci

>xi (coûts de production)∑N
i=1 xi = d ∈ RT (contraintes de demande)

(x1, . . . , xN) ∈ X1 × · · · × XN (contraintes techniques)
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plannings de production
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Introduction

Optimisation : tout dépend des propriétés

Problème d’optimisation, sous forme abstraite
min f (x) (objectif)

g(x) 6 0 (contraintes)

x ∈ X (domaine)

Analyse et résolution ← propriétés mathématiques de f , g et X

Différentes classes de problèmes, différents sous-domaines de l’optimisation

Ex : en optimisation combinatoire : f , g simples et X compliqué (parties discrètes) min c>x (+x>Q x)
Ax 6 b
x ∈ Zn

Ex : en apprentissage : f terme d’attache aux données, g impose une structure min
∑N

i=1(ai
>x − yi )

2

‖x‖`1 6 µ
x ∈ Rn

Remarque : rôle-clé de l’optimisation convexe non-lisse dans les deux cas

2
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Ax 6 b
x ∈ Zn

{
max θ(u)

u ∈ Rm

Ex : en apprentissage : f terme d’attache aux données, g impose une structure min
∑N

i=1(ai
>x − yi )

2

‖x‖`1 6 µ
x ∈ Rn
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Introduction

Mon travail en optimisation

Contributions (28 articles journaux)
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(semidéfinie)

algo. proj.
semidéfinie
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(semidéfinie)

algo. proj.
semidéfinie
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mécanique
du contactfinance

vision
ordinateur

non-lisse
(structurée)

algo. de
faisceaux

algo. proj.
alternés

variétés de
matrices

fonctions
spectrales

convexe
(semidéfinie)
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théorie
coupes

quadratique
binaire

3



Introduction

Mon travail en optimisation

Contributions (28 articles journaux)

optimisation

analyse

variationnelle

applications
production
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(semidéfinie)

algo. proj.
semidéfinie
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semidéfinie

algo. prox.
conique
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optimisation

analyse

variationnelle

applications
production
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Introduction

Deux techniques de l’optimisation discrète

Optimisation discrète
(maximiser f simple sur un ensemble compliqué D = {g(x) 6 0, x ∈ X})

Deux techniques fondamentales
1 borner ou relaxer/relâcher = agrandir D en un ensemble P plus simple

2 couper = séparer D et un point de P pour préciser la relaxation

Illustration : optimisation entière (IP)

D = {Ax 6 b, x ∈ Zn}

P = {Ax 6 b, x ∈ Rn} relax. linéaire

D = {A′x 6 b′, x ∈ Zn}

Deux techniques... intrinsèquement liées à l’optimisation convexe

borne/relaxation ←→←→←→ dualité

plan séparateur −→−→−→ géométrie et analyse convexe

−→−→−→ algorithmes de faisceaux
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Introduction

Interaction entre optimisation discrète et continue

Liens de fond entre optimisation discrète et continue

Rapprochement des deux communautés, en partie poussé par des
problèmes industriels complexes et des applications en science des données

Une partie de mon activité entre ces deux domaines, sur trois sujets

Pour chaque sujet : présentation en trois temps

1 Contexte

2 Contributions

3 Zoom sur un point plus technique
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Sélection de sujets et contributions

Contexte : coupes en optimisation discrète

Optimisation en nombres entiers

– les coupes permettent d’affiner les domaines réalisables

– ajout de coupes dans les logiciels → temps de calculs / 1 000

– coupes génériques, variées et peu coûteuses

Exemple : vision géométrique

séparer 0 de l’ensemble des éléments
de Zq − b dans la partie bleue

Corner Polyhedron

Relax nonnegativity on basic variables xi .

Example

f

r 1

r 2

Feasible set {
µ

x3

x4

∂
2 Z2 :

µ
x3

x4

∂
= f + r1x1 + r2x2

where x1 ∏ 0, x2 ∏ 0}

Restricted to the (x3, x4)-space, P(B) is the blue region. The
feasible solutions are the integer points in the blue region, and
corner(B) is the convex hull of these points.

Zq � b

6



Sélection de sujets et contributions

Contexte : coupes en optimisation discrète

Optimisation en nombres entiers

– les coupes permettent d’affiner les domaines réalisables

– ajout de coupes dans les logiciels → temps de calculs / 1 000

– coupes génériques, variées et peu coûteuses

Exemple : vision géométrique

séparer 0 de l’ensemble des éléments
de Zq − b dans la partie bleue

On peut construire des coupes à
partir d’ensembles V ne contenant
pas Zq − b

Example of an S-free set

Assume b ̸∈ Zq and S := Zq − b. Want to cut off the point x = 0.

0

r2

r1

Zq − b
V

Convex set V is S-free: 0 ∈ int(V ) and no point of S is in int(V ).
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Sélection de sujets et contributions

Contexte : coupes en optimisation discrète

Optimisation en nombres entiers

– les coupes permettent d’affiner les domaines réalisables
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séparer 0 de l’ensemble des éléments
de Zq − b dans la partie bleue

On peut construire des coupes à
partir d’ensembles V ne contenant
pas Zq − b

Example of an S-free set

Assume b ̸∈ Zq and S := Zq − b. Want to cut off the point x = 0.

cut

0 Zq − b

r2

r1

V

Compute intersection of the rays with the boundary of V .
Cut defined by these points is valid: ρ(r1)x1 + ρ(r2)x2 ≥ 1.
Here ρ( r1

4 ) = ρ( r2
4 ) = 1. The cut is 4x1 + 4x2 ≥ 1.
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Sélection de sujets et contributions

Contexte : coupes en optimisation discrète

Optimisation en nombres entiers

– les coupes permettent d’affiner les domaines réalisables

– ajout de coupes dans les logiciels → temps de calculs / 1 000

– coupes génériques, variées et peu coûteuses

Exemple : vision géométrique

séparer 0 de l’ensemble des éléments
de Zq − b dans la partie bleue

On peut construire des coupes à
partir d’ensembles V ne contenant
pas Zq − b

Des ensembles plus grands donnent
de meilleures coupes

Cela se formalise mathématiquement...
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Sélection de sujets et contributions

Contributions sur ce thème

Travail avec Gérard Cornuéjols (CMU, USA), Michele Conforti (Padova, Italie),
Aris Daniilidis (Santiago, Chile), Claude Lemaréchal (ex-Inria)

Contributions (mathématiques)

1 introduction des fonctions génératrices de coupes (généralisant Gomory)

2 étude théorique des coupes ←− rôle-clé de l’analyse convexe !

3 équivalence entre coupes“minimales” et les ensembles “maximaux”
dans des situations générales

Zoom : affiner des résultats d’analyse convexe

Analyse convexe : V ←→ V ◦=
{
d : d>r 6 1 pour tout r ∈ V

}
pour V voisinage convexe compact de 0

Généralisation à des voisinages non-bornés

G◦ = V ⇐⇒ V • ⊂ conv (G) ⊂ V ◦

Propriétés subtiles de V • + définition des coupes ρ(r) = supv∈V• v>r

7
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Sélection de sujets et contributions

Contexte : optimisation quadratique sous contraintes quadratiques

Optimisation quadratique (⊂ optimisation polynomiale, Lasserre 01){
max x>Q0 x + q0

>x

x>Qi x + qi
>x = (ou 6) ai , i ∈ {1, . . . ,m}

Exemple le plus simple : max-cut

Nouvelles relaxations SDP en optimisation combinatoire

Optimisation combinatoire

Beaucoup de problèmes d’optimisation combinatoire s’écrivent
comme des problèmes quadratiques sous contraintes quadratiques

(P)

8
<
:

min x>Q0 x + b0
>x

x>Qi x + bi
>x + ci = (ou 6) 0

x 2 {0, 1}n

Exemples: (dans des graphes, modèles pour des applications réelles)

trouver une coupe maximum trouver un k-sous-graphe
le plus dense possible

Problèmes NP-durs... et dur à résoudre en pratique (ex: n = 100)

Technique : énumération intelligente (branch-and-bound) utilisant des
minorants de valeur optimale de (P) (et de sous-problèmes de (P))

30

{
max x>Q x

x ∈ {0, 1}n (⇔ x2−x =0)

faire une partition de l’ensemble des sommets du graphe

telle que le nombre d’arêtes à cheval soit maximal

En général :

Problèmes (NP-)difficiles en théorie
... et en pratique !

Résolution effective par énumération
intelligente : branch & bound

“bons” majorants avec bon équilibre : précision←→ temps de calculs
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Sélection de sujets et contributions
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Sélection de sujets et contributions

Contexte : relaxation semidéfinie (SDP)

La relaxation SDP ←− dualisation des contraintes quadratiques

(optimisation sur le cône convexe des matrices semidéfinies positives)

Exemple : relaxation SDP de max-cut

(max-cut)

{
max x>Q x

x ∈ {0, 1}n (SDP)

{
max trace(QX )

diag(X ) = 111, X < 0

En général, relaxations SDP : précises + bonnes propriétés théoriques

Approximation : 2
π

val (SDP) 6 val (max-cut) 6 val (SDP) si Q < 0 [Nesterov ’98]

Renforcer avec des relaxations d’ordres
supérieurs [Lasserre 01] ou des coupes
(ex : inégalités triangulaires)


max trace(QX )

diag(X ) = 111, X < 0
AI (X ) + 111 > 0

Problème : coût numérique exorbitant... SDP inutilisable en pratique?

Nouvelles relaxations SDP en optimisation combinatoire

Relaxations convexes

“Relaxation” : relacher certaines contraintes de (P) pour obtenir un
problème convexe (R) que l’on résout “facilement”

val(P) > val(R)

Ex: replace {0, 1} par [0, 1] + linéarisations ! pb linéaire (CPLEX)

Qualité de la relaxation : équilibre entre précision et temps de calculs

nouvelles relax. SDP (↵)

précision temps de calcul

relax. SDP relax. linéaires
ou quadratiques

Nouvelles relaxations (de type SDP)

– objectif : rapidité de résolution de (P)
– stratégie : avoir la qualité SDP, sans le prix (bien couper le B&B)
– technique : reformulation originale + dualité convexe

32
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Sélection de sujets et contributions

Contexte : relaxation semidéfinie (SDP)
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Exemple : relaxation SDP de max-cut

(max-cut)

{
max x>Q x

x ∈ {0, 1}n (SDP)

{
max trace(QX )

diag(X ) = 111, X < 0

En général, relaxations SDP : précises + bonnes propriétés théoriques
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Sélection de sujets et contributions

Contexte : relaxation semidéfinie (SDP)
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– objectif : rapidité de résolution de (P)
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Sélection de sujets et contributions

Contributions sur ce thème

Travail avec Frédéric Roupin, Paris XIII (6 articles)

Contributions (théorique, algorithmique, numérique)

1 Nouvelle famille de relaxations de type SDP adjustables par un curseur

Exemple pour max-cut :

FαI (y , z) = 111T y +111T z +
∑

valeur propre>0

λi

(
Q−Diag(y)+A∗I (z)

)2

/2α > (max-cut)

2 Procédure de relaxation avec gestion automatique des paramètres

Entrelacement de la diminution de αk et de la gestion coupes Ik
Preuve de convergence asymptotique vers la relaxation SDP

Solution réalisable etβk par une procédure du type [Goemans-Williamson ’95]

βk 6 valeur optimale du (sous-)problème 6 Fk = F
αk
Ik

(yk , zk )

3 Algorithme de résolution exacte pour ces problèmes quadratiques
Expérimentation numérique, comparaisons

Logiciel libre... et efficace , → oui, SDP est utile en pratique aussi !
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Sélection de sujets et contributions

Contributions sur ce thème

Travail avec Frédéric Roupin, Paris XIII (6 articles)
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Sélection de sujets et contributions

Zoom : illustration numérique sur max-cut

Numériquement, c’est le pire cas pour nous
– relaxation SDP standard simple

– logiciel concurrent
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the lower the better!
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Plan de la présentation

1 Introduction
Un travail en optimisation mathématique...
...à l’intersection entre optimisation continue et discrète

2 Sélection de sujets et contributions
Optimisation discrète : analyse des fonctions de coupes
Optimisation semidéfinie : problèmes binaires quadratiques
Optimisation non-lisse : méthodes de faisceaux inexactes

3 Programme de recherche
Optimisation avec données incertaines
Optimisation avec données distribuées
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Sélection de sujets et contributions

Contexte : gestion de la production électrique

Problème hétérogène et de grande taille (∼ 106 variables, ∼ 106 contraintes) min
∑

i ci
>xi (coûts de production)∑

i xi = d (contraintes de demande couplantes)
(x1, . . . , xN) ∈ X1 × · · · × XN (contraintes techniques)

La solution d’EDF : approche par dualité [Lemaréchal et al ’05]

– coordination (calcul d’un “prix” u)

par un algorithme de faisceaux
proximal inexact

– décomposition des calculs sur
chaque centrale{

min (ci + A>u)
>
xi

xi ∈ Xi

Optimization of electricity 
production 
Executive summary 

Every day, EdF (French Electricity Board) has to 
compute production schedules of its power plants 
for the next day. This is a difficult, large-scale, 
heterogeneous optimization problem. 

Challenge overview 

In the mid eighties, a meeting was organized 
between Inria and EdF R&D. The idea was to let 
EdF present some of their applications, to explore 
possible collaborations. Indeed, EdF has a long 
tradition of scientific work, in particular with 
academics. Their production optimization problem 
was presented among others. Its mathematical 
model was clearly established; even the relevant 
software existed, but the solution approach 
needed improvement. The mathematics at stake 
turned out to perfectly fit with Inria competences. 

Implementation of the initiative 

Collaborative work therefore started immediately. 
No difficulty appeared with administrative issues 
such as intellectual property or industrial 
confidentiality. It was a long-term research, so 
deadlines posed no problem either.  

The problem 

The solution approach is by decomposition: each 
power plant (EdF software) optimizes its own 
production on the basis of ``shadow prices'' 
remunerating it; these prices are iteratively 
updated (Inria software) so as to satisfy the 
balance equation. The working horse to compute 
the prices is a nonsmooth optimization algorithm. 
   

 

   

 
 

 

 

 

   
 

The difficulty was to join the EdF and Inria-
software. This turned out to be harder than 
expected. The model appeared as not mature 
enough and significant bugs were revealed. The 

project was basically abandoned and it is only in 
the mid nineties that intensive collaboration could 
resume on a renewed model.  

Results and achievements 

This time, the collaboration was successful and 
the new software became operational a few years 
later. This relatively long delay was due to 
necessary industrial requirements (mainly aimed 
at achieving reasonable reliability). Substantial 
improvements in cost and robustness were 
achieved. EdF is highly satisfied with this 
collaboration, which continues and will probably 
continue for many years. 
 
Current research focuses on developing more 
accurate models of the power plants, entailing 
more delicate price optimization. 
 
Several academic outcomes resulted from this 
operation: 
• to understand better and to improve highly 
sophisticated optimization methods; 
• to assess these methods in the “real world”, 
thereby introducing them for new applications; 
• to exhibit the practical merits of a mathematical 
theory (convex analysis, duality), generally 
considered so far as highly abstract (and taught 
as such in the university cursus). 

Lessons learned 

Beyond science and techniques, a lesson of this 
“success story” is that an academic-industrial 
collaboration should be undertaken with strong 
mutual esteem and confidence, in both directions. 

 
Sandrine Charousset-Brignol (EDF R&D) 
sandrine.charousset@edf.fr 
 
Grace Doukopoulos (EDF R&D) 
grace.doukopoulos@edf.fr  
 
Claude Lemaréchal (INRIA) 
claude.lemarechal@inrialpes.fr 
 
Jérôme Malick (CNRS, LJK) 
jerome.malick@inrialpes.fr  
 
Jérôme Quenu (EDF R&D) 
jerome.quenu@edf.fr 
 
 

           

shadow   
prices 

decentralized 
productions 

 

 Nonsmooth optimization algorithm 
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Sélection de sujets et contributions

Recherche reliée à cette application industrielle

Contributions (modélisation, théorie, algorithme)

1 Sur le modèle EDF (Lemaréchal Malick ’11)

→ étude théorique de l’interprétation des variables duales

2 Débruiter les solutions duales (Zaourar Malick ’13)

→ implémentée dans le logiciel EDF

3 Une accélération de l’algorithme de faisceaux
→ utiliser des coupes imprécises disponibles (Malick Oliveira Zaourar ’15)

4 Le modèle prenait mal en compte les énergies renouvelables
→ ajout de l’aléatoire dans le modèle (météo) (van Ackooij Malick ’16)

– problème d’optimisation stochastique à deux niveaux énorme
– double décomposition par les scénarios et par les contraintes
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Recherche reliée à cette application industrielle

Contributions (modélisation, théorie, algorithme)

1 Sur le modèle EDF (Lemaréchal Malick ’11)

→ étude théorique de l’interprétation des variables duales

2 Débruiter les solutions duales (Zaourar Malick ’13)

→ implémentée dans le logiciel EDF

3 Une accélération de l’algorithme de faisceaux
→ utiliser des coupes imprécises disponibles (Malick Oliveira Zaourar ’15)

4 Le modèle prenait mal en compte les énergies renouvelables
→ ajout de l’aléatoire dans le modèle (météo) (van Ackooij Malick ’16)

– problème d’optimisation stochastique à deux niveaux énorme
– double décomposition par les scénarios et par les contraintes
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Sélection de sujets et contributions

Zoom : coupes inexactes imprécises

Les méthodes de faisceaux
accumulent des coupes

Coupes exactes...
ou inexactes controlées [Kiwiel ’06]

Et les coupes non-controlées ?

Nonsmooth optimization and fine oracles

Minimizing f (·) with a bundle method

Example 1: Kelley method + exact oracle [Kelley 1960]

xk+1 2 arg min
x2X

f̌k(x) , f̌k(x) := max
i=1,...,k

{ fi + g>i (x � xi ) }

Sofia Zaourar (INRIA) Uncontrolled oracles in bundle methods June 18, 2013 8 / 26

A way to exploit uncontrolled information

For example: application to Kelley method (illustration)

Sofia Zaourar (INRIA) Uncontrolled info & nonsmooth optimization PGMO 2013 21 / 29

Contribution avec Sofia Zaourar (Xerox) et
Welington de Oliveira (Rio, Brésil)

Algorithme de faisceaux adapté

Propriétes théoriques préservées

convergence asymptotique de l’algo,

sans hypothèse de compacité

Illustration du gain en pratique

Une difficulté technique : gérer les coupes inexactes dans l’algorithme de
faisceaux par niveau [Lemaréchal Nesterov Nemirovski ’95] −→−→−→ règle implicite
pour gérer la taille du pas en fonction du bruit

14
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Plan de la présentation

1 Introduction
Un travail en optimisation mathématique...
...à l’intersection entre optimisation continue et discrète

2 Sélection de sujets et contributions
Optimisation discrète : analyse des fonctions de coupes
Optimisation semidéfinie : problèmes binaires quadratiques
Optimisation non-lisse : méthodes de faisceaux inexactes

3 Programme de recherche
Optimisation avec données incertaines
Optimisation avec données distribuées
Optimisation avec données structurées



Programme de recherche

Programme de recherche en science des données

Données collectées en permanence :

données des personnes et des clients (smart

phone, réseaux sociaux, caméras, internet...)

données scientifiques (biologie, génomique,

astronomie,...)

Emergence d’un nouveau domaine scientifique : science des données
vise à extraire de l’information de ces masses de données complexes

→ défis sur toute la châıne de traitement

→ l’optimisation est au coeur des outils numériques

3 projets en optimisation pour la science des données
⊂⊂⊂ direction de recherche de DAO au LJK

Pour chaque projet : présentation en deux temps

1 Contexte + idées

2 Zoom sur un point plus précis

15
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Programme de recherche

Optimisation avec données incertaines

Défi : prendre de “bonnes” décisions avec des données incertaines

Exemple : énergies renouvelables sujettes à de l’aléa météo
−→−→−→ incertitude sur les réseaux électriques

En général : deux manières de modéliser l’incertain

optimisation robuste{
minx maxξ∈D f (x , ξ)

g(x , ξ) 6 0 pour tout ξ ∈ D

optimisation stochastique{
minx E[f (x , ξ)]

P
(
g(x , ξ) 6 0

)
> p

Constat : écart énorme entre ce qu’on peut modéliser et ce qu’on peut résoudre
En particulier : contraintes en probabilité peu utilisées en pratique

Directions de recherche

théorie : propriétés des fonctions en probabilité (différentiabilité/convexité)

algorithme : méthodes faisceaux adaptées
– pour l’optimisation robuste : naturel ? (D généraux vs reformulation)

– pour optimisation avec contraintes en probabilité

+ approximations numériques – complications dues à la non-convexité

16
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En général : deux manières de modéliser l’incertain

optimisation robuste{
minx maxξ∈D f (x , ξ)

g(x , ξ) 6 0 pour tout ξ ∈ D

optimisation stochastique{
minx E[f (x , ξ)]

P
(
g(x , ξ) 6 0

)
> p
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Programme de recherche

Zoom : analyse des fonctions contraintes en probabilité

Etude mathématique de ϕ : x 7→ P
(
g(x , ξ) 6 0

)
– continuité, convexité, différentiabilité de g ne passent pas à ϕ

– analyse variationnelle (différentiabilité généralisée) [Henrion ’14]

– différentiabilité seconde sous des hypothèses légères pour de nombreuses lois
classiques (normal, log-normal, student,...) [van Ackooij Malick ’16]

Projet avec Wim van Ackooij (EDF)

Question importante pour l’optimisation : convexité de la contrainte ϕ(x) > p ?
(Résultats connus [Prepoka ’95] ne couvrent pas A(ξ)x 6 b)

Avec des hypothèses géométriques sur g ,
on a convexité finale : il existe p̄ < 1 tel
que p̄ 6 p 6 1

{x : P
(
g(x , ξ) 6 0

)
> p} convexe

C’est ce qu’on observe :

sur les courbes de niveaux de ϕ

the ith marginal distribution function. It becomes clear from
this discussion that the joint case is of higher difficulty, yet
essential for applications ([32]) as we do wish to control the
behaviour of the system as a whole. Controlling each com-
ponent individually may lead to arbitrary unsafety of the sys-
tem as a whole. In section section 2 we discuss several im-
portant aspects of the analysis of properties of '. Dedicated
algorithms are discussed in section 3.

2 Theoretical study of probabilistic
constraints

From a practical view if one is keen on solving problems with
constraint (1), one needs knowledge of

— properties of ', for instance continuity, differentiability
— properties of the feasible set

M(p) := {x 2 Rn : P[g(x, ⇠)  0] � p} , (2)

such as path-connectedness ([6]) or convexity
— properties of the optimization problem wherein

constraint (1) appears such as stability (e.g., [11]).
Stability results provide an answer to the question : what if
the true distribution of ⇠ is not known, but we have a close
estimate of it. These results allow us to establish that the
optimal values (and sometimes solution sets) remain close
when perturbations with respect to the “true” ⇠ are small.

The first two points are of obvious importance in the choice
of an appropriate algorithm (for instance coming from convex
optimization). It is quite appealing to believe that properties
of g (continuity, differentiability) carry over through ', yet
completely false. For instance the mapping

x 7! P
✓

2 1
�1 1

�
x +


�1
0

�
⇠ �


0
1
2

�◆
, (3)

with ⇠ ⇠ N (0, 1) (a 1 dimensional standard Gaussian dis-
tribution) is not continuous. Yet g is affine in both argu-
ments simultaneously. On top of the expected assumption
that g is continuous, one needs to request that the sets
Nx := {z 2 Rm : g(x, z) = 0} are Lebesgue null-sets (if
moreover ⇠ admits a density with respect to the Lebesgue
measure) (for a proof see [8]).

Things can be worse when looking at differentiability. Consi-
der the mapping g : R4 ! R defined as g(x1, x2, z1, z2) =
x2

1e
h(z1) + x2z2 � 1, where h(t) = �1 � 2 log(1 � �(t)),

and � is the distribution function of a standard one dimen-
sional Gaussian random variable. Then the mapping x 7!
P[g(x, ⇠)  0], with ⇠ ⇠ N (0, I) is not (continuously) diffe-
rentiable at x̄ = (1, 0), even though g(x̄, 0) < 0 (Slater regu-
larity), g is convex in the second argument and C1. A classic
assumption appended to continuous differentiability of g is
compactness of {z 2 Rm : g(x, z)  0} in a neighbourhood
of a point of interest (e.g., [24]). Alternatively (weak) growth
conditions on rxg can be employed ([31]) to establish conti-
nuous differentiability of ', as well as a formula to efficiently
compute r'.

Even when g is (jointly) affine and (1) boils down to the study
of the distribution function of ⇠, pitfalls may occur. As an
example, if ⇠ ⇠ N (0,⌃) and '(x) = P[⇠  h(x)] for a conti-
nuously differentiable map h : Rn ! Rm, continuous diffe-
rentiability of ' is that of the multi-variate distribution function

F⇠ of ⇠. When ⌃ is positive definite, F⇠ is C1, but otherwise
it may only be locally Lipschitz continuous (see [10, 34]). Still
a (Clarke) sub-gradient can be efficiently computed.

Convexity of set M(p) can be established thanks to Préko-
pa’s celebrated log-concavity theorem ([21, Theorem 4.2.1]
and its extensions) as soon as �g is jointly quasi-concave
and ⇠ admits a density with generalized concavity proper-
ties. In this case, convexity of M(p) holds regardless of p.
However in several situations, the set M(p) may fail to be
convex for p too small, yet be convex for p sufficiently large.
To be convinced of this, consider g(x, z) = hx, zi � b and ⇠
multivariate Gaussian. Then it is an easy exercise to show
that M(p) is convex for all p � 1

2 . The existence of a thre-
shold p⇤ such that M(p) is convex for all p � p⇤, is known
as “eventual convexity" and is obviously sufficient in applica-
tions. It is of key importance to be able to compute p⇤ from
the problem data (or some reasonable estimate) in order to
use these eventual convexity results as a convexity certifi-
cate. As of currently, only results involving multi-variate dis-
tribution functions are available in this class of results (e.g.,
[12, 27]).

A non-trivial example of eventual convexity is the following.
Let g : Rn ⇥ Rm ! R be defined as follows :

g(x, z) := zTW (x)z + 2
nX

i=1

xiw
T
i z + b, (4)

where W : Rn ! Rm ⇥ Rm is a positive semi-definite
matrix valued mapping. Then with concrete data, W (x) =
x1W1 + x2W2, where

W1 =


1 0.9

0.9 1

�
and W2 =


1 �0.7

�0.7 1

�

as well as ⇠ ⇠ N (0, R), with

R =


1 0.5

0.5 1

�

and w1 = (�1, 1), w2 = (2, 3) and b = �3, the contour
plot of the probability function x 7! P[g(x, z)  0] has the
following allure.

For sufficiently high probability levels, the set of feasible so-
lutions M(p) is indeed convex. The situation here is by no
means an exception. Frequently, the theoretical tools are in-
sufficient to formally establish convexity of M(p) (for p suf-
ficiently large), even though computations clearly make its
presence highly plausible.

3 Dedicated Algorithms

When facing an optimization problem involving constraints
of type (1), section 2 shows that one just cannot unleash an
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Programme de recherche

Optimisation avec données distribuées

Défi : faire passer à l’échelle les algorithmes pour résoudre les problèmes
d’optimisation de très grande taille en science des données

Distribution des données/calculs : spécificités de l’optimisation

problèmes d’optimisation : fortement structurés

algorithmes d’optimisation : capacité de s’auto-corriger + capacité de
gérer des calculs inexacts

Technologies récentes aident à franchir le pas

logiciel calcul distribué virtualisation des plateformes de calculs

Direction de recherche avec Nabil Layaida (Inria) et toute une équipe

Conception, analyse, et déploiement réel d’algorithmes d’optimisation

Réduire l’écart entre les algorithmes et les nouveaux systèmes distribués

18
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Programme de recherche

Zoom : algorithmes de décomposition asynchrones

Constat : les algorithmes d’optimisation
sont séquentiels ou parallélisables mais
de manière synchrone

Ex : algorithme décomposition
(RO ou optim. stochastique)

Optimization of electricity 
production 
Executive summary 

Every day, EdF (French Electricity Board) has to 
compute production schedules of its power plants 
for the next day. This is a difficult, large-scale, 
heterogeneous optimization problem. 

Challenge overview 

In the mid eighties, a meeting was organized 
between Inria and EdF R&D. The idea was to let 
EdF present some of their applications, to explore 
possible collaborations. Indeed, EdF has a long 
tradition of scientific work, in particular with 
academics. Their production optimization problem 
was presented among others. Its mathematical 
model was clearly established; even the relevant 
software existed, but the solution approach 
needed improvement. The mathematics at stake 
turned out to perfectly fit with Inria competences. 

Implementation of the initiative 

Collaborative work therefore started immediately. 
No difficulty appeared with administrative issues 
such as intellectual property or industrial 
confidentiality. It was a long-term research, so 
deadlines posed no problem either.  

The problem 

The solution approach is by decomposition: each 
power plant (EdF software) optimizes its own 
production on the basis of ``shadow prices'' 
remunerating it; these prices are iteratively 
updated (Inria software) so as to satisfy the 
balance equation. The working horse to compute 
the prices is a nonsmooth optimization algorithm. 
   

 

   

 
 

 

 

 

   
 

The difficulty was to join the EdF and Inria-
software. This turned out to be harder than 
expected. The model appeared as not mature 
enough and significant bugs were revealed. The 

project was basically abandoned and it is only in 
the mid nineties that intensive collaboration could 
resume on a renewed model.  

Results and achievements 

This time, the collaboration was successful and 
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Comparison: iteration is redefined

Synchronous
new iteration = all agents finish

Agent 1

Agent 2

Agent 3

t0 t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t10t8 t9

Asynchronous
new iteration = any agent finishes

asynchrone
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Synchronous
new iteration = all agents finish

Agent 1

Agent 2

Agent 3

t0 t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t10t8 t9
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new iteration = any agent finishes
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Projet avec Franck Iutzeler (LJK, DAO)

Versions asynchrones des méthodes de décomposition en optimisation convexe

méthodes de faisceaux (information asynchrone ' coupes incontrolées)

algorithme d’optimisation stochastique : “progressive hedging” ' ADMM
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...à l’intersection entre optimisation continue et discrète
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Optimisation non-lisse : méthodes de faisceaux inexactes

3 Programme de recherche
Optimisation avec données incertaines
Optimisation avec données distribuées
Optimisation avec données structurées



Programme de recherche

Problèmes d’optimisation fortement structurés en analyse de données

Exemple : problèmes inverses régularisés

min
x∈Rn

N∑
i=1

fi (x) + λR(x)

avec R non-lisse → structure de faible complexité (parcimonie, par bloc, du spectre...)

La décomposition des calcul augmente encore la taille... de manière structurée !

Direction de recherche

Analyse mathématique : déjà une riche activité (ex : [Bolte et al ’16 ])

Aller au-delà des problèmes convexes bien posés

non-convexité en apprentissage et statistique (ex : modèles non-linéaires)

mauvais conditionnements (ex : imagerie médicale)

Première piste : stabilité des problèmes inverses dans les cas limites

→ Analyse de stabilité théorique (identification)

→ Accélérations des algorithmes ? réglages de paramètres ?
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non-convexité en apprentissage et statistique (ex : modèles non-linéaires)

mauvais conditionnements (ex : imagerie médicale)
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→ Analyse de stabilité théorique (identification)

→ Accélérations des algorithmes ? réglages de paramètres ?
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Zoom : analyse de stabilité généralisée des problèmes inverses

Exemple “compressed sensing”

Retrouver x̄ parcimonieux à partir de l’observation y = Φx̄ + w

On résout (lasso)y minx ‖y − Φx‖2 + λ‖x‖`1

[Candès et al ’05] : on retrouve le support de x̄ si il est suffisamment petit
(avec probabilité 1, si Φ gaussienne et bruit petit)

Illustration hors du cadre du résultat

x̄1

on résout (lasso)y1

par gradient-proximal, et on affiche ‖xk‖0

on observe une certaine identification...
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δ=0

δ=10

Projet avec Gabriel Peyré, ENS Ulm

résultat d’identification général (couvrant les cas limites/dégénérés)

exploiter la structure des régularisations pour obtenir des garanties de
stabilité dans une variété élargie
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En guise de conclusion

Messages de cette présentation

optimisation mathématique :
des maths utiles !

intersection de l’optimisation
combinatoire et convexe

applications en science des données

Optimization of electricity 
production 
Executive summary 

Every day, EdF (French Electricity Board) has to 
compute production schedules of its power plants 
for the next day. This is a difficult, large-scale, 
heterogeneous optimization problem. 

Challenge overview 

In the mid eighties, a meeting was organized 
between Inria and EdF R&D. The idea was to let 
EdF present some of their applications, to explore 
possible collaborations. Indeed, EdF has a long 
tradition of scientific work, in particular with 
academics. Their production optimization problem 
was presented among others. Its mathematical 
model was clearly established; even the relevant 
software existed, but the solution approach 
needed improvement. The mathematics at stake 
turned out to perfectly fit with Inria competences. 

Implementation of the initiative 

Collaborative work therefore started immediately. 
No difficulty appeared with administrative issues 
such as intellectual property or industrial 
confidentiality. It was a long-term research, so 
deadlines posed no problem either.  

The problem 

The solution approach is by decomposition: each 
power plant (EdF software) optimizes its own 
production on the basis of ``shadow prices'' 
remunerating it; these prices are iteratively 
updated (Inria software) so as to satisfy the 
balance equation. The working horse to compute 
the prices is a nonsmooth optimization algorithm. 
   

 

   

 
 

 

 

 

   
 

The difficulty was to join the EdF and Inria-
software. This turned out to be harder than 
expected. The model appeared as not mature 
enough and significant bugs were revealed. The 

project was basically abandoned and it is only in 
the mid nineties that intensive collaboration could 
resume on a renewed model.  

Results and achievements 

This time, the collaboration was successful and 
the new software became operational a few years 
later. This relatively long delay was due to 
necessary industrial requirements (mainly aimed 
at achieving reasonable reliability). Substantial 
improvements in cost and robustness were 
achieved. EdF is highly satisfied with this 
collaboration, which continues and will probably 
continue for many years. 
 
Current research focuses on developing more 
accurate models of the power plants, entailing 
more delicate price optimization. 
 
Several academic outcomes resulted from this 
operation: 
• to understand better and to improve highly 
sophisticated optimization methods; 
• to assess these methods in the “real world”, 
thereby introducing them for new applications; 
• to exhibit the practical merits of a mathematical 
theory (convex analysis, duality), generally 
considered so far as highly abstract (and taught 
as such in the university cursus). 

Lessons learned 

Beyond science and techniques, a lesson of this 
“success story” is that an academic-industrial 
collaboration should be undertaken with strong 
mutual esteem and confidence, in both directions. 

 
Sandrine Charousset-Brignol (EDF R&D) 
sandrine.charousset@edf.fr 
 
Grace Doukopoulos (EDF R&D) 
grace.doukopoulos@edf.fr  
 
Claude Lemaréchal (INRIA) 
claude.lemarechal@inrialpes.fr 
 
Jérôme Malick (CNRS, LJK) 
jerome.malick@inrialpes.fr  
 
Jérôme Quenu (EDF R&D) 
jerome.quenu@edf.fr 
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 Nonsmooth optimization algorithm 

Sélection de contributions et de projets

une philosophie commune : réduire l’écart en théorie et pratique

motiver les développements théoriques par des applications

unifier, clarifer les résultats pour les rendre accessibles aux non-spécialistes
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Merci à tous mes co-auteurs !

Et merci à vous pour votre présence aujourd’hui !
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