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Outline

Produit séquentiel



Effets de bord

Une fonction est dite a effet de bord si elle modifie un état,
en plus de retourner (éventuellement) un résultat.

Pour une fonction a effet de bord avec plusieurs arguments,
si I'ordre d’évaluation des arguments n’est pas spécifié,
le résultat est impreévisible.

Exemple. EnC: afi]=++i;
Question. Trouver un formalisme pour

imposer un ordre d’  évaluation



Le probleme

» Sans effet de bord :
fi x fp 1 (a1, a@2) = (fr(a1),f2(a2))
peut étre décomposé en :
f1 x f, = (id x f2) o (f1 x id) :
(a1,a2) — (f1(a1),a2) — (f1(a1), f2(az))
» Avec effets de bord, f; x f, est ambigu,
mais (id x f,) o (fy x id) ne I'est pas :
“calculer d’abord f;(a1), puis f2(az)”

Question. Formaliser “calculer f(a;) et conserver a,” :

[Fxid: (ar,az) — (f(a1), a2)




Monades
Etant donnée une monade (M : C — C, 11, ),
sa catégorie de Kleisli K est définie par :
» un X dans K pour tout X dans C
» unf: X — Y dans K pourtoutf: X — M(Y)dans C
» composition dans K : grace a la multiplication
» identités dans K : grace a l'unité n,
d’ou un foncteur F : C — K, qui est 'identité sur les objets.
Exemples. Erreur : M(X) = X + 1. Etat: M(X) = (S x X)S.

[Moggi 1991], Haskell :
une monade traduit une forme d“effet de bord”
elle fournit deux sortes de fonctions :

» calculs dans K, peut-étre avec effet,
» valeurs dans C, sans effet
et toute valeur peut étre vue comme un calcul



Catégories de Freyd

[Power-Robinson 1997] : une catégorie de Freyd est
» une catégorie C a produits finis vy x vy,

» une catégorie prémonoidale symétrique K,
avec deux semi-produits f xv etv x f

» et un foncteur F : C — K qui est l'identité sur les objets
et qui préserve la structure (donc v; x v, non ambigl)

Il'y a deux sortes de fonctions :
» fonctions (générales) dans K, peut-étre avec effet
» fonctions pures dans C, sans effet
et toute fonction pure peut étre vue comme une fonction
[Hughes 2000], indépendamment : “arrows”

pour généraliser les monades en Haskell. En fait les “arrows”
correspondent aux catégories de Freyd



Produit séquentiel

Dans une catégorie de Freyd, on peut définir
un produit s équentiel pour “calculer fi(a;) puis fa(az)” :

fl X f2 = (idyl X f2) o (fl X idxz)

» D’ou un (“vrai”) produit x sur C
» et un produit séquentiel x sur K, prolongeant x

Xi “ ~) Yi Xi f Yi
- (RIEN)
Xy x Xy Vv %Yy XyxXe— 2Py,

Notre remarque. Pour les fonctions a effet de bord,
le produit tensoriel vérifie “quelque chose”,
qui n’est pas pris en compte par les catégories de Freyd



Catégories a effets

Comme dans les autres formalismes, nous distinguons

deux catégories C C K avec les mémes objets, et donc :
» des fonctions (générales) dans K, peut-étre avec effet
» et des fonctions pures dans C, sans effet

De plus, nous distinguons deux sortes d’équations :
> les égalités [=]
» et des semi-équations (“égalité faible”) telles que
— < estun préordre
— sur les fonctions pures, < est I'égalité
— substitution
sigi<gpalorsgiof<gof
—remplacement pur (trés restrictif) :
Ssig1<gy etv purealorsvog;<vogQy



Catégories cartésiennes a effets

Une catégorie cart ésienne a effets est une catégorie a effets
(C C K, <), avec des produits purs et des semi-produits

f
X o Y1 X1 : Y1
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Autrement dit :

une catégorie cart ésienne a effets est une catégorie de Freyd
avec une structure de 2-catégorie fournie par un préordre

qui est I'égalité sur les fonctions pures

et qui vérifie la substitution et le remplacement pur



Exemple : “erreur”

» les fonctions X —Y peuvent étre partielles

» les fonctions pures X~~Y sont les fonctions totales

» < est la relation d’ordre sur les fonctions partielles :

soientf,g : X—Y,alors f<g «<—
D(f) C D(g) et f(x) = g(x) pour tout x € D(f)

f

f(xy) ou L

X§1 1

ol

(X1LX2) ——— (f(x1),%x2) ou L

; >
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Exemple : “état”

» les fonctions X —Y peuvent utiliser et modifier I'état
» les fonctions pures X~~Y n’utilisent ni ne modifient I'état

» < (ou =) est larelation d’ équivalence “méme résultat” :
soientf,g : X—Y,alors f~g <
pour tout argument (dans X),
f et g renvoient le méme résultat (dans Y),
mais peuvent modifier I'état de facon différente

(573(1) (s, x1) = (8, Y1)

; ) 5

(87X17X2)} (S,7yilax2)
% - ;
(S,Xz)\ NNNNNNNNN > (S,Xz) Vs. (S,,Xz)




Un produit “faible”
Théoreme. Un produit séquentiel est un produit “faible” :
pour tous f1: X1—=Yq, o 1 Xo—=Yo, X1 : U X, Xo 1 U Xy

dro(fixf2)o (X1, %) S fioxg
qzo(f1l><f2)o<X1,X2> = f20X20<>Of10X1

X f
U IS -SSP » X1 ! Y,
i :
(x1,%2) S b 3
U~ ~ X1 X Xo S Y1 xY>
- . §
Uu ———Xg——Y; = EQ2
!
0°f % f, <



Une preuve “décorée”

Schéma de la preuve du théoréme.
1. Oublier les décorations :

X1 f1

U X1 Y,

U BX) Ly x X e Y1 jﬁ/z

U 4 X1 b Y, = a2
OL% 2,2y,

2. Ecrire une preuve du théoréme sans décorations.
3. Décorer cette preuve.



Outline

Logiques diagrammatiques



Pourquoi ?

» Pourquoi les catégories de Freyd ?
» Pourquoi deux types de fonctions et pas trois ?
» Pourquoi deux types de fonctions et pas deux types
d’objets ?
Ce qui me semble vraiment intéressant :

» Comment construire des “sortes de catégories de Freyd”
avec de “bons” modeles
et un “bon” systeme de déduction ?

» et comment relier ces constructions entre elles ?
Une proposition :

» Les logiques diagrammatiques

» et leurs morphismes



Logique équationnelle

On peut parler de produit dans le cadre de
la logique équationnelle :

» théories : les catégories cartésiennes,
» spécifications : les esquisses a produits finis
» et donc modeles comme morphismes

» regles de déduction : substitution, remplacement. . .

» et donc preuves par application des regles



Logique équationnelle a effets

On peut parler de produit s équentiel dans le cadre de
la “logique équationnelle a effets” :

» théories : les catégories a effets cartésiennes,

» spécifications : les “esquisses a effets avec semi-produits”
» et donc modeles comme morphismes

» regles de déduction : substitution, remplacement “pur”. ..
» et donc preuves par application des regles



Une catégorie de logiques

La catégorie des logiques diagrammatiques

» objets : la logique équationnelle, la logique a effets,.. .

» morphismes : I'oubli des décorations, les expansions, ...



Esquisses a limites
Exemple Une esquisse des graphes Eg;, :

source
&/\

Poi nt Fl eche
D —
but

Catégorie des réalisations ensemblistes de Eg; :
Real(Eg,) = Gr
Définitions
» Une esquisse a limites E est un graphe avec des

composeées potentielles et des limites potentielles

» Une réalisation (ou modele) ensembliste de E associe
a tout point de E un ensemble,
a toute fleche de E une fonction,
et rend réel tout ce qui était potentiel



Syntaxe

Soit un morphisme d’esquisses a limites

Es ————Er

d’ou une adjonction [Ehresmann 1968]

F
S 1 2T

u
ou S = Real(Eg) et T = Real(Ey)

On suppose de plus que U est plein et fidele.
Définition

Une logique diagrammatique est

une classe d’équivalence de tels morphismes

(ou par abus : un tel morphisme)
(ou par abus : une telle adjonction)

D’ou la catégorie des logiques diagrammatiques



Exemples

Contre-exemple
Graphes et catégories

Gr__ 1 cCat

Exemples
Esquisses linéaires et catégories

LSk, L “cCat

Esquisses a produits finis et catégories cartésiennes
(pour la logique équationnelle)

FPSk,_ L “CcCat



Construction de logiques

Théoreme [Duval-Lair 2002]
Tout morphisme d’esquisses a limites Eq — Et est
décomposable :

Eo— 2 Es Eq

avec Fq et Up pleins et fideles, et Q “simple”

Exemple
Egr — > E sk ——— Eca
“Preuve”
X Y || X1—Y1 | = | X—Y
L 1




Logiques et fractions

Théoreme [cf. Gabriel-Zisman 1967]

Tout morphisme d’esquisses a limites Eg — Et
avec U plein et fidele est (a équivalence pres)
I'ajout d’inverses pour des fleches de Es.

Exemple. Esquisses linéaires et catégories

Conp —— Cons ‘—>‘ Conp —— Cons




Modeles

Soit une logique diagrammatique

F
ST 1L 2T
V]

Définitions
» S est la catégorie des spécifications

» T est la catégorie des théories

» pour chaque X € |S|et© € [T,
'ensemble des modeles de X a valeurs dans © est

Mod(E,0) = T(FE,0) = S(X,U8)

d’ou le foncteur
Mod : S x T — Set



Instances
Définitions

» Un morphisme 7 : ¥ — Y’ est une déduction (“entailment”)
si F(7) estinversible.

» Une instance de X dans ¥; est une fraction ¥ — ¥ pu o

dansS: P dans T: FX
/ N T 7 &‘7-)—1
h Fr)~loFo
N YT Fy F¥y

Soit S2 la bicatégorie des fractions.



Régles de déduction

Définition
Une regle de déduction, d’hypothése H et de conclusion C,
est une fraction pHSH —C

Exemple. Regle du modus ponens %

» Spécifications. ¥ = (X, Xp)
ou X est 'ensemble des formules avec un opérateur “="
et p C X estl'ensemble des formules prouvables

» Théories. © est une spécification vérifiant :
— si A et B sont des formules alors A = B aussi
—si A = B et A sont prouvables alors B aussi

La regle est :

({A,B,A=B},{A,A=B,B})

—
—
—
—

=

({A.B,A=B},{A/A=B}) ({B},{B})



Pas de déduction

Définition

Soit p une régle. Etant donnée une spécification ¥,

le pas de d éduction dans X le long de p

est le foncteur de composition a droite avec p dans S2

S2(p,¥) : S2(H,¥) — S2(C, )
Koy =Kop

H—" ¢

1

Y =———1



Systeme de déduction

Rappel
Le pas de d éduction dans X le long de p est le foncteur

S2(p,X) : S2(H,¥) — S2(C, X)

Définition
Le processus de d éduction dans X est le foncteur
contravariant

S2(—,%):S2% — Cat

Définition
Le processus de d éduction est le foncteur (covariant) de
Yoneda (Y'(X) =S2(—, X))

V.82 > CatSZOID



Preuves

Définition
Relativement a un ensemble de regles, une preuve est une
fraction engendrée par ces regles.

Proposition
Toute logigue diagrammatique est correcte



Exemple

Log; : logique équationnelle,
Log, , : logique équationnelle pointée,
L0g, : logique équationnelle a effets.

0 : enléve les décorations - pour les preuves
x . explicite les effets (ici “état”) - pour les modeles

décrits (via Yoneda) par

§:[ X =Y | = | X=3Y Jetc

XZ220Y | = | X=——Y

t
(Y xS)S el
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