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Quels dessins pour guels raisonnements ?

- N

Dans I'exposeé :

® Reéécriture : Double pushout

#® Induction et coinduction : Initialité et terminalité



Réécriture

-

Probleme.
Sachant que :

r+0==x
r+S(y) =Sz +y)

montrer que :
2+2=3+1
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-

Orienter les equations :
“t ~ u” signifie “t peut étre remplacé par u”.

Probleme (bis).

Sachant que :

(RO) r+0~~2x
(R1) z+S(y)~ S(z+y)

montrer que :
2+2~~4 et 34+1~~4
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Réponse.

242294+ 5(1) ey S@+1)
Ry ,r=2,y=0 SS(Q + 0

3+1= ?)—I—S(O) ~ R ,2=3,y=0 S(S—I—O

Donc 2+ 2 =3+ 1.
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-

Dessiner la regle : span
(B1) z+5(y) ~ SE+y)
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prpliquer la regle : double pushout
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D

essiner la regle : span
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Appliguer la regle : double pushout
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Induction

-

Probleme.
Soit f : N — N. Sachant que :

f(0) =0
f(n+1)= f(n)+2 pourtout n >0
montrer que :

f(n) =2n pourtout n € N
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fRéponse. SotP={neN| f(n)=2n} CN. T

Initialisation :
f(0)=0=2x0, donc
0P

Herédité :
Sl f(n)=2nalors f(n+1)=2n+2=2(n+ 1), donc

neP=n+1)eP

Conclusion : Par le principe de récurrence :

B P-N .
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-

Dessiner N (on note U = {x} et 0 = (x — 0)) :
U—>N<>-N

Dessiner la récurrence :
Pour toute inclusion i : P — N, SI

\_alors P=N J
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-

Dessiner la récurrence autrement : Initialité de N

Pour tout

U—-x<"x

Il existe un unique ¢ : N — X tel que

B

U—>N
id = 2

U—"—+>X~—X

N
p

@

Théoreme. Linitialité de N implique la récurrence.
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-

Réponse dessinée.
f(0)=0et f(S(n)) = S?(f(n)) signifie :

U-2-N=<2 N
id f = /

0 N

U—N

f

or c’est aussi vérifie par g(n) = 2n,
donc par unicité : f(n) =2n.
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Induction sur Z

-

Probleme.
Soit f : Z — Z. Sachant que :

f(0)=0
¢ f(n+1)=f(n)+2 pourtout n >0
| f(n—1)= f(n) —2 pourtout n <0

montrer que :

f(n) =2n pourtout n e Z
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-

Probleme.

Soit f : Z — Z. Sachant que :
[ f(0)=0
¢ f(n+1)= f(n)+2 pourtout n >0
| f(n—1)=f(n) — 1 pourtout n <0

montrer que :

f(n) = (une forme close a déterminer...) pourtout n € Z

Réponse. f n’existe pas. Formuler soigneusement lI'induction sur Z
\_pour comprendre pourquoi. J
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Coinduction
-

Soit A un ensemble (alphabet),

et A¥ 'ensemble des flots sur A,

c'est-a-dire 'ensemble des suites infinies d’élements de A
Soit h : AY — A la fonction h(ag, a1, as,...) = ag

Soitt: AY — AY¥ la fonction t(ag, a1, a2, ...) = (a1,a2,as,...)
Probleme. Soit f : AY — A“. Sachant que :

{ h(f(a)) = h(a)

-

t(f(a)) = f(t(t(a))) pourtout a € A

montrer que :
f(a) = (une forme close a déterminer...) pourtout ¢ € A¥
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b

essiner A% :
A< AW s Aw

Dessiner la terminalité de AY :
Théoreme. Pour tout

A<t xPox

Il existe un unique ¢ : X — A% tel que

A< x-—Pox
L id — i%p — \LSO
A< AW L AW
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o N

Dessiner le probleme

A<LAwt—>X

a) = =

A< AV —L> AW

Réponse : f(ag,a1,as,...) = (ag,az,a4,...)

Preuve. Poser g(ag, a1, a2, ...) = (ag,a2,a4,...),
verifier gue g convient aussi bien que f dans le diagramme,

et conclure grace a l'unicité : f = g.
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Conclusion

-

On a vu quelgues dessins pour quelgues raisonnements : T

#® Reéecriture : double pushout
#® Induction et coinduction : initialité et terminalité

En général ;. diagrammes (constructions categoriques)
# Deéduction : Pushout (logique “quelconque”)

Qu’est-ce qu’une logique “quelconque” ?
# un systeme de déduction (théorie de la démonstration)
# et des interpretations (théorie des modeles)

verifiant la propriété de correction :
L“tout ce qui est démontrable est vrai dans tous les modéles”J
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