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IV — Points Fixes



Plan

LES NATURELS



NAT | — Axiomes de Peano

Lensemble des entiers naturels est
un ensemble Navec0 € Netsuc: N — N
qui vérifient :
1. ¥x € N, sudx) # 0.
2. ¥,y € N,sudx) =sudy) = x =Y.
3. VP CN,
Initialisation. si0 € P
Hérédité. etsivVx € N (x € P = sudx) € P)
Conclusion. alors P = N



NAT Il — Modeéle initial

La signature des naturels ¥ pa:
z S

1 N N

Le modeéle des naturels Mpat :
{*} 0 N suc N

Le modele Mpat de st est initial :

Pour tout ensemble X avecac X etb: X — X,
il existe une unique fonction f : N — X telle que
f(0) = aetf(sudn)) = b(f(n)) pour tout n € N.

{*} 0 N suc N

o

{x} —




Distinction de cas

Un modele de Y4
=un ensemble X avecac X etb: X — X

(i} —2 > x 2 x

= un ensemble X avec‘a {x+X =X
ou {x} + X ={x}UX six¢&X...

{*}+X O(—>)(

Preuve.
> Soita: {*} + X — X, posera = al,, eth = alx

» Soienta: {x} — X etb: X — X, poser|a = [a|b]
“si x € {x} alors a(x) = a(x), si x € X alors a(x) = b(x)"




dnaralgébres

Notation :

Une d ralgebre est un ensemble X et une fonction a:

{x} + X — X

Une morphisme de ®pralgebres f @ (X, a) — (Y, 5)
est une fonction f : X — Y telle que :

{x}+X —= X
IR
I A

c'est-a-dire f(a(x)) = B(x) et f(a(x)) = B(f(x))



NAT Il — Algébre initiale

Modeéles de ¥4t = dnarAlgebres
modele = algebre
morphisme de modeéles | = | morphisme d’algebres
modeéele initial = algebre initiale

La ®paralgebre (N, [O[sud) estinitiale :

Pour toute ®paralgeébre (X, )
il existe un unigue morphisme de ®,ralgebres
f:(N,[0|sud) — (X, )

{+} + N [0sud) N

{*}—i—fl = Lf

{x} 4+ X —= X




Une bijection
Fait. Dans la ®naralgeébre (N, [0|sud),
la fonction [0|sud est bijective (rappel : ®paN) = {x} + N)
{*} + N %) N
*x— 0

0—1
1—2

n—n-+1

C’est une propriété de point fixe

[[0]su : ®naN) = N|




Rappel. Points fixes

Soit f : R — R une fonction.
Un point fixe de f est un élément xo € R tel que

f(Xo) = Xo
Ex. f(x) = —x, f(x) =x + 1, f(x) = x2, f(x) = x.

Un point fixe xq de f est attractif si la suite

(x, £(x), f(f(x)), ... f"(x), ...) converge vers |xo|
(pour x dans un voisinage de Xg).

Ex. f(x) = x2, suite (x, x2, x4, ... x?", ...)
Xo = 0 est attractif (pour |x| < 1)
Xo = 1 n'est pas attractif.



Une construction de N

Soit X un ensemble, alors
®naf X) = {*0} + X ou {0} + X,
Pnai(X) = {*0,#1} + X ou {0,1} + X, ...

Ppat’ (X) = {*0,*1,...,%n_1} + X 0ou {0,1,....n—1} + X, ...

XCc{OHX Cc {0, 14X C---C{0,1,....n—1}HX C ...
“A la limite” 'union est N + X

En particulier si X = ()

] 0 c{0}c{0,1} c---c{0,1,...,n—1}C...
“A la limite” I'union est N
Cette “suite” converge vers
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SOMMES



Rappel. Produit cartésien

Alx...xAn :HleAi = {<al,...,an> | a; EAl/\"'/\an EAn}
Caractérisation du produit cartésien.

Pourtous B etfi: B — A; (pouri=1,...,n)
il existe une unique f : B — A x -+ x Ay
telle que pr, o f = f; pour tout i,

c'estle “n-uple” f = (fy,...,fy)

n =0 : le produit vide est le singleton {x}



Union disjointe (somme)
Définition.
n
Art A=) A =UL({i} xA)

Siles Aj sont 2 a 2 disjoints, > [ ; Aj & UM A

Ex. N+Z = {(LK)k € N} U{(2,K)|k € Z}
Avec (1,0) € N+ Z et (i,k) s (i,k +1) : N+ Z — N+ Z
o] Ly @2 .

o) @0 @1 (22

c’est un modele de ¥4 vérifiant les axiomes de Peano (1) et (2)
mais pas la récurrence (axiome 3)



Caractérisation de la somme

Soitin : Aj — Ay + - - - + A, linjection : x — (i, x)
Pourtous B etfi: Aj — B (pouri=1,...,n)
il existe une uniquef : A;+---+A, — B
telle que f o in; = f; pour tout i,

c'est la “distinction de cas” f = [f1]...|fy]

“six € A; alors f(x) = fj(x)”

n =0 : la somme vide est I'ensemble vide 0



Distributivité ?

Rappel. Surles nombresa x (b +c¢)=(axb)+ (axc)

Propriété. Sur les ensembles,
en utilisant les propriétés universelles de + et x
on construit une fonction “canonique”

(AxB)+(AxC)—Ax(B+C)

En fait c’est une bijection, mais on ne peut pas le montrer
en utilisant uniguement les propriétés universelles de + et x



Endofoncteurs polynomiaux

Une fonction polynomiale (en une variable) ¢ : R — R

o(x) = zn:ai x x' (a € R)

i=1

Un endofoncteur polynomial (en une variable) ¢ : Set — Set

d(X) = Zn:Ai x X' (A; € Set)
i=1

Pour toute fonction f : X — Y, la fonction ®(f) : ®(X) — &(Y)
n
o(f) =D A xf!
i=1

EX. ®nat(X) = (¥} + X = {} x X0+ {x} x X1
Onalf) = {+} +f telle que * — x et x — f(x)



Endofoncteurs

Une fonction ¢ : R — R
associe a tout élement x € R un élément ¢(x) € R

Un endofoncteur ¢ : Set — Set
associe a tout ensemble X un ensemble ®(X)
et a toute fonction f : X — Y une fonction ®(f) : &(X) — ¢(X)

de facon que ¢(id) = id et (g o f) = ®(g) o d(f)

EX. ®par(X) = P(X)

Ppar(f) = P(f) : P(X) — P(Y) telle que
f(X")={f(x)|x € X"}

Lendofoncteur ®p4t n'est pas polynomial
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INITIALITE



Algebres d’'un endofoncteur

Soit un endofoncteur ¢ : Set — Set.
Une ®-algebre est un ensemble X et une fonction «a:

¢(X)a4>x

Une morphisme de ®-algebres f : (X, «) — (Y, 3) est une
fonctionf : X — Y telle que :

(D(X) — % .x

¢(f)l



Algebres et Modéles

Soit ¢ un endofoncteur polynomial

n
O(X) =D A x X' =Ag+ A x X 4+ Ay x X"
i=1

Soit X la signature paramétrée

Po— X
Pp xX —X

Pn x X" — X

Les d-algebres sont les modeles de X ou P; est interprété par
Aj, et les morphismes de ®-algebres sont les morphismes de
modeles de X (donc id sur les A)).



Les naturels
Lendofoncteur ®p4t

anat(X) = {*} + X
Une ¢, ralgebre = un ensemble X et une fonction
{*} + X -« - X

La signature Xnat

1 N N

Un modeéle de Y5t = un ensemble X et deux fonctions

(i} —2 > x 2 x

C’est la méme chose, poser

a = [afb]



Les listes
Lendofoncteur ®jigt

(Dlist(x) = {*} + A x X
Une djist-algebre = un ensemble X et une fonction
) +AXX 2—sX

La signature X

1 L P xL

Un modeéle de ¥t = un ensemble X et deux fonctions

(s} —2—>X b AxX

C’est la méme chose, poser

a = [afb]



Initialité = Point fixe

Théoreme. Pour tout endofoncteur,
toute algebre initiale est un point fixe

Preuve. Soit (X, a) une ®-algebre initiale,
montrons que « est une bijection.

(P(X), d(a)) est une d-algebre,

donc il existe une unique f : X — ®(X) telle que

Montrer que f = a~1. (& terminer...)

Corollaire. Pour tout endofoncteur,
algebre initiale = plus petit point fixe



Polynomial = Initialité

Théoréme.

Tout endofoncteur polynomial a un plus petit point fixe

Preuve. (idée)

®(u) ®?(u)

§—> () —> d2()) — - - - limite...
.
®(0) R ®2(0) Rl ¢3(®)dﬂ> = limite...

et de plus, puisque ¢ est polynomial, L’ = ®(L).

R—r=

~

<



Construction d’algebre initiale

Les naturels. ®pa(X) = {*0} + X
¢ c {0} c{0,1} c {0,1,2}... limite ... N

Les listes sur A. ®jigt(X) = {x0} + A x X

Dc{O)} c{(),(a1)} c {(),(a1),(az,az)}... limite ...

A*
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TERMINALITE



Coalgebres d’'un endofoncteur

Soit un endofoncteur ¢ : Set — Set.
Une ®-coalgebre est un ensemble X et une fonction «:

(%

Une morphisme de ®-coalgebres f : (X,a) — (Y, ) estune
fonctionf : X — Y telle que :



Coalgebres et Modéles

Soit ® un endofoncteur polynomial

n
O(X) =) A x X' =Ag+Ap x X 4+ 4 Ay x X"

i=1

Cas particulier

P O(X) = Ay x X"
Soit X la signature paramétrée
X — Pp x X"
Les ®-coalgebres sont les modeles de X ou P; est interprété

par A, et les morphismes de ®-coalgebres sont les
morphismes de modeles de X (donc id sur les A)).



Les flots
Lendofoncteur ®qt

Dpor(X) = A x X

Une dgq-coalgebre = un ensemble X et une fonction

«

X Ax X

La signature Xyt

= F F

Un modeéle de Y0t = un ensemble X et deux fonctions

A2 x—P .

C’est la méme chose, poser

a = (a,b)



Terminalité = Point fixe

Théoreme. Pour tout endofoncteur,
toute coalgebre terminale est un point fixe

Corollaire. Pour tout endofoncteur,
coalgebre terminale = plus grand point fixe

Théoreme.
Tout endofoncteur polynomial a un plus grand point fixe

Preuve. (idée)

2 o) <L o2 imite...
Tu T¢(u) chz(u)
o({r1) <L o201 L 3y imite..

et de plus, puisque ¢ est polynomial, L’ = ®(L).

[o—r—

I_\_



Construction de coalgébre terminale

Les flots. ®qer(X) = A x X

{#} =—{(a1)} =—{(a1,a2)} ... =<—limite...

Les listes et les flots. Pjistimiot(X) = {*} + A x X

{+} ={0), (@)} = {(), (a1), (a1,82)} ... = limite....

Au}
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CONCLUSION



Récurrence, induction, coinduction

v

Linduction généralise la récurrence,
la coinduction est “duale” de I'induction

v

Linduction pour construire
La coinduction pour observer

v

C’est un probleme fondamental (maths, logique, info)
avec des approches variées (maths, logique, info)

v

Sous-jacent dans toutes ces approches :
la théorie des catégories

v

Cette approche s'applique a d’autres logiques
(1ler ordre, ...)
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BOUCLE



La sémantique est un modéle

Signature X jmp
ski p while...

1 C _ B.C
V.A (o B.C?

Soit S = Z" I'ensemble des états

La semantique de IMP est un modele [[...]] de Lyvp :
» [[C]] est I'ensemble S5P des fonctions partielles de S vers S
» [[ski p]] est la fonction identité s — s

» [[X := a]] est la fonction de mise a jour s — s[n/X]
ou I'entier n est la valeur de I'expression a
» [[cq1; c2]] est la fonction composée s — [[c2]]([[c1]](S))
» [[i f bt hency el sec;y]] est la fonction
si [[b]] al ors [[c1]] si non [[c2]] telle que
s — [[ca]l(s) si [[b]](s) = true
s — [[c2]](s) si[[b]](s) =f al se




La sémantique de la boucle

[[whi | e bdo c]] est une fonction partielle de S vers S telle que

[[whil ebdoc]]=][[i f bthen(c;whil ebdoc)el seskip]]
c’'est-a-dire, en posantw = [[whi | ebdoc]]
w = si [[b]] al ors wo][[c]] si nonid

Soit ¢ : SSP — SSP telle que
®(f) = si [[b]] al ors fo[[c]] si nonid

Alors w est un point fixe de .

Théoreme. w est le plus petit point fixe de ®.

Lordre sur SP est I'ordre habituel sur les fonctions partielles :
f < g si et seulement si D(f) C D(g) et Vx € D(f) f(x) = g(x)
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