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NAT I — Axiomes de Peano

L’ensemble des entiers naturels est
un ensemble N avec 0 ∈ N et suc: N → N

qui vérifient :

1. ∀x ∈ N, suc(x) 6= 0.

2. ∀x , y ∈ N, suc(x) = suc(y) ⇒ x = y .

3. ∀P ⊆ N,
Initialisation. si 0 ∈ P
Hérédité. et si ∀x ∈ N (x ∈ P ⇒ suc(x) ∈ P)
Conclusion. alors P = N



NAT II — Modèle initial
La signature des naturels Σnat :

1l
z // N N

soo

Le modèle des naturels Mnat :

{∗}
0 // N N

sucoo

Le modèle Mnat de Σnat est initial :

Pour tout ensemble X avec a ∈ X et b : X → X ,
il existe une unique fonction f : N → X telle que
f (0) = a et f (suc(n)) = b(f (n)) pour tout n ∈ N.

{∗}
0 //

id
��

=

N

f
��

=

N
sucoo

f
��

{∗}
a // X X

boo



Distinction de cas

Un modèle de Σnat

= un ensemble X avec a ∈ X et b : X → X

{∗}
a // X X

boo

= un ensemble X avec α : {∗} + X → X
où {∗} + X = {∗} ∪ X si ∗ 6∈ X ...

{∗} + X α // X

Preuve.
◮ Soit α : {∗} + X → X , poser a = α|{∗} et b = α|X

◮ Soient a : {∗} → X et b : X → X , poser α = [a|b]

“si x ∈ {∗} alors α(x) = a(x), si x ∈ X alors α(x) = b(x)”



Φnat-algèbres

Notation :
Φnat(X ) = {∗} + X

Une Φnat-algèbre est un ensemble X et une fonction α:

{∗} + X α // X

Une morphisme de Φnat-algèbres f : (X , α) → (Y , β)
est une fonction f : X → Y telle que :

{∗} + X α //

{∗} + f
��

=

X

f
��

{∗} + Y
β // Y

c’est-à-dire f (α(∗)) = β(∗) et f (α(x)) = β(f (x))



NAT III — Algèbre initiale

Modèles de Σnat = Φnat-Algèbres
modèle = algèbre

morphisme de modèles = morphisme d’algèbres
modèle initial = algèbre initiale

La Φnat-algèbre (N, [0|suc]) est initiale :

Pour toute Φnat-algèbre (X , α)
il existe un unique morphisme de Φnat-algèbres

f : (N, [0|suc]) → (X , α)

{∗} + N
[0|suc]) //

{∗}+f
��

=

N

f
��

{∗} + X α // X



Une bijection

Fait. Dans la Φnat-algèbre (N, [0|suc]),
la fonction [0|suc] est bijective (rappel : Φnat(N) = {∗} + N)

{∗} + N
[0|suc] // N

∗ 7→ 0
0 7→ 1
1 7→ 2

...
n 7→ n + 1

...

C’est une propriété de point fixe

[0|suc] : Φnat(N) ∼= N



Rappel. Points fixes

Soit f : R → R une fonction.
Un point fixe de f est un élément x0 ∈ R tel que

f (x0) = x0

Ex. f (x) = −x , f (x) = x + 1, f (x) = x2, f (x) = x .

Un point fixe x0 de f est attractif si la suite
(x , f (x), f (f (x)), . . . f n(x), . . . ) converge vers x0

(pour x dans un voisinage de x0).

Ex. f (x) = x2, suite (x , x2, x4, . . . x2n
, . . . )

x0 = 0 est attractif (pour |x | < 1)
x0 = 1 n’est pas attractif.



Une construction de N

Soit X un ensemble, alors
Φnat(X ) = {∗0} + X ou {0} + X ,
Φnat

2(X ) = {∗0, ∗1} + X ou {0, 1} + X , . . .
Φnat

n(X ) = {∗0, ∗1, . . . , ∗n−1} + X ou {0, 1, . . . , n − 1} + X , . . .

X ⊂ {0}+X ⊂ {0, 1}+X ⊂ · · · ⊂ {0, 1, . . . , n − 1}+X ⊂ . . .

“À la limite” l’union est N + X

En particulier si X = ∅

∅ ⊂ {0} ⊂ {0, 1} ⊂ · · · ⊂ {0, 1, . . . , n − 1} ⊂ . . .

“À la limite” l’union est N

Cette “suite” converge vers N
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Rappel. Produit cartésien

A1×· · ·×An =
∏n

i=1 Ai = {〈a1, . . . , an〉 | a1 ∈ A1 ∧· · ·∧an ∈ An}

Caractérisation du produit cartésien.

Pour tous B et fi : B → Ai (pour i = 1, . . . , n)
il existe une unique f : B → A1 × · · · × An

telle que pri ◦ f = fi pour tout i ,
c’est le “n-uple” f = 〈f1, . . . , fn〉

B

f1
��?

??
??

??
?

fn

**UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU
f //_______

∏
Aipr1

}}zz
zz

zz
zz

prn

!!DD
DD

DD
DD

A1 . . . An

n = 0 : le produit vide est le singleton {∗}



Union disjointe (somme)

Définition.

A1 + · · · + An =

n∑

i=1

Ai = ∪n
i=1({i} × Ai)

Si les Ai sont 2 à 2 disjoints,
∑n

i=1 Ai
∼= ∪n

i=1Ai

Ex. N + Z = {(1, k)|k ∈ N} ∪ {(2, k)|k ∈ Z}

Avec (1, 0) ∈ N + Z et (i , k) 7→ (i , k + 1) : N + Z → N + Z

(1,0)
''
(1, 1)

''
(1, 2)

��. . .

. . .
&&

(2,−1)
''
(2, 0)

&&
(2, 1)

&&
(2, 2)

��. . .

c’est un modèle de Σnat vérifiant les axiomes de Peano (1) et (2)
mais pas la récurrence (axiome 3)



Caractérisation de la somme

Soit in : Ai → A1 + · · · + An l’injection : x 7→ (i , x)

Pour tous B et fi : Ai → B (pour i = 1, . . . , n)
il existe une unique f : A1 + · · · + An → B
telle que f ◦ ini = fi pour tout i ,

c’est la “distinction de cas” f = [f1| . . . |fn]
“si x ∈ Ai alors f (x) = fi(x)”

B
∑

Ai
foo_ _ _ _ _ _ _

A1

f1

__????????

in1 <<zzzzzzzz
. . . An

fn

jjVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

innbbDDDDDDDD

n = 0 : la somme vide est l’ensemble vide ∅



Distributivité ?

Rappel. Sur les nombres a × (b + c) = (a × b) + (a × c)

Propriété. Sur les ensembles,
en utilisant les propriétés universelles de + et ×
on construit une fonction “canonique”

(A × B) + (A × C) → A × (B + C)

En fait c’est une bijection, mais on ne peut pas le montrer
en utilisant uniquement les propriétés universelles de + et ×



Endofoncteurs polynomiaux

Une fonction polynomiale (en une variable) ϕ : R → R

ϕ(x) =

n∑

i=1

ai × x i (ai ∈ R)

Un endofoncteur polynomial (en une variable) Φ : Set → Set

Φ(X ) =

n∑

i=1

Ai × X i (Ai ∈ Set)

Pour toute fonction f : X → Y , la fonction Φ(f ) : Φ(X ) → Φ(Y )

Φ(f ) =

n∑

i=1

Ai × f i

Ex. Φnat(X ) = {∗} + X = {∗} × X 0 + {∗} × X 1

Φnat(f ) = {∗} + f telle que ∗ 7→ ∗ et x 7→ f (x)



Endofoncteurs

Une fonction ϕ : R → R

associe à tout élément x ∈ R un élément ϕ(x) ∈ R

Un endofoncteur Φ : Set → Set
associe à tout ensemble X un ensemble Φ(X )
et à toute fonction f : X → Y une fonction Φ(f ) : Φ(X ) → Φ(X )

de façon que Φ(id) = id et Φ(g ◦ f ) = Φ(g) ◦ Φ(f )

Ex. Φpart(X ) = P(X )
Φpart(f ) = P(f ) : P(X ) → P(Y ) telle que

f (X ′) = {f (x)|x ∈ X ′}
L’endofoncteur Φpart n’est pas polynomial
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Algèbres d’un endofoncteur

Soit un endofoncteur Φ : Set → Set.

Une Φ-algèbre est un ensemble X et une fonction α:

Φ(X )
α // X

Une morphisme de Φ-algèbres f : (X , α) → (Y , β) est une
fonction f : X → Y telle que :

Φ(X )
α //

Φ(f )
��

=

X

f
��

Φ(Y )
β // Y



Algèbres et Modèles

Soit Φ un endofoncteur polynomial

Φ(X ) =

n∑

i=1

Ai × X i = A0 + A1 × X + · · · + An × X n

Soit Σ la signature paramétrée

P0 → X
P1 × X → X

...
Pn × X n → X

Les Φ-algèbres sont les modèles de Σ où Pi est interprété par
Ai , et les morphismes de Φ-algèbres sont les morphismes de
modèles de Σ (donc id sur les Ai ).



Les naturels
L’endofoncteur Φnat

Φnat(X ) = {∗} + X

Une Φnat-algèbre = un ensemble X et une fonction

{∗} + X α // X

La signature Σnat

1l
z // N N

soo

Un modèle de Σnat = un ensemble X et deux fonctions

{∗}
a // X X

boo

C’est la même chose, poser

α = [a|b]



Les listes
L’endofoncteur Φlist

Φlist(X ) = {∗} + A × X

Une Φlist-algèbre = un ensemble X et une fonction

{∗} + A × X α // X

La signature Σlist

1l
e // L P × L

coo

Un modèle de Σlist = un ensemble X et deux fonctions

{∗}
a // X A × X

boo

C’est la même chose, poser

α = [a|b]



Initialité ⇒ Point fixe

Théorème. Pour tout endofoncteur,
toute algèbre initiale est un point fixe

Preuve. Soit (X , α) une Φ-algèbre initiale,
montrons que α est une bijection.

(Φ(X ),Φ(α)) est une Φ-algèbre,
donc il existe une unique f : X → Φ(X ) telle que

Φ(X )
α //

Φ(f )
��

=

X

f
��

Φ2(X )
Φ(α) // Φ(X )

Montrer que f = α−1. (à terminer...)

Corollaire. Pour tout endofoncteur,
algèbre initiale = plus petit point fixe



Polynomial ⇒ Initialité

Théorème.
Tout endofoncteur polynomial a un plus petit point fixe

Preuve. (idée)

∅
u //

u
��

Φ(∅)
Φ(u) //

Φ(u)
��

Φ2(∅)
Φ2(u) //

Φ2(u)
��

. . . limite... L

∼=

��
Φ(∅)

Φ(u) // Φ2(∅)
Φ2(u) // Φ3(∅)

Φ3(u) // . . . limite... L′

et de plus, puisque Φ est polynomial, L′ ∼= Φ(L).



Construction d’algèbre initiale

Les naturels. Φnat(X ) = {∗0} + X
∅ ⊂ {0} ⊂ {0, 1} ⊂ {0, 1, 2} . . . limite . . . N

Les listes sur A. Φlist(X ) = {∗0} + A × X

∅ ⊂ {( )} ⊂ {( ), (a1)} ⊂ {( ), (a1), (a1, a2)} . . . limite . . . A∗
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Coalgèbres d’un endofoncteur

Soit un endofoncteur Φ : Set → Set.

Une Φ-coalgèbre est un ensemble X et une fonction α:

X
α // Φ(X )

Une morphisme de Φ-coalgèbres f : (X , α) → (Y , β) est une
fonction f : X → Y telle que :

X

f
��

α //

=

Φ(X )

Φ(f )
��

Y
β // Φ(Y )



Coalgèbres et Modèles

Soit Φ un endofoncteur polynomial

Φ(X ) =
n∑

i=1

Ai × X i = A0 + A1 × X + · · · + An × X n

Cas particulier
Φ(X ) = An × X n

Soit Σ la signature paramétrée

X → Pn × X n

Les Φ-coalgèbres sont les modèles de Σ où Pi est interprété
par Ai , et les morphismes de Φ-coalgèbres sont les
morphismes de modèles de Σ (donc id sur les Ai ).



Les flots
L’endofoncteur Φflot

Φflot(X ) = A × X

Une Φflot-coalgèbre = un ensemble X et une fonction

X
α // A × X

La signature Σflot

P F
hoo t // F

Un modèle de Σflot = un ensemble X et deux fonctions

A X
aoo b // X

C’est la même chose, poser

α = 〈a, b〉



Terminalité ⇒ Point fixe

Théorème. Pour tout endofoncteur,
toute coalgèbre terminale est un point fixe

Corollaire. Pour tout endofoncteur,
coalgèbre terminale = plus grand point fixe

Théorème.
Tout endofoncteur polynomial a un plus grand point fixe

Preuve. (idée)

{∗} oo u

OO

u

Φ({∗}) oo Φ(u)

OO

Φ(u)

Φ2({∗}) ooΦ2(u)

OO

Φ2(u)

. . . limite... LOO
∼=

Φ({∗}) oo Φ(u)
Φ2({∗}) ooΦ

2(u)
Φ3({∗}) ooΦ3(u)

. . . limite... L′

et de plus, puisque Φ est polynomial, L′ ∼= Φ(L).



Construction de coalgèbre terminale

Les flots. Φflot(X ) = A × X

{∗} oo {(a1)} oo {(a1, a2)} . . . oo limite... A
ω

Les listes et les flots. Φlist+flot(X ) = {∗} + A × X

{∗} oo {( ), (a1)} oo {( ), (a1), (a1, a2)} . . . oo limite... A
∗ + A

ω
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Récurrence, induction, coinduction

◮ L’induction généralise la récurrence,
la coinduction est “duale” de l’induction

◮ L’induction pour construire
La coinduction pour observer

◮ C’est un problème fondamental (maths, logique, info)
avec des approches variées (maths, logique, info)

◮ Sous-jacent dans toutes ces approches :
la théorie des catégories

◮ Cette approche s’applique à d’autres logiques
(1er ordre, . . . )
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La sémantique est un modèle
Signature ΣIMP

1l
skip // C B.C

while ...oo

V .A

:=
55kkkkkkkkkkk

C2

;
OO

B.C2

if ...
iiSSSSSSSSSSS

Soit S = Z
V l’ensemble des états

La sémantique de IMP est un modèle [[. . . ]] de ΣIMP :
◮ [[C]] est l’ensemble S

S,p des fonctions partielles de S vers S

◮ [[skip]] est la fonction identité s 7→ s
◮ [[X := a]] est la fonction de mise à jour s 7→ s[n/X ]

où l’entier n est la valeur de l’expression a
◮ [[c1; c2]] est la fonction composée s 7→ [[c2]]([[c1]](s))

◮ [[if b thenc1 elsec2]] est la fonction
si [[b]] alors [[c1]] sinon [[c2]] telle que

s 7→ [[c1]](s) si [[b]](s) = true
s 7→ [[c2]](s) si [[b]](s) = false



La sémantique de la boucle

[[whileb do c]] est une fonction partielle de S vers S telle que

[[whileb do c]] = [[if b then (c;whileb do c)elseskip]]
c’est-à-dire, en posant w = [[whileb do c]]

w = si [[b]] alors w ◦ [[c]] sinon id

Soit Φ : S
S,p → S

S,p telle que

Φ(f ) = si [[b]] alors f ◦ [[c]] sinon id

Alors w est un point fixe de Φ.

Théorème. w est le plus petit point fixe de Φ.

L’ordre sur S
S,p est l’ordre habituel sur les fonctions partielles :

f ≤ g si et seulement si D(f ) ⊆ D(g) et ∀x ∈ D(f ) f (x) = g(x)
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