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Sommes (ou coproduits)

Tout ce qui suit est relatif à une catégorie C fixée.

Définition. Un cocône (ou cône inductif )
de base X1, . . . , Xn, de sommet Y , de coprojections f1, . . . , fn, est :

Y

...

X1

f1

BB�������
. . . Xn

fn

\\:::::::

Définition. Une somme (finie) est un cocône :
∑

i Xi

...

X1

c1
??

. . . Xn

cn

__

qui vérifie la propriété suivante. Pour tout cocône de même base :

Y
∑

i Xi

X1

f1

CC������� c1

66

. . . Xn

fn

iiSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS

cn

__

il existe un unique morphisme [f1 | · · · | fn] :
∑

i Xi → Y
tel que [f1 | · · · | fn].ci = fi pour tout i :

Y
∑

i Xi

[f1|···|fn]oo

X1

f1

CC������� c1

66

. . . Xn

fn

iiSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS

cn

__

Notation.
∑

i Xi = X1 + · · ·+ Xn =
∐

i Xi =
⊕

i Xi

Propriété. Pour une base fixée, la somme, si elle existe, est unique à iso près.

Exemple. Dans Ens : réunion disjointe
X1 ] · · · ]Xn = {(1, x1) | x1 ∈ X1} ∪ · · · ∪ {(n, xn) | xn ∈ Xn}, avec ci(xi) = (i, xi).

Exemple. Dans Mon : la somme de monöıdes existe, mais elle est difficile à construire.
Cependant pour les monöıdes libres c’est facile : A∗

1 + · · ·+ A∗
n = (A1 + · · ·+ An)∗.

Remarque. Les foncteurs oubli et générateur Ens
F

22 Mon
Urr

vérifient :

U(
∏

i

Mi) =
∏

i

U(Mi) F (
∑

i

Ai) =
∑

i

F (Ai)

U préserve les produits, F préserve les sommes.
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Distinction de cas

Exemple. Dans Ens, l’ensemble des booléens B = {true, false} est le sommet d’une
somme :

B = {true, false}

{∗}

∗7→true

88

{∗}

∗7→false

ff

Définition. Si C a un objet terminal 1l et des sommes, on peut considérer B = 1l + 1l

comme un analogue des booléens. Alors un prédicat sur X est un morphisme p : X → B.

Remarque. Si C (comme Ens) a aussi des produits fibrés, alors pour tout prédicat
p : X → B on peut construire les deux produits fibrés :

Xp=t
//_____

mt

{{x x
x

1l

t��
X

p // B

Xp=f
//____

mf

ccG
G

G

1l

f^^

Si de plus (comme dans Ens) cela forme une somme :

X

Xp=t

mt

AA

Xp=f

mf

^^

alors la propriété des sommes permet de construire des distinctions de cas :

Y X
[gt|gf ]

oo

Xt

gt

CC������� mt

77

Xf

gf

ggNNNNNNNNNNNNNN

mf

[[

[gt | gf ](x) = if p(x) then gt(x) else gf(x)
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Objet initial

Définition. Un objet initial O est le sommet d’une somme d’arité n = 0.

Propriété. Un objet initial est un objet O qui vérifie la propriété suivante.
Pour tout objet :

Y

il existe un unique morphisme :

Y O
[ ]Yoo

Exemple. Dans Ens : ensemble vide ∅.
Rappel : les morphismes 1l→ X dans Ens correspondent aux éléments de X.
“Dualement” : il n’y a aucun morphisme Y → O dans Ens, sauf idO : O→ O !. . .

Exemple. Dans Mon : monöıde singleton {e}.

Exemple. Dans la catégorie des corps : il n’y a pas de corps initial.
Mais dans la catégorie des corps de caractéristique fixée il y a un corps initial,
c’est le corps premier :
— le corps des rationnels Q en caractéristique 0,
— le corps fini Fp en caractéristique p.

Propriété. Il y a un morphisme “canonique” :

dX,Y,Z : X × (Y + Z)→ (X × Y ) + (X × Z)

Définition. Une catégorie C à produits finis et sommes finies est distributive si

dX,Y,Z : X × (Y + Z)→ (X × Y ) + (X × Z) est toujours un iso,

et [ ]Y ×O : O→ Y ×O est toujours un iso.

(il existe plusieurs variantes de cette définition)
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Types de données

Théorème. Toute spécification équationnelle Σ a un modèle initial I,
c’est-à-dire un objet initial de la catégorie Mod(Σ) :

I(S) est l’ensemble des termes clos de type S,
c’est-à-dire l’ensemble des flèches t : 1l→ S dans Feq(S),

I(s) est la composition avec s, c’est-à-dire t 7→ s.t.

Définition. Le type abstrait de données défini par une spécification équationnelle Σ
est le (ou plutôt la classe d’isomorphisme du) modèle initial de Σ.

Exemple. Booléens.

spec : 1l
t

**

f

44 B type : {∗}
true

**

false

44 B

Exemple. Entiers naturels.

spec : 1l
z // N

s

��
type : {∗} 0 // N

x 7→x+1

��

Exemple. Entiers relatifs.

spec : 1l
z // Z

s

��

p

XX avec p.s = idZ , s.p = idZ type : {∗} 0 // Z

x 7→x+1

��

x 7→x−1

XX

Remarque. L’initialité fournit des définitions et des raisonnements par induction.

Exemple. Induction sur N (ou récurrence).
La fonction g ci-dessous existe, et g(x) = 2 x pour tout x ∈ N :

{∗} 0 //

id��

N
g

��

N
x 7→x+1oo

g
��

{∗}
0

//

=

N

=

N
x 7→x+2

oo

Version “paramétrée” de l’initialité de N :

P
p 7→(p,0) //

idP��

P × N
g

��

P × N
(p,x)7→(p,x+1)oo

g
��

P a
//

=

X

=

X
b

oo

Propriété. Cette version de l’initialité de N fournit toutes les fonctions
récursives primitives.
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Sommes amalgamées (“pushouts”)

Définition. Un cocône (ou cône inductif )
de base X1 X0g1

oo
g2

// X2 , de sommet Y , de coprojections f1, f2, est :

Y

X1

f1
<<zzzz

X2

f2
bbDDDD

X0

g1

aaCCCC
g2

=={{{{

avec f1.g1 = f2.g2

Définition. Une somme amalgamée (“pushout”) est un cocône :

X1 +X0
X2

X1

c1 88

X2

c2ff

X0

g1

ggNNNNNNNN g2

77pppppppp

qui vérifie la propriété suivante. Pour tout cocône de même base :

Y X1 +X0
X2

X1

f1

CC������� c1

55

X2

f2

jjUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU

c2
cc

X0

g1

ddJJJJJJJJJJ g2

55kkkkkkkkkkkkkkkkkkk

il existe un unique morphisme [f1 | f2] : X1 +X0
X2 → Y

tel que [f1 | f2].ci = fi pour tout i :

Y X1 +X0
X2

[f1|f2]oo

X1

f1

CC������� c1

55

X2

f2

jjUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU

c2
cc

X0

g1

ddJJJJJJJJJJ g2

55kkkkkkkkkkkkkkkkkkk

Exemple. Dans Ens : X1 +X0
X2 est le quotient de X1 + X2 obtenu en identifiant

g1(x0) et g2(x0) pour tout x0 ∈ X0.

Autrement dit, X1 +X0
X2 est obtenue en “collant X1 et X2 selon X0”.

Donc le diagramme suivant est à la fois un pushout et un pullback :

X1 ∪X2

X1

⊆ 88qqqqq
X2

⊆ffMMMMM

X1 ∩X2
⊆

ffMMMMM
⊆

88qqqqq
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Héritage multiple

Soient X0, X1, X2, Y des classes avec :

X1 et X2 héritent de X0 et Y hérite de X1 et X2 .

Héritage ordinaire :
Y hérite de X0 de 2 façons différentes et possède 2 copies des méthodes de X0.

Héritage virtuel :
Y hérite de X0 d’une seule façon.

Catégorie C :
points : les classes
flèches : les héritages : X → Y si Y hérite de X

C est une catégorie car l’héritage est réflexif et transitif.

— par défaut : f1.g1 et f2.g2 sont distinctes : héritage ordinaire.

Y

X1

f1
<<zzzz

X2

f2
bbDDDD

X0

g1

aaCCCC
g2

=={{{{

— ajout de g1.f1 = g2.f2 (diagramme commutatif, par ex. cocône) : héritage virtuel.

Y

=X1

f1
<<zzzz

X2

f2
bbDDDD

X0

g1

aaCCCC
g2

=={{{{

— ajout de g1.f1 = g2.f2 “minimal” (pushout) : héritage virtuel avec Y “minimale”
(i.e., sans méthode additionnelle).

Y

=(PO)X1

f1
<<zzzz

X2

f2
bbDDDD

X0

g1

aaCCCC
g2

=={{{{
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Déduction

Une règle de déduction correspond à un diagramme de spécifications :

H | // B Coo

Rappel : σ : H −→p B désigne σ : H → B tel que F (σ) : F (H)
∼=
→ F (B).

Exemple. En logique équationnelle, la règle de composition :

f : X → Y g : Y → Z

g.f : X → Z

correspond au diagramme :

( X
f // Y

g// Z ) | // ( X
f //

g.f

44Y
g// Z ) ( X

h 7→g.foo h // Z )

Cela signifie que toute occurrence de H dans une spécification équationnelle Σ
se prolonge en une occurrence de B, et donc de C, dans la catégorie Feq(Σ).

Ensuite, un pas de déduction correspond (essentiellement) à un pushout :

H

µ

��

| // B

��

Coo

yyssssssssssss

Σ | //

=(PO)

Σ′

=

Cela signifie que pour toute occurrence µ de H dans Σ
on peut construire par déduction une spécification Σ′

où µ se prolonge en une occurrence de B, et donc de C.
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Composition

Soient deux fonctions consécutives f : X → Y et g : Y → Z,
alors on peut construire la somme amalgamée “de f et g sur Y ”
dans la catégorie Cat des catégories (en omettant les identités) :

( X
f //

g.f

55Y
g // Z )

( X
f // Y )

<<

( Y

aa

g // Z )

( Y )

iiRRRRRRRRRRR

55lllllllllll

On peut aussi construire la somme amalgamée “de f et g sur Y ”
dans la catégorie GrCat des graphes à composition :

( X
f // Y

g // Z )

( X
f // Y )

<<

( Y

aa

g // Z )

( Y )

iiRRRRRRRRRRR

55lllllllllll

et le faire suivre d’un pas de déduction :

( X
f // Y

g// Z ) | // ( X
f //

g.f

55Y
g // Z )

En particulier, lorsque X = 1l, i.e., f est une constante f = a : 1l → Y , la composition
correspond au passage du paramètre a dans la fonction g = g(y).
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Réécriture de graphes

On peut utiliser un double pushout (DPO) pour réécrire un terme en un autre terme, ou
un graphe en un autre graphe.

Réécriture de G en H en appliquant la règle L← K → R à l’instance m de L dans G :

L

m

��

K

��

loo r // R

��
G D

l′oo r′ //

=(PO) =(PO)

H

La partie gauche est un pushout complément :
même lorsqu’il existe, il n’est généralement pas unique.
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Epimorphismes

Définition. Un épi(morphisme) est un morphisme f : X → Y tel que
pour tous a, b : Y → Z :

si a.f = b.f alors a = b

On note alors :

X
f // // Y

Exemple. Dans Ens, les épimorphismes sont les surjections :
une fonction f : X → Y est un épimorphisme si et seulement si :

∀ y ∈ Y ∃ x ∈ X f(x) = y

Donc la fonction :
[ ]X : X → 1l

est un épimorphisme si et seulement si :

∃ x ∈ X

c’est-à-dire si et seulement si X est non vide.

Propriété. Un morphisme f : X → Y est un épimorphisme si et seulement si
on a une somme amalgamée :

Y

Y

id ::

Y

iddd

X
f

::ttttttf

ddJJJJJJ

Remarque. Dans toute catégorie C, tout iso est mono et épi,
mais en général la réciproque est fausse.
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Coégaliseurs

Définition. Un cocône (ou cône inductif )

de base X1

g
++

g′
33 X2 , de sommet Y , de coprojections f1, f2, est :

Y

X1

f1

CC������� g
++

g′
33 X2

f2

[[8888888

avec f2.g = f2.g
′ = f1 (donc f1 peut être omis).

Définition. Un coégaliseur est un cocône :

CoEg(g, g′)

X1

g
,,

g′

22 X2

q
cc

qui vérifie la propriété suivante. Pour tout cône de même base :

Y CoEg(g, g′)

X1

g
--

g′

11 X2

q
cc

f

jjTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

il existe une unique morphisme h : CoEg(g, g′)→ Y tel que h.q = f :

Y CoEg(g, g′)
hoo

X1

g
--

g′

11 X2

q
cc

f

jjTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

Exemple. Dans Ens : CoEg(g, g′) est le quotient de X2 par la relation d’équivalence ∼
engendrée par g(x) ∼ g′(x) pour tout x ∈ X1.

On notera, abusivement : CoEg(g, g′) = X2/(g(x) = g′(x)).

Par exemple, étant donné un graphe Γ, le coégaliseur de Γ(Fl)
Γ(sce)

,,

Γ(but)

22 Γ(Pt)

comporte un élément pour chaque composante connexe du graphe.

Propriété. Tout coégaliseur q : X2 → CoEg(g, g′) est un épi.
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Colimites (ou limites inductives)

Soit D : Γ→ U(C) un diagramme de forme Γ dans C.

Définition. Un cocône (ou cône inductif )
de base D : Γ→ C, de sommet Y , de coprojections fI (pour I objet de Γ), est :

Y

...

D(I)

fI

@@�������
. . . D(J)

fJ

^^>>>>>>>

tel que fJ ◦D(i) = fI , pour tout morphisme i : I → J de Γ :

Y

=

D(I)

fI

@@�������

D(i)
//. . . D(J)

fJ

^^>>>>>>>

Définition. Une colimite de base D est un cocône de base D :

colimID(I)

...

D(I)

cI

::

. . . D(J)

cJ

dd

qui vérifie la propriété suivante. Pour tout cocône de même base :

Y colimID(I)

D(I)

cI

55
fI

BB�������
. . . D(J)

cJ

dd
fJ

jjVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

il existe un unique morphisme [fI ]I : colimID(I)→ Y tel que ([fI ]I).cI = fI pour tout I :

Y colimID(I)
[fI ]Ioo

D(I)

cI

55
fI

BB�������
. . . D(J)

cJ

dd
fJ

jjVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

Exemple. Les sommes, sommes amalgamées, coégaliseurs, sont des colimites.

Propriété. Pour une base fixée, la colimite, si elle existe, est unique à iso près.

Définition. Une catégorie est cocomplète si tout diagramme a une colimite.

Exemple. La catégorie Ens est cocomplète.

Théorème. Une catégorie avec toutes les sommes et tous les coégaliseurs est cocomplète.
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Points fixes

Supposons que C contient “assez” de limites et de colimites. Considérons une boucle :

X

f

XX

• Considérons la limite de cette boucle :

lim(f)

F

���
�
�

X

f

XX

f.F = F et F est terminal pour cette propriété : pour tout G : W → X tel que f.G = G,
il existe un unique H : W → lim(f) tel que F.H = G.

W

G ##GGGGGGGGG lim(f)

F

���
�
�

X

f

XX

−→p W

G ##GGGGGGGGG
H // lim(f)

F

���
�
�

X

f

XX

Autrement dit, F est “le point fixe terminal” de f (“F” pour “fix”).

Dans Ens : lim(f) = {x ∈ X | f(x) = x}.

• Considérons la colimite de cette boucle :

colim(f)

X

f

XX

L

OO

L.f = L et L est initial pour cette propriété : pour tout M : X → Y tel que M.f = M ,
il existe un unique N : colim(f)→ Y tel que N.L = M .

colim(f) Y

X

f

XX

L

OO

M

::vvvvvvvvvv

−→p colim(f) N // Y

X

f

XX

L

OO

M

::vvvvvvvvvv

Autrement dit, L est “la boucle initiale” sur f (cf. “repeat(f)”) (“L” pour “loop”).

Dans Ens : colim(f) = X/(f(x) = x).
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Points fixes et fonctions récursives

lim(f)
F //______

L.F

))
X

L //

f

XX colim(f)

avec L.F = L.f.F = L.fk.F pour tout k.

Définition. f converge vers m (ou fk converge vers m.L) si m : colim(f)→ X vérifie :

f.m = m et L.m = idcolim(f)

Autrement dit, m est à la fois une section de L et un point fixe de f .

Théorème. Si f converge vers m.L alors m.L.F = F et L.F est un iso.

lim(f)
F //______

∼= L.F

))

X
L //

f

XX colim(f)
m

ii

Exemple. Calcul de x + y dans N :

0 + y = y et succ(x) + y = x + succ(y)

Considérons la projection p2 : N2 → N : (x, y) 7→ y, et la boucle f sur N2 définie par :

f(succ(x), y) = (x, succ(y)) et f(0, y) = (0, y)

Alors :

x + y = p2(f
k(x, y)) pour un entier k dépendant de x, y (tout k ≥ x convient) (1)

ou encore :
x + y = p2(limk→+∞fk(x, y)) (2)

Par ailleurs :

{(0, y) ∈ N2} = lim(f)
F //____

∼= L.F

++

N2 L //

f

WW colim(f) = N2/( (succ(x), y) = (x, succ(y)) )

Soit m : colim(f)→ X, qui associe à chaque classe c dans colim(f) l’unique couple de la
forme (0, y) dans c. Alors f.m = m et L.m = idcolim(f). On peut vérifier que :

x + y = p2(m.L(x, y)) (3)
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Le foncteur de Yoneda

Définition. Le foncteur (contravariant) de Yoneda d’une catégorie C :

Yon = YonC : C −→◦ Fonct(C,Ens)

est défini par :

• pour tout objet X de C, le foncteur Yon(X) est :

Yon(X) = Hom(X,−) : C→ Ens :

— Yon(X)(Y ) = Hom(X, Y ),
— Yon(X)(g) = Hom(X, g) : Hom(X, Y )→ Hom(X, Y ′) , h 7→ g.h :

Y

g

��
X

h
88pppppp

g.h &&MMMMMM

Y ′

• pour toute flèche f : X → X ′ de C, la transformation naturelle
Yon(f) : Yon(X ′)→ Yon(X) est définie par :

— Yon(f)(Y ) = Hom(f, Y ) : Hom(X ′, Y )→ Hom(X, Y ) , k 7→ k.f :

X

f

��

k.f

&&NNNNNN

Y

X ′ k

88qqqqqq

Exemple. La catégorie Cgr (les identités sont omises) :

Pt Fl
sce

rr

but

ll

a pour image par Yoneda, dans la catégorie Fonct(Cgr,Ens) = Gr :

( P )
P 7→S

,,

P 7→B

22 ( S // B )
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Quelques propriétés du foncteur de Yoneda

Définition. Un foncteur γ : C → C′ est plein (resp. fidèle) si pour chaque couple
d’objets X, Y de C, l’application :

γX,Y : Hom(X, Y )→ Hom(γ(X), γ(Y )) , f 7→ γ(f)

est surjective (resp. injective). Le foncteur γ est un plongement (ou “embedding”) s’il est
plein et fidèle et injectif sur les objets.

De même pour un foncteur contravariant γ : C −→◦ C′

Théorème. Le foncteur de Yoneda est plein et fidèle et injectif sur les objets.
On l’appelle donc le plongement de Yoneda (“Yoneda embedding”).

Donc : pour chaque couple d’objets X, Y , l’application YonX,Y est bijective :

YonX,Y : Hom(X, Y )
∼=
→ Hom(Yon(X), Yon(Y )) , f 7→ Yon(f)

Ou encore : le foncteur de Yoneda “identifie” C
avec la partie de Fonct(C,Ens) formée des foncteurs représentables.

Théorème. Le foncteur de Yoneda envoie les limites sur des colimites :

Yon(limI(XI)) ∼= colimI(Yon(XI))

Théorème. (lemme de Yoneda). Pour tout foncteur F : C → Ens et tout objet X
de C :

Hom(Yon(X), F ) ∼= F (X)

Toute transformation naturelle Φ : Yon(X)⇒ F
a une composante ΦX : Yon(X)(X)⇒ F (X), c’est-à-dire ΦX : Hom(X, X)⇒ F (X).
La bijection du lemme de Yoneda associe à l’élément Φ ∈ Hom(Yon(X), F )
l’élément ΦX(idX) ∈ F (X).

Exemple. Soit un graphe Γ.

Les points de Γ s’identifient aux morphismes de Yon(Pt) = ( P ) vers Γ.

Les flèches de Γ s’identifient aux morphismes de Yon(Fl) = ( S → B ) vers Γ.
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Composition et Yoneda

Dans l’esquisse projective (spécification à limites) des graphes à composition :

Pt Fl

sce
rr

but

ll Cons

1er
rr []_ace

2nd

ll ca_][Y

Comp
OO
j

OO

comp

ee

avec les produits fibrés (potentiels) :

Cons
1er

zzu u
u 2nd

$$I
I

I

Fl

but $$II
II

I Fl

scezzuuu
uu

Pt

et Comp
id

wwo o
o id

''O
O

O

Comp

j ''OOOOOO
Comp

jwwoooooo

Cons

Image par Yoneda, dans la catégorie des graphes à composition :

( P )
P 7→S

,,

P 7→B

33 ( S
h // B )

h 7→f
,,d a _ ] Z

h 7→g

22Z ] _ a d

h 7→g.f **

( X
f // Y

g //

⊆
����

Z )

( X
f //

g.f

55Y
g // Z )
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