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Graphes

Définition. Un graphe (pour multi-graphe orienté) I' est formé :
— d’un ensemble de points T'(Pt) ={X,Y,...}

— d’un ensemble de fleches I'(F1) = {f,g,...}

— d’une fonction source I'(sce):I'(F1) — I'(Pt)

— d’une fonction but I'(but) : I'(F1) — ['(Pt).

(on utilise “fonction” au sens de “fonction totale”, ou “application”,
entre deux ensembles).

Si f a pour source X et pour but Y, on note f: X — Y ou X Ly

Exemple. Graphe “des naturels” I'j, :
U——>N_)s

Exemple. Graphe “des graphes” I'y, :

sce
K/\
Pt<__ _—F1
but

Exemple. Graphe “des ensembles” Ens (attention aux questions de taille !) :
les points sont les ensembles, les fleches sont les fonctions.

Définition. Un morphisme de graphes v : ' — I est formé :

— d’une fonction ey ou 7y : I'(Pt) — I"(Pt)

— et d’une fonction vg ou v : ['(F1) — IV(F1)

— qui préservent source et but : si f : X — Y alors v(f) : v(X) — y(Y).

Autrement dit, les carrés suivants sont commutatifs :

P(Pt) <) P(F1)  I(Pt)—  (F1)
’thl/ l'YFl ’thl l'YFl
I(Pt) < r(F1)  IY(Pt) % p(F)

Exemple. Le graphe “des naturels” vu comme réalisation ensembliste du graphe “des
graphes”, c’est-a-dire comme morphisme de graphes 'y, : I'yy — Ens :

z2—U,s—N

{U,N} {z, s}

z—N,s—N
Remarque. De méme, tout graphe ' peut étre vu comme une réalisation ensembliste du

graphe “des graphes”, c’est-a-dire comme I' : I'y, — Emns.
Et réciproquement.
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Catégories

Définition. Une catégorie est un graphe C muni :

— d’une fonction sélection des identités C(selid): C(Pt) — C(F1)
(notation : C(selid)(X) = idy)

— d’une fonction composition C(comp) : C(Cons) — C(F1)
(notation : C(comp)(f,9) =gof=g.f=gf=9g(f))

ot C(Cons) est 'ensemble des couples de fleches consécutives X Ly % ZdecC
— vérifiant les axiomes suivants :

* gssociativité : si X LY % Z % T alors h.(g.f) = (h.g).f

* @lément neutre - si X 5 Y alors fidxy = fetidy.f = f.

Remarque. Une catégorie avec un seul point est un monoide.

Remarque. Un peu de terminologie (non exhaustive !) :

ici (“dessin”) point fleche source but
graphes sommet arc origine extrémité
catégories objet morphisme domaine codomaine

Exemple. Catégorie des ensembles Ens.
Exemple. Catégorie des monoides Mon.
Exemple. Catégorie des ensembles avec fonctions partielles Pfn.

Exemple. Catégorie des graphes Gr.

Remarque. Graphe “des catégories” I'cy; :

sce ler
/_\ /_\
Pt Z“F1T " Cons
but 2nd

selid comp

Toute catégorie C peut étre vu comme une réalisation ensembliste de I'¢y,
c’est-a-dire comme C : ',y — Ens.
Mais la réciproque est fausse.

Définition. Dans une catégorie C, un iso(morphisme) est une fleche inversible :

X Y avec fl.f=idxet f.f ' =idy

Exemple. Dans la catégorie des ensembles, les isos sont les bijections.
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Foncteurs

Définition. Un foncteur (ou morphisme de catégories) v: C — C'
est un morphisme de graphes qui préserve identité et composition :
— 7(idx) = idy(x) pour tout point X de C,

— et y(g.f) = v(9).v(f) pour tout couple de fleches consécutives . L9 dec.

Exemple. “inclusion” [ : Ens — Pfn.

Exemple. oubli U : Mon — Ens, générateur F': Ens — Mon.
Définition. La catégorie des catégories Cat a
pour points les catégories et pour fleches les foncteurs.

Exemple. oubli U : Cat — Gr, générateur F': Gr — Cat.
Notation. Pour X et Y donnés, I’ensemble des fleches f : X — Y de C est noté :

Hom¢(X,Y) = Hom(X,Y) =C(X,Y).

Définition. Le foncteur hom (covariant) Hom(X,—) : C — Ens est :
— Hom(X, —)(Y) = Hom(X,Y),
— Hom(X, —)(¢9) = Hom(X, g) : Hom(X,Y) — Hom(X,Y") : h+ g.h:

h

e
g-h ¢,

Définition. La catégorie opposée C°P de C a les mémes points que C
et une fléche f: Y — X pour toute fleche f: X — Y de C.

Définition. Un foncteur contravariant v : C —» C’ (pas de notation standard)
est un foncteur v : C°® — C’, ou bien v : C — C'P.

Définition. Le foncteur hom contravariant Hom(—,Y") : C —e» Ens est :
— Hom(—,Y)(X) = Hom(X,Y),
— Hom(—,Y)(f) = Hom(f,Y) : Hom(X,Y) — Hom(X",Y) : h— h.f :

) . -y
J;@ Y
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Catégories engendrées

Foncteur oubli U : U(C) est le graphe sous-jacent a la catégorie C.
Foncteur générateur F' : F(I') est la catégorie engendrée par le graphe T'.

U
Gr=__ "~ Cat

F

Remarque. Les foncteurs U et F' ne sont pas inverses I'un de 'autre.

Exemple. Graphe “des naturels” 'y : U = N -’

Un modele ensembliste My, de Thae o {*} 0 N =

2

idy idy
La catégorie F(T',a) engendrée par Ty : U z N =’
id id
. . ' “ 0 W Q succ
Un modele ensembliste My de F(Tyat) @ {*} N
~1 7 ’\5

... succ

Remarque. 1 =succ(0) € N est formalisé par s.z : U — N. Oui, mais “ou” ?
— Dans TI',,; : impossible, '\, est trop petit.
— Dans F(T',a) : possible, mais F'(I',.) est “trop grand” (il formalise tous les k € N).

Définition. Un graphe avec de la composition est un graphe I' muni :

— d’une fonction partielle sélection des identités

— et d’une fonction partielle composition.

Un morphisme de graphes avec de la composition est un morphisme de graphes
qui préserve identités et composition.

La catégorie GrCat des graphes avec de la composition est “entre” Gr et Cat :

Uy Uz
Gr=________GrCat Cat avec Uj(Fi(I") =T et F3(U3(C)) = C
F1 F2

Exemple. Graphe avec de la composition I'yae 1 @ U z N =
sz T

Un modele ensembliste Mya de Tpaeq 0 {*} 0 N =’
1
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Transformations naturelles

Définition. Soient deux foncteurs paralleles v;,7, : C — C'.

Une transformation naturelle (ou morphisme de foncteurs) T : v; = 9 est formée de :
— une fleche 7x : 71(X) — 72(X) de C’ pour tout point X de C,

— telle que 1y 0 y1(f) = 72(f) o 7x dans C’ pour toute fleche f : X — Y de C,
autrement dit, le carré suivant est commutatif dans la catégorie C’ :

f
7 (X) 2L (v)

lTX lw
2(f)
Yo (X) 22 (Y)
Exemple. Le foncteur List : Ens — Ens associe
— a tout ensemble X I'ensemble List(X) des listes d’éléménts de X

— et a toute fonction f: X — Y la fonction List(f) : (a1,...,ax) — (f(a1),..., f(ar)).
La transformation naturelle 7 : Id = List est définie par :

nx : X — List(X) : a— (a)
La transformation naturelle j : List? = List est définie par :
px = List(List(X)) — List(X) :

((al,la .. '7a1,k‘1)7 ey (an,la .. '7an7k‘n)) = (afl,la .. '7a'1,k;17 .. '7a’n,17 CE 7a'n,l<;n)

Définition. La catégorie Fonct(C,C') = C'C des foncteurs de C vers C/
a pour points les foncteurs de C vers C’ et pour fleches les transformations naturelles.

Définition. Un isomorphisme naturel est un iso dans une catégorie Fonct(C, C').

Propriété. Un isomorphisme naturel est une transformation naturelle 7 telle que chaque
fleche 7y est un iso dans C'.

Définition. Un foncteur v : C — Ens est représentable
s’il est naturellement isomorphe a un foncteur Hom :

(=) =2 Homg(X, —) pour un point X de C

Exemple. Le foncteur P : Gr — Ens associe a tout graphe ’ensemble des ses points.
Soit ['y le graphe formé d’un seul point, sans fleche.

Alors P(I') 2 Homg,(I'g, ') pour tout graphe I

Plus précisément, il y a un isomorphisme naturel P = Homg,(I'g, —).

Donc le foncteur P est représentable ; il est représenté par le graphe I'y.
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Equivalence de catégories

Remarque. Un isomorphisme de catégories est un isomorphisme dans la catégorie Cat,
¢’est-a-dire un couple de foncteurs inverses :

o

CZ_ =0 avecyy=idcetyy =ide

o

Notation : C = C'.
Cela signifie que le foncteur ~y est formé de deux bijections : (vp:) ™! = 5, et (Y71) ™ = V.

Définition. Une équivalence de catégories est
un couple de foncteurs “inverses a équivalence naturelle pres” :

N
CZ_  —C avecyyideetyy Hide
,y/
Notation : C ~ C'.
Exemple.
f
C : Xj)idx - 1dyCYCZj>idz
f—l
Bien sur C 2% C'.
v:C—-C: XY, idy—idy
’yl : C/_) C : KZHX7 f)filaidY7idZ ’_)ldX
Alors 7'y = id¢ mais 7.7 # ide
Cependant 7.7 2 idgr -
f ider
idyCY Zjidz c iy (Y Zjidz
= Tﬂ WT‘I idy< jidy - f‘1< jf
idy
gl dy (Y Y idy

Donc C ~ C'.
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