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Résumé. Dans cette Note nous établissons un théorème limite central pour les estimateurs à noyau
de la densité invariante de certains systèmes dynamiques en dimension1. La preuve de
ce théorème se fait en deux étapes essentielles : l’étude de la vitesse de convergence de
la variance de l’estimateur puis l’obtention du théorème limite central par une variante de
la méthode de Lindeberg–Rio [6]. 2001 Académie des sciences/Éditions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Density estimation for one-dimensional dynamical systems

Abstract. In this Note we obtain a central limit theorem for standard kernel invariant density estimates
of one-dimensional dynamical systems. The two main steps in the proof of this theorem
are the following: the study of speed of convergence for the variance of the estimator and
then a variation on the Lindeberg–Rio method[6].  2001 Académie des sciences/Éditions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Introduction

Un problème classique est celui de l’estimation de la densité marginalef d’une suite stationnaire
(Xn)n∈N de variables aléatoires dépendantes. On sait que si la suite(Xn)n∈N satisfait des conditions de
mélange [7] ou de dépendance faible [3], on a le résultat suivant :

√
nbn

[
f̂n(x)−Ef̂n(x)

] L−−−−→
n→+∞

N

(
0, f(x)

∫ +∞

−∞
K2(t)dt

)
, (1)

où f̂n(x) est un estimateur classique à noyau défini de la façon suivante :

f̂n(x) =
1

nbn

n−1∑
k=0

K

(
x−Xk

bn

)
, (2)
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C. Prieur

avec une suite(bn)n∈N ∈ (R+)N et un noyauK : R → R+ à support compactD tels que :

bn−−−−→
n→+∞

0, nbn−−−−→
n→+∞

+∞, et
∫
D

K(t)dt = 1,

∫
D

K2(t)dt > 0.

Dans cette Note, nous nous restreignons à la classe de systèmes dynamiques :

∀n � 1, Xn = T nX0, (3)

oùT est une fonction d’un intervalleI ⊂ R dans lui-même admettant une mesure de probabilité invariante
µ0 absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue, etX0 une variable aléatoire de loiµ0.
Notonsf la densité deµ0 par rapport à la mesure de Lebesgue. Le but est d’estimerf . Nous travaillons sous
une hypothèse de contrôle des corrélations. Avant de l’écrire, définissons l’ensemble de fonctions suivant :

DÉFINITION 1.1. – VB est l’ensemble des fonctionsh deI dansR à variation bornée et de normeL
1

finie (voir [8] par exemple). Si‖h‖VB := V(h) + ‖h‖1, où V(h) est la variation deh et ‖ · ‖1 la norme
standard surL1, alors‖ · ‖VB est une norme etVB muni de cette norme est un espace de Banach.

Nous pouvons maintenant supposer :

∃κ > 0, ∃(dn)n∈N ∈ (R+)N,

+∞∑
k=0

dk <∞ tels que∀n � 0, ∀h, k ∈ VB,

∣∣Cov
(
h(X0), k(Xn)

)∣∣ � κ‖k‖1 ‖h‖VB dn, (4)

où Cov désigne la covariance par rapport à la mesure invarianteµ0. Ce contrôle de covariances permet de
conclure à l’existence d’un théorème de type (1). C’est l’objet du théorème 3.1 énoncé dans le paragraphe 3.

2. Hypothèses sur le modèle et exemples

Dans cette partie nous donnons les hypothèses techniques requises pour montrer le théorème limite
central. PrenonsK ∈ VB. Nous considérons ensuite un intervalleI ⊂ R, et T une application deI dans
lui-même. Notonsλ la mesure de Lebesgue, etint(I) l’intérieur deI. Nous supposons :

– pour toutk dansN, pour toutx dansint(I), limt→0− T k(x− t) =: T k(x+) et limt→0+ T k(x− t) =:
T k(x−) existent ;

– pour toutk dansN∗, posonsDk
− := {x ∈ int(I), T k(x−) = x} etDk

+ := {x ∈ int(I), T k(x+) = x}.
Soit I1 := int(I) �

⋃
k∈N∗(Dk

− ∪Dk
+) =: int(I) � B. Alorsλ(B) = 0 ;

– T admet au moins une mesure de probabilité invarianteµ0 qui est absolument continue par rapport à
la mesure de Lebesgue :dµ0 = f dλ ;

– soitS := supp(µ0) le support deµ0. Si I2 := {x ∈ S ⊂ I, f est continue enx et f(x) > 0}, alors
λ(S � I2) = 0.

X0 est une variable aléatoire de loiµ0. Nous rappelons que(Xn)n∈N est définie par (3). Enfin, nous
faisons l’hypothèse de contrôle des corrélations décrite par l’inégalité (4) de l’introduction.

Dans le cas où la décroissance dans (4) est exponentielle, il existe des exemples simples (qui peuvent
s’étendre par conjugaison) :

– les fonctions de type Lasota–Yorke. – Pour une définition plus précise de ces fonctions, nous renvoyons
au chapitre 3 de Viana [8] ou à [5].
• Les fonctions « tentes » (voir figure 1, où le sommet est le point[0.5,0.75]).
• Les fonctionsr-adiques (voir figure 2, oùr = 8/3).

– Les fonctions à nombre infini dénombrable d’intervalles de monotonicité. – La fonction de Gauss par
exemple. Elle est définie sur[0,1] parT (x) = 1

x −
[

1
x

]
si x 
= 0 etT (0) = 0.
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Figure 1. – Fonction « tente ». Figure 2. – Fonctionr-adique

3. Énoncé du théorème limite central et éléments de preuve

Dans un premier temps, énonçons le résultat qui fait l’objet de cette Note. C’est un théorème limite
central portant sur le processus d’estimation centré :Yn(x) :=

√
nbn

(
f̂n(x) − E f̂n(x)

)
, où f̂n(x) est

défini à partir de(Xn)n∈N comme dans (2).

THÉORÈME 3.1. – Supposons queT satisfait les hypothèses du paragraphe2, et que pour tout1 � i � �,
xi ∈ I1 ∩ I2. Alors les répartitions fini-dimensionnelles(Yn(x1), . . . , Yn(x�)), du processus

Yn(x) ≡ Yn(x)√
f(x)

∫ +∞
−∞ K2(t)dt

convergent en loi, quandn tend vers+∞, versN(0, I�).

Remarque3.1. – Pour� = 1 ce théorème est un théorème limite central. Sil arbitraire, siJ est un
intervalle compact inclus dansI, ce résultat montre que la suite des processus{Yn(x); x ∈ J}n�1 n’est
pas tendue dansC(J) ; ses répartitions fini-dimensionnelles convergent en effet vers celles du bruit blanc
gaussienẆ .

Pour montrer ce théorème nous commençons par montrer un résultat de convergence en moyenne
quadratique pour cet estimateur.

LEMME 3.1. – Supposons queT satisfait les hypothèses du paragraphe2. Soitx ∈ I1 ∩ I2. Alors il
existe une suite(εn)n∈N ∈ (R)N qui tend vers0 quandn tend vers l’infini telle que:

Var
(
f̂n(x)

)
=

f(x)
∫
D
K2(s)ds

nbn
[1 + εn].

Remarque3.2. – Une première évaluation de la vitesse de convergence def̂n(x) (en O(1/(nb2n))) est
donnée dans [2] (ou plus récemment dans [4]). Notre résultat donne lieu au théorème limite central, il
fournit donc « la » vitesse de convergence.

Pour montrer un tel résultat dans un cadre de dépendance faible, il est tout à fait raisonnable de supposer
l’existence de densités jointes régulières pour les couples(X0,Xk)k∈N∗ . Ici, les lois jointes sont singulières
et cette absence de régularité dissocie l’étude de la dépendance faible de celle des systèmes dynamiques.
Pour montrer le lemme 3.1, nous utilisons ici les deux lemmes ci-dessous :

LEMME 3.2. – Supposons queT satisfait les hypothèses du paragraphe2. Soitx ∈ I1 ∩ I2. Alors pour
chaquek dansN

∗, il existe une suiteε(n,k)−−−−→
n→∞

0 telle que

Cov

(
K

(
x−X0

bn

)
,K

(
x−Xk

bn

))
= bn ε(n,k).
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LEMME 3.3. – Supposons queT satisfait les hypothèses du paragraphe2. Soitx ∈ I1 ∩ I2. Alors

1

nbn

n−1∑
k=1

(n− k)Cov

(
K

(
x−X0

bn

)
,K

(
x−Xk

bn

))
−−−−→
n→∞

0.

Le point essentiel dans la preuve du lemme 3.2 est l’étude, pourk � 1 deE
[
K
(
x−X0

bn

)
K
(
x−Xk

bn

)]
. Pour

n grand, pourk � 1 fixé nous avons :

E

[
K

(
x−X0

bn

)
K

(
x−Xk

bn

)]
� bn

∫
D

K(t)f(x− tbn)K

(
x− T k(x− tbn)

bn

)
dt.

CommeK est à supportD compact, nous avons

x− T k(x− tbn)−−−−→
n→+∞

x− T k(x∓) 
= 0, uniformément ent ∈D, t � 0 ou t ∈D, t � 0.

Donc, pourk fixé, E
[
K
(
x−X0

bn

)
K
(
x−Xk

bn

)]
= o(bn), les termesE

[
K
(
x−X0

bn

)]
E
[
K
(
x−Xk

bn

)]
se traitent de

façon classique. Nous utilisons ensuite le lemme 3.2 ainsi que le contrôle des corrélations (4) pour montrer
le lemme 3.3. La fin de la preuve du théorème 3.1 (cf. [5]) repose (comme dans [3]) sur une variation de la
méthode de Lindeberg–Rio.

Remarque3.3. – L’étude du biais est classique, elle fait appel à la régularité def qui dans certains
cas [1] se déduit de celle deT . D’autre part, nous pouvons étendre nos résultats au cas oùX0 ne suit
plus forcément la loi invariante.(Xn)n∈N n’est alors plus stationnaire. L’étude du cas non stationnaire
repose essentiellement sur les propriétés de l’opérateur de Perron–Frobenius associé àT défini de la façon
suivante :

L :




BV−→BV,

ω �−→Lω(x) =
∑
Ty=x

ω(y)

|T ′(y)| .
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