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Résumé. Dans cette Note nous établissons un théoréme limite central pour les estimateurs a noyau
de la densité invariante de certains systemes dynamiques en diménsiarpreuve de
ce théoréme se fait en deux étapes essentielles : I'étude de la vitesse de convergence de
la variance de I'estimateur puis I'obtention du théoréme limite central par une variante de
la méthode de Lindeberg—Rio [6]. 2001 Académie des sciences/Editions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Density estimation for one-dimensional dynamical systems

Abstract. In this Note we obtain a central limit theorem for standard kernel invariant density estimates
of one-dimensional dynamical systems. The two main steps in the proof of this theorem
are the following: the study of speed of convergence for the variance of the estimator and
then a variation on the Lindeberg—Rio metH6dl O 2001 Académie des sciences/Editions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Introduction

Un probléme classique est celui de I'estimation de la densité margjhaleine suite stationnaire
(X, )nen de variables aléatoires dépendantes. On sait que si la(sGitg,cn satisfait des conditions de
mélange [7] ou de dépendance faible [3], on a le résultat suivant :

+oo

Vb [fa(@) = Efo(2)] ;};N(o,f(x) K(t) dt>, &

— 00

ol fn(x) est un estimateur classique & noyau défini de la fagcon suivante :

n—1 o
Fue) = YK (5): @

" k=0
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C. Prieur
avec une suitéb,, ) ,en € (R4 )N et un noyauk : R — R, a support compadb tels que :

b, ——0, nbn—+>+oo /K =1, /K2(t)dt>0.
D

n—-4o00
Dans cette Note, nous nous restreignons a la classe de systémes dynamiques :
Yn>1, X,=T"X,, 3)

ouT est une fonction d’'un intervalle C R dans lui-méme admettant une mesure de probabilité invariante
1o absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgu€; ehe variable aléatoire de Igio.
Notonsf la densité de:g par rapport a la mesure de Lebesgue. Le but est d’esfiiidous travaillons sous
une hypothése de contrble des corrélations. Avant de I'écrire, définissons I'ensemble de fonctions suiva

DEFINITION 1.1.— VB est I'ensemble des fonctiorsde I dansR a variation bornée et de nornig
finie (voir [8] par exemple). S||h||ve := V(h) + ||k|l1, o0 V(h) est la variation dé et || - ||; la norme
standard suki.!, alors|| - ||y est une norme éfB muni de cette norme est un espace de Banach.

Nous pouvons maintenant supposer :

—+oo
35> 0, Idn)nen € (RN, D di < o tels quedn >0, Vh, k € VB,
k=0
| Cov (h(Xo), k(X)) | < klEll1 [2]lve dn, 4)

ou Cov désigne la covariance par rapport a la mesure invarjant€e contrble de covariances permet de
conclure al'existence d'un théoréme de type (1). C'est I'objet du théoréeme 3.1 énoncé dans le paragrapt

2. Hypothéses sur le modéle et exemples

Dans cette partie nous donnons les hypotheses techniques requises pour montrer le théoreme i
central. Prenon#’ € VB. Nous considérons ensuite un intervalle R, etT une application dé dans
lui-méme. Notons\ la mesure de Lebesgue,iat(I) l'intérieur del. Nous supposons :

— pour toutk dansN, pour toutr dansint (1), lim,_,o- T*(x —t) =: T*(z) etlim,_,o+ TF(x — t) =

T*(z~) existent;
— pour toutk dansN*, posonsD* := {z € int(I), T*(2~) =z} et D := {z € int(1), T*(2™) = x}.
SoitI; :=int(I) \ Upen- (DF U DE) =:int(1) \ B. Alors A\(B) =0;

— T admet au moins une mesure de probabilité invariggtqui est absolument continue par rapport a

la mesure de Lebesguéjig = fdX;

— soit S := supp(uo) le support deug. Si I, :={x € S C I, f est continue en: et f(z) > 0}, alors

)\(S AN IQ) =0.

X est une variable aléatoire de loj. Nous rappelons queX,,),en est définie par (3). Enfin, nous
faisons I'hypothése de contr6le des corrélations décrite par I'inégalité (4) de I'introduction.

Dans le cas ou la décroissance dans (4) est exponentielle, il existe des exemples simples (qui peu
s’étendre par conjugaison) :

— les fonctions de type Lasota—YorkeéPour une définition plus précise de ces fonctions, nous renvoyons

au chapitre 3 de Viana [8] ou a [5].
* Les fonctions « tentes w@ir figure 1, ou le sommet est le poijit5, 0.75]).
* Les fonctiong--adiques Yoir figure 2, our = 8/3).

— Les fonctions a nombre infini dénombrable d’intervalles de monotonieité fonction de Gauss par

exemple. Elle est définie sifr, 1] parT'(z) =1 — [1] siz # 0 etT(0) =0.
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Estimation pour des systémes dynamiques

Figure 1. — Fonction «tente ». Figure 2. — Fonctiom-adique

3. Enoncé du théorémelimite central et démentsde preuve

Dans un premier temps, énonc¢ons le résultat qui fait I'objet de cette Note. C'est un théoreme limi
central portant sur le processus d'estimation cenfrg (z) := v/nb, (fn(z) — E fu(z)), OU fn(z) est
défini a partir dg X,,)nen cOmme dans (2).

THEOREME 3.1. — Supposons quE satisfait les hypotheses du paragraghet que pourtout <i </,
x; € I N Iz. Alors les répartitions fini-dimensionnell€s,, (x1), . .., Y, (z¢)), du processus

Yo ()
Vi@ [T K2 ar

convergent en loi, quand tend verstoo, versN(0, I;).

Remarque3.1. — Pour/ = 1 ce théoreme est un théoreme limite centrall &rbitraire, si.J est un
intervalle compact inclus darfs ce résultat montre que la suite des procegd(gz); x € J},>1 n'est
pas tendue dans(J) ; ses répartitions fini-dimensionnelles convergent en effet vers celles du bruit blan
gaussierV’.

Pour montrer ce théoréme nous commengons par montrer un résultat de convergence en moye
quadratique pour cet estimateur.

LEMME 3.1.— Supposons qué satisfait les hypothéses du paragrapheSoitz € I; N I,. Alors il
existe une suités,, ),en € (R)Y qui tend vers) quandn tend vers l'infini telle que

_ f(x)fDKz(s)ds

nby,

Var (f(2)) [1+¢e,).

Remarque3.2. — Une premiére évaluation de la vitesse de convergengg(d# (en O(1/(nb?))) est
donnée dans [2] (ou plus récemment dans [4]). Notre résultat donne lieu au théoréme limite central
fournit donc «la» vitesse de convergence.

Pour montrer un tel résultat dans un cadre de dépendance faible, il est tout a fait raisonnable de supp
I'existence de densités jointes régulieres pour les coyplgsX . ) xen- - ICi, les lois jointes sont singulieres
et cette absence de régularité dissocie I'étude de la dépendance faible de celle des systémes dynami
Pour montrer le lemme 3.1, nous utilisons ici les deux lemmes ci-dessous :

LEMME 3.2.— Supposons quE satisfait les hypothéses du paragrapghé&oitz € I; N I,. Alors pour
chaquek dansN*, il existe une suite(n, k) —— 0 telle que
n—oo

COV(K(x_b—j(O)7K<x _ank>) =bpe(n, k).
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LEMME 3.3.— Supposons qUE satisfait les hypothéses du paragrapgh&oitz € I, N 1. Alors

n—1
1 z —Xo x— Xg
nb’n ;(n )COV< ( bn )7 < b” >> n— oo 0

Le point essentiel dans la preuve du lemme 3.2 est I'étude /ppur deE [K(%)K(%)] . Pour
n grand, pout > 1 fixé nous avons : '

()] e ()

CommeK est a supporD compact, nous avons

x—T*x —tb,) ——x — TF(zF) #0, uniformémentenc D,t>0o0ute D,t<0.

n—-—+o00

Donc, pourk fixé, E[K (%520) K (%5°% )] = o(by,), les terme® [K (252) | E[K (*52+)] se traitent de
facon classique. Nous utilisons enstite le lemme 3.2 ainsi quele controle des corrélations (4) pour mon
le lemme 3.3. La fin de la preuve du théoréme 8f1[6]) repose (comme dans [3]) sur une variation de la

méthode de Lindeberg—Rio.

Remarque3.3. — L'étude du biais est classique, elle fait appel a la régularit¢ dai dans certains
cas [1] se déduit de celle dE. D’'autre part, nous pouvons étendre nos résultats au cag,atie suit
plus forcément la loi invariantd X, ),,cn n'est alors plus stationnaire. L'étude du cas non stationnaire
repose essentiellement sur les propriétés de I'opérateur de Perron—Frobenius dstifidiade la fagon
suivante :

BV — BV,

wr— Lw(z Z |T’y
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