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Introduction

Cadre

Modèle booléen Modèle de Valiant
Objets

Mots booléens Polynômes

Problèmes

COUPLAGEMAX, SAT ISING, DÉTERMINANT

Mesure

Temps Nombre de + et de ×

Classes

P, NP VP, VNP

Théorème de Valiant (1979)
PERMANENT est VNP-complet.

Question ouverte
Est-ce que VP 6= VNP ?
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Introduction

Déterminant

Définition
Sn = Groupe de permutations de {1, . . . , n}

det A =
∑
σ∈Sn

(−1)sgn(σ)
n∏

i=1

Ai ,σ(i)

Historique : premières traces au XVIème siècle
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Introduction

Propriétés

Linéarité det(C1 + C ′1,C2, . . . ,Cn) =
det(C1, . . . ,Cn) + det(C ′1, . . . ,Cn)

Morphisme det(A× B) = det(A)× det(B)

Géométrie volume du parallélépipède défini par (C1, . . . ,Cn)

Algèbre det A =
∏

i λi , où λi : valeurs propres de A
Calcul det A = [Bm]1,1 pour B,m facilement calculables
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Introduction

Permanent

Définition
Sn = Groupe de permutations de {1, . . . , n}

per A =
∑
σ∈Sn

n∏
i=1

Ai ,σ(i)

Idem déterminant, sans les signatures

Historique : Augustin-Louis Cauchy (1812)
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Introduction

Moins de propriétés

Linéarité per(C1 + C ′1,C2, . . . ,Cn) =
per(C1, . . . ,Cn) + per(C ′1, . . . ,Cn)

Graphes Nombre de couvertures par cycles
Ou encore Nombre de couplages parfaits dans un graphe

biparti
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Introduction

Exemple

•
�
F
N


1 1 0 0
0 0 1 1
1 0 0 0
1 0 0 1
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Définition du problème

Complexité déterminantale

Permanent vs. Déterminant

Entrée Matrice P de taille n × n
Question Trouver une matrice D de taille minimale dc(n)

telle que per P = det D .

La fonction dc(n) est la complexité déterminantale du perma-
nent.

VP = VNP ⇐⇒ dc(n) = nO(1)

(ou presque. . .)
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Définition du problème

Formalisation

A = (aij)1≤i,j≤n : det A, per A ∈ K[a11, . . . , ann]

 Polynômes multilinéaires de degré n à n2 variables

Graphes avec poids sur les arcs
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Définition du problème

Exemples

per
[
a b
c d

]
= det

[
a −b
c d

]

 dc(2) = 2

per

a b c
d e f
g h i

 = det



0 a d g 0 0 0
0 1 0 0 i f 0
0 0 1 0 0 c i
0 0 0 1 c 0 f
e 0 0 0 1 0 0
h 0 0 0 0 1 0
b 0 0 0 0 0 1


 dc(3) ≤ 7

Une solution plus petite ? (dc(3) ≥ 5)
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Historique

Première formulation

Georges Pólya (1913)

Entrée Matrice P de taille n × n
Question Peut-on attribuer des signes aux coefficients de

P pour obtenir D telle que per P = det D ?

Gábor Szegö (1913) : non si n ≥ 3
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Historique

Complexité

Théorème [Leslie G. Valiant (1979)]
Le permanent d’une matrice entière (ou même booléenne) est
#P-complet.

Dans un graphe biparti
on peut trouver un couplage parfait en temps polynomial

mais compter leur nombre est #P-complet.
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Historique

Bornes inférieures

1913 dc(n) ≥ n + 1 G. Szegö

1986 dc(n) ≥
√

2n − 6
√

n J. von zur Gathen
1990 dc(n) ≥

√
2n J.Y. Cai

2004 dc(n) ≥ n2/2 T. Mignon, N. Ressayre
en caractéristique 0

2008 dc(n) ≥ n2/2 J.Y. Cai, X. Chen, D. Li
en caractéristique 6= 2

Conjecture
dc(n) ≥ 2Ω(n)
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Une borne supérieure

Arithmetic Branching Program (ABP)

Définition
Arithmetic Branching Program (ABP) :

Graphe orienté sans cycle

Poids sur les arêtes

Deux sommets distingués s et t

Poids d’un chemin de s à t : produit des poids des arêtes
utilisées
Valeur de l’ABP : somme des poids des chemins de s à t .
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Une borne supérieure

Un ABP pour le permanent

Théorème
Soit X = (xij)1≤i ,j≤n. Il existe un ABP de taille 2n utilisant les
poids {xij : 1 ≤ i , j ≤ n} dont la valeur est per X .

Construction.
Sommets : sous-ensembles de {1, . . . , n}

Arcs : E
xij−→ E ∪ {j} si |E | = i et j /∈ E
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Une borne supérieure

De l’ABP au déterminant

Théorème
Soit X = (xij)1≤i ,j≤n. Il existe une matrice carrée M de dimen-
sion (2n − 1) à coefficients dans {xij : 1 ≤ i , j ≤ n} ∪ {−1, 0, 1}
telle que per X = det M .

Squelette de la preuve.

ABP B de valeur per X

G : B + boucles sur les sommets sauf s et t + identification s = t

M : matrice d’adjacence de G

det M = ± per X

Si besoin, ajout de poids −1 pour avoir det M = per X
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Conclusion

En savoir plus

M. Agrawal, Determinant versus Permanent, Proc. ICM, 2006.

P. Bürgisser, Completeness and Reduction in Algebraic
Complexity Theory, Springer, 2000.

R. Lipton & K. Regan, Valiant’s Permanent Contributions, on
http://rjlipton.wordpress.com, 2011.

Merci !
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