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Introduction

Les fonctions récursives primitives

> Une tentative de formalisation des algorithmes

» Début du xx*™, avant les machines de Turing, A-calcul, fonctions p-récursives

> Formalisation insuffisante : certaines fonctions intuitivement calculables ne sont pas
récursives primitives

Intérét moderne

> Correspond a un langage avec des boucles for mais sans while
> on ne peut pas tout programmer avec seulement des boucles for

> Une fonction récursive primitive ne peut pas étre Turing-compléte

Plan de ce cours
1. Description du langage Loop — fonctions récursives primitives
2. Description de la fonction d’Ackermann-Péter
3. La fonction d’Ackermann-Péter n’est pas récursive primitive
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1. Le langage Loop



Description du langage Loop
A. M. Meyer & D. M. Ritchie (1967)

Instructions
Variables xg, xi, ... contenant des entiers
> x; <0
> X X;
> x4 x4+ 1
> LooP X; :
P

Utilisation du langage

> Entrées dans xq, xa, ... ; sortie dans x

> Variables initialisées a 0 (sauf les entrées)

> Loop: répete x; fois les instructions P
> valeur x; fixée avant I’entrée dans la boucle
> on peut supposer que x; ¢ P

— Fonctions de N¥ dans N

P: suite d’instructions

et autre via codage



Exemples
Addition
Entrées: xy = a
Xy = b
Sortie: xo=a+ b

A, XO¢— %q
L. Loof ¥X,:
8. X e+

Multi

plication

Entrées: xy = a

(o

1.

2.

Z.

X2:b
Sortie: xp=ax b

o2

Les¥ )(4
M KZ- "

K= ¥ #

Décrément
Entrée: xy = a
Sortie: xp = a1
= max(0,a—1)

A. Loof ¥, .
Z . )gé-yz
X,f_—— xt*l

K& K, &o



Instructions avancées

Loop est minimaliste mais on peut programmer les instructions standard

Arithmétique Test d’inégalité

> X X+ X . 1 six; < xi
. i .
1. LOOP X;: 0 sinon
2. Xi<—xi+1
1. x; <0
> x; < xi+nounéeN 2 X xp
1Xj = X + 1 3. LOOP X;:
2. X <= xi +1 4, Xy — X — 1
5. LOOP Xy :
nx; < x;+1 6. x; 1
7. X < 0

Test d’égalité

Xj <

® NS TR W N =

1 six;=xx

0 sinon

xj 1
x¢ (x5 < x)
LOOP X; :

Xi+< 0
xt < (xk < xj)
LOOP X; :

X+ 0
xt <0



Structures de controle

Boucle for Branchement conditionnel
FOR x; = 1to n: Py IF x; # 0 THEN P ELSE Q
1. Xp < n 1. Xp — 0
2. xj 1 2. Xg <1
3. LOOP Xp: 3. LOOP X; :
4. P(X,') 4. Xp +—1
5. Xj < x; +1 5. Xq<—0
6. xp 0 6. LOOP Xp:
7. xi <0 7. Pj x?e.o
8. LOOP Xg:
9. Q ; K.ia-—O
10. xp <0

-
—

- Xg <0



Des programmes LooP (un peu plus) évolués

Nombres de Fibonacci Division euclidienne
0 sin=0 x; < x; mod xi
F, =<1 sin=1
Frot Fosy sin>2 X
— X4 70‘ 2. Xt F Xj
o = T 3. LOOP Xj;é .
4. IF Xp :
L %eo (ED 5. IF X < Xg:
2 x3=1 (h) 6. Xj Xt
L Loof ¥, 7. Xp 0
L. X, « Xye¥y (IC*D 8. ELSE:
;_ % “ .5(') 9. Xt < Xt — Xk
¢ X; “ S((( 10. x¢ <0
1. Xp<& ¥y

Y10, % ¥y Xy 0

Primalité

Xj <

e VO

1 si x; est premier

0 sinon



Bilan

Langage Loop
> Langage minimaliste
> Constructions possibles pour des instructions de haut niveau
» Branchements conditionnels et boucle for

Exemples

» On arrive a programmer beaucoup de fonctions de N — N
> Fonctions X* — X*: nécessite un codage

> aucune difficulté théorique

> aucun intérét pratique...

bijectionN +» ¥*

> Le langage Loop permet-il de tout calculer?
> Peut-on faire des boucles while?
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2. La fonction d’Ackermann-Péter



Les hyperopérations

Remarque de dépa

rt

a+ b: bitérations de 'opération « +1» a partirdea=a+ 0
a x b: bitérations de 'opération « +a» a partirde 0 = a x 0
a’: bitérations de I'opération « xa» a partir de 1 = a°

[Et si on continuait ?

Hyperopérations

> H()(a,b):1+b
» Hi(a,b) =a+b
> Hz(a b)—axb
> Hs(a b) =

> .

=1+ (a+(b—1))
=a+(ax(b—1))
=ax (a7

Goodstein (1947)

b+1 sin=0

a sin=1etb=0
Hn(a,b) =14 0 sin=2eth=0

1 sin>3etb=0

Hn—1(a, Hq(a, b — 1)) sinon



Notation et croissance

Puissances itérées

Croissance: 21" b

a1’ b = Hya,b) =ax b
al'b =Hs(a,b)=a’=at b
aT” b = Hn+2(a, b)

Knuth (1976)

n \ b 2 3 4 5 ‘
1 4 3 16 32 64
2 4 16 65536 265536 265536
.2 2 .
-'.2}65536 ‘.-2}22,' }65536 ..-2}22~ }22 }65536
3 4 65536 2? 22 52
.2
I }65536
4 4|2




Fonction d’Ackermann

Définition Ackermann (1928)
(m+n sip=0
0 sin=0etp=1
¢(m,n,p) =41 sin=0etp=2
m sin=0etp>2
o(m,o(m,n—1,p),p—1) sinon

Remarque
> o(m,n,3) = Hy(m,n+1) =m1? (n+1)
> o(m,n,p) ~ Hypy(mn+1) = m**P " (n+1)



Fonction d’Ackermann-Péter(-Robinson)

Définition Péter (1935), Robinson (1948)
n+1 sim=20
A(m,n) = ¢ A(m—1,1) sin=0
A(m—1,A(m,n—1)) sinon
Remarque

» A(m,n) = Hn(2,n+3)—3 pourm>0
=21"2(n+3)-3

Dans la suite, on utilise A mais ¢a reviendrait au méme avec les autres fonctions




Calcul de la fonction A(m, n)

Algorithme récursif Terminaison

A(m, n): Appels récursifs sur des couples (m', n') ou
,n):

> m < m,ou

1. Sim=0:renvoyer n+1
> m =metn <n

2. Sin=0:renvoyer A(m—1,1)

3. Renvoyer A(m —1,A(m,n—1))
Version itérative ?

> Utilisation d’une pile d’appels — boulot du compilateur

> Boucle while: « tant que la pile d’appels est non vide: ... »

> Possible et pénible

A m fixé
» Pour tout m, il existe un programme LooP pour calculer A(m, -)
» Utilise >~ m Loops imbriquées
» Ca n’implique pas qu’il existe un programme Loop pour calculer A(-, )
» On ne peut pas avoir un nombre variables de Loops



Propriétés de la fonction d’Ackermann-Péter

Lemme

> A(lLbn)=n+2

> A(2,n) =2n+3 adues

» n+1K A(m,n) < A(m,n+1) < A(m+1, n) pour tout m, n

,Mﬂln) = A(O’ A(A'f\—'t)) < /1+4(,1M_4) (€ 44—«1\-4}%:?\42
j. A(m‘n)>,"+" f(& D(o'.\aL (Ceulrtnet ;
Bese  Alon) = net Noa o) » o4 eae Alu )y 4 g Lhun .

A""r)“\: A(""‘«")z A(“’""’ A(“‘v"'h> P A+ A(h,@) > 4+@A\)_’ el
— N X




Propriétés de la fonction d’Ackermann-Péter

Lemme
> A(l,n)=n+2
> A(2,n)=2n+3
» n+1< Alm,n) < A(myn+1) < A(m+ 1, n) pour tout m, n

Théoréeme LG
> A(m, A(m, n)) < A(m+1,n) pour tout m, n —> {°vve = brven

> A(my, A(ma, n — 1)) < A(my, n) pour my < my

A(W,, . A(w«z‘m—"» (< A(“z", A(“‘z:""‘\) = A(wﬁ“)



Bilan

Fonctions de type Ackermann

P Toutes des variantes de la fonction ¢ d’Ackermann
» Objectifs: qu’elle croissent aussi vite que possible
> Algorithmes:
> en théorie: aucune difficulté a les calculer
> en pratique: absolument impossible de calculer au dela de toutes petites valeurs

Pourquoi les avoir présentées ?

> Impossible de les programmer dans le langage Loop
» Il faut une boucle while (ou des appels récursifs, ce qui est équivalent)

A part ca, elles servent a quoi ?

> Structure de données Union-Find:
> Partition de {1,..., n} en sous-ensembles X;, ..., X
> Opérations: UNION(X;, X;) = X; U X;; FIND(x) = X; si x € X;
» Complexité de chaque opération: O(na(n)) ot a(n) = min{k : A(k, k) > n}
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3. Les limites du langage Loop



LooP et fonctions totales

Théoréme (trés facile!)

Une fonction f : N¥ — N calculée par un programme Loop est totale

Corollaire

Il existe des algorithmes non programmables avec Loop

Preuve

the Tty ¢ 2o more e v peyene Loof & bk

Go o Bes bde Lewelidin Tl 4 bl s 0 {f.m,
. O w Lot (L Loeact b Vand. e



Croissance des fonctions LooP

Théoreme
Soit P un programme Loop. Alors il existe un entier j tel que

Sp < A(j, S)

ou
P S est la somme des variables en entrée
> Sp est la somme des variables en sortie
> A(:,-) est la fonction d’Ackermann-Péter

Remarques

> jne dépend que de P, pas de S
> jest ~ le nombre de boucles imbriquées

> Ce qui nous intéresse est la croissance des x; — la somme est un résumé



Preuve du théoréme
‘["L-o (9 Qs de \"\&

T 0 8 Sax €8 < AnS)-su
(< J 2> So = S(—‘ < A‘(A S’ =S¢2 @
Leo? K,'?P « ¢ ( ‘

to ] © el xj-y(§S+XJ€ZS€A(2,S‘):ZS+3
) On o o die s &‘(’4 A(:)ns3 ¥ Sq¢ A(‘;Q,Q 3= A+W(jfl~j@>
Seq < Alia,3) < Al 45,,0) € Al-1, A, 9) < A5 8)

(4) & 4, & X =1 - 84 = S-( G. M":-VK‘./ S"< A(:)?“' S>®
L. ’léoo? %:? - S,_ £ AA(S‘S«()D,&] S¥i=20 St S¢ A(k-(S\
3. = 5y £ Al 3 2N, < A(Le S
— )% 2 € A, "
k. {LL X; { - X, 339 - $3< A((J', A(;)‘-r('s-l\'() .(My"(yﬂ(s‘\h

_S[‘-—&;k\( A(\;e‘ A(:y"",&-& = A(S?*‘IS)



Conséquence

Corollaire
Il n’existe pas de programme Loop pour calculer A(m, n)

Preuve (\, :,N.\'m..&:p‘/h-
, 3««9&«\& 7u':'e vJAe We gyt { Guus o-ev:»e- A'(M(nv
. bu QM""“’ Mo\;u\l&ua..} [L ‘\(Qbfﬁmnl Q 7; Ja—c A(W‘wbd'(hec.\.‘\u
C"(ﬂf-» .
Q w Fedde g ke AQ@,‘Q ol e on bk aie

-u.\’

e, ‘1\‘ ‘
» SQ< A(‘)Qté/\i‘\p

A g Sedicha



Conclusion

Programmes Loop

> Programmes itératifs, sans boucle while
> Permet de faire tout ce qu’on sait faire avec des foret if... then... else
» Programmes qui terminent toujours

Les fonctions calculées par les programmes LooP sont dites ' récursives primitives

La boucle while est nécessaire
> Les fonctions récursives primitives ne capturent pas la notion d’algorithme
> besoin des fonctions partielles
> exemple de la fonction d’Ackermann-Péter : croissance trop rapide
> |l suffit de rajouter une boucle while pour obtenir un modele Turing-complet
> Langage WHILE
> Langage GoTO



	Le langage loop
	La fonction d’Ackermann-Péter
	Les limites du langage loop

