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Introduction

Incalculabilité par diagonalisation

> L’ensemble des algorithmes est dénombrable
» L’ensemble des fonctions est indénombrable
=> il existe des fonctions non calculables

Incalculabilité explicite

> Le probléeme de I'arrét est indécidable
> étant donné (A) et w, est-ce que A(w) termine?
> Des variantes sont indécidables
> est-ce que A s’arréte sur toute entrée ? sur au moins une entrée? ...

Objectifs du jour

1. Généralisation du théoréme de I’arrét a toute propriété de f4 et L(A)
2. Problémes non reconnaissables



Rappels

Langages et fonctions

» Fonction partielle: {0,1}* — {0,1}* f(w) 1: indéfinie sur w
> Langage / probléme de décision:
> ensemble de mots finis L C {0,1}* 1 siwel
» fonction totale x; : {0,1}* — {0,1} xi(w) = { .
0 sinon
Algorithmes

» Formalisation par machine de Turing, RAM, pseudo-code, ...

> Algorithme A:
> fonction partielle f4 calculée par A
> langage L(A) reconnu par A

Reconnaissable, décidable, calculable

» Fonction f calculable: il existe un algorithme A tel que f = f4 A(w) = f(w)
> Langage / probléeme de décision:
» [ reconnaissable: il existe un algorithme A tel que L = L(.A) Alw)=1ewelL

> L décidable: il existe un algorithme A tel f4 = x;



Contents

1. Théoréme de Rice



Propriétés non triviales des fonctions calculables

Définition

> [Propriété des fonctions calculables < ensemble de fonctions (qui la satisfont)
> Propriété (non triviale: ni aucune fonction, ni toutes les fonctions

Exemple 1: « la fonction f ne renvoie que des mots de longueur paire »
» Ensemble & = {f : Vx € {0,1}*, |f(x)| mod 2 =0}
> Propriété non-triviale:
> fi:x+— xxestdans &
> f,: x— x n’est pas dans £

Exemple 2: « il existe une machine de Turing M telle que f = fy »

» Ensemble F = {f : f = fa pour une machine de Turing M}
> Propriété triviale: toute fonction calculable peut I’étre par une machine de Turing!
> pour tout f calculable, f € F



Théoréme de Rice

Théoréeme

Pour toute propriété non triviale P des fonctions calculables, le probléme suivant est
indécidable:
Entrée: description (A) d’un algorithme
Question : est-ce que la fonction fy satisfait la propriété P ? faeP?

Exemples d’utilisation

> Est-ce que f4(e) | ? P=A{f:f(e) i}
> Est-ce qu’il existe x tel que fa(x) 17? P={f:3x,f(x) 1}
> Est-ce que f4(x) = 0 pour tout x? P ={f:Vx,f(x) =0}
> Est-ce que [f4(x)]| est pair pour tout x ? P=E£

Remarque : propriété non triviale P

> llexiste fEPetfrh ¢ P
> Il existe A et A; tels que fu4, € Petfa, ¢ P



Preuve du théoréme de Rice par réduction
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Preuve du théoréme de Rice par réduction
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Preuve du théoréme de Rice par réduction
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Théoréme de Rice pour les langages
Exemple: étant donné (A), est-ce que L(A) = {0":n>0}7?
> Pas directement une question sur f4

> Mais équivalent a: est-ce que f4(x) =1 x=0"?

Théoreme de Rice pour les langages

Pour toute propriété P non triviale des langages reconnaissables, étant donné (A),
déterminer si L(.A) € P est indécidable.

Preuve
> Exactement identique!



Utilisation et limites

Questions sur ce que fait un algorithme quoi ?
> Est-ce que A termine sur I'entrée vide ? fale) L2
> Est-ce que A boucle sur au moins une entrée ? Ax, fa(x) 17?
> Est-ce que A renvoie toujours 07? fa(x) = 0 pour tout x?
> Est-ce que A n’accepte que des mots constitués de 07 L(A) Cc{0":n>0}?
> Est-ce que A accepte tous les mots? L(A) ={0,1}*?

Pas de questions sur le fonctionnement de I’algorithme comment ?

La question doit porter sur la fonction f4 ou le langage L(.A), pas sur A lui-méme
> Est-ce que A a une boucle while ?
> Est-ce que M a plusieurs rubans?

Attention aux propriétés triviales!

Il faut une fonction (un langage) dans I’ensemble et un(e) autre hors de '’ensemble
> Est-ce que L(.A) est reconnaissable ?
> Est-ce que f4 est incalculable?



Bilan

Théoréme de Rice
> Aucune propriété sur la fonction calculée par une machine de Turing n’est décidable
> Aucune propriété sur le langage reconnu par une machine de Turing n’est décidable

Attention!

» On sait décider des propriétés sur la machine de Turing elle-méme!
> «la machine posseéde 12 états »
> «sur I'entrée w, la machine effectue 100 étapes de calcul »

Généralisation
> Théoréme valable pour toute formalisation des algorithmes

> Version langage de programmation:
> on ne sait rien décider sur ce que fait un programme donné
> on sait décider des caractéristiques du programme lui-méme



Contents

2. Langages non reconnaissables



Petit rappel

Cours précédent

» Puisque I'’ensemble des algorithmes est dénombrable,
> il existe des fonctions non calculables
> il existe des langages non décidables
> il existe des langages non reconnaissables

> Le probléme de l'arrét n’est pas calculable / le langage K n’est pas décidable

Partie précédente de ce cours

> Toutes les propriétés non triviales de f4 et L(.A) sont indécidables

[Et les langages non reconnaissables alors ? Ou sont-ils ?




Un premier résultat positif

Proposition

Le langage K = {(A, w) : A termine sur I’entrée w} est reconnaissable

Preuve
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Complémentaire et co-reconnaissable
Définition
» [Complémentaire d’un langage L C {0,1}*: L={w: w ¢ L}
> Un langage est [co-reconnaissable si son complémentaire est reconnaissable

> Reconnaissable: il existe un algorithme tel que A(w) =1 <= we€ L
» Co-reconnaissable: il existe un algorithme tel que A(w) =1 < w¢ L

Exemple

» Probléme de l'arrét:
> K= {(A,w): Atermine sur 'entrée w}
> K = {(A,w): Aboucle sur I'entrée w}
> K est reconnaissable, donc K est co-reconnaissable



Un deuxieme résultat positif

Théoréme
Un langage est décidable si et seulement s’il est reconnaissable et co-reconnaissable

Preuve 4
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Une conséquence négative

Corollaire

Le langage K = {(A, w) : A boucle sur I’entrée w} n’est pas reconnaissable

Preuve
» Supposons K est reconnaissable :
> Alors K est co-reconnaissable

» Comme K est reconnaissable et co-reconnaissable, il est décidable
> Contradiction car K n’est pas décidable

» Conclusion: K ne peut pas étre reconnaissable

par définition

Généralisation
> Si L est reconnaissable mais pas décidable, L n’est pas reconnaissable



Preuve directe d’un langage non-reconnaissable

Théoréme
Le langage D = {(A) : A n’accepte pas le mot (A)} n’est pas reconnaissable

Preuve B = {(A,> . <A,> ¢ [—(74))5
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Et au dela?

Qu’est-ce qu’on a pour I'instant ?

» Probléme de I'arrét (langage K, fonction H): reconnaissable / non décidable

» Complémentaire K, H: co-reconnaissable / non décidable

> |l existe des langages ni reconnaissables, ni co-reconnaissables
> Ensemble des algorithmes dénombrable
> Ensemble des langages indénombrable

Peut-on construire explicitement un langage ni reconnaissable, ni co-reconnaissable ?




Fonctions totales

Théoréme

Le langage T = {(A) : A s’arréte sur toute entrée} n’est ni reconnaissable, ni
co-reconnaissable

Preuve

L T a'-.(' pes co—rv.ccuao.;SQa\»[._ : ’T’;‘{(A,) i& Nom Lk\‘; S s

g RComral

CThebdoz A da, wifd AL gl e b doil 4

. &«« -—!_ f‘c_waq,a:s%-w omge w~ Al‘jo 14)_'—_ : &r_ (<A->>=’LC“ t‘% fon Lu«
ol T Bk s) = As (Chy) . e
T « (Aa‘ WD - T
Al AL H(cAy): 4 & e e o A1
2. ﬂlMJoru 70(’?«7‘9“,>> [\ m (‘uw:" K -« dbsuds duc 14:—‘, N;(\\h B




Fonctions totales
Théoréme

Le langage T = {(A) : A s’arréte sur toute entrée} n’est ni reconnaissable, ni
co-reconnaissable

Preuve
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Bilan

Un dessin
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Un théoréme de Rice?

> |l existe un théoréme similaire pour les langages non reconnaissables
> Théoréme de Rice-McNaughton-Myhill-Shapiro
> Trop technique pour ce cours
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Reconnaissable = récursivement énumérable
Définition
P Récursivement | énumérable: il existe un algorithme qui énumeére tous les mots de L

> Pénumération dure un temps infini mais il ne s’écoule qu’un temps fini entre deux mots
> chaque mot peut étre affiché plusieurs fois, et aucun ordre d’énumération n’est fixé

» Formalisation avec une machine de Turing avec un ruban d’affichage
Théoreme
Un langage est récursivement énumérable si et seulement s’il est reconnaissable
Idée de la preuve
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Réductions

Quelles techniques de preuve pour I'indécidabilité/irreconnaissabilité ?

» Preuve directe par diagonalisation: si A existe, on tombe sur une contradiction

> Preuve indirecte par réduction a un probléme indécidable / irreconnaissable :
> Si L est décidable, alors L’ également
» Or on savait déja que L’ n’était pas décidable, donc L ne I’est pas

Définition
» Une réduction (calculable, fonctionnelle) d’un langage Ly a un langage L, est une
fonction calculable f : ¥* — Y* telle que w € Ly < f(w) € L,
» On dit que L est réductible a Ly, noté Ly <p, L,

Propriétés
Soit L], l_2 tel que l_1 Sm L2
> Si L; est indécidable, L, est indécidable
> Si L est (co-)irreconnaissable, L, est (co-)irreconnaissable



Conclusion

Incalculabilité inévitable
» Trop de fonctions / langages par rapport au nombre d’algorithmes
> Constructions explicites
> Langages non décidables / fonctions non calculables
> Langages non reconnaissables
> Langages ni reconnaissables ni co-reconnaissables

Théorémes de I’arrét et de Rice
> Aucun algorithme ne peut expliquer ce que fait un programme

> Attention!
> Pas d’algorithme = pas de méthode générale qui marche a tous les coups
> Mais il est possible de répondre pour certains programmes vérification

L’incalculabilité dans la vraie vie?
> Théorémes de I'arrét et Rice: limite sur les capacités des compilateurs!
> Problémes indécidables qui ne parlent pas du tout d’algorithmes cours 6
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