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1. Arbres binaires

2. Graphes
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Utilité des arbres binaires

I Arbres binaires de recherche

I Tas

I Analyse syntaxique

I Bases de données

I Partition binaire de l’espace

I Tables de routage

I ...

−

×

2 +

3 4

+

×

6 2

4

2× (3 + 4)− (6× 2 + 4)



5/28

Parcours en profondeur d’un arbre binaire

Algorithme : ParcoursInfixe(x)

si x 6= ∅ :
ParcoursInfixe(filsG(x))
Afficher val(x)
ParcoursInfixe(filsD(x))

5

63

7 0

2

1

8 9

I Affichage : 2 7 3 0 5 6 8 1 9

I Complexité en O(n(A))

Preuve Pn : l’algo. effectue 2n appels à lui-même au total
I n = 0 : pas trop dur...
I Supp. Pk pour tout k < n(A) et soit nG et nD le nb de nœuds dans les sous-arbres

gauche et droit. Dans les deux appels récursifs, 2nG et 2nD appels à
ParcoursInfixe, donc au total 2nG + 2nD + 2 appels. Or n(A) = nG + nD + 1, d’où
le résultat. ¨
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Parcours en profondeur d’un arbre binaire

Algorithme : ParcoursInfixe(x)

si x 6= ∅ :
ParcoursInfixe(filsG(x))
Afficher val(x)
ParcoursInfixe(filsD(x))

5

63

7 0

2

1

8 9
I Affichage : 2 7 3 0 5 6 8 1 9

I Complexité en O(n(A))

I Appel de la fonction : ParcoursInfixe(rac(A))
I Variantes :

I ParcoursPrefixe : 5 3 7 2 0 6 1 8 9
I ParcoursSuffixe : 2 7 0 3 8 9 1 6 5
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Exemples d’algorithmes

Algorithme : Minimum(x)

m← +∞
si x 6= ∅ :

mG ←Minimum(filsG(x))
mD ←Minimum(filsD(x))
m← min(mG ; mD; val(x))

renvoyer m
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2

1

8 9
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Exemples d’algorithmes

Algorithme : Minimum(x)

m← +∞
si x 6= ∅ :

mG ←Minimum(filsG(x))
mD ←Minimum(filsD(x))
m← min(mG ; mD; val(x))

renvoyer m

Algorithme : NbNœuds(x)

n← 0
si x 6= ∅ :

nG ← NbNœuds(filsG(x))
nD ← NbNœuds(filsD(x))
n← nG + nD + 1

renvoyer n
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Parcours en largeur d’un arbre binaire

Algorithme : ParcoursLargeur(x)

F ← file vide
si x 6= ∅ : l’ajouter à F
tant que F est non vide :

y ← défiler un élément de F
Afficher val(y)
si filsG(y) 6= ∅ : l’ajouter à F
si filsD(y) 6= ∅ : l’ajouter à F

5

63

7 0

2

1

8 9

I Affichage : 5 3 6 7 0 1 2 8 9
I niveau par niveau
I de gauche à droite

I Complexité en O(n(A))
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Arbre Binaires de Recherche : objectifs

Stocker un ensemble ordonné de n valeurs avec les opérations :

I Insérer et Supprimer

I Minimum et Maximum

I Rechercher

I Successeur et Prédécesseur

 toutes ces opérations en � bonne � complexité

Utilisation
I Stockage de données dynamiques

I Base de données (valeurs = identifiant)

I Linux : ordonnancement, mémoire virtuelle, ...

Les arbres binaires de recherche sont une structure de donnée remplissant ces objec-
tifs, mais pas la seule !
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Stocker un ensemble ordonné de n valeurs avec les opérations :
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 toutes ces opérations en � bonne � complexité

Utilisation
I Stockage de données dynamiques

I Base de données (valeurs = identifiant)

I Linux : ordonnancement, mémoire virtuelle, ...
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Définition

Un arbre binaire de recherche (ABR) est un arbre
binaire tel que pour tout nœud x ,

I tous les nœuds y du sous-arbre gauche de x
vérifient val(y) ≤ val(x)

I tous les nœuds z du sous-arbre droit de x
vérifient val(z) ≥ val(x)

7

82

1 5

0

9

3 6 8
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Recherche dans un ABR

Algorithme : Rechercher(x; k)

si x = ∅ : renvoyer ∅
si val(x) = k : renvoyer x
si val(x) > k :

renvoyer Rechercher(filsG(x); k)

renvoyer Rechercher(filsD(x); k)

7

82

1 5

0

9

3 6 8

Lemme
Rechercher(rac(A); k) a une complexité O(h(A)).

Preuve

I À chaque itération, la hauteur de x augmente de 1 : ≤ h(A) itérations

I Chaque itération coûte O(1)
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Recherche dans un ABR

Algorithme : Rechercher(x; k)

tant que x 6= ∅ et val(x) 6= k :
si k < val(x) : x ← filsG(x)
sinon : x ← filsD(x)

renvoyer x
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Insertion d’un élément

Algorithme : Insérer(A; z)

x ← rac(A)
p ← ∅
tant que x 6= ∅ :

p ← x
si val(z) < val(x) : x ← filsG(x)
sinon : x ← filsD(x)

père(z)← p
si p = ∅ : rac(A)← z
sinon si val(z) < val(p) : filsG(p)← z
sinon : filsD(p)← z

7
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Importance de l’équilibrage

Bilan des complexités

I Insérer et Supprimer1 : O(h)

I Rechercher : O(h)

I Minimum1 et Maximum1 : O(h)

I Successeur1 et Prédecesseur1 : O(h)
1 Exercice !

Lemme
h < n < 2h+1, d’où blog nc ≤ h < n
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1 Exercice !

Lemme
h < n < 2h+1, d’où blog nc ≤ h < n
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Importance de l’équilibrage

Bilan des complexités

I Insérer et Supprimer1 : O(h)

I Rechercher : O(h)

I Minimum1 et Maximum1 : O(h)

I Successeur1 et Prédecesseur1 : O(h)
1 Exercice !

Lemme
h < n < 2h+1, d’où blog nc ≤ h < n

Preuve

I Nb de nœuds au niveau i : 1 ≤ ni ≤ 2i (récurrence)

I Nb total de nœuds : h + 1 ≤
hX

i=0

ni ≤ 2h+1 − 1
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Importance de l’équilibrage

Bilan des complexités

I Insérer et Supprimer1 : O(h)

I Rechercher : O(h)

I Minimum1 et Maximum1 : O(h)

I Successeur1 et Prédecesseur1 : O(h)
1 Exercice !

Lemme
h < n < 2h+1, d’où blog nc ≤ h < n

Un ABR est une structure de donnée efficace s’il est
équilibré, c’est-à-dire si h = O(log n).
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Les arbres binaires en informatique

I Représentation structurée de l’information
I arbres binaires de recherche
I tas
I ...

I Raisonnement informatique
I Arbre de récursion (analyse des algorithmes récursifs)
I Arbre de décision (borne inférieure sur le tri)
I ...

I Pourquoi binaires ?
I Arbres ternaires, ..., d-aires
I Arbres avec nombre quelconque (non constant) de fils

Les arbres sont un des objets centraux de l’informatique !

https://xkcd.com/835/

https://xkcd.com/835/
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1. Arbres binaires

2. Graphes
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Vocabulaire
Graphe connexe constitué de 10 sommets et 15 arêtes : G = (S;A)

arête : ensemble de deux sommets {u; v} ⊂ S, notée souvent uv ou vu

0 2

1

3

4

5

6

8 7

9

degré 3 voisins de 2 :
0, 4 et 5

chemin de longueur 4

1 et 8 sont à distance 2

+

= cycle de longueur 6
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1 et 8 sont à distance 2

+

= cycle de longueur 6



16/28

Vocabulaire
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degré 3 voisins de 2 :
0, 4 et 5

chemin de longueur 4

1 et 8 sont à distance 2
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Représentations informatiques

0

2

1

3

4

5

6

8

7

9

Matrice d’adjacence2666666666666664

0 1 1 0 0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 1 1 0 0 0 0
1 0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 1 0
0 1 1 1 0 0 0 1 1 0
0 0 0 1 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 1 0 0 1 0
1 0 0 0 1 1 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

3777777777777775

Listes d’adjacence
0 : 1→ 2→ 8
1 : 0→ 4→ 5
2 : 0→ 4→ 5
3 : 5→ 6
4 : 1→ 2→ 8
5 : 1→ 2→ 7→ 8
6 : 3→ 8→ 9
7 : 5→ 8
8 : 0→ 4→ 5→ 6
9 : 6
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Listes d’adjacence
0 : 1→ 2→ 8
1 : 0→ 4→ 5
2 : 0→ 4→ 5
3 : 5→ 6
4 : 1→ 2→ 8
5 : 1→ 2→ 7→ 8
6 : 3→ 8→ 9
7 : 5→ 8
8 : 0→ 4→ 5→ 6
9 : 6
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Parcours en largeur

Algorithme : ParcoursLargeur(x)

F ← file vide
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tant que F est non vide :
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si filsG(y) 6= ∅ : l’ajouter à F
si filsD(y) 6= ∅ : l’ajouter à F
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u ← défiler un élément de F
Afficher u
pour tout voisin non marqué v de u :
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Ajouter v à F et marquer v

01

2

3

4

5

6 7

8

9
I File :

0 1 2 8 4

5 6 7

3 9

I Affichage : 0 1 2 8 4

5 6 7 3 9



18/28

Parcours en largeur

Algorithme : ParcoursLargeur(G; s)

F ← file vide
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u ← défiler un élément de F
Afficher u
pour tout voisin non marqué v de u :
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u ← défiler un élément de F
Afficher u
pour tout voisin non marqué v de u :
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Propriétés du parcours en largeur

Théorème
ParcoursLargeur(G; s) affiche une fois et une seule chaque sommet de la
composante connexe de s. Sa complexité est

I O(n2) si le graphe est représenté par matrice d’adjacence

I O(m + n) si le graphe est représenté par listes d’adjacence

où n est le nombre de sommets et m le nombre d’arêtes.
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Propriétés du parcours en largeur

Théorème
ParcoursLargeur(G; s) affiche une fois et une seule chaque sommet de la
composante connexe de s. Sa complexité est

I O(n2) si le graphe est représenté par matrice d’adjacence

I O(m + n) si le graphe est représenté par listes d’adjacence

où n est le nombre de sommets et m le nombre d’arêtes.

Preuve de complexité :

I Matrice : pour chaque sommet, parcours de la ligne correspondante

I Liste : parcours de toutes les listes ; somme des longueurs = 2m
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Théorème
ParcoursLargeur(G; s) affiche une fois et une seule chaque sommet de la
composante connexe de s. Sa complexité est

I O(n2) si le graphe est représenté par matrice d’adjacence

I O(m + n) si le graphe est représenté par listes d’adjacence

où n est le nombre de sommets et m le nombre d’arêtes.

Preuve de correction :

I récurrence sur la distance à s ¨
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Calcul des distances

Algorithme : ParcoursLargeur(G; s)

F ← file vide

; D[u] ← +∞ pour tout u

Ajouter s à F et marquer s
tant que F est non vide :

u ← défiler un élément de F
Afficher u
pour tout voisin non marqué v de u :

Ajouter v à F et marquer v

renvoyer D
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I Distances calcule les distances entre s et tous les autres sommets
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u ← défiler un élément de F

Afficher u

pour tout voisin v de u tq D[v ] = +∞ :
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Ajouter s à F ; D[s] ← 0

tant que F est non vide :
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Algorithme de Dijkstra

Et si le graphe est pondéré ?

Algorithme : Dijkstra(G; s)

F ← file vide
D[u] ← +∞ pour tout u

Ajouter s à F ; D[s] ← 0

tant que F est non vide :
u ← défiler un élément de F

de distance minimale

pour tout voisin v de u :
Ajouter v à F

si D[v ] = +∞

D[v ] ← min(D[v ]; D[u] + p(u; v))

renvoyer D
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u ← défiler un élément de F

de distance minimale

pour tout voisin v de u :
Ajouter v à F
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u ← défiler un élément de F

de distance minimale

pour tout voisin v de u :
Ajouter v à F
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Algorithme de Dijkstra
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Algorithme : Distances(G; s)
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L’algorithme en détail

Algorithme : Dijkstra(G; s; p)

F ← file de priorité vide
D ← tableau de n entiers, initialisé à +∞ // Tableau des distances

pour chaque sommet u de G : Ajouter(F; u;+∞) // Insertion dans la file

ChangerPriorité(F; s; 0) ; D[s] ← 0 // Distance 0 pour s

tant que F est non vide :
u ← ExtraireMin(F ) // Élément de distance minimale

pour tout voisin v de u :
si D[u] + p(u; v) < D[v ] :

D[v ] ← D[u] + p(u; v) // Mise à jour de la distance

ChangerPriorité(F; v ;D[v ]) // Mise à jour de la file

renvoyer D
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Propriétés de l’algorithme de Dijkstra

Théorème
Si G est connexe, Dijkstra(G; s; p) calcule les longueurs des plus courts chemins de s
à chaque sommet de G. Sa complexité est

I O(m log n) avec des listes d’adjacence

I O(n2) avec une matrice d’adjacence

où n est le nombre de sommets, m le nombre d’arêtes.

Preuve de complexité
I Listes d’adjacence :

I Liste de priorité : Ajouter/ExtraireMin/ChangerPriorité en O(log n)
I Chaque sommet est extrait une fois  O(n log n)
I Chaque arête peut déclencher un ChangerPriorité  O(m log n)

I Matrices d’adjacence
I Pas de liste de priorité : parcours de tous les sommets à chaque fois
I � pour tout voisin v de u �  n × O(n) ¨
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à chaque sommet de G. Sa complexité est
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I Listes d’adjacence :
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I Matrices d’adjacence
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Parcours en profondeur

Algorithme : ParcoursLargeur(G; s)

F ← file vide
Ajouter s à F et marquer s
tant que F est non vide :

u ← défiler un élément de F
Afficher u
pour tout voisin non marqué v de u :

Ajouter v à F et marquer v
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u ← dépiler un élément de P
Afficher u
pour tout voisin non marqué v de u :
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Ajouter v à P et marquer v

01

2

3

4

5

6 7

8

9
I Pile : 1 2 8

I Affichage : 0

8 7 6 9 3 5 4 2 1



24/28

Parcours en profondeur

Algorithme : ParcoursProfondeur(G; s)

P ← pile vide
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Ajouter s à P et marquer s
tant que P est non vide :
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Parcours en profondeur

Algorithme : ParcoursProfondeur(G; s)

P ← pile vide
Ajouter s à P et marquer s
tant que P est non vide :

u ← dépiler un élément de P
Afficher u
pour tout voisin non marqué v de u :

Ajouter v à P et marquer v
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Propriétés du parcours en profondeur

Théorème
ParcoursProfondeur(G; s) affiche une fois et une seule chaque sommet de la
composante connexe de s. Sa complexité est

I O(n2) si le graphe est représenté par matrice d’adjacence

I O(m + n) si le graphe est représenté par listes d’adjacence

où n est le nombre de sommets et m le nombre d’arêtes.

Preuve : Identique au cas du parcours en largeur ! ¨
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Détection de cycles

Algorithme : ParcoursProfondeur(G; s)

P ← pile vide

; Predu ← −1 pour tout u

Ajouter s à P et marquer s
tant que P est non vide :

u ← dépiler un élément de P
Afficher u
pour tout voisin non marqué v de u :

Ajouter v à P et marquer v

Renvoyer Faux
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Détection de cycles

Algorithme : DétectionCycles(G)

P ← pile vide ; Predu ← −1 pour tout u
Ajouter 0 à P ; Pred0 ← 0
tant que P est non vide :

u ← dépiler un élément de P

Afficher u

pour tout voisin v de u :
si Predv = −1 :

Ajouter v à P ; Predv ← u
sinon si Predu 6= v : Renvoyer Vrai

Renvoyer Faux
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Propriétés de la détection de cycles

Théorème
Si G est connexe, DétectionCycles(G) renvoie Vrai si et seulement s’il existe un
cycle. Sa complexité est

I O(n2) si le graphe est représenté par matrice d’adjacence

I O(n) si le graphe est représenté par listes d’adjacence

où n est le nombre de sommets.
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Propriétés de la détection de cycles

Théorème
Si G est connexe, DétectionCycles(G) renvoie Vrai si et seulement s’il existe un
cycle. Sa complexité est

I O(n2) si le graphe est représenté par matrice d’adjacence

I O(n) si le graphe est représenté par listes d’adjacence

où n est le nombre de sommets.

Preuve de complexité : différent des parcours !
On ne peut pas visiter plus de n arêtes, car un graphe à n sommets ayant ≥ n arêtes
possède forcément un cycle.
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Propriétés de la détection de cycles

Théorème
Si G est connexe, DétectionCycles(G) renvoie Vrai si et seulement s’il existe un
cycle. Sa complexité est

I O(n2) si le graphe est représenté par matrice d’adjacence

I O(n) si le graphe est représenté par listes d’adjacence

où n est le nombre de sommets.

Preuve de correction :
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Conclusion

Les parcours de graphes servent à tout !

I Trois types parcours :
I en largeur – avec une file
I en profondeur – avec une pile
I par priorité – avec une file de priorité Dijkstra

I Complexité similaires :
I O(m + n) si listes d’adjacence

(sauf O((m + n) log n) pour le parcours par priorité)
I O(n2) si matrice d’adjacence

I Nombreuses applications :
I calculs de distances et de chemins
I détection de cycle, arbre couvrant
I composantes (fortement) connexes

I Pour aller plus loin : algorithmes de flots et coupes
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I Trois types parcours :
I en largeur – avec une file
I en profondeur – avec une pile
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I Complexité similaires :
I O(m + n) si listes d’adjacence

(sauf O((m + n) log n) pour le parcours par priorité)
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