HMIN331m — Calcul formel, codes et cryptographie (2019 — 2020) B. Grenet

TD 1 : Arithmétique entiére

Exercice 1. Calculs modulaires
On utilise les algorithmes vus en cours pour calculer modulo un entier N. On note A(n) le cotit d'une
addition de deux entiers de n chiffres, M(n) le cotit de la multiplication et D(n) celui de la division
euclidienne d’un entier de 2n chiffres par un entier de n chiffres.

% Exprimer le cotit d'une addition et le cotit d'une multiplication, modulo N, a 'aide des fonctions
A(:), M(-) et D(-).

Exercice 2. Division euclidienne naive
On rappelle l'algorithme de division euclidienne naive, ot A = Z?;“Om_l a;p' et B = Z;’:_()l b;B' (et on
pose ap+m = 0).
Division(A, B):
Q<0
R+ A
Pourj=ma0: ‘
q; + max{q : q;f/B < R}
R+« R—plq;B
Renvoyer Q =) g;p/ et R
1. Correction de 'algorithme. On note Q; et R; les valeurs de Q et R a la sortie de l'itération j de la
boucle, avec Q1 = 0 et Ryy41 = A. En particulier, Qj =} ;> qiB.
i. Montrer que pour tout j, A = BQ; + R;.
ii. Montrer que pour tout j, R; < p/B.
iii. En déduire que l'algorithme est correct.

2. Proposer un algorithme rapide pour calculer g;. Que devient la complexité de l'algorithme ?

Exercice 3. Amélioration de I'algorithme de division euclidienne
On souhaite supprimer toute dépendance en 8 dans la complexité.

1. Montrer que q;b,—1 < [Rj1/p/ 1] < B~

La question précédente montre qu’on peut calculer une borne sur g; en posant

_ { |Rj+1 /B J
Gmax = b— .
n—1

Quelle est la complexité du calcul de gmax ? Quelle opération de base est nécessaire ?
On suppose que b,_1 > /2. Montrer que pour tout j, §; > qmax — 2.
En déduire un algorithme de complexité O(mn) pour la division euclidienne, lorsque b,_1 > /2.

Donner un algorithme de méme complexité dans le cas général, en se ramenant au cas précédent.

A

Adapter l'algorithme au cas d’entiers en base 264 o1 les chiffres sont des mots machine.

Exercice 4. Algorithme de Svoboda
L’amélioration de l'exercice précédent nécessite de savoir effectuer une division d’un nombre a deux
chiffres par un nombre a un chiffre. L’algorithme de Svoboda permet de s’en passer.

1. Soit A = Z}”;B”‘l ajp/ et B= "1+ 2?2_03 bjB/. Montrer qu’a toute étape, r —1 < g; < r ol r est le
coefficient de degré n + j — 1 de R;.

2. En déduire un algorithme de complexité O(mn) pour la division euclidienne lorsque B a la bonne
forme.

3% Etendre au cas général en se ramenant a un B de la bonne forme.
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