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1. Premier exemple : tri fusion



MERGE SORT



http://idea-instructions.com/merge-sort/

Algorithme du TriIFusioN

TriFusioN(T):
1. n+ #T
2. Sin<1:Renvoyer T
3. Sinon:
4. Ty <= TRIFUsION(Tjo | /2] )
5
6

Ty <= TRIFUSION(T[| /2] n[)

Renvoyer FusioN(Ty, T>)
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Algorithme du TriIFusioN

TriFusioN(T):

1. n< #T

2. Sin<1:Renvoyer T

3. Sinon:
a. Ty < TriFusioN(Tjo | n/2])
5. Ty <~ TRIFUSION(T]| /2] n[)
6. Renvoyer Fusion(Ty, T,)

Lemme
Soit t(n) la complexité de TriFusioN et f(n) la
complexité de Fusion. Alors

t(n) = t([n/2]) + t([n/2]) + f(n) + O(1)

pour n > 1, et t(n) = 0 sinon

(complexité = nombre de comparaisons)



Algorithme de Fusion

.‘ m.' Idée de I'algorithme

> T, et T, vus comme des piles
» S vucomme une file
> A chaque itération,
> on dépile la plus petite des deux tétes

z 3 li’ L B é 4 lo > si une pile est vide, on dépile autre

» on enfile dans S



Algorithme de Fusion

Fusion(T;, T>): Idée de I'algorithme
1.om < #T;m— #75 > T, et T, vus comme des piles
2. S« tableau de taille n = n; + ny > ?VU comme une file
3. 0 < 0; i)+ 0 > A chaque itération,
4. Pouris=0an—1 > on dépile la plus petite des deux tétes
' .. . ) . > si une pile est vide, on dépile autre
5. Stz m: ) ) (1 vide) » on enfile dans S
6 Siis] < Dojis 12 = 2 +1
7. Sinonsii > ny: (T, vide)
8 5[,-5] — T = i +1
9 Sinon si Ty;1 < Ty
10. 5[,-5] — 7—1[,-11; h h+1
1. Sinon:
12. 5[;5] — Tz[i2]§ Iy 4 Ih + 1

13. Renvoyer S



Algorithme de Fusion

Lemme

F T, Ts):
usioN(Ty, 7>) La complexité f(n) de Fusion est O(n).

1. M < #T], ny <— #TZ

2. S« tableau de taille n = n; + ny Preuve:
3.g<—q;i2<g\0 1 ,Alk;«exiwé- A
4. Pouris=0an—1: Ar "
5. Si ifz ' (T, vide) - Jﬁw ‘\‘AA‘“’ vt %{A)
6. Siis] < Dojis 12 = 2 +1
7. Sinonsi i, > ny: (T, vide)
8. 5[,-5] — T = i +1
9. Sinonsi Ty < Topy:
10. 5[,-5] — i) h i +1
1.  Sinon:

12. 5[;5] — Tz[i2]§ Iy 4 Ih + 1

13. Renvoyer S



Algorithme de Fusion

Fusion(Ty, 75):
1. M < #T], ny <— #Tz

2. S < tableau de taille n = n; + n,

3. 1+ 0;L,+ 0

4. Pouris=0an—1:

5. Sih>n: (T; vide)
6. Siis] < Dojis 12 = 2 +1

7. Sinonsi i, > ny: (T, vide)
8. 5[,-5] — T = i +1

9. Sinonsi Ty < Topy:
10. 5[,-5] — i) h i +1

1.  Sinon:
12 5[;5] — Iy b 4= I +1

13. Renvoyer S

Lemme
La complexité f(n) de Fusion est O(n).

Lemme

Si Ty et T, sont deux tableaux triés (par ordre
croissant), FusioN( Ty, T,) renvoie un tableau
trié contenant 'union des éléments de T; et Ts.

Preuve: jl\uu-:ou\'
S[a"us\: q»h;'.. ek C,QV\\':'—} eb "S
qkus @\;\rs ;eio—--\\‘s 'R T« Y TL



Retour sur le TRIFusION
Théoréme

L’algorithme TriFusioN trie tout tableau de taille n en temps O(nlog n).

Preuve de correction par récurrence
-nd?:
-2 (—LK. : Tefomen oo cwt-c\'c—} \AA ‘ral.hq..» 4 “»\\4 n

O T &, sad bols (c‘u. L%Ll‘-("&l In fmn?,'l)
(,f """’—‘\1"' éiw«t, A&u\\f Ao Fo\s\m\)

Preuve de complexité

Loy = (V%) 4 E(T“/J\ + &(a)
Ly U)ol n) (5 o)



Intuition de la complexité de TRIFusioN
n —_— 2(

N

n/2 n/2 ——_—>
~ /\_ - an
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2. Qu’est-ce que « diviser pour régner » ?



La stratégie « diviser pour régner »

1. [Diviser le probléme en sous-problemes
2. Résoudre récursivement ces sous-problémes
3. Combiner les solutions pour reconstruire la solution du probléme original.

> Stratégie principalement utilisée pour obtenir de meilleures complexités que celles
données par un algorithme moins évolué.
> Exemple: la recherche dichotomique

Exemple du tri fusion

1. [Diviser le tableau en 2 sous-tableaux de tailles environ égales
2. [Trier récursivement chaque sous-tableau
3. [Fusionner les sous-tableaux triés



Analyse d’un algorithme « diviser pour régner »

Récurrence(s) sur la taille du probleme

Correction
> Hypothése de récurrence: les appels récursifs sont corrects
» Preuve d’hérédité: diviser et/ou combiner sont correctes
> Preuve de correction

Complexité

1. Etablir I''équation de récurrence

2. Résoudre la récurrence:
> soit estimation (arbre de récursion, ...) puis preuve par récurrence
> soit utilisation du | master theorem



Une version du « master theorem »

Théoréme
Soit T : N — R vérifiant pour tout n > ny,

T(n) < aT([n/b]) + O(nd)
oua d>0eth>1 Alors

o(n%) si b? > a (d > logy, a)
T(n) =< O(nlogn) sib’=a  (d=log,a)
o(n'°&:?)  sib? < a (d < logy, a)

Exemple du tri fusion

t(n) < t([n/2]) + t(|n/2]) + O(n) £ Zé(\'“/ﬂ\few
ity ) < (22 ) <Dy )

o T =B (4t ~) ~ B

d



Intuition graphique

ssi de Algorithms de ). Erickson

inspiré aussi

modifié d’aprés Algorithms de Dasgupta, Papadimitriou, Vazirani

¢ =log,n




Cceeur de la preuve

[Résoudre T(n) < aT([7/6]) + ¢ - n avec 'n = b ]
Lemme .
Pour £ > 0, T(b') < a'T(1) + cb” Y “(a/b%)’
i=0
A== T(4) ¢ we.
( ) T(A) \/e (R L a ¢ 3 (63
Lo 'l‘(b“)‘ a- T(L ) reb <a[n(o+cl, E(“/L) +cb
‘ SN Rk
£ a.u T() + a- cb"wg C/[:‘) + cb g (QH\ \
5 e‘,” ot 4 (eu)J {+l a\
- d ) el Eﬁﬂ_ rcb ) L>

Ca Lt T((\ . QLJ(U"\ :%Q/Lo\) /



Cceur de la preuve

[Résoudre T(n) < aT([7/6]) + ¢ - n avec 'n = b

Lemme ,
—1
Pour £ > 0, T(b') < a'T(1) + cb” Y “(a/b%)’

i=0

-1 I. o(1) sib!>a ©
3 (b%) ={ o) sib?=a (&

O((a/b?)") sib?<a (»



Cceur de la preuve

[Résoudre T(n) < aT([7/6]) + ¢ - n avec 'n = b

Lemme
£—1

Pour £ > 0, T(b') < a'T(1) + cb” Y “(a/b%)’

i=0

Lemme
I _ 0(1) sib!>a
Z(bid)lz o(¢) sib? = a
i=0 O((a/b?)") sib? < a
Corollaire

O()(—i— b si b9 > a
T(b") = { O(¥ + b - 1) sib? =a

o(a" + l%‘fﬁd)ﬁ) si b? < a



Fin de la preuve
Casn= b’ (¢ = logy n)
o(b%) sib? > a (bogsmd) = O(nd)
T(b") = o(b? - 1) sib?=a

o
O(nlog n
o(a) sib! < a O(a

(d°8s") = o(blogb(a) logb(n)) = O(n'°8s )
Cas général (n :\sLe>

..Aﬁw e TR ("°"\““'}

S ks Ui e 15 2 dee bl b
@(QM)A) -9 b >a

Tl ¢ (LY = % 8(<bn)é%qm>).,v(m‘&y\ s Ll
B(L'e") ~ (<) L <a



Conclusion
« Diviser pour régner »
1. Diviser; 2. Résoudre récursivement ; 3. Combiner
Conception: seuls 1. et 3. demandent de la réflexion
Correction: preuve par récurrence
Complexité: master theorem (en général) a apprendre!

Autres versions du master theorem
» Récurrences plus générales ex.: T(n) = aT([n/b]) + O(n?log® n)

> Résultats plus précis
» Constantes dans le « grand O »

> Termes de plus bas degré

Objectifs du chapitre

> Reconnaitre un algo. « diviser pour régner »

> Prouver sa correction et analyser sa complexité
> Tenter une stratégie « diviser pour régner » sur un nouveau probléme
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3. Deuxiéme exemple : multiplication d’entiers



Retour a I’école primaire

Multiplication d’entiers
Entrée Deux entiers A et B écrits en base 10
Sortie L’entier C = A X B, en base 10

/

Complexité

PRVYIINN AN c\vhfd
-

1 3 8 2
X 7 6 3 4

5L 2 ¢
Gl & ¢
21 1
4624
1SS0 , ¢ 9

» Combien de multiplications chiffre a chiffre sont effectuées ? —qy (.o\")

» Combien d’additions chiffre a chiffre sont effectuées ?

— B(nf)



Premiere tentative

1T 3 8 2
X 7 6 3 4




Premiere tentative




Premiere tentative
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Premiere tentative




Premiere tentative




Premiere tentative

(82x 34

(82x 76
(13 x 34
(13 x 76

~—

~— ~— ~—



Premiere tentative

(82x 34
(82 x 76
(13 x 34
(13 x 76

~—

~— ~— ~—



Premiere tentative

Complexité

T(n) <4T([n/2]) + O(n)

A:L(
-2
P

— T(n):%( n%’- ’Q> ‘—ce'(

(82x 34
(82 x 76
(13 x 34
(13 x 76

~—

~— ~— ~—



Premiere tentative

Complexité
T(n) <4T([n/2]) + O(n)

(82x 34
(82 x 76
(13 x 34
(13 x 76

~—

~— ~— ~—



Idée de Karatsuba (version Knuth)

(S - @D )
< (D -G )




Idée de Karatsuba (version Knuth)

(@B-G )
< (@0 0)

(3 79




Idée de Karatsuba (version Knuth)
C E)
x (0 -Cll)
09 8 8 (13 x 76)
(13 x 34)




Idée de Karatsuba (version Knuth)

(079 - GlD)

< (@-G0)
(1375
@D )
B (-




Idée de Karatsuba (version Knuth)

(079 - Q)

x (1o -Cl)
(13 x 76)
(4 4 2) (13 x 34)
(6 2 3 2) (82 % 76)
(27 8 8) (82 x 34)




Idée de Karatsuba (version Knuth)

(S - @D )
< (D -G )

(15 7%

(13 x 34
(82 % 76
(82x 34

~—

~— ~— ~—




Idée de Karatsuba (version Knuth)

(S -ED)
< (D - @)

09 8 8 (13 x 76
(13 x 34
(82 x 76
(82x 34

~—

~— ~— ~—




Idée de Karatsuba (version Knuth)

(S - @D )
< (D -G )

09 8 8 (13 x 76
(13 x 34
(82 x 76
(82x 34

~—

~— ~— ~—




Idée de Karatsuba (version Knuth)

(S - @D )
< (D -G )

09 8 8 (13 x 76
(13 x 34
(82 x 76
(82x 34

~—

~— ~— ~—

Complexité
T(n) <37([n/2]) + O(n)

o) = B rx%"s) =9 ("‘.%>

Nod

Q=
ycl
A=

‘>



Algorithme de Karatsuba: en deux dessins

(-—-)
(D - G )

A]XB]

B0 1B |




Algorithme de Karatsuba (1962)

KARATSUBA(A, B):

1.

® NS R W N

SilA et(Bn’ont qu’un chiffre: Renvoyer agby
EcrirelA sous la formelAg -+ 1017/2] (A,
Ecrire B sous la forme B_0+ 10ln/2] . B_1

Coo < KARATSUBA(Ag) By)

Cp +— KARATSUBA(AABT)

D < KARATSUBA(|Ag —:41], |By — Bil)

s < signe(Ag —Ay) x signe(By — B;)

Renvoyer(Cog + 101"/2 (oo + Cr — s -D) + 10272/ ¢

Correction
A x(B'=[Coo -+ 10172 (Cop -+ Ciy — $D) + 10272 ¢

Complexité

L’algorithme KARATSUBA a une complexité O(n'°82%) = O(n"5%5)



Dans la vraie vie

Base 10 ~~ bases 232, 2% ...

» Grands entiers: tableaux d’entiers de w bits <= entiers en base 2%
> Exemples: gmp (C/C++), BigInteger (Java), int (Python), ...
> Autre utilisation : polynomes

Quel TAD utiliser?

> TAD entier: opérations en temps O(1) dont multiplication
> Réaliste pour des entiers raisonnables indices de tableau, ...
> Irréaliste pour de grands entiers cryptographie, ...

> TAD entier borné: opérations en temps O(1) pour des entiers < 2%

Algorithmes plus rapides

» Toom-3 (1963): découpe en 3 morceaux O(n"%%)
» Toom-Cook (1966): découpe en r morceaux O(n'te)
» Schonhage-Strassen (1971) : basé sur la FFT O(nlog nloglog n)
> ...

» Harvey-Hoeven (12021): utilise aussi la FFT O(nlog n)



Pour finir: multiplication d’entiers en Python

temps (ms)

o nb de bits

25000 50000 75000 100000 125000 150000 175000 200000




Pour finir: multiplication d’entiers en Python

01 temps1/ log 3
3.5
3.01
2.5
2.04

1.5

1.0

0.51
nb de bits

25000 50000 75000 100000 125000 150000 175000 200000
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4. Troisieme exemple : distance minimale



Quels sont les deux points les plus proches?



Quels sont les deux points les plus proches?



L’approche naive: tester tous les couples de points

DiSTANCENATIVE(T) :
1. d + 400
2. Pouri=0an—1:
3. Pourj=i+1lan—1:
4 (X,', Yi) — T[i]
5 (x5 ) < Ty
6. di /(xi—x)*+ (yi— )
7
8.

Si d,'j< d:d(—d,'j
Renvoyer d

Correction et complexité

Lv L o) [detl bl ]

n=#T

DISTANCE( T(, Tfjp)



Une approche « diviser-pour-régner » — exemple 1



Une approche « diviser-pour-régner » — exemple 1
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Une approche « diviser-pour-régner » — exemple 1




Une approche « diviser-pour-régner » — exemple 1




er » — exemple 1
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-pour-régn

Une approche « diviser
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er » — exemple 1
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Une approche « diviser
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Une approche « diviser-pour-régner » — exemple 1



Une approche « diviser-pour-régner » — exemple 2



Une approche « diviser-pour-régner » — exemple 2
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Une approche « diviser-pour-régner » — exemple 2

.. ..'. ° /. . .o..
.... . .' .a . \



Une approche « diviser-pour-régner » — exemple 2
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Une approche « diviser
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r» — exemple 2
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Une approche « diviser
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r» — exemple 2

’

-pour-régne

Une approche « diviser
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Une approche « diviser-pour-régner » — exemple 2

L[] .. . R . / ° ...



Idée de I’algorithme

O. Ene

A . B :V\.\“

! Wsoudre ¢ ousiwet

t).e)sf\lc.

N OLI A
b



Algorithme : premiére version
DiSTANCEMINIMALE(T) :

0.
1.

Complexité

Si n < 4: renvoyer DISTANCENAIVE(T)

Trier T par abscisses croissantes

(G, D) = (Tpo,1/211> Tign/21,n1)

(de, dp) <— (DISTANCEMINIMALE( G), DISTANCEMINIMALE( D))
d <+ min(dc, dD) ‘
4= (Tifay21-1) + Tirn21))/2

B+ |[(x,y) €T :m—d<x<m+d|
dp <— DISTANCEMINIMALE( B)

Renvoyer min(d, dg)

L(n) ¢ L) + B i) + E(#9)
T

n=#T



Distance minimale dans la bande

Lemme
Soit (X(), y()), (X], y1) € Ba distance < d, Yo < v
Alors il existe < 8 points (x;, y;) € Btels que yo < y; < yy



Distance minimale dans la bande

Lemme
Soit (xo, y0), (x1, y1) € Bvérifiant yo < y1 < yo + d
Alors il existe < 8 points (x;, y;) € Btels que yo < y; < yy



Distance minimale dans la bande

Lemme
Soit (xo, y0), (x1, y1) € Bvérifiant yo < y1 < yo +d
Alors il existe < 8 points (x;, y;) € Btels que yy < y; < yq

Preuve
Rodege Lo e gaxd
L ¢L,,‘“ ‘A\f wore B J/z" 7
N e

(o b dimy {4 - dn<9)



Distance minimale dans la bande

Lemme
Soit (xo, y0), (x1, y1) € Bvérifiant yo < y1 < yo + d
Alors il existe < 8 points (x;, y;) € Btels que yo < y; < yy

DiSTANCEBANDE(B, d) :
1. Trier B par ordonnées croissantes —> %'("’Qa'\)
2. Pouri=0an—1:
3. Pour j=i4+1ai+7:
4. djj < pISTANCE(B;, Byj)) 5(,{)
5 Sid,'j<d2d<—d,'j
6. Renvoyer d

Complexité

Bln) + 9%y )

n=#8



Algorithme : deuxiéme version
DiSTANCEMINIMALE(T) :

0.
1.

Si n < 4: renvoyer DISTANCENAIVE(T)

Trier T par abscisses croissantes

(G, D) = (Tpo,1/211> Tign/21,n1)

(de, dp) <— (DISTANCEMINIMALE( G), DISTANCEMINIMALE( D))
d <+ min(dc, dD)

4= (Tifay21-1) + Tirn21))/2

B+ |[(x,y) €T :-m—d<x<m+d|

dp <— DISTANCEBANDE( B, d)

Renvoyer min(d, dg)

Complexité

N 2 26T ¢ Blateye)
2 Ls =@ lntstn)

n=#T



Algorithme : version finale
DisTANCEREC(X, Y): n=#X(=#Y)

0.
1.

Si n < 4: renvoyer DISTANCENAIVE(X)

(X6, Xp) = (Xjo.1/211s X([n/2].00)

(Yor Yo) = ([(x) € ¥ 2 (x.y) < Xl [(3) € Y £ (x.9) = Xyt
(de, dp) < (DISTANCEREC(XG;, Y(;), DISTANCEREC( XD, Yn))

d <+ min(d(;, dD)

m <= (Xignjz1 -1 + Xifn/211)/2 2ok @)
B+ [(x,y) €Y :m—d<x<m+d| ét“(n\ léc(l )

dp < DISTANCEBANDE(B, d)

Renvoyer min(d, dg) O Q(V\Qﬂ n)

DISTANCEMINIMALE(T) : n=#T

0.
1.

2.

Si n < 4: renvoyer DISTANCENAIVE(T)
X < tableau T trié par abscisses croissantes %(" Q’Z)")
Y < tableau T trié par ordonnées croissantes &(h%lﬂ)

Renvoyer DISTANCEREC(X, Y) o L'J{‘D -



Bilan sur la distance minimale

Théoréme

DiSTANCEMINIMALE(T) renvoie la distance minimale entre deux points de T en temps
O(nlogn), ot n=#T

Remarque

> Modification simple pour aussi renvoyer les points minimisant la distance

Preuve du théoréme

N> Q,;\



Conclusion sur « diviser-pour-régner »

Conception d’algorithme : trois étapes

1. Diviser
2. Résoudre
3. Combiner

Analyse de complexité

1. Equation de récurrence
2. Master theorem

Domaines d’application
P Tableaux, arbres, graphes, ...
> Géométrie algorithmique
> Calcul formel et numérique (entiers, polyndémes, matrices)
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