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1. Recherche exhaustive rapide: exemple de 3-SAtT



Définition du probléeme

Cours 6. Recherche exhaustive

Le probléeme SAT
Définition
Entrée : une formule logique ¢ a n variables booléennes, sous forme normale

conjonctive (CNF)
Sortie : une affectation des variables qui satisfasse ¢ ; « insatisfiable » sinon

Formule logique cNF : conjonction de disjonction de littéraux
> [Littéraux : x;, —xi, ..., Xp, "Xy
> Disjonction: C = x; V —x3 V —x4 |(clause)
» Conjonction: C; A Co A--- A Cy

(p(Xjy X2, X3) = (_|X1 \ Xz) A (X1 Vxy V _|X3) A X

Affectation satisfaisante ou non
> (x1, x2, x3) = (FAUX, FAUX, FAUX) satisfait ¢
> (x1,x2,x3) = (VRAI, FAUX, VRAI) ne satisfait pas ¢

» Formule 3-cNF: chaque clause posséde exactement 3 littéraux



Complexité
Cours 6. Recherche exhaustive

SAT : algorithme de recherche exhaustive
RECHERCHEEXHAUSTIVE(() :

1. A < tableau de longueur n, initialisé a —1

2. Tant que NON(SATISFAIT(p, A)):

3. A< AFFSUIVANTE(A)

4. Si AFFSUIVANTE a renvoyé « Fin » : Renvoyer « Insatisfiable »
5. Renvoyer A

Propriétés

Correction : conséquence de la correction de SATISFAIT et AFFSUIVANTE

Complexité : nombre d’itérations < 2" ; colt d’une itération : O(|¢| + n) = O(|¢|)
Remarque : permet d’obtenir toutes les affectations satisfaisantes, ou leur nombre, ...

Théoreme
L’algorithme RECHERCHEEXHAUSTIVE trouve une affectation satisfaisante s’il en existe une,
et renvoie « Insatisfiable » sinon, en temps O(||2").

» Peut-on faire mieux que O(|¢|2")?



Outil : propagation de valeur

Definition
> @i« sachant £»

» Calcul: propagation de { — simplification de ¢

> on supprime les clauses avec ¢
» on supprime —¢ des clauses qui le contiennent

PROPAGATION( ¢, /)

1. ¢ <+ () (formule vide)

2. Pour C dans ¢:

3. Si—l € C:ajouter C\ {—l}ay
4. Sinonsi ¢ ¢ C:ajouter C a ¢

5. Renvoyer ¢

Complexité : CB(NW

£: littéral

Exemple X, =Ui2p(

A
A\
A

N Vo)
(D e Moxa)
b= —

(_|X3 V X4 V X5)



Version récursive de la recherche exhaustive

Idée
> Pour chaque x;, essayer x; = VRAI et x; = FAUX en propageant
> Appels récursifs sur ¢, et |-,

3-SAT-EXHAU(¢p, n) :

1. S’il existe une clause vide : renvoyer FAUX
2. Si n = 0:renvoyer VRAI
3. Si 3-SAT-EXHAU(¢p|,, 1 — 1) : renvoyer VRAI
4. Si 3-SAT-EXHAU((9|,, 1 — 1) : renvoyer VRAI
5. Renvoyer FAUX

Complexité

T(w\ = ZT(n—"> + CB(WD = %<M\L“>



Exemple
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Une autre approche récursive

Idée
> Sip = (6 VIV I) A ¢ estsatisfiable, /1 = vRAI ou £; = VRAI ou {3 = VRAI
> Appels récursifs sur go"&, gofzz et gpi&

Exemple
(X1 V X2 V X3) VAN (_|X1 V X2 V X4) VAN (X] V X2 V _|X5) A (_|X3 vV Xy V X5)

"(/ \‘Nz_ \KB
(-9 (-’), (.y) (4[ -5’) (—’:,\4.\") (—l‘—z‘t«\(/l,l‘ 'S)( 4 ,\')
W\ NN
Chus) St oo

/N

o ¢ ¢



Algorithme par élimination
3-SAT-ELIM(¢p) :

S’il existe une clause vide : renvoyer FAUX

Si ¢ = 0: renvoyer VRAI

(61\/62\/63)/\@’ —

Si 3-SAT-ELIM(¢p4, ) : renvoyer VRAI

Si 3-SAT-ELIM(¢p)r, ) : renvoyer VRAI

Si 3-SAT-ELIM(¢p|4, ) : renvoyer VRAI

Renvoyer FAUX

NSk wN =

Complexité

Tl = A7) + D) = Bl 1)



Amélioration

Idée
Si by A go"& n’est pas satisfiable, on peut supposer —/¢;!

3-SAT-ELIM2(¢p) :

S’il existe une clause vide : renvoyer FAUX
Si ¢ = 0: renvoyer VRAI

(61 \/62\/63)/\@/ —

Si 3-SAT-ELIM2(¢p|¢, ) : renvoyer VRAI

Si 3-SAT-ELIM2(¢p|1,(5g) : renvoyer VRAI

Si 3-SAT-ELIM2(0,(~y,505) : TENVOyer VRAI
Renvoyer FAUX

NS gk w N~

Complexité

T(V)\ - T(,,\_\\ + T(A—Z) +'r(v\-’:\ —\'%('Lrb - 2.77



Résolution de récurrences

Théoréme admis
Soit ay, ..., ax > 0 et T(n) satisfiant pour n > k

k
T(n) <> aT(n—i)+f(n)
i=1
Alors T(n) = O(A\"f(n)) ot1 X est I'unique racine réelle > 0 du polynome x* — 21;1 aix"

Corollaire
SiT(n) < T(n—1)4 T(n—2)+ T(n—3)+ O(|¢]), alors T(n) = O(1,83929" - |¢|)



Nouvelle amélioration
Idée
> Si—{ n’apparait pas dans ¢, on peut supposer £ — remplacer ¢ par ¢
> On peut supposer que toute variable x apparait positivement et négativement dans ¢

Lemme

Pour que ¢ = (x V 41V 65) A (—x V €3 V £4) N ¢ soit satisfiable, quatre possibilités:
1. x et {3 sont VRAISs et cpix o, est satisfiable

2. x et £4 sont VRAIs et gofxl‘m& est satisfiable on peut supposer {3 FAUX
3. —x et 1 sont VRAIs et Lpiﬁx o, est satisfiable

4. —x et {5 sont VRAIs et ap"ﬁx 0, €st satisfiable on peut supposer {1 FAUX

Algorithme et complexité

L) L\ q?‘,t\s (Q’,w\; S el NA-L ouwnb \10«;'“\9\%

Condle s T = 27(02) v 2763 e D0Y) =01 3633 N\)



Autre approche: la recherche locale

Idée de base

> Constat:
> Si une affectation A ne satisfait pas ¢, il existe une clause C de ¢ non satisfaite

> SiC =/ V V{3 n’est pas satisfaite, aucun de ses littéraux n’est satisfait

> Algorithme:
> Partir d’'une affectation A; si elle satisfait o, renvoyer A

» Créer trois nouvelles affectations en modifiant ¢; ou /, ou /5 et recommencer avec

chacune

Exemple
(X1 V X2 V X3) A (_\X1 V X2 V X4) A (X1 V X2 V ﬂXs) A (_|X3 \Y Xy V X5)

% = VAL 2% [L rc&-& kv\c\h‘\vb’k

% =Ta

(= FAUH 2
Yo 2 VAL /

%y 50 QS\ V‘l‘ﬁl\l‘k})“w\ &S( A \,(L = FAUY _
Ki 2 VAL

\> Yz VLM R

\t > TAUX



Algorithme de recherche locale

3-SAT-LocAL(p fA) :

Si A satisfait ¢ : renvoyer vRAl

C < clause non satisfaite de ¢

X, ¥, z < variables de C

Ay < affectation obtenue en changeant la valeur de x dans A
A, < affectation obtenue en changeant la valeur de y dans A
A, < affectation obtenue en changeant la valeur de z dans A
Si 3-SAT-LocAL(p, Ay) : renvoyer VRAI

Si 3-SAT-LOCAL(¢p, A,) : renvoyer VRAI

Si 3-SAT-LocAL(p, A;) : renvoyer VRAI

Renvoyer FAUX

NS RN =

-
e w

Correction ?
L’algorithme boucle: (x V =y V =z) A (-x V =y V —z) et A = (VRAI, VRAI, VRAI)



Algorithme de recherche locale bornée
3-SAT-LocAL(p, A ) :
Si A satisfait ¢ : renvoyer VRAI
Si r = 0: renvoyer FAUX
C < clause non satisfaite de ¢
X, y, Z < variables de C
Ay < affectation obtenue en changeant la valeur de x dans A
A, < affectation obtenue en changeant la valeur de y dans A
A, < affectation obtenue en changeant la valeur de z dans A
Si 3-SAT-LoCAL(p, Ax, F — 1) : renvoyer VRAI
Si 3-SAT-LocAL(p, A, [r — 1) : renvoyer VRAI
Si 3-SAT-LocAL(p, A, F — 1) : renvoyer VRAI
. Renvoyer FAux

NS TR wN =

I
- O \O



Analyse de la recherche locale bornée

Distance entre deux affectations

Nombre de variables avec affectations différentes
> distance entre (VRAI, FAUX, FAUX) et (FAUX, VRAI, FAUX): 2.
> distance entre (VRAI, FAUX, FAUX) et (VRAI, VRAI, FAUX): 4

Correction

3-SAT-LOCAL(, A, r) renvoie
> VRAI si @ est satisfaite par une affectation a distance < r de A
P> FAUX sinon

Complexité

T(n,r) <3T(n,r—1)+ O(|¢|) = %('5 >



Comment utiliser I'algorithme ?

Affectation de départ
> Par exemple Aygar = (VRAL ..., VRAI)
> Si A satisfait ¢, A et Aypa sont a distance < n—r=n (‘/ 7 T
tVV T
» Complexité: O(3" - |¢|) b ‘VQ t N tU

Observation
» Toute affectation a > g VRAIS ou > g FAUX
> Si Asatisfait ¢, alors A est a distance < 7 de Ayga 0u de Apapx = (FAUX, . . ., FAUX)

Algorithme et complexité

» Deux appels a 3-SAT-LoCAL((, A, 7) avec A = Ayga et A = Apaux
> Complexité: O(3"2 - |¢]) = 0(1,7321" - |¢])



Conclusion

Trois approches
» Variable par variable : 2"

» Clause par clause: 1,7693"
» Recherche locale: 1,7321"

Autres algorithmes
> TD:1,618"
» Théorie: 1,307"
» Pratique: autres approches
tres efficaces

—_2n
5000001 1 g3929"

— 1,7693"

— 1,7321"
4000004 — 1,307"
300000 -
200000 -
100000

0 25 50 75 100 125 150 175
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Rappel du probléeme

Distance d’édition
Entrées: deux mots A et B de longueur m et n respectivement
Sortie 1: la distance d’édition A(A, B) entre A et B
Sortie 2: un alignement de A et B avec A(A, B) désaccords

Alignement et distance

HATGORRYT¢ NE
ALGO¢RITHME

L/> —t&;s\‘“v\'c ré



Rappel des algorithmes

Distances entre préfixes
> A,;;: distance entre A[ | et Bjp j{ ou
> Ap,it = A A Api-g
> Byo,ji = BBy -~ Byj—y
> A(A,B) = A,

Lemme

Ai—hj' +1
A,’J = min Ai,j—1 +1

Ajj+ 5’4[1'71]7&8[[71]
Théoréme

On peut calculer A(A, B) et un alignement optimal en temps et espace O(mn)

A AL GORTITHME
0 1 2 3 45 6 7 8 9 10

H| 1

Al 2

G| 3

ol 4

R |5

R | 6

Y |7

T | 8

N |9

E |10




Rappel des algorithmes

Distances entre préfixes

> A,;;: distance entre A[ | et Bjp j{ ou
> Al = A An Al
> Bpo,ji = By B -+ Blj—]

> A(A,B) = Ay

Lemme

AI—U +1

Ajjq+1

Ajj+ 5’4[1'71]7&8[[71]

A,’J = min

Théoreme

On peut calculer A(A, B) et un alignement optimal en temps et espace O(mn)

A AL GORTITHME

0123 45%6 7 8910
H|{1 123456778 9
A2 123456788 9
G|3 2223456789
0|4 3332345%6 7 8
R|(5 4 4 4323456 7
R|[6 555 433456 7
Y|7 6 6 65 44456 7
T|8 777 655456 7
N|[9 8 88 766556 7
E[10 99987 766 61(6)




Problématique de la mémoire

Et si on veut moins qu’un espace O(mn)?

Calcul de la distance
» Pour remplir la ligne i de A, on n’a besoin que de la ligne i — 1
» On ne retient que les lignes i — Tet i — O(m)
> Remarque: on peut échanger m et n pour avoir m < n

Calcul de l’alignement

> Besoin de toutes les lignes...
> Reconstruction impossible avec uniquement les deux derniéres lignes



Une stratégie « diviser pour régner »

HA GORRYT NE
ALGO |RITHME

Si on connait...
... la partie de B a aligner avec Ao, 21 et celle avec ALl m] h=4

[ Awizi )| Auziet
[ Bio,/ ][ B/, o[ ]

On peut calculer...

... deux alignements A[o,LgJ[HB[o,h[ et A[Lg],m[HB[h,n[

— appels récursifs en tailles ([ 3], h) et ([5'],n— h)



Calculer le point central h

Généralisation aux préfixes

> [Hij: Ap, = [ est aligné avec By dans un alignement optimal Ao, ifll Bo,ji
> H;; défini uniquement pour i > | 7]
> H,d:_]SII: L%J
» Hio=0

» h=Hpn

Ao, 2)(lIBo.jt

Lemme
Hij  siAjj= A, +1
Sii> L%J, H,‘J = H,'7j_1 si Ai,j = A,',j_1 +1
Hivjr st Dij = Dijajor+ 0,8,

Preuve : alignements possibles

Aotz (A [ oz [Pt ) (o Aoz
[ Boot | Bt ) [ Bont | oot I ( Beot | Bvot B




Exemple
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Exemple
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Exemple

ALGO‘RITHME

‘4 4 5 5 5 5

4
4

1
1
1

1
1

4 4 4 4 4 4

4 .4 4 4 4 4 4

1 44 4 4 4 4 @

1

1

0

H

!

237445 6-7 8 9

il

A L'GORTITHME

H
A
G

10

213/4y5 6 7.7/8 9
45 6 7.8 9

Ll

2,304,567 8 89

<F
1.2
2/ 2|

01
1.1
3

2
3
4
5

E

77 6.6 6 6

0 9 9 9 8

A

< O

T
N
E

Remarque: on peut ne retenir que deux lignes de A et H



Calcul de h: I’algorithme

VCALCULH(A, B):
1. (m, n) < tailles de Aet B
2. ATAY HHY < tableaux de taille n 41 (lignes précédente et courante)
3. Pourj=Oén:AG] %j;HB] —
4. Pouri=1am:
5. A([’O] = i I\#fo] +—0
6. Pourj=1an:
7. A‘[’j] — min(AG] +1, A([’]._T] +1, AL?_” + Oy _y#By_y)
8. Sii> |2
9. Si A(E’.] = AL;] +1: Hfj] — H[j}
10. Sinon si A(Ej] = A([)i%] +1: HB.] — H‘qu]
1. Sinon: H([)j] — H[’]L”
122 Pourj=0an: AG] — A([’j] : HL/]] — H([)j] (courante — précédente)
13. Renvoyer an]




L’algorithme récursif

'ALIGNEMENTDPR(A, B): ]
1. (m, n) < tailles de Aet B
2. Sim= 0:renvoyer ("_(,_", B) n blancs
3. Sin=0:renvoyer (A,"_(,m)_") m blancs
4. h < CALcULH(A, B)
5. (A1, Br) < ALIGNEMENTDPR(A[p | = [, Bjo ()
6. (Az, By) < ALlGNEMENTDPR(A[L%Lm[, Bip,np)
7. Renvoyer (A; - Ay, By - By) (concaténations)
Complexité

» Espace: O(min(m, n)) pour CALcULH et réutilisation de I'espace — O(min(m, n))
> Temps: T(m,n) < T(| 7], h) + T([F],n— h) + O(mn) {amn

T(Wn\élcvﬂ’\: T(er\)é,zc.”/l p Le "";/(,,\‘L\) +cmn > Lemn .
“ VV\’_LL
I/(w«‘n\ 7%("’"‘7



Conclusion
Distance d’édition

» Programmation dynamique en temps O(mn) et espace O(mn)
» Version économe en mémoire O(m) pour la distance, sans alignement

> Ajout de « diviser pour régner » : version économe en mémoire pour I’alignement
De maniére plus générale

» Programmation dynamique gourmande en mémoire

P Tres souvent : version économe en mémoire sans reconstruction

P Reconstruction avec « diviser pour régner » :
> «méme » temps que I’algorithme de base

multiplié par une constante, voire log(n)
> «méme » espace que la version économe

multiplié par une constante
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