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1. Premier exemple : tri fusion



MERGE SORT



http://idea-instructions.com/merge-sort/

Algorithme du TriIFusioN

TriFusion(T):

1.

n<« #T

2. Sin < 1:Renvoyer T
3. Sinon:

4.
5
6

Ti <= TRIFUSION(T[o, | n/2)[)

T, < TRIFUSION(T{{ /2] )

Renvoyer FusioN(Tq, T3)
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Algorithme du TriIFusioN

TriFusion(T):

1.

n<« #T
2. Sin < 1:Renvoyer T
3. Sinon:

4.
5
6

Ti <= TRIFUSION(T[o, | n/2)[)
T <—TR|FUS|0N(T[L,,/2J,n[)
Renvoyer FusioN(Tq, T3)

Lemme
Soit t(n) la complexité de TriFusioN et f(n) la
complexité de Fusion. Alors

t(n) = t(|n/2)) +

t(fn/2]) + f(n) + O(1)

pour n > 1, et t(n) = 0 sinon

(complexité = nombre de comparaisons)
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Algorithme de Fusion

?(\ X |. / )é |.. Idée de I'algorithme

> T, et T, vus comme des piles
» S vu comme une file
> A chaque itération,

> on dépile la plus petite des deux tétes
2( lo > si une pile est vide, on dépile I'autre
> on enfile dans S




Algorithme de Fusion

Idée de I'algorithme
Fusion(T;, 75): > des o]
om 4 #Tsm < #T) Ty et T, vus comme des piles

» S vu comme une file

2. S < tableau de taille n = n; + n, > Ach A

3. 10,0 c aquellt.eratlon, . A
p T ) > on dépile la plus petite des deux tétes

4. Ou_r '15 =0an—1 ) > si une pile est vide, on dépile I'autre

5. SihZ=m: (T: vide) > on enfile dans S

6 5[[5] — T2[iz]; Iy <= Ip +1

7. Sinonsiih, > ny: (T, vide)

8 5[,-5] — 7—1[,~]]; h4 41

9 Sinon si 7—1[,-11 < Tz[,-z]:

10. 5[,'5] < 7-1[,'1]; i] < i] +1

1. Sinon:

12. 5[,-5] — TZ[iz]; Iy 4= ip 41

13. Renvoyer S



Algorithme de Fusion

Fusion(T;, T5):
1. M < #T], ny <— #Tz
2. S < tableau de taille n = n; + n,
3. i] <+ 0; i2 —0
4. Pouris=0an—1:

© * N a

10.
11.
12.

Siin>nm: (T; vide)
5[[5] — TZ[iz]§ Iy 4= ip 41
Sinonsi i, > ny: (T, vide)

Siis) < Ty 1 = 1 +1
Sinon si Ty < Ty,

Siis) < Ty i = b +1
Sinon :

Siis] < Tof)s 2 4= 2+ 1

13. Renvoyer S

Lemme
La complexité f(n) de Fusion est O(n).

Preuve :
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Algorithme de Fusion

Lemme

Fusion(Ts, To): La complexité f(n) de FusioN est O(n).

1. M < #T], ny <— #Tz

2. S < tableau de taille n = ny + n, Lemme

3. 10,0 Si Ty et T, sont deux tableaux triés (par ordre
4. Pouris=0an—1 croissant), FusioN( Ty, T>) renvoie un tableau
5. Sih>n: (T; vide)  trié contenant 'union des éléments de T; et T,.
6. S = Tofits ia = in +1 — . ,

7. Sinon[;]i i > r[122]: (T, vide) Preuve: 1 AUM"\‘A¥ ' ot a

8. Siis) < Ty 1 = 1 +1 SYI »SL est ki b cntie

9. Sinonsi Ty < Top: ( s getl by ods & T, UL
10. 5[,-5] — 7—1[,-1]; h4+ih+1 b

1.  Sinon:

12. 5[,-5] — TZ[iz]; Iy 4= ip 41

13. Renvoyer S



Retour sur le TRIFusION

Théoréme

L’algorithme TriFusioN trie tout tableau de taille n en temps O(nlog n).

Preuve de correction par récurrence
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Preuve de complexité
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Intuition de la complexité de TRIFusioN
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2. Qu’est-ce que « diviser pour régner » ?



La stratégie « diviser pour régner »

1. [Diviser le probléme en sous-problemes
2. Résoudre récursivement ces sous-problémes
3. Combiner les solutions pour reconstruire la solution du probléme original.

> Stratégie principalement utilisée pour obtenir de meilleures complexités que celles
données par un algorithme moins évolué.
> Exemple : la recherche dichotomique

Exemple du tri fusion

1. [Diviser le tableau en 2 sous-tableaux de tailles environ égales
2. [Trier récursivement chaque sous-tableau
3. [Fusionner les sous-tableaux triés



Analyse d’un algorithme « diviser pour régner »

Récurrence(s) sur la taille du probleme

Correction
» Hypothése de récurrence : les appels récursifs sont corrects
» Preuve d’hérédité : diviser et/ou combiner sont correctes
> Preuve de correction

Complexité

1. Etablir I''équation de récurrence

2. Résoudre la récurrence :
> soit estimation (arbre de récursion, ...) puis preuve par récurrence
> soit utilisation du | master theorem



Une version du « master theorem »

Théoréme
Soit T : N — R vérifiant pour tout n > ny,

T(n) < aT([n/b]) + O(nd)
oua d>0eth>1 Alors

o(n%) si b? > a (d > logy, a)
T(n) =< O(nlogn) sib’=a  (d=log,a)
o(n'°&:?)  sib? < a (d < logy a)

Exemple du tri fusion

t(n) < #([n/2]]) + t([n/2]) + O(n)
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Intuition graphique

modifié d’aprés Algorithms de Dasgupta, Papadimitriou, Vazirani

inspiré aussi de Algorithms de ). Erickson

¢ =log,n




Cceeur de la preuve

Résoudre T(n) < aT([7/v]) + c- n? avec n = b

Lemme ,
-1
Pour £ > 0, T(b') < a'T(1) + cb” Y “(a/b%)’
i=0
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Cceur de la preuve

[Résoudre T(n) < aT([7/6]) + ¢ - n avec 'n = b

Lemme
£—1

Pour £ > 0, T(b') < a'T(1) + cb” Y “(a/b%)’

i=0

Lemme

o1 _ 0(1) sib? > a
a 1

Z (ﬁ) =4 0(¥) sib? = a

i=0 O((a/bd)é) si b? < a
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Cceur de la preuve

[Résoudre T(n) < aT([7/6]) + ¢ - n avec 'n = b

Lemme
£—1

Pour £ > 0, T(b') < a'T(1) + cb” Y “(a/b%)’

i=0

Lemme
I _ 0(1) sib!>a

a 1
Z (E) =4 0(¥) sib? = a
i=0 O((a/b%)*) sib? < a
Corollaire

O(%—i— b si b9 > a

T(b") = { 0¥ + b7t - 1) sib? =a

O(d + b*atb)) si b < a



Fin de la preuve
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Conclusion

« Diviser pour régner »
1. Diviser ; 2. Résoudre récursivement ; 3. Combiner
Conception : seuls 1. et 3. demandent de la réflexion
Correction : preuve par récurrence

Complexité : master theorem (en général) a apprendre !

Autres versions du master theorem
> Récurrences plus générales

> Résultats plus précis
» Constantes dans le « grand O »
> Termes de plus bas degré

ex.: T(n) = aT([n/b]) + O(n?log® n)

Objectifs du chapitre

> Reconnaitre un algo. « diviser pour régner »
> Prouver sa correction et analyser sa complexité
> Tenter une stratégie « diviser pour régner » sur un nouveau probléme
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3. Deuxiéme exemple : multiplication d’entiers



Retour a I’école primaire

Multiplication d’entiers

Entrée Deux entiers A et B écrits en base 10

Sortie L’entier C = A X B, en base 10

Complexité

» Combien de multiplications chiffre a chiffre sont effectuées ?
> Combien d’additions chiffre a chiffre sont effectuées ?
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Premiere tentative

Entrées A= 27:_3 aj10’ et B = 27:_(] bi10’ 1382
Diviser A= Ag + 10172 A, X7634
B:BO_{_‘I()L”/ZJB1 Co(): 2788
, . Cm — 62 3 2
Récursion Cyp = Ag X By Coyi = Ag X B Co = 442
C10:A1XBO C11:A1XB1 C‘]‘] — 988
Combiner C = Coo + 1012 (Coy 4+ Cpo) + 102172 ¢y =10550188

Correction
AB = (Ao + 102 A)) x (B, + 10172/ B)
= AOBO —+ ]OL”/ZJ (A031 + A'IBO) + 102Ln/2JA1B1

Complexité

T <at(ml)+0m 554 esarblor  _wl-o(nbat) o)
d= |\
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Idée de Karatsuba (version Knuth)

AoBi + A1By = AoBo + A1Bi — (Ao — A1)(Bo — By)

> AoBy et AB; sont calculés de toute facon
~ un seul produit en plus!

> Ay — Ajet By — By ont =~ n/2 chiffres mais peuvent étre
négatifs ~~ régle des signes

Diviser A= Ay + 1OL”/2JA1
B = B, + 1072 B,

Récursion C()O = AO X B() C]] = A1 X B]
D= (AO —A1) X (BO — B])

Combiner C = Cyo + 1072 (Coy 4+ Cyy — D) + 102172 ¢

1382
xX7634
A()—A1: 69
Bo—B1: — 42
Coo = 27838
C‘|‘|: 988
—D = 2898
C00= 2788
Ch = 988
=10550188



Algorithme de Karatsuba (1962)

KARATSUBA(A, B):
1. Si Aet B n’ont qu’un chiffre : Renvoyer ayb,
Ecrire A sous la forme Ay + 10172 A
Ecrire B sous la forme By + 10"/ B,
Coo < KARATSUBA(Ay, Bo)
Cn < KaRrATsuBA(Aj, By)
D <+ KARATSUBA(|Ay — A1l |Bo — Bi)
s < signe(Aq — Ay) X signe(By — By)
Renvoyer oo + 10072 (oo + Cy — sD) + 107172

® NS TR W N

Correction
A X B = Cyo + 102 (Coo + Cyy — sD) + 1021721 ¢y,
Complexité
Soit K(n) le temps de calcul de KARATSUBA pour des entrées de taille n. Alors
< Log > 1,
K(m) <3K(fn/2)+0(n) 9= 2 5, k(N=D(a"0” )= (2" )
A; 4,



Dans la vraie vie

Base 10 ~~ bases 232, 2% ...

» Grands entiers : tableaux d’entiers de w bits <= entiers en base 2%
> Exemples: gmp (C/C++), BigInteger (Java), int (Python), ...
> Autre utilisation : polynémes

Quel TAD utiliser ?

> TAD entier : opérations en temps O(1) dont multiplication
> Réaliste pour des entiers raisonnables indices de tableau, ...
> Irréaliste pour de grands entiers cryptographie, ...

> TAD entier borné : opérations en temps O(1) pour des entiers < 2%

Algorithmes plus rapides

> Toom-3 (1963) : découpe en 3 morceaux O(n"*%%)
» Toom-Cook (1966): découpe en r morceaux O(n'te)
» Schonhage-Strassen (1971) : basé sur la FFT O(nlog nloglog n)
> ...

> Harvey-Hoeven (12021) : utilise aussi la FFT O(nlog n)



Pour finir : multiplication d’entiers en Python

temps (ms)

o nb de bits

25000 50000 75000 100000 125000 150000 175000 200000




Pour finir : multiplication d’entiers en Python

*%temps'/2
2.51
2.01
1.5

1.04

0.5

nb de bits

25000 50000 75000 100000 125000 150000 175000 200000




Pour finir : multiplication d’entiers en Python

01 temps1/ log 3
3.5
3.01
2.5
2.04

1.5

1.0

0.51
nb de bits

25000 50000 75000 100000 125000 150000 175000 200000
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