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Définition du probléeme

Cours 6. Recherche exhaustive

Le probléeme SAT
Définition
Entrée : une formule logique ¢ a n variables booléennes, sous forme normale

conjonctive (CNF)
Sortie : une affectation des variables qui satisfasse ¢ ; « insatisfiable » sinon

Formule logique cNF : conjonction de disjonction de littéraux
> [Littéraux : x;, —xi, ..., Xp, "Xy
> Disjonction: C = x; V —x3 V —x4 |(clause)
» Conjonction: C; A Co A--- A Cy

(p(Xjy X2, X3) = (_|X1 \ Xz) A (X1 Vxy V _|X3) A X

Affectation satisfaisante ou non
> (x1, x2, x3) = (FAUX, FAUX, FAUX) satisfait ¢
> (x1,x2,x3) = (VRAI, FAUX, VRAI) ne satisfait pas ¢

» Formule 3-cNF : chaque clause posséde exactement 3 littéraux



Complexité
Cours 6. Recherche exhaustive

SAT : algorithme de recherche exhaustive
RECHERCHEEXHAUSTIVE(() :

1. A < tableau de longueur n, initialisé a —1

2. Tant que NON(SATISFAIT(p, A)):

3. A< AFFSUIVANTE(A)

4. Si AFFSUIVANTE a renvoyé « Fin » : Renvoyer « Insatisfiable »
5. Renvoyer A

Propriétés

Correction : conséquence de la correction de SATISFAIT et AFFSUIVANTE

Complexité : nombre d’itérations < 2" ; colt d’une itération : O(|¢| + n) = O(|¢|)
Remarque : permet d’obtenir toutes les affectations satisfaisantes, ou leur nombre, ...

Théoreme
L’algorithme RECHERCHEEXHAUSTIVE trouve une affectation satisfaisante s’il en existe une,
et renvoie « Insatisfiable » sinon, en temps O(||2").

» Peut-on faire mieux que O(|p|2") ?



Version récursive de la recherche exhaustive

Idée
» Pour chaque variable x;, essayer x; = VRAI puis x; = FAUX

> Propager la valeur — simplifier la formule : pour un littéral £, |, est « ¢ sachant £ » :
> on supprime les clauses avec ¢
> on supprime —¢ des clauses qui le contiennent

3-SAT-EXHAU(¢, n) : Complexité
1. S’il existe une clause vide : renvoyer FAUX T(
n) < 75(n-4
2. Si n= 0 :renvoyer VRAI \ 27 \" %(H’D
3. Si 3-SAT-EXHAU(¢|,, n — 1) : renvoyer VRAI G D 43
4. Si 3-SAT-EXHAU({|—y,, N — 1) : renvoyer VRAI T (N\Z
5. Renvoyer FAUX

Exemple
(X1 V X2 V X3) VAN (_|X1 V X2 V X4) A (X] V X2 V _\X5) A (_|X3 vV Xy vV X5)

Ks: (rvaxav¥y) Alax, v 'I*LV*u)A(xA VL) T Ky (— A(mwg -¥%t (Rev¥d) = C}



Une autre approche récursive

Idée
> Sip = (6 VIV I) A ¢ estsatisfiable, /1 = vRAI ou £; = VRAI ou {3 = VRAI
> = (b A 901(]) V(6 A 90\,52) V(€3 A ‘:0\,53)

Exemple
(X1 V X2 V X3) VAN (_|X1 V X2 V X4) VAN (X] V X2 V _|X5) A (_|X3 vV Xy V X5)

!
b,

Lele = (X,\v "Ngf\ ("X; vy V)\g-\

IXA,'N,_ (W‘r\n, VXV X ;\

e, Xgy = d v

"

('IYZ_V XL\) (-m,,vg(k vxg N L(

K-P'
(%, = (_1)‘| V'\'Ixz\l\(q\ A ("\V*L\/-‘\L§\ A(xq V“Y}



Algorithme par élimination
3-SAT-ELIM(¢p) :

S’il existe une clause vide : renvoyer FAUX

Si ¢ = 0 : renvoyer VRAI

(61 \/62\/€3)/\g0/ —

Si 3-SAT-ELIM(¢p)4, ) : renvoyer VRAI

Si 3-SAT-ELIM(¢p|4,) : renvoyer VRAI

Si 3-SAT-ELIM(¢p|4, ) : renvoyer VRAI

Renvoyer FAUX

NSk w N =

Correction
('( = (Q,\ A ‘e(h\ v (<LA(Q(QL\> v (st ‘p\eg\

Complexité

Tln) ¢ 37l v 20101 () -0 (3" 1)



Amélioration

Idée
Si by A go"& n’est pas satisfiable, on peut supposer —¢; !

3-SAT-ELIM2((p)

S’il existe une clause vide : renvoyer FAUX
Si o = 0 : renvoyer vRAI

(61 \/62\/63)/\Q0/ —

Si 3-SAT-ELIM2(¢p4, ) : renvoyer VRAI

Si 3-SAT-ELIM2(¢04,(=4y) * renvoyer VRAI

Si 3-SAT-ELIM2(0,(~y,503) * renvoyer VRAI
Renvoyer FAUX

NS gk w N~

Complexité

Tl £ Tlaa) 4T o Tls) + B (181)



Résolution de récurrences

Théoréme admis
Soit ay, ..., ax > 0 et T(n) satisfiant pour n > k

k
T(n) <> aT(n—i)+f(n)
i=1
Alors T(n) = O(A\"f(n)) ot1 X est I'unique racine réelle > 0 du polynome x* — 21;1 aix"

Corollaire
SiT(n) < T(n—1)+4T(n—2)+ T(n—3)+ O(|¢]), alors T(n) = O(1, 83929")



Nouvelle amélioration

Idée
> Si—{ n’apparait pas dans ¢, on peut supposer £ — remplacer ¢ par ¢
> On peut supposer que toute variable x apparait positivement et négativement dans ¢

Lemme
Y= (X\/€1\/£2)/\(_\X\/€3\/€4)Ag0,

(s ) ) ¥ (e G ) olten g )
= (’("ks A (glfx,fv,\v(\(dq A%(;’Q;.QA v @A ! ‘ke\hx'{) v (e"’- A \egwlqe"e‘>

"

Algorithme et complexité

4 agpe's dws\?e, ) ovee n-1 M\:\& f 2 avec =% um\;\«b
) € grlnd) vl we(\l{\) ~y T(A) = ‘e(mégs"‘)



Un autre approche

Idée de base

> Si A ne satisfait pas o, au moins une clause C de ¢ n’est pas satisfaite
> Si C = {0Vl V{3 nest pas satisfaite, aucun des littéraux n’est satisfait

— on essaie trois nouvelles affectations en modifiant les trois variables de ¢y, ¢, 3
Exemple
(X1 V X2 vV X3) VAN (_|X1 V X2 \Y X4) A (X] V X2 V ﬁX5) A (_|X3 \Y Xy \Y X5)

¥=Faux ¥, =VRp X=FAOY X =vear X ¢=FAUX

Ql‘/"\‘a\”"n) Pas u\w\&;; — o VesYe -

(\I(L;M [ VA TAVY, Ve FAOXB
((FAUK, TAUX, FAUL JRM | FAOK)
( FAUX, VAL UKL URA (FARUY)



Algorithme de recherche locale

3-SAT-LocAL(p fA) :

Si A satisfait ¢ : renvoyer VRAI

C < clause non satisfaite de ¢

X, ¥, z < variables de C

Ay < affectation obtenue en changeant la valeur de x dans A
A, < affectation obtenue en changeant la valeur de y dans A
A, < affectation obtenue en changeant la valeur de z dans A
Si 3-SAT-LocAL(p, Ay) : renvoyer VRAI

Si 3-SAT-LocAL (¢, Ay) : renvoyer VRAI

Si 3-SAT-LocAL(p, A;) : renvoyer VRAI

Renvoyer FAUX

NS RN =

-
e w

Correction
L’algorithme boucle : (x V =y V =z) A (—x V =y V —z) et A = (VRAL, VRAI, VRAI)



Algorithme de recherche locale bornée
3-SAT-LocAL(p, A ) :
Si A satisfait ¢ : renvoyer VRAI
Si r = 0 : renvoyer FAUX
C < clause non satisfaite de ¢
X, y, Z < variables de C
Ay < affectation obtenue en changeant la valeur de x dans A
A, < affectation obtenue en changeant la valeur de y dans A
A, < affectation obtenue en changeant la valeur de z dans A
Si 3-SAT-LoCAL(p, Ax, F — 1) : renvoyer VRAI
Si 3-SAT-LoCAL(¢p, A, [r — 1) : renvoyer VRAI
Si 3-SAT-LocAL(p, Az F — 1) : renvoyer VRAI
. Renvoyer FAux

® NS TR wN =

I
- O \O



Analyse de la recherche locale bornée

Distance entre deux affectations

Nombre de variables avec affectations différentes
> distance entre (VRAI, FAUX, FAUX) et (FAUX, VRAI, FAUX) : 2
> distance entre (VRAI, FAUX, FAUX) et (VRAI;VRAI, FAUX) : ‘L

Correction

3-SAT-LOCAL(, A, r) renvoie
> VRAI si @ est satisfaite par une affectation a distance < r de A
P> FAUX sinon

Complexité

T(nr) <37(nr=1)+ (o) = B(2 a ju\)



Comment utiliser 'algorithme ?

Affectation de départ

> Par exemple Aygar = (VRAL ..., VRAI)
> Si A satisfait ¢, A et Aypa sont a distance < n—r=n
> Complexité : O(3" - |¢|)

Observation
» Toute affectation a > g VRAIS ou > g FAUX
> Si Asatisfait ¢, alors A est a distance < 7 de Ayga 0u de Apapx = (FAUX, . . ., FAUX)

Algorithme et complexité

» Deux appels a 3-SAT-LoCAL((, A, 7) avec A = Ayga et A = Apaux
» Complexité : O(3"2 - |p|) = O(1,7321")



Conclusion

— 2n
5000001 —— 1,83929"

— 1,7693"

— 1,7321"
4000001 — 1,307"
300000
200000
100000 -

0 25 50 75 100 125 150 175

» Meilleurs algorithmes en O(1,307")
> Algorithmes pratiques différents et tres efficaces
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Rappel du probléeme

Distance d’édition
Entrées : deux mots A et B de longueur m et n respectivement
Sortie 1: la distance d’édition A(A, B) entre A et B
Sortie 2: un alignement de A et B avec A(A, B) désaccords

Alignement et distance

HA® GORRYTONE

ALGO®RITHME — "= ¢



Rappel des algorithmes

Distances entre préfixes
> A;;: distance entre A ;| et B[ ;[ ou
> Ap,it = A A Api-g
> Byo,ji = BBy -~ Byj—y
> A(A,B) = A,

Lemme

Ai—hj' +1
A,’J = min Ai,j—1 +1

Ajj+ 5’4[1'71]7&8[[71]
Théoréme

On peut calculer A(A, B) en ‘temps et espace O(mn)

A AL GORTITHME
0 1 2 3 45 6 7 8 9 10

H| 1

Al 2

G| 3

ol 4

R |5

R | 6

Y |7

T | 8

N |9

E |10




Rappel des algorithmes

Distances entre préfixes

> A;;: distance entre A ;| et B[ ;[ ou
> Al = A An Al
> Bpo,ji = By B -+ Blj—]

> A(A,B) = Ay

Lemme

Ai—hj' +1

Ajjq+1

Ajj+ 5’4[1'71]7&8[[71]

A,’J = min

Théoreme

On peut calculer A(A, B}\en temps et espace O(mn)

4\' =N W\:av«»—z} Q\uw.‘l

A AL GORTITHME

0 1 2 3 45 6 7 8 9 10
H|( 1 2 3 45 6 7 7 8 9
Al2 42 3 45 6 7 8 8 9
G|3 2 2 2 3 45 6 7 8 9
o4 3 3 3 2 3 45 6 7 8
R|5 4 4 4 3 2 3 45 6 7
R|6 5 5 5 43 3 45 6 7
Y|7 6 6 6 5 4 4 4 5 6 7
T|8 7 7 7 6 5 5 @4 5 6 7
N|9 8 8 8 7 6 6 5 5 ©® 7
E[10 9 9 9 8 7 7 6 6 6 (6



Problématique de la mémoire

Et si on veut moins qu’un espace O(mn) ?

Calcul de la distance
» Pour remplir la ligne i de A, on n’a besoin que de la ligne i — 1
» On ne retient que les lignes i — Tet i — O(m)
P> Remarque : on peut échanger m et n pour avoir m < n

Calcul de l’alignement

> Besoin de toutes les lignes...
> Reconstruction impossible avec uniquement les deux derniéres lignes



Une stratégie « diviser pour régner »

HA GORRYT NE
ALGO |RITHME

Si on connait...
... la partie de B a aligner avec Ao, 21 et celle avec ALl m] h=4

[ Awizi )| Auziet
[ Bio,/ ][ B/, o[ ]

On peut calculer...

... deux alignements A[o,LgJ[HB[o,h[ et A[Lg],m[HB[h,n[

— appels récursifs en tailles ([ 3], h) et ([5'],n— h)



Calculer le point central h

Généralisation aux préfixes

> [Hij: A, = | est aligné avec Bjogyy, | dans un alignement optimal Ao, itll Bpo,ji
> H;jnon définisii < [7]

> Hij=jsii=[3]
> Hio=0sii>|2]

> h= Hm,n
Lemme
H’_1yf
Sii> L%J HJ = H,"j_1
Hi—1j-1

Si A,‘J = A,'_Lj +1
si A;’j = A,‘7j_1 +1

siAjj=Aj 1+ 5A[1—1]753[j—1]

Preuve : alignements possibles

[ A[o,L%J[ A[m,: @3
EXSETE N

A[o,L%J[ il N

HEES N

Am%u

Al 1[

Bio, /[

B[hl 1[




Exemple

AL GORTITHME
X X X X X X X X X X X

2 3 45 6 7 8 9 10

1

S O O O O O

H

A L GORTITHME

10

2 3 456 7 89

1

Hix X X X X X X X X X X
AlXx X X X X X X X X X X
G|lXx X X X X X X X X X X
O|lx X X X X X X X X X X

M >XHZ M|

O NN <! ON0OS

—

A

T < OO0 MM »>»HZH



Exemple

Hix X X x X 2
SX X X X X o
T[X X X X X 0
H|>x X X X X I~
HiX X X X X \©
KX X X X X 0
O|x X X X X <
OIX X X X X o
[ X X X X X
<X X X X X —

X X X X X OO0 OO0 oo
Ry T <O O0ONMEMM HZR
M| o o oy o0 I~
Sl |oyn 00 0 0 I~ O
T (0 I~ 00 I~ O N
Him N~ O N0 <
H[LVo OV VI < ™
TR To RN To T oW |
O S~ < n AN on
O on N n <
AN NN N en <
<dl— — — N on <

O NN <O O~
< T < OO MM >»HZH




Exemple

Hix X X x X 2
SX X X X X o
T[X X X X X 0
H|>x X X X X I~
HiX X X X X \©
RXXXXXS,
O|X X X X x <
VX X X X X 0 oy
AlXx X X X X <
<% X X X x — 4
X X X X X OO0 OO0 oo
T T <O oMM >HZHRA
M| o on oy 0 I~ I~
SO 00 00 00 I~ O O
T (0 I~ 0 I~ O N W
HimN NN~ O W0 < <
H[O WOV OV N m
Ko wiin s on N m
o v n AN on <
D v on N n <t 10
AN NN NN <o
L|l— — — AN N T 0O
O NN <O O~
< T < OO NMHM>HZH




Exemple

AL GORTITHME
X X X X X X X X X X X

2 3 45 6 7 8 9 10

1
1
1
1
1

1
1
1
1
1
1

0
0
0
0
0
0

2 4 45 5 5 5 5

1
1
1
1

4 4 45 5 5 5

4 4 4 4 4 4 4

4 4 4 4 4 4 4

4 4 4 4 4 4 4

H

A L GORTITHME

10

2 3 456 7 7 8 9

2 3 456 7 89

1
1
1

0

1

Hix X X X X X X X X X X

AlxXx X X X X X X X X X X

2 3 45 6 7 8 8 9

32223 456 7389

2

G|lXx X X X X X X X X X X

O|lx X X X X X X X X X X

R
R
Y
T
N
E

5 4 4 4 3 2 3 45 6 7
6 55 5 4 3 3 45 6 7

7. 6 6 65 44 45 6 7
8 77 7 6 5 5 45 6 7
9 8 8 8 7 6 6 55 6 7
0 9 9 9 8 7 7 6 6 6 6

A

H
A
G

o|4 3 3 3 2 3 45 6 7 8

R
R

Y
T
N
E



Exemple

AL GORTITHME
X X X X X X X X X X X

10

2 3 45 6 7 89
2 4 45 5 5 5 5

1
1
1
1
1

1
1
1
1
1
1

0
0
0
0
0
0

4 4 45 5 5 5

1
1
1
1

4 4 4 4 4 4 4

4 4 4 4 4 4 4

4 4 4 4 4 4 4

H

A L GORTITHME

10

2 3 456 7 7 8 9

2 3 456 7 89

1
1
1

0

1

Hix X X X X X X X X X X

AlxXx X X X X X X X X X X

2 3 45 6 7 8 8 9

32223 456 7389

2

G|lXx X X X X X X X X X X

O|lx X X X X X X X X X X

R
R
Y
T
N
E

5 4 4 4 3 2 3 45 6 7

6 55 5 4 3 3 45 6 7
7. 6 6 65 44 45 6 7
8 77 7 6 5 5 45 6 7
9 8 8 8 7 6 6 55 6 7
0 9 9 9 8 7 7 6 6 6 6

A

H
A
G

o|4 3 3 3 2 3 45 6 7 8

R
R

Y
T
N
E

Remarque : on peut ne retenir que deux lignes de A et H



Calcul de h: I’algorithme

VCALCULH(A, B):
1. (m, n) < tailles de Aet B
2. AP;ACHP O HS < tableaux de taille n + 1 (lignes précédente et courante de A et H)
3. Pourj:Oén:A’[”j] JsHp
4. Pouri=1am:
5. A[CO] <— i; ,fl[‘b] 0
6. Pourj=1an:
7. Afy < min(A7 +1,A5 4 +1,A7 o+ 0, y28, )
8. Sii>|7]:
9. Si Afy = Apy+1: Hy « Hf
10. Sinon si Afj] = Aqu] +1: H[‘j] — H[(jq]
11. Sinon : H[Cj] — H[qu]
12. Pourj=0an: Afj] +— Afj] c HE.] +— H[Cj] (courante — précédente)
13. Renvoyer H[Cn]




L’algorithme récursif

VALIGNEMENTDPR(A, B): ]
1. (m, n) < tailles de Aet B
2. Sim=0:renvoyer (*_(,_", B) n blancs
3. Sin=0:renvoyer (A,” _(m)_") m blancs
4. h < CALcULH(A, B)
5. (A1, Br) < ALIGNEMENTDPR(A[p | = [, Bjo )
6. (Az, By) < ALlGNEMENTDPR(A[L%Lm[, Bip,np)
7. Renvoyer (A; - Ay, By - By) (concaténations)
Complexité

> Espace : O(min(m, n)) pour CALcULH et réutilisation de I'espace — O(min(m, n))
» Temps: T(m,n) < T(|[F],h) + T([F],n—h) 4+ O(mn) <c-mn & m kT

‘T(W\,u\ ('“/2 )#T(“’ —I\)-f C-np

T K)o, o ) e T ) (v nehek) o
B A I TIIE VAR

C VVI(v\'L\\ + C mA
-

W II\



Conclusion
Distance d’édition

» Programmation dynamique en temps O(mn) et espace O(mn)
» Version économe en mémoire O(m) pour la distance, sans alignement

> Ajout de « diviser pour régner » : version économe en mémoire pour I’alignement
De maniére plus générale

» Programmation dynamique gourmande en mémoire

P Treés souvent : version économe en mémoire sans reconstruction

> Reconstruction avec « diviser pour régner » :
> « méme » temps que P'algorithme de base

multiplié par une constante, voire log(n)
> « méme » espace que la version économe

multiplié par une constante
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