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Brigitte Bidégaray-Fesquet

Cours de M2R — –

1 Introduction à l’équation de Schrödinger

1.1 L’expérience de la double fente – propriétés ondulatoires de l’électron

On suppose qu’un faisceau d’électrons est dirigé vers un plan comportant deux fentes. On
détecte les électrons sur un écran situé de l’autre côté du plan en occultant éventuellement une
des fentes. On obtient les courbes de distribution d’intensité suivantes illustrées à la figure 1.

(a) (b) (c)

Figure 1 – Courbes d’intensité, à travers une fente (a) et (b) et deux fentes (c).

Cette expérience met en évidence deux points :

1. on ne peut pas prédire où un électron va toucher l’écran (balistique) mais uniquement une
probabilité qu’il le touche à un endroit donné ;

2. la courbe d’interférence obtenue pour deux fentes est similaire à celle de l’interférence de deux
ondes d’amplitudes (complexes) E1 et E2. On remarque que la courbe (c) n’est pas la somme
des courbes (a) et (b), ce qui est dû au fait que |E1 � E2|2 � |E1|2 � |E2|2.

Le comportement individuel des électrons est intrinsèquement aléatoire et cet aléa se propage selon
la loi de la mécanique ondulatoire.

Pour une introduction physique plus complète, nous renvoyons à une précédente version de
cours [BF09] ainsi qu’à [Mes95].

1.2 Fonctions d’onde

En mécanique quantique, l’état d’une particule est décrit par une fonction à valeurs complexes
dépendant de la position et du temps : ψpx, tq, x P R3, t P R. Cette fonction est appelée fonction
d’onde ou vecteur d’état.

À la lumière de l’expérience précédente, la fonction d’onde doit vérifier les propriétés suivantes.

1. |ψp�, tq|2 est la distribution de probabilité de la position de la particule. En particulier, étant
donné une région Ω � R3, la probabilité que la particule soit dans cette région est donnée par³
Ω |ψpx, tq|2dx. Et bien sûr, on a la normalisation

³
R3 |ψpx, tq|2dx � 1.
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2. ψ est solution d’une équation de type onde.
L’espace d’état sera alors naturellement l’espace des fonctions de carré intégrable

L2pR3q :� tψ : R3 Ñ C{
»

R3
|ψpxq|2dx   8u

assorti ou non de la condition de normalisation. Cet espace est un espace de Hilbert pour la norme
} � } associée au produit scalaire

xψ,φy :�
»

R3
ψ̄pxqφpxqdx.

1.3 L’équation de Schrödinger

L’équation de Schrödinger n’est pas vraiment dérivée, mais obtenue comme seule équation
vérifiant certaines propriétés voulues par le modélisateur, à savoir

1. la causalité : la donnée de ψp�, t0q doit permettre de déterminer de manière unique ψp�, tq
pour tout t ¡ t0 ;

2. le principe de superposition : si ψ et φ décrivent l’évolution d’un état, alors pour tout α,
β P C, αψ� βφ décrit l’évolution d’un autre état ;

3. le principe de correspondance : dans la limite classique, la mécanique quantique doit tendre
vers la mécanique classique.

Les deux premières propriétés induisent que ψ doit être solution d’une équation du type

Bψ
Bt � Aψ,

où A est un opérateur linéaire. La dernière propriété va nous permettre d’identifier A. Elle se traduit
par trois hypothèses.

– L’énergie totale E d’une particule est la somme d’une énergie cinétique et d’une énergie poten-
tielle, E � p2{2m� V , où p and m sont respectivement le moment et la masse de la particule,
et V l’énergie potentielle qui peut dépendre de l’espace et du temps.

– L’énergie E d’un photon est proportionnelle à la fréquence ν (ou la fréquence angulaire ω) de
l’onde électromagnétique correspondante : E � hν �  hω (hypothèse des quanta de lumière
d’Einstein ), où  h est la constante de Planck réduite :  h � 1, 054 10�34 S.I.

– Toute particule peut être associée à une onde et son moment est alors reliée à la longueur
d’onde λ (ou au nombre d’onde |k|) par p � h{λ �  h|k| (hypothèse de de Broglie ).

Si on applique ces hypothèses à une onde monochromatique ψpx, tq � exppipk � x � ωtqq, on
obtient

Bψ
Bt � �iωψñ Eψ �  hωψ � i hBψBt ,

∇ψ � ikψñ ∆ψ � �|k|2ψñ |p|2ψ � p h|k|q2ψ � � h2∆ψ.

En écrivant l’énergie totale, on obtient alors l’équation de Schrödinger :

i h
Bψ
Bt � Hψ, avec H � �  h2

2m
∆x � Vpxq.

L’opérateur H, dit opérateur de Schrödinger, est bien linéaire.

Des exemples typiques de potentiels sont
– la particule libre : Vpxq � 0 ;
– la double fente : Vpxq � �8 sur le mur et 0 partout ailleurs ;
– l’atome d’hydrogène dans l’approximation de Born–Oppenheimer : Vpxq � �α{|x| (potentiel

de Coulomb) ;
– l’oscillateur harmonique : Vpxq � mω2|x2|{2.

On reviendra à ces exemples dans la suite.
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2 Dynamique de Schrödinger

On ajoute une condition initiale ψpt � 0q � ψ0, avec ψ0 P L2pR3q, à l’équation de Schrödinger

i h
Bψ
Bt � Hψ, avec H � �  h2

2m
∆x � Vpxq.

Nous devons alors résoudre un problème de Cauchy. Nous allons montrer des résultats d’existence
et quelques propriétés de la solution. La forme de l’opérateur H joue un rôle relativement mineur,
ce qui compte étant qu’il est auto-adjoint.

2.1 Opérateurs linéaires sur un espace de Hilbert

On se donne un espace de Hilbert H et un opérateur linéaire A de H dans H. On considère, sauf
mention contraire, que x P Rd pour un d général.

Domaine d’un opérateur

Comme on est dans un Hilbert (dans lequel toute suite de Cauchy converge), il n’est pas
nécessaire de définir A sur H tout entier mais uniquement sur une partie dense, que l’on notera
DpAq, le domaine de A. Typiquement, on prend

DpAq :� tψ P L2pRdq{Aψ P L2pRdqu.

Par exemple, si le potentiel V est borné, le domaine le plus grand sur lequel on peut définir
l’opérateur H est

DpHq � tψ P L2pRdq{Hψ P L2pRdqu � H2pRdq.

Ce résultat (admis ici) n’est pas complètement trivial car on déduit du fait que ψ et Hψ sont bornées
dans L2pRdq, le fait que toutes les dérivées premières et secondes sont bornées dans L2pRdq.

Opérateur borné

Parmi les opérateurs, nous allons différencier ceux qui sont bornés au sens suivant.

Définition 1 Un opérateur A sur H est dit borné si

~A~ :� sup
ψPH
}ψ}�1

}Aψ}   8.

Cette norme permet de munir l’espace des opérateurs bornés de H, BpHq, d’une structure de Ba-
nach. S’il est plus facile de traiter des opérateurs bornés, une grande partie des opérateurs que nous
aurons à aborder seront malheureusement non bornés.

Définition d’un opérateur borné sur un sous-espace dense

Il suffit en général de trouver une borne sur une partie dense, conformément au lemme suivant.

Lemme 1 Si un opérateur A vérifie }Aψ} ¤ C}ψ} pour tout ψ dans un sous-espace vectoriel dense D de H,
alors on peut étendre A en un opérateur borné sur tout H (que l’on note encore A) tel que pour tout ψ P H,
}Aψ} ¤ C}ψ}.
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Preuve :
Soit ψ P H. CommeD est dense dans H, il existe une suite de ψn d’éléments deD qui converge vers
ψ. Comme D est un espace vectoriel, ψn�ψm P D et par hypothèse }Apψn�ψmq} ¤ C}ψn�ψm}.
Par linéarité de A, en réécrivant ceci }Aψn � Aψm} ¤ C}ψn � ψm}, on obtient que Aψn est une
suite de Cauchy qui par complétude de H tend vers un élément de H que l’on note Aψ. On a alors
clairement

}Aψ} � lim
nÑ8 }Aψn} ¤ C lim

nÑ8 }ψn} � C}ψ},

ce qui étend la valeur de la borne sur tout H.
Ce résultat ne dépend pas de la suite choisie. En effet, si on avait pris une autre suite ψ 1

n qui fournit
une limite Aψ 1, on aurait

}Aψ�Aψ 1} � lim
nÑ8 }Aψn �Aψ

1
n} ¤ C lim

nÑ8 }ψn �ψ
1
n} � 0.

Inverse

On note ImpAq l’image de A définie par

ImpAq :� tAψ{ψ P DpAqu.

Définition 2 Soit A un opérateur sur H. On dit que l’opérateur B sur H est l’inverse de A si

DpBq � ImpAq, DpAq � ImpBq,

et

BA � 1IImpBq AB � 1IImpAq.

On note A�1 cet inverse.

On dit que l’opérateurA est inversible, si il admet un inverse et que cet inverse est borné. Un critère
d’inversibilité très courant est donné par le théorème suivant.

Théorème 1 Soit A un opérateur inversible et B un opérateur borné qui vérifie ~B~   ~A�1~�1. Alors
l’opérateur A� B défini sur le domaine DpA� Bq � DpAq est inversible
Preuve :
Ceci découle de la relation A�B � Ap1I�A�1Bq et des exercices suivants. En effet comme 1I�A�1B

est un opérateur borné, on peut prendre pour son domaine H tout entier, ce qui permet de choisir
également DpA�Bq � DpAp1I�A�1Bqq � DpAq. Comme A et 1I�A�1B sont inversibles, on sait que
leur produit est également inversible.

Exercice 1 Sous les hypothèses du théorème précédent, montrer que la série de Neumann
°8
n�0p�A�1Bqn

est convergente et fournit un inverse de 1I�A�1B.

Exercice 2 Montrer que si les opérateurs A et C sont inversibles alors AC est inversible et son inverse est
donné par pACq�1 � C�1A�1.
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2.2 Opérateur symétriques et auto-adjoints

Définition 3 L’adjoint d’un opérateurA sur un espace de Hilbert est l’opérateurA� qui satisfait xA�ψ,φy �
xψ,Aφy pour tout φ P DpAq et tout ψ dans le domaine

DpA�q :� tψ P H{DCψ ¡ 0 telle que @φ P DpAq, |xψ,Aφy| ¤ Cψ}φ}u.

Par le théorème de représentation de Riesz–Fréchet 1 (voir par exemple [Bre87] ou [RS72a]), ceci
définit bien uniquement l’opérateur linéaire A�.

Définition 4 Un opérateur A est symétrique si pour tout ψ, φ P DpAq, xAψ,φy � xψ,Aφy.

Définition 5 Un opérateur A est auto-adjoint si A � A�.

On voit alors que la difficulté réside dans le domaine et que A est auto-adjoint si et seulement si
il est symétrique et DpAq � DpA�q. Des contre-exemples sont faciles à trouver dans notre contexte,
par exemple l’opérateur de Schrödinger �∆ � c{|x|2 avec c ¡ 1{4 est symétrique dans le domaine
C80 pR3zt0uq, mais n’admet pas un unique extension auto-adjointe (voir [RS72b]).

Pour les opérateurs bornés, toutes ces subtilités n’ont pas lieu d’être, comme le montre le lemme
suivant.

Lemme 2 Si A est borné et symétrique, il est auto-adjoint.

Preuve :
Comme A est borné, le lemme 1 assure que l’on peut choisir DpAq � H. Pour ψ, φ P H, on peut
alors écrire la majoration

|xA�ψ,φy| � |xψ,Aφy| ¤ }ψ}~A~}φ}.

On peut donc également prendre DpA�q � H et A est auto-adjoint.

Si le potentiel V est réel (et a fortiori si il est nul), l’opérateur de Schrödinger est symétrique. En
revanche, c’est un opérateur non borné, il nous faut donc d’autres outils.

Théorème 2 Si A est auto-adjoint, alors pour tout z P C tel que la partie imaginaire =pzq � 0, l’opérateur
A� z1I admet un inverse borné qui satisfait, pour tout φ P H,

}pA� z1Iq�1φ} ¤ |=pzq|�1}φ}.

Exercice 3 Réaliser la preuve assez technique du théorème 2.

2.3 Estimation a priori : conservation de la probabilité

Nous avons déjà vu la condition de normalisation»
R3
|ψpx, tq|2dx � 1

qui est une conservation de la probabilité totale de présence de la particule.

Théorème 3 Soit ψ0 P DpHq. La probabilité est conservée par le problème de Cauchy associé à l’opérateur
de Schröginger H et à la donnée initiale ψ0 si et seulement si H est symétrique.

1. Théorème de représentation de Riesz–Fréchet : Pour tout élément du dual T P H� (c’est-à-dire toute application
linéaire continue sur H), il existe un unique élément de φ P H tel que pour tout ψ P H, on ait Tψ � xφ,ψy. De plus
}φ} � ~T~.
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Preuve :
Si ψ est solution du problème de Cauchy, alors

d

dt
xψ,ψy � x BBtψ,ψy � xψ, BBtψy � x 1

i h
Hψ,ψy � xψ, 1

i h
Hψy � 1

i h
rxψ,Hψy � xHψ,ψys.

Ceci est nul pour tout temps si et seulement si xφ,Hφy � xHφ,φy pour tout φ P DpHq (prendre
φ � ψ0 pour le ! et seulement si "). Ceci est vrai si et seulement si H est un opérateur symétrique.
Le ! et seulement si " découle cette fois-ci de l’identité de polarisation

xψ,φy � 1
4
p}φ�ψ}2 � }φ�ψ}2 � i}φ� iψ}2 � i}φ� iψ}2q.

2.4 Exponentielles d’opérateurs

Lemme 3 Si A est un opérateur borné, nous pouvons définir l’opérateur eA grâce à la série

eA :�
8̧

n�0

An

n!
.

Preuve :
Il suffit de voir que cette série converge absolument. En effet

~eA~ ¤
8̧

n�0

~An~
n!

¤
8̧

n�0

~A~n
n!

� e~A~   8.

Proposition 1 Si A est un opérateur non borné auto-adjoint, il est possible de définir eiA.
Preuve :
Cela demande un peu plus d’efforts. Le théorème 2 permet d’assurer que la famille d’opérateurs

Aλ :� 1
2
λ2rpA� iλq�1 � pA� iλq�1s,

est bien définie et que les Aλ sont bornés pour tout λ ¡ 0.

Lemme 4 Les opérateurs Aλ approchent A au sens où pour tout ψ P DpAq, limλÑ8Aλψ � Aψ.
Preuve :
À partir de A, on peut définir une approximation de l’identité Bλ qui vérifie Aλ � BλA 2 :

Bλ :� 1
2
piλqrpA� iλq�1 � pA� iλq�1s.

De même, on remarque que 3

1I� Bλ :� 1
2
rpA� iλq�1 � pA� iλq�1sA.

2. C’est un simple calcul :

Aλ �
1
2
λ2pA� iλq�1pA� iλq�1rpA� iλq � pA� iλqs � λ2pA� iλq�1pA� iλq�1A

�
1
2
iλpA� iλq�1pA� iλq�1rpA� iλq � pA� iλqsA �

1
2
iλrpA� iλq�1 � pA� iλq�1sA � BλA.

3. Autre calcul :

1I� Bλ �
1
2
piλqpA� iλq�1pA� iλq�1r

2
iλ

pA� iλqpA� iλq � 2iλs � pA� iλq�1pA� iλq�1A2

�
1
2
rpA� iλq�1 � pA� iλq�1sA.

6



Nous avons vu que ~pA � iλq�1~ ¤ 1{λ (seul point qui utilise le caractère auto-adjoint dans cette
preuve), on a donc, pour φ P DpAq,

}p1I� Bλqφ} � 1
2
}rpA� iλq�1 � pA� iλq�1sAφ} ¤ 1

λ
}Aφ},

qui tend vers 0 quand λ Ñ 8. Ainsi limBλφ � φ. Comme Bλ est un opérateur borné et DpAq est
dense dans H, ceci peut s’étendre à tout φ P H. Appliquons ceci à φ � Aψ pour un ψ P DpAq. Alors
limBλAψ � limAλψ � Aψ.

Comme Aλ est borné, on peut définir l’exponentielle eiAλ par une série.

Lemme 5 Si A est auto-adjoint, alors eiA est une isométrie, i.e. }eiAψ} � }ψ}.

Lemme 6 Si A est borné, alors

B
Bse

isA � iAeisA � eisAiA.

Exercice 4 Montrer ces deux lemmes.

Lemme 7 La famille teiAλ , λ ¡ 0u est de Cauchy pour la norme d’opérateurs dans DpAq.
Preuve :
On écrit l’opérateur différence sous la forme intégrale :

eiAλ 1 � eiAλ �
» 1

0

B
Bs re

isAλ 1eip1�sqAλsds.

Comme Aλ est symétrique et borné, il est auto-adjoint. Par ailleurs Aλ et Aλ 1 commutent. On peut
alors majorer

}peiAλ 1 � eiAλqψ} � }
» 1

0

B
Bs re

isAλ 1eip1�sqAλsψds} � }
» 1

0
eisAλ 1eip1�sqAλipAλ 1 �Aλqψds}

¤
» 1

0
}eisAλ 1eip1�sqAλpAλ 1 �Aλqψ}ds

�
» 1

0
}pAλ 1 �Aλqψ}ds � }pAλ 1 �Aλqψ}.

On a donc }peiAλ 1 � eiAλqψ} Ñ 0.

La suite teiAλ , λ ¡ 0u converge donc vers une limite dans H quand λ Ñ 8. On définit alors,
pour ψ P DpAq,

eiAψ :� lim
λÑ8

eiAλψ.

À la limite, l’isométrie donne

}eiAψ} ¤ }ψ}.

Ceci est vrai pour ψ P DpAq, mais on peut à nouveau étendre la définition et l’estimation à ψ P H

(laissé en exercice). Nous avons donc bien défini l’opérateur eiA sur H, ce qui prouve la proposition
1.

Définition 6 Un opérateur U est dit unitaire si UU� � U�U � 1I.
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Les opérateurs unitaires sont des isométries car

}Uψ}2 � xUψ,Uψy � xψ,U�Uψy � xψ,ψy � }ψ}2.
Ce sont donc aussi des opérateur bornés, de norme 1, et bien sûr un opérateur unitaire U est
inversible, d’inverse U�.

Lemme 8 Si A est auto-adjoint, alors eiA est unitaire.
Preuve :
C’est facile à démontrer lorsque A est borné, et on étend le résultat à A non borné en utilisant à
nouveau la famille Aλ. Comme xeiAψ, eiAφy � xψ,φy, peiAq�eiA � 1I, et comme peiAq� � e�iA, on
a de même eiApeiAq� � 1I et eiA est unitaire.

2.5 Existence de la dynamique

Définition 7 On dit que la dynamique existe si le problème de Cauchy admet une unique solution qui
préserve la probabilité.

Théorème 4 La dynamique existe si et seulement si H est auto-adjoint.
Preuve :
Nous ne prouverons que l’implication : H auto-adjoint ñ la dynamique existe. L’implication inverse
est démontrée dans [RS72a].
Si H est auto-adjoint alors l’opérateur d’évolution associé à notre problème de Cauchy, Uptq :�
e�iHt{ h, existe et est unitaire pour tout t P R. On pose ψptq � Uptqψ0. Comme Uptq est unitaire,
}ψptq} � |ψ0} et la probabilité est conservée par le flot de l’équation.

On définit comme ci-dessus une famille Hλ d’opérateurs bornés, pour lesquels on sait que

B
Bte

�itHλ{ hψ0 � � i hHλe
�itHλ{ hψ0.

En intervertissant limite et différentiation (dont la justification est laissée au lecteur), on trouve que
pour φ P DpHq

i h
B
Btxφ, e

�itH{ hψ0y � lim
λÑ8

xφ,Hλe�itHλ{ hψ0y � lim
λÑ8

xHλφ, e�itHλ{ hψ0y � xHφ, e�itH{ hψ0y.

Si ψ0 P DpHq, on peut montrer que e�itHλ{ hψ0 P DpHq et alors

i h
B
Bte

�itH{ hψ0 � He�itH{ hψ0,

ou encore

i h
B
Btψptq � Hψptq.

Comme Up0q � 1I, ψp0q � ψ0, la fonction ψ est donc solution du problème de Cauchy.

Il reste à vérifier son unicité. Si on a deux solutions, leur différence δψ est aussi solution mais
pour la donnée initiale nulle. La symétrie de H implique alors que }δψptq} � }δψp0q} � 0. La solu-
tion est donc unique et la dynamique existe.

On appelle la famille d’opérateurs Uptq le propagateur ou groupe d’évolution. Ce groupe est
unitaire.

Exercice 5 Montrer que cette famille forme effectivement un groupe.

Pour appliquer tout ceci à Schrödinger, il suffit de vérifier le caractère auto-adjoint de H. Ceci
sera traité bien plus tard pour un potentiel quelconque. Limitons nous dans la suite au propagateur
libre.
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2.6 Le propagateur libre

En l’absence de potentiel, on étudie le propagateur libre Uptq � eiH0t{ h où H0 :� �  h2

2m∆. Ce cas
s’étudie grâce à l’analyse de Fourier.

Soit plus généralement la gaussienne gpkq � e�a|k|2{2 avec <paq ¥ 0. Pour l’opérateur différentiel
p :� �i h∇, on calcule (la tranformée de Fourier d’une gaussienne est une gaussienne)

pea h2∆{2ψqpxq � gppqψpxq � p2πa hq�d{2
»

Rd
e�|x�y|

2{2a h2
ψpyqdy.

On prend a � it{m h, pour obtenir

pe�iH0t{ hψqpxq �
�
2πi ht
m


�d{2 »
Rd
eim|x�y|2{2 htψpyqdy.

On a en particulier décroissance ponctuelle de la solution :���e�iH0t{ hψpxq
��� ¤ �2π ht

m


�d{2 »
Rd
|ψpyq|dy.

On peut aussi réécrire ceci sous la forme

e�iH0t{ hψpxq �
�
2πi ht
m


�d{2
eim|x|2{2 ht

»
Rd
e�imx�y{ ht

�
eim|y|2{2 htψpyq

	
dy.

Si on note ψtpyq :� eim|y|2{2 htψpyq, alors ceci veut dire que

e�iH0t{ hψpxq �
�
it

m


�d{2
eim|x|2{2 htxψtpmx{tq.

Si ψ̂pkq est localisé près de k0 P Rd, c’est aussi le cas de xψtpkq pour t, et ainsi le membre de droite est
localisé près du point x0 � v0t avec v0 � k0{m. Ce comportement est celui de la trajectoire classique
d’une particule de moment k0. On ne peut pas faire mieux à cause du principe d’incertitude, cf.
infra.

3 Que peut-on mesurer ?

On appelle observables les quantités physiques qui peuvent être mesurées expérimentalement.
La fonction d’onde sur laquelle nous avons tout basé jusqu’à maintenant n’est pas un observable.

3.1 Valeurs moyennes et opérateur de moment

C’est la distribution de probabilité à l’instant t, |ψp�, tq|2 qui permet de définir des valeurs
moyennes. Par exemple, la position moyenne de la particule est donnée par

³
R3 x|ψpx, tq|2dx.

De manière générale, on note la moyenne de l’opérateur A dans l’état ψ par

xAyψ � xψ,Aψy.

Intéressons nous par exemple à la valeur moyenne de la jème coordonnée xj dans l’état ψ.
Comme ψ est solution de l’équation de Schrödinger, on peut calculer l’évolution de cette quantité

d

dt
xxjyψ � d

dt
xψ, xjψy � xBψBt , xjψy � xψ, xj BψBt y � x 1

i h
Hψ, xjψy � xψ, xj 1

i h
Hψy

� xψ, i hHxjψy � xψ, xj i hHψy � xψ, i h rH, xjsψy,
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où rA,Bs � AB� BA est le commutateur de deux opérateurs.

Utilisons maintenant la forme particulière de l’opérateur de Schrödinger. Comme ∆pxψq �
x∆ψ� 2∇ψ, et que V commute avec l’opérateur de position, on a

i

 h
rH, xjs � � i h

2m
rxj∆� 2∇j � xj∆s � � i h

m
∇j.

Nous avions déjà noté pj � �i h∇j, ce qui permet d’écrire

m
d

dt
xxjyψ � xψ,�i h∇jψy � xpjyψ.

Nous retrouvons la définition classique du moment.

L’opérateur pj est auto-adjoint de domaine

Dppjq � tψ P L2pR3q{∇jψ P L2pR3qu.

En utilisant la transformée de Fourier, on peut calculer la valeur moyenne de l’opérateur de moment

xψ,pjψy � xψ̂,ypjψy � xψ̂,kjψ̂y �
»

R3
kj|ψ̂pkq|2dk.

Ainsi |ψ̂pkq|2 est la distribution de probabilité pour le moment de la particule.

3.2 Observables

Définition 8 Un observable est un opérateur auto-adjoint sur l’espace d’état L2pR3q.

Nous en connaissons déjà : les opérateurs de position, les opérateurs de moment et l’opérateur
hamiltonien H. Un autre exemple qui a une équivalent classique évident est les opérateurs de
moment angulaire Lj � px� pqj.

Comme nous l’avons fait pour la position, on a en général

d

dt
xAyψ � xψ, i h rH,Asψy �

i

 h
xrH,Asyψ.

On peut calculer facilement que r∆,ps � 0 et rV,ps � i h∇V , ce qui donne

d

dt
xpjyψ � x�∇jVyψ.

Ceci est l’équivalent de l’équation de Newton en mécanique classique. Avec l’équation d’évolution
de la moyenne de la position, nous avons un équivalent quantique des équations de la mécanique
hamiltonienne classique :

m
d

dt
xxjyψ � xpjyψ et

d

dt
xpjyψ � x�∇jVyψ.

Enfin, comme H commute avec lui-même

d

dt
xHyψ � 0,

que l’on peut considérer comme une équation de conservation de l’énergie.
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3.3 Principe d’incertitude d’Heisenberg

On définit les dispersions de xj et de pj dans l’état ψ par

p∆xjq2 :� xpxj � xxjyψq2yψ et p∆pjq2 :� xppj � xpjyψq2yψ
Théorème 5 (Principe d’incertitude d’Heisenberg) Pour tout état ψ P Dpxjq XDppjq,

∆xj∆pj ¥
 h
2
.

Preuve :
On montre facilement que i

 h rpj, xks � δjk, où δjk est le symbole de Kronecker. Ceci s’écrit sous
manière matricielle i

 h rp, xs � 1I. On peut sans perte de généralité supposer que xxyψ � xpyψ � 0.
Par ailleurs, pour deux opérateurs auto-adjoints, xirA,Bsyψ � �2=xAψ,Bψy 4. On a donc pour un
état normalisé

1 � xψ,ψy � xψ, i h rpj, xjsψy � � 2
 h

=xpjψ, xjψy ¤ 2
 h
|xpjψ, xjψy| ¤ 2

 h
}pjψ}}xjψ} � 2

 h
p∆pjqp∆xjq.

3.4 Un raffinement du principe d’incertitude

Théorème 6 Sur L2pR3q,

�∆ ¥ 1
4|x|2 .

Ceci veut dire que pour tout ψ dans un sous-espace dense de Dp�∆q (C80 pR3q en particulier),
xψ, p�∆� 1

4|x|2 qψy ¥ 0. Ce résultat est lié au précédent étant basé sur le commutateur des opérateurs
de position avec les opérateurs de moments.

Preuve :
La preuve est un peu astucieuse. Calculons plus généralement dans Rd. On remarque que

pj|x|�1 � |x|�1pj � rpj, |x|�1s � |x|�1pj � i h xj|x|3 .

On en déduit tout d’abord que 5,

ḑ

j�1

ir|x|�1pj|x|�1, xjs �  hd|x|�2.

ce qui moyenné par rapport à ψ donne

�2
ḑ

j�1

=x|x|�1pj|x|�1ψ, xjψy �  hd}|x|�1ψ}2.

D’autre part, on a

�2
ḑ

j�1

=x|x|�1pj|x|�1ψ, xjψy � �2
ḑ

j�1

=x|x|�2pjψ, xjψy � 2
ḑ

j�1

=xi h xj|x|4ψ, xjψy �
 hd}|x|�1ψ}2,

4. xirA,Bsyψ � ixψ, pAB� BAqψy � ixAψ,Bψy � ixBψ,Aψy � i
�
xAψ,Bψy � xAψ,Bψy

	
� �2=xAψ,Bψy.

5. r|x|�1pj|x|
�1, xjs � r|x|�2pj, xjs � ri h|x|�3xj, xjslooooooomooooooon

�0

� |x|�2pjxj � xj|x|
�2pj � |x|�2rpj, xjs � i h|x|�2.
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et

�2=
ḑ

j�1

xpjψ, xj|x|2ψy �
 hpd� 2q}|x|�1ψ}2.

L’inégalité de Cauchy–Schwarz implique que

|
ḑ

j�1

xpjψ, xj|x|2ψy| ¤ xψ, |p|2ψy1{2}|x|�1ψ},

et donc en réunissant avec l’égalité précédente

 h|d� 2|}|x|�1ψ}2 ¤ 2xψ, |p|2ψy1{2}|x|�1ψ}.

On élève ceci au carré et on utilise que }|x|�1ψ} � xψ, |x|�2ψy et xψ, |p|2ψy �  h2xψ,�∆ψy pour
obtenir (pour d ¥ 3)

xψ,�∆ψy ¥ |d� 2|2
4

xψ, |x|�2ψy.

Ceci donne le résultat pour d � 3.

3.5 L’atome d’hydrogène est stable

La mécanique classique prédit l’instabilité de l’atome d’hydrogène : lorsque l’électron gravite
autour du noyau, il perd de l’énergie par radiation et donc s’effondre sur le noyau. Le fait de pouvoir
minorer l’hamiltonien (et donc l’énergie) dans le cadre quantique découle du principe d’incertitude
et permet de montrer au contraire que l’atome d’hydrogène est stable !

L’opérateur de Schrödinger associé à l’atome d’hydrogène (dans l’approximation de Born–
Oppenheimer, nous y reviendrons) est

H � �  h2

2m
∆� e2

|x| ,

où m et �e sont la masse et la charge de l’électron. Le principe d’incertitude assure que

H ¥ �  h2

8m|x|2 �
e2

|x| .

Ce minorant est minimal pour |x|�1 � 4me2{ h2 et vaut en ce point �2me4{ h2 donc

H ¥ �2me4
 h2

.

4 Théorie spectrale

Nous voulons étudier les solutions du problème de Cauchy et les classer selon leur comporte-
ment dans l’espace–temps. Principalement, certaines solutions restent localisées pour tout temps et
d’autres non.
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4.1 Spectre d’un opérateur

Définition 9 Le spectre d’un opérateur A sur un Hilbert H est le sous-ensemble de C défini par

σpAq :� tλ P C{A� λ n’est pas inversibleu.

Le complémentaire est appelé la l’ensemble résolvant : ρpAq � CzσpAq. Pour λ P ρpAq, on peut définir la
résolvante de A par pA� λq�1

Ici et plus loin, on note A � λ1I par A � λ. On rappelle qu’être inversible, c’est avoir un inverse
borné.

Il y a plusieurs raisons pour lesquelles A� λ peut ne pas être inversible.

1. pA � λqψ � 0 admet une solution non nulle. Alors λ est une valeur propre et ψ un vecteur
propre.

2. pA� λqψ � 0 admet ”presque” une solution non nulle au sens où il existe une suite de Weyl,
tψnu � H telle que

(a) }ψn} � 1 pour tout n ;

(b) limnÑ8 }pA� λqψn} � 0 ;

(c) ψn á 0 (au sens où xψn,φy Ñ 0 pour tout φ P H).

On appelle multiplicité d’une valeur propre λ, la dimension du noyau

KerpA� λq :� tψ P H{pA� λqψ � 0u.

Exercice 6 Si A est auto-adjoint, montrer que les vecteurs propres associés à des valeurs propres différentes
sont orthogonaux.

Définition 10 Le spectre discret de A est l’ensemble

σdpAq :� tλ P C{λ est une valeur propre isolée de A de multiplicité finieu.

Le reste du spectre est le spectre essentiel : σesspAq :� σpAqzσdpAq.

Par isolé, on entend qu’il existe un voisinage ouvert O de λ dans C tel que σpAq X O � tλu.
Il est assez difficile de caractériser le spectre essentiel.

Définition 11 Le spectre de Weyl de A est l’ensemble

σWpAq :� tλ P C{ il existe sune suite de Weyl pourA et λu.

Théorème 7 (Weyl) Si A est auto-adjoint, alors σesspAq � σWpAq, et ainsi σpAq � σdpAq \ σWpAq.
Preuve :
Supposons que λ P σesspAq. Alors infψPDpAq,}ψ}�1 }pA � λqψ} � 0 (sinon A � λ serait inversible). Il
existe donc une suite ψn P DpAq telle que }ψn} � 1 et limnÑ8 }pA� λqψn} � 0. Par le théorème de
Banach–Alaoglu, il existe une sous-suite de tψnu que nous noterons encore ψn et un ψ8 P H tels
que ψn á ψ8. Ce ψ8 vérifie donc, pour tout φ P DpAq,

xpA� λqφ,ψ8y � lim
nÑ8xpA� λqφ,ψny � lim

nÑ8xφ, pA� λqψny � 0.

Comme |xAφ,ψ8y| � |λxφ,ψ8y| ¤ |λ|}φ}}ψ8}, on déduit que ψ8 est en fait un élément de DpAq et
donc Aψ8 � λψ8.
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Si ψ8 � 0 alors la suite tψnu est une suite de Weyl pour A et λ et λ P σWpAq. Si ψ8 � 0 alors λ
est une valeur propre de A.

Comme ce n’est pas un élément du spectre discret, il y a deux possibilités. (1) Soit λ est de
multiplicité infinie auquel cas une base orthogonale infinie de KerpA� λq fournit une suite de Weyl
pour A et λ et λ P σWpAq.
(2) Soit λ n’est pas isolé. On peut alors construire une suite de λj P σpAqztλu qui tend vers λ. Si il en
existe une sous-suite uniquement constituée de valeurs propres, on peut à nouveau construire une
suite de Weyl avec des vecteurs orthogonaux qui convergent faiblement vers 0 et donc une suite de
Weyl (et λ P σWpAq). Sinon, on peut construire une sous-suite de non-valeurs propres. Pour chacun
de ces λj, on peut construire une suite de Weyl, et donc une suite de Weyl pour λ par un procédé
diagonal. Donc à nouveau, λ P σWpAq et nous avons exploré toutes les éventualités. On a donc
montré que σesspAq � σWpAq. Il reste à montrer l’inclusion opposée.

Supposons maintenant que λ P σWpAq. Pour commencer, on a bien λ P σpAq. En effet, sinon
A� λ serait inversible et on pourrait écrire

}ψn} � }pA� λq�1pA� λqψn} ¤ ~pA� λq�1~}pA� λqψn} Ñ 0,

ce qui est contradictoire avec la définition d’une suite de Weyl. Si λ P σd, on peut construire une
base finie de vecteurs de KerpA � λq. Soit φ1 le premier vecteur de cette base, on peut écrire ψn �
c1nφ1 � ψ̃1n où c1n � xφ1,ψny et xφ1, ψ̃1ny � 0. Comme ψn á 0, c1n Ñ 0 et donc }ψ̃1n} Ñ 1 et
pA� λnqψ̃1n Ñ 0. On a donc une nouvelle suite ”presque” de Weyl. On peut appliquer à nouveau
le même raisonnement à chaque vecteur de la base et on finit avec un ψ̃n qui est orthogonal à tout
l’espace propre et qui vérifie }ψ̃n} Ñ 1, ψ̃n á 0 et pA � λqψ̃n Ñ 0. On peut construire une suite
λn Ñ λ telle que on ait aussi pA � λnqψ̃n Ñ 0. Comme λ est isolée dans le spectre pA � ζq�1 est
uniformément borné sur KerpA� λqK pour ζ dans un voisinage de λ. Ainsi

}ψ̃n| � }pA� λnq�1pA� λnqψ̃n} ¤ Const}pA� λnqψ̃n} Ñ 0,

ce qui conduit à une contradiction. Donc λ P σesspAq et σWpAq � σesspAq.

Théorème 8 Si A est auto-adjoint, alors le spectre est réel : σpAq � R.

Preuve :
Nous avons vu que pour un opérateur auto-adjoint, pour tout z P CzR, A � z1I admet un inverse
borné, d’où le résultat.

Proposition 2 Si A est auto-adjoint, alors tout point d’accumulation du spectre de A appartient au spectre
essentiel de A.

Preuve :
Soit λn P σpAq une suite d’éléments du spectre qui converge vers λ P R. D’après le critère de Weyl, il
existe une suite d’éléments ψn P DpAq tels que}ψn} � 1 et }pA� λnqψn} ¤ 1{n (procédé diagonal).
Comme

}pA� λqψn} ¤ }pA� λnqψn} � |λ� λn| Ñ 0.

Donc λ P σpAq. Soit ψn á 0 et on sait que λ P σesspAq, soit λ est une valeur propre, mais elle n’est
pas isolée, et donc comme λ R σdpAq, c’est que λ P σesspAq.
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4.2 Exemples

On peut montrer en particulier que

1. σpxjq � σesspxjq � R ;

2. σppjq � σessppjq � R.

Soit λ P R. Raisonnons en 1D (sinon, il faut traiter l’intégrabilité dans les directions transverses).
On construit une suite qui approche la masse de Dirac en x � λ. Cette suite est construite à partir
d’une fonction positive φ P L2pRq dont le support est r�1, 1s et de norme 1 :

ψnpxq :� n1{2φpnpx� λqq.

Quand nÑ8, ces fonctions sont de plus en plus piquées autour de x � λmais de norme constante :
}ψn} � }φ} � 1. En revanche

}px� λqψn}2 �
»

R
|x� λ|2n|φpnpx� λqq|2dx � 1

n2

»
R
|y|2|φpyq|2dyÑ 0.

Ces deux points permettent d’assurer que λ P σpxq et donc σpxq � R.

Par ailleurs, pour tout ψ P L2pRq,����»
R
ψ̄npxqψpxqdx

���� � ����»|x�λ|¤1{n
ψ̄npxqψpxqdx

���� ¤ �»
R
|ψnpxq|2dx


1{2�»
|x�λ|¤1{n

|ψpxq|2dx

1{2

Ñ 0.

Ainsi λ P σesspxq et σesspxq � R.

Pour pj, le résultat est le même en utilisant la propriété de Fourier xφ,pjψy � xφ̂,kjψ̂y et en
travaillant dans le domaine de Fourier.

Exercice 7 Montrer que

1. si V est un potentiel continu, le spectre dans L2pRdq de l’opérateur de multiplication par V est σpVq �
σesspVq � ImpVq ;

2. le spectre dans L2pRdq du laplacien est σp�∆q � σessp�∆q � r0,�8r.

Dans le cas d’un opérateur de Schrödinger, on peut renforcer le théorème de Weyl en montrant
qu’il suffit de considérer des suites de Weyl dont le support se déplace vers l’infini.

Définition 12 Soit A un opérateur sur L2pRdq. Une suite tψnu � L2pRdq est une suite dispersive (spea-
ding sequence en anglais) pour A et λ si

1. }ψn} � 1,

2. pour tout ensemble borné B � Rd, supppψnq X B � H pour n suffisamment grand,

3. limnÑ8 }pA� λqψn} � 0.

Une suite dispersive est bien entendu une suite de Weyl.

Théorème 9 Si H � �  h2

2m∆� V est un opérateur de Schrödinger, avec un potentiel réel, continu et minoré,
alors σesspHq � tλ P C{il existe une suite dispersive pour H et λu.

Preuve dans [HS96].
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4.3 Caractérisation variationnelle des valeurs propres

On considère ici un opérateurA auto-adjoint. L’analyse variationnelle de la fonctionnelle d’énergie
Epψq � xψ,Aψy permet de caractériser les valeurs propres de A.

Théorème 10 Supposons que σpAq � ra,8r. Alors A ¥ a (i.e. xψ,Aψy ¥ a}ψ}2 pour tout ψ P DpAq).
Preuve :
Sans perte de généralité, on suppose que a � 0. On suppose dans un premier temps que A est
borné. Si b ¡ ~A~ alors l’opérateur pA�bq�1 est positif 6. Pour tout λ ¡ 0, l’opérateur pA�λq�1 est
borné, auto-adjoint et différentiable (en fait analytique) en λ. On calcule

B
BλpA� λq

�1 � �pA� λq�2   0.

Donc pour tout c Ps0,br,

pA� cq�1 � pA� bq�1 �
» b
c
pA� λq�2dλ ¡ pA� bq�1 ¡ 0.

Comme tout ψ P DpAq, il existe φ P H tel que ψ � pA� cq�1φ, et donc

xψ, pA� cqψy � xφ, pA� cq�1φy ¡ 0 =ñ xψ,Aψy ¥ 0 à la limite cÑ 0,

ce qui est le résultat attendu.
Il nous reste à traiter le cas des opérateurs A bon bornés. Pour c ¡ 0, comme �c R σpAq, B :�
pA� cq�1 est un opérateur borné. Pour tout λ ¡ 0,

pB� λq � pA� cq�1 � λ � λpA� cq�1pA� c� λ�1q
est un opérateur inversible. Ainsi σpBq � r0,8r et on se retrouve dans le cas borné traité en premier
et ainsi B � pA� cq�1 ¥ 0 et de même que précédemment pA� cq ¥ 0. A la limite cÑ 0, on trouve
à nouveau A ¥ 0.

Théorème 11 inf σpAq � infψPDpAq, }ψ}�1 Epψq. De plus, il existe un minimiseur de E si et seulement
λ :� inf σpAq est une valeur propre de A.
Preuve :
On copie la preuve du théorème 2 pour z P R tel que z   inf E. On en déduit que z R σpAq. On a
donc nécessairement inf E ¤ inf σpAq. Soit λ :� inf σpAq, d’après le théorème précédent, pour tout
ψ P DpAq, xψ,Aψy ¥ λ}ψ}2. Donc inf E ¥ λ :� inf σpAq et inf E � inf σpAq.
Si λ � inf σpAq est une valeur propre de A et ψ0 est une valeur propre normalisée associée, alors
Epψ0q � xψ0,Aψ0y � λ � inf E, et ainsi ψ0 est un minimiseur de E.
Inversement, si ψ0 est un minimiseur de E, alors il existe un λ P R tel que ψ0 satisfait l’équation
d’Euler–Lagrange S 1pψ0q � 2λψ0 (on reviendra sur ce point plus tard). Comme E 1pψq � 2Aψ,
alors ψ0 est une fonction propre de A associée à λ, qui donc est une valeur propre. De plus,
Epψ0q � xψ0,Aψ0y � λ}ψ0}2 � λ. λ � inf S � inf σpAq est donc la plus petite valeur propre de
A.

On appelle ceci le principe variationnel de Ritz : pour tout ψ P DpAq, xψ,Aψy ¥ λ � inf σpAq
et l’égalité est vraie si et seulement si Aψ � λψ.

En particulier, si on trouve une fonction test ψ telle que }ψ} � 1 et xψ,Aψy   inf σesspAq alors
A a au moins une valeur propre inférieure au spectre essentiel.

Pour l’opérateur de Schrödinger H � �  h2

2m∆ � e2

|x| , on peut montrer que le spectre essentiel est
σesspHq � r0,�8r et on trouve une fonction test ψ telle Epψq � �me4{2 h2.

Le principe variationnel peut être étendu à d’autres valeur propres, via le principe min–max
(que nous ne démontrerons pas).

6. pA� bq�1 � b�1p1I� b�1Aq�1 � b�1°8
n�0p�b

�1Aqn.
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Théorème 12 L’opérateur A a au moins n valeurs propres (en comptant les multiplicités) inférieures à
inf σesspAq si et seulement si λn   inf σesspAq où λn est donné par

λn � inf
tX�DpAq{dimX�nu

max
tψPX{}ψ}�1u

xψ,Aψy.

Dans ce cas là, la nième valeur propre dans l’ordre croissant est exactement λn.

4.4 Application aux opérateurs de Schrödinger

On veut savoir pour quels potentiels V l’opérateur de Schrödinger est auto-adjoint, ce qui per-
mettra d’affirmer l’existence d’une dynamique. Par ! auto-adjoint sur L2pRdq ", nous entendrons
ici qu’il existe un domaine DpHq, tel que C80 pR3q � DpHq � L2pR3q, sur lequel H est auto-adjoint.
La forme exacte de DpHq dépend du potentiel V . Pour un potentiel bornée, c’est DpHq � Dp∆q �
H2pRdq. Nous ne ferons aucune preuve du caractère auto-adjoint, point assez technique, pour lequel
nous renvoyons le lecteur à [HS96].

Par ailleurs, nous voulons décrire son spectre, ce qui nous permettra ensuite d’obtenir des in-
formations importantes sur la nature des solutions de l’équation de Schrödinger. Pour simplifier les
écritures, nous n’écrivons pas les constantes physiques.

4.4.1 Potentiels de confinement

Théorème 13 Soit V une fonction continue sur Rd telle que Vpxq ¥ 0 et Vpxq Ñ 8 quand xÑ8. Alors

1. H � �∆� V est auto-adjoint sur L2pRdq,
2. σpHq est composé de valeurs propres isolées tλnu8n�1 telles que limnÑ8 λn � 8.

Preuve :
Raisonnons par l’absurde. Supposons que λ P σesspHq et soit ψn la suite dispersive correspondante.
Quand n tend vers l’infini, on a d’une part xψn, pH� λqψny Ñ 0 et

xψn, pH� λqψny � xψn,�∆ψny � xψn,Vψny � λ �
»

Rd
|∇ψn|2dx�

»
Rd
V|ψn|2dx� λ

¥ inf
yPsupppψnq

Vpyq � λÑ8.

Le spectre essentiel est donc vide (ou consiste en un seul point à l’infini). Il reste à montrer le com-
portement à l’infini. Soient λ1, . . . , λn les n premières valeurs propres de l’opérateur H en comptant
les multiplicités, et ψ1, . . . ,ψn les fonctions propres associées. On note Hn � Vecttψ1, . . . ,ψnu. Le
principe du min–max assure que

inf
tψPHK

nXDpHq{}ψ}�1u
xψ,Hψy � inftσpHqztλ1, . . . , λnuu.

Comme le membre de droite est strictement inférieur à inf σesspHq � 8, cette quantité est la plus
petite valeur propre de H supérieure ou égale à λn. C’est donc λn�1. Comme les valeurs propres
ont une multiplicité finie, H a une infinité de valeurs propres. Comme elles ne peuvent s’accumuler
en un point fini (qui serait alors dans le spectre essentiel), elles s’accumulent en l’infini.

4.4.2 Potentiels nuls à l’infini

Théorème 14 Soit V une fonction continue sur Rd à valeurs réelles et Vpxq Ñ 0 quand xÑ8. Alors

1. H � �∆� V est auto-adjoint sur L2pRdq,
2. σesspHq � r0,�8r (H ne peut qu’avoir des valeurs propres négatives, qui s’accumulent éventuellement

en 0).
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Preuve :
Pour tout ψn P DpHq, on a grâce à l’inégalité triangulaire

}pH� λqψn} � }Vψn} ¤ }p�∆� λqψn} ¤ }pH� λqψn} � }Vψn}.
Si tψnu est une suite dispersive, alors le terme }Vψn} tend vers 0 quand n tend vers l’infini. Alors
λ P σesspHq ô λ P σessp�∆q � r0,8r.

4.4.3 Caractérisation du spectre essentiel

On peut également caractériser le spectre essentiel, à partir de solutions de l’équation aux valeurs
propres, mais cette fois-ci les solutions ne sont pas dans L2pRdq.
Théorème 15 (Schnol–Simon) Soit H un opérateur de Schrödinger de potentiel borné. Alors

σpHq � tλ P R{pH� λqψ � 0 pour ψ à croissance au plus polynomialeu.

4.5 Spectre et évolution

Définition 13 Un sous-espace W � H est invariant par l’opérateur A si pour tout w PW, Aw PW.

Exercice 8 Montrer que l’espace vectoriel engendré par les fonctions propres de A est invariant par A.

Exercice 9 Montrer que si A est symétrique et W est invariant par A alors

WK :� tψ P H{xψ,wy � 0 @w PWu
est également invariant par A.

Si on choisit WA � Vectttoutes les fonctions propres de Au, le théorème de Weyl implique alors
que A|WK

A
a un spectre purement essentiel.

Pour l’opérateur de Schrödinger H, supposons que ψ0 est une des fonctions propres de H. Alors
Hψ0 � λψ0 et e�iHt{ hψ0 � e�iλt{ hψ0 et donc»

|x|¥R
|ψptq|2dx �

»
|x|¥R

|ψ0|2dx −Ñ 0 quand RÑ8.

Pour tout ε ¡ 0, il existe donc un R tel que

inf
tPR

»
|x|¤R

|ψptq|2dx ¥ 1� ε.

Exercice 10 Montrer que si ψ0 PWH alors

inf
tPR

»
|x|¤R

|ψptq|2dx ¥ 1� ε.

Un tel ψ est appelé un état lié car il reste essentiellement localisé en espace pour tout temps.

Supposons maintenant que ψ0 P WK
H, alors pour tout R,

³
|x|¤R |ψptq|2dx tend ergodiquement

vers 0 quand tÑ8, c’est-à-dire que

lim
TÑ8

1
T

» T
0

»
|x|¤R

|ψptq|2dxdt � 0.

Ce résultat est le théorème de Ruelle dont on pourra trouver la preuve dans [HS96]. Un tel état est
appelé un état libre, qui finit par quitter essentiellement toute boule.

Ainsi la décomposition du spectre correspond à la classification des comportement des solutions
de l’équation de Schrödinger.

18



4.6 Exemples de potentiels

Pour mieux appréhender les propriétés de l’équation de Schrödinger, nous allons nous concen-
trer sur le cas d’un système à une dimension d’espace avec potentiel. L’équation s’écrit alors

i hBtψpx, tq �
�
�  h2

2m
B2x � Vpxq



ψpx, tq.

Cela correspond au cas, absolument pas physique, où la particule serait assujettie à se déplacer
uniquement sur une droite et soumise à un potentiel V .

Nous allons plus particulièrement étudier les états stationnaires. Il ne s’agit pas de solutions ne
dépendant pas du temps mais de solutions associées à une énergie particulière E sous la forme

ψpx; tq � ψpxqe�iEt{ h.

La fonction ψ vérifie alors l’équation�
�  h2

2m
d2

dx2
� Vpxq



ψpxq � Eψpxq.

Pour ne pas garder des constantes dans les calculs, on pose

Vpxq �  h2

2m
Upxq et E �  h2

2m
ε.

On regarde donc l’équation

ψ2pxq � pε�Upxqqψpxq � 0.

Cette équation différentielle est de type Sturm–Liouville. On va en chercher les solutions finies,
continues et dérivables sur tout R. Par linéarité de l’équation, il suffira de chercher les solutions
réelles de cette équation, même si le problème est complexe au départ. Toujours par linéarité de
l’équation, les solutions ne seront définies qu’à une constante multiplicative près.

4.6.1 Potentiels carrés

Nous allons commencer par considérer des potentiels U carrés. Il s’agit de fonctions U qui sont
constantes sur un nombre fini de morceaux. On notera Ui la valeur constante de Upxq sur le ième
intervalle, i � 1, . . . ,n.

Les discontinuités d’un tel type de potentiel ne sont pas incompatibles avec la recherche de
solutions régulières. En effet, c’est ψ2 qui va subir des sauts de quantité finie. Sa primitive ψ 1 et a
fortiori ψ seront bien continus.

Dans chaque intervalle, la solution de l’équation (du second degré à coefficients constants) est
une superposition linéaire d’exponentielles.

– Si ε ¡ Ui, on pose ki �
?
ε�Ui et on a une combinaison des exponentielles imaginaires eikix

et e�ikix. La solution est alors oscillante.
– Si ε   Ui, on pose κi �

?
Ui � ε et on a une combinaison des exponentielles réelles eκix et

e�κix. La solution a alors un comportement exponentiel.
La solution du problème complet consiste à raccorder ces solutions. On a 2n paramètres à

fixer qui sont les coefficients des combinaisons linéaires sur les n intervalles. Le raccord continu
et dérivable aux interfaces des intervalles fournit 2pn � 1q conditions sur ces paramètres. Il reste
deux paramètres qui seront ou non fixés pour respecter le caractère borné de la solution en �8.

Si l’énergie est partout inférieure au potentiel, le comportement est exponentiel partout, la
dérivée seconde a le même signe que la fonction, ce qui fait croı̂tre la dérivée en module et fait
diverger les solutions à au moins un des infinis. Le problème n’admet pas alors de solutions bornées.
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Dans le cas où l’énergie est par endroit supérieure au potentiel, l’existence de solutions dépend
principalement du comportement oscillatoire ou exponentiel en �8.

En mécanique classique, le problème n’admet de solution (valeur de la vitesse et donc mouve-
ment possible) que si l’énergie est supérieure au potentiel dans au moins un intervalle de R. La
particule reste alors dans ces intervalles de faible potentiel, sans pouvoir sauter de barrière.

4.6.2 Saut de potentiel

On commence par considérer le cas où il n’y a qu’un seul saut (n � 2). On écrit

Upxq �
#
U1 si x ¡ 0,
U2 si x   0.

Pour fixer les idées, on prend U2 ¡ U1.

x

Upxq

U2

U1

II I

Si ε   U1, on a déjà vu qu’il ne peut pas y avoir de solution. Il nous reste deux autres cas à
traiter.

Cas U2 ¡ ε ¡ U1. La solution a un comportement oscillatoire dans la région I et un comportement
exponentiel dans la région II. Il faut qu’elle soit exponentiellement décroissante dans cette région.
Une solution peut donc s’écrire a priori sous la forme

ψpxq �
#
A1 sinpk1x� φq si x ¡ 0,
A2e

κ2x si x   0.

La continuité de la fonction ψ et de sa dérivée peut aussi se traduire par la continuité de ψ et de sa
dérivée logarithmique ψ 1{ψ. Cette dérivée logarithmique a l’avantage de ne pas tenir compte des
constantes multiplicatives de part et d’autre du saut.

La continuité de la dérivée logarithmique s’écrit

k1 cotanφ � κ2.

Comme changer φ en φ� π correpond à changer le signe de A1, on peut choisir une détermination
de φ dans l’intervalle s � π{2,π{2r. On a alors φ � Atanpk1{κ2q.

La continuité de la fonction s’écrit

A2

A1
� sinφ � k1a

k21 � κ22
�
c
ε�U1

U2 �U1
.

Toutes les valeurs de ε comprises entre U1 et U2 donnent donc lieu à une unique solution (à une
constante multiplicative près). Le spectre est donc continu et non dégénéré dans cet intervalle.
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Considérons la fonction

ψεpxq �
#
e�ik1x � eipk1x�2φq si x ¡ 0,
2A2
iA1

eiφeκ2x si x   0.

qui correspond à un choix particulier de la constante multiplicative et à une énergie renormalisée ε.
On peut construire des paquets d’ondes à partir de ces fonctions

Ψpx; tq �
» 8
0
fpk 11 � k1qψε 1pxqe�iE

1t{ hdk 11 �
» 8
0
fpk 11 � k1qψε 1pxqe�iε

1 ht{2mdk 11,

avec f suffisamment resserrée autour de 0 pour que U1   ε 1   U2.
Dans le domaine I, on a la superposition d’une onde incidente qui vient de la droite avec le

centre x � � hpdε{dk1qt{2m � �v1t se déplaçant à la vitesse v1 �  hk1{m et de son onde réfléchie
sur le saut de potentiel dont le centre est x � � hpdε{dk1qt{2m�2dφ{dk1 � v1pt�τq. La réflexion est
élastique mais l’onde réfléchie a le retard τ. Ce retard distingue la solution quantique de la solution
classique.

Une autre différence par rapport au cas classique est le comportement dans le domaine II. En
effet, la solution existe même dans l’intervalle où l’énergie est inférieure au potentiel. Elle y est
certes exponentiellement décroissante en espace et en temps sur une échelle τ{2. Ceci traduit la non
parfaite définition de la position de la particule dans le cas quantique.

Cas ε ¡ U2. Le comportement est alors oscillatoire dans tout R. On pourra toujours raccorder les
solutions à l’interface et il restera deux paramètres à fixer. Le spectre est donc continu et dégénéré
d’ordre 2 pour ε ¡ U2.

Nous allons étudier une solution particulière non réelle. C’est celle, définie à une constante près,
par e�ik2x dans la région II. La constante est définie par le fait que l’on veut que le coefficient de
e�ik1x est 1 dans la région I. Cette solution particulière est donc de la forme

χpxq �
#
e�ik1x � Reik1x si x ¡ 0,
Se�ik2x si x   0.

Nous avons déjà fixé deux paramètres, les deux conditions de continuité fixent de manière
unique les deux paramètres restants, R et S. La continuité de la dérivée logarithmique permet de
calculer le paramètre R :

R � k1 � k2
k1 � k2 .

La continuité de la fonction permet d’en déduire le paramètre S :

S � 1� R � 2k1
k1 � k2 .

On remarque que la fonction χ� est linéairement indépendante de χ. Toute solution peut donc
s’exprimer comme combinaison linéaire de χ et χ�.

Si on forme à nouveau un paquet d’onde

Ψpx; tq �
» 8
0
fpk 11 � k1qχε 1pxqe�i hε

1t{2mdk 11,

Si t ¤ 0, Ψpx; tq est pratiquement nul dans la région II et est principalement une onde qui se propage
depuis �8 vers la gauche avec la vitesse �v1 � � hk1{m, dont une partie se réfléchit sur le saut de
potentiel avec la vitesse v1 et une autre est transmise dans région II avec la vitesse �v2 � � hk2{m.

Dans le cas classique, il n’y aurait pas de réflexion mais uniquement un changement de vitesse
au passage du saut de potentiel. Dans le cas quantique, en revanche, il y a une possibilité de
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réflexion sur le saut de potentiel. La probabilité de présence d’une particule est grosso modo (nous
en reparlerons plus loin) égale à |Ψpx; tq|2. Il en découle que la probabilité de réflexion est |R|2, ce
que l’on appelle le coefficient de réflexion et la probabilité de transmission est T � |S|2k2{k1, que
l’on appelle coefficient de transmission. La probabilité totale est bien de 1 :

|R|2 � k2

k1
|S|2 � 1.

En résumé, pour un saut de potentiel, il n’y a pas de solution pour ε   U1, il y a une solu-
tion unique (spectre non dégénéré)( pour U1   ε   U2, et deux solutions indépendantes (spectre
dégénéré d’ordre 2) pour ε ¡ U2.

Exercice 11 Calculer les solutions pour ε � U1 et ε � U2, les commenter.

4.6.3 Barrière de potentiel infiniment élevée

Le cas de la barrière de potentiel infiniment élevée correspond à la limite U2 Ñ �8 dans le
problème précédent. On est alors toujours dans le premier cas, κ2 Ñ 8 et A2{A1 Ñ 0. L’onde
s’annule donc dans le domaine II.

Ce résultat ne dépend pas de la forme du potentiel pour x ¡ 0 qui peut avoir un profil quel-
conque.

4.6.4 Puits de potentiel infiniment profond

Le cas du puits de potentiel infiniment profond correspond au profil

Upxq �

$'&'%
�8 si x   �L2 ,
0 si � L

2   x   L
2 ,

�8 si x ¡ L
2 .

x

Upxq

�L2 L
2

À nouveau, nous ne pouvons pas espérer de solution pour ε   0. Pour ε ¡ 0, la solution est
oscillante sur l’intervalle s�L{2,L{2r. La solution générale est une combinaison de sinpkxq et cospkxq
avec k � ?

ε. La condition aux bords de l’intervalle est l’annulation de ψ. Cela impose que l’énergie
ε ne peut prendre que des valeurs discrètes, à savoir

εn � n2π2

L2
, avec n � 1, . . . ,8.

On a alors kL � nπ. Chacune de ces valeurs propres est simple. Losrsque n est impair, la fonction
propre correspondante est

ψnpxq � cos
�nπ
L
x
	
,
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lorsque n est pair, c’est

ψnpxq � sin
�nπ
L
x
	
.

Dans le cas classique, il n’y aurait pas ces quantification de l’énergie, toute énergie positive
donne lieu à des solutions. On observe aussi une parité ou imparité des solutions qui sera une
propriété générale de fonctions propres pour des potentiels plus généraux, à partir du moment
où le potentiel est pair, ou plutôt invariant par une symétrie autour de l’origine dans un contexte
multi-dimensionnel.

4.6.5 Barrière de potentiel

Le cas de la barrière de potentiel correspond au profil

Upxq �

$'&'%
0 si x ¡ L,
U0 si 0   x   L,
0 si x   0,

avec U0 ¡ 0.

x

Upxq

U0

L

III II I

Conformément à nos études précédentes, dès que ε ¡ 0, nous avons deux valeurs propres
doublement dégénérées. Les comportements dans les deux zones extrêmes sont toujours (modulo
le choix d’une constante multiplicative et pour une onde se propageant initialement intégralement
vers la gauche)

ψpxq �
#
e�i

?
εx � Rei

?
εx si x ¡ L,

Se�i
?
εx si x   0.

En revanche, le comportement dans la zone II dépend de la valeur de ε par rapport à U0.

ψpxq �
#
Aeκx � Be�κx si ε   U0 avec κ � ?

U0 � ε,
Ceikx �De�ikx si ε ¡ U0 avec k � ?

ε�U0.

Exercice 12 Calculer le coefficient de transmission dans les deux cas 0   ε   U0 et ε ¡ U0.

On obtient pour le coefficient de transmission

T � |S|2 �

$''&''%
4εpU0 � εq

4εpU0 � εq �U2
0 sh

2pκLq si ε   U0,

4εpε�U0q
4εpε�U0q �U2

0 sin
2pkLq si ε ¡ U0.
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Figure 2 – Transmission à travers une barrière de potentiel

Dans le cas classique, une particule d’énergie ε   U0 rebondirait intégralement sur la barrière de
potentiel. Dans le cas quantique, il y a une possibilité de sauter cette barrière de potentiel puisque
T est non nul, et croı̂t de 0 à 1{p1�U0L

2{4q quand ε croı̂t de 0 à U0. Cette transmission est d’autant
plus efficace que la hauteur de la barrière U0 et que sa largeur L sont faibles. C’est ce que l’on
appelle l’effet tunnel.

Lorsque ε ¡ U0, on a k   ?
ε et donc l’onde est ralentie lors de la traversée de la barrière puis

elle retrouve sa vitesse initiale. (En toute rigueur, il faudrait faire le raisonnement sur les vitesses
de groupe et non de phase.) Contrairement au cas classique, une partie de l’énergie est cependant
réfléchie, la transmission n’étant complète que si T � 1, ce qui correspond à sin2pkLq � 0, et donc
kL � 0 rπs. Ceci s’apparente aux cas de résonance précédemment décrits.

Exercice 13 Considérer le puits de potentiel potentiel

Upxq �

$'&'%
U1 si x ¡ a,
U2 si b   x   a,
U3 si x   b,

avec U2   U1   U3.

x

Upxq

U2

b a

U3

U1

III II I

Commenter en particulier le cas du puis fini symétrique pour lequel U1 � U3.
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5 Un peu plus de modélisation : spin et modèles de densité

5.1 Importance des états stationnaires, état fondamental

Considérons un système isolé, dont l’hamiltonien ne dépend donc pas du temps. On a vu que
les états stationnaires étaient définis comme les solutions dont la dépendance temporelle était de la
forme

Ψpx; tq � ψpxqe�iEt{ h.

Dans cette formulation, la fonction ψ désigne un élément de l’espace des états physiques E et n’est
pas nécessairement normalisable (au sens de la norme L2 de l’espace tout entier). On autorise aux
états stationnaires une dépendance en temps à travers leur phase, car cette forme de dépendance ne
modifie pas le résultat probabiliste d’une mesure de l’état du système. On a vu qu’alors, la fonction
ψ est solution de Hψ � Eψ. Si on peut normer ψ, c’est que l’on a un état lié. Dans le cas contraire,
la solution n’est pas physiquement acceptable. Il y a donc un lien entre les états stationnaires et les
états propres de l’observable énergie. Une mesure de l’énergie met le système dans un état station-
naire.

Notons pPλqλPR, les projecteurs sur la famille spectrale associée à l’hamiltonien H, et ψ0pxq la
donnée initiale de Ψpx; tq alors

Ψpx; tq �
»

R
e�iλt{ hdPλψ0pxq.

La connaissance de la décomposition spectrale de l’hamiltonien permet donc d’exprimer explicite-
ment la dynamique du système.

On appelle état fondamental une solution de

inf txψ,Hψy, ψ P E, }ψ}L2 � 1u .

C’est nécessairement un état lié (car normé) de plus basse énergie. Cet état est physiquement stable.
C’est la recherche de ce type d’état que nous traiterons dans notre application à la chimie quantique.

5.2 Le spin

5.2.1 Lois de transformation par rotation

L’espace est isotrope. Une rotation globale de tout le système et des appareils de mesure dans
un référentiel galiléen ne doit pas changer le résultats des mesures. Il faut donc que les lois de la
physique soient invariantes par rotation. On définit la rotation Rn,θ par son vecteur directeur n et
son angle θ. Cette rotation peut s’exprimer sous la forme

Rn,θ � e�iθn�J,

avec

Jx �
�� 0 0 0

0 0 �i
0 i 0

�
, Jy �
�� 0 0 i

0 0 0
�i 0 0

�
, Jz �
�� 0 �i 0
i 0 0
0 0 0

�
.

Pour s’en persuader, prenons n � ez, alors

Rez,θ � e�iθJz � exp

�� 0 �θ 0
θ 0 0
0 0 0

�
�
�� cos θ � sin θ 0

sin θ cos θ 0
0 0 1

�
.
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Pour une grandeur physique A relative au système, on note An,θ sa valeur après rotation par
Rn,θ. Si cette grandeur physique est un champ scalaire S, on a

Sn,θpxq � SpR�1
n,θxq.

Si la grandeur physique est un champ de vecteurs V, on a

Vn,θpxq � Rn,θVpR�1
n,θxq.

Si la grandeur physique est un tenseur T , on a

Tn,θpxq � Rn,θTpR�1
n,θxqR�1

n,θ.

On observe donc que la loi de transformation dépend du type d’objet que l’on manipule.

5.2.2 Définition du spin

Inversement, la connaissance de la loi de transformation permet de caractériser le type d’objet
que l’on manipule. On peut donc se poser la question de savoir quels sont les objets associés aux
représentations irréductibles du groupe des rotations. Celles-ci sont indexées par un nombre positif
entier ou demi-entier. Ce nombre est le spin.

L’objet associé au spin j possède 2j� 1 composantes complexes. Ses composantes sont repérées
par une variable σ, dite variable de spin, dans un ensemble de cardinal 2j � 1 que l’on indèxe
habituellement par l’ensemble Σj � t�j,�j�1, . . . , j�1, ju. Ainsi la fonction d’onde d’une particule
de spin j s’écrit

Ψ : R� R3 � Σj Ñ C
pt; x;σq ÞÑ Ψpt; x;σq,

ou de manière équivalente

Ψ : R� R3 Ñ C2j�1

pt; xq ÞÑ

�������
Ψpt; x;�jq

Ψpt; x;�j� 1q
...

Ψpt; x;�j� 1q
Ψpt; x;�jq

������
.

5.2.3 Spins 0, 1 et 1/2

La représentation de spin 0 correspond à des objets qui admettent 1 composante complexe. Ce
sont des champs scalaires. Ajouter ici une dépendance en une variable de spin qui ne prend qu’une
seule valeur ne présente bien sûr aucun intérêt.

La représentation de spin 1 correspond à des objets qui admettent 3 composantes complexes. Ce
sont des champs vectoriels.

La représentation de spin 1/2 correspond à des objets qui admettent 2 composantes complexes.
On appelle ces deux composantes spin up (σ � 1{2 ou simplement � ou Ò) et spin down (σ � �1{2
ou simplement � ou Ó). Sans préciser la dépendance en t, notons

ψpxq �
�
ψpx; Òq
ψpx; Óq



.
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Alors la loi de transformation s’écrit�
ψn,θpx; Òq
ψn,θpx; Óq



� R̃n,θ

�
ψpR�1

n,θx; Òq
ψpR�1

n,θx; Óq

�
,

où R̃n,θ est le tenseur d’ordre 2 donné par

R̃n,θ � cos
θ

2
I� i sin θ

2
σ � n,

avec

σx �
�

0 1
1 0



, σy �

�
0 �i
i 0



, σz �

�
1 0
0 �1



.

Une rotation de θ � 2π donne R̃n,2π � �I et non l’identité comme pour les objets que nous avions
rencontré jusqu’à maintenant. Ceci permet de représenter les deux états possible d’un électron, les
autres paramètres (énergie, moment cinétique orbital) étant fixés.

5.3 Quand utiliser une variable de spin ?

5.3.1 Systèmes à une particule

Si on n’a qu’une seule particule, il n’est en général pas nécessaire d’utiliser le spin car l’hamil-
tonien et les observables usuels (vitesse, impulsion, moment cinétique, énergie potentielle, énergie
cinétique) n’en dépendent pas. Une exception courante est le cas où la particule est soumise à un
champ magnétique. L’hamiltonien d’un électron dans un champ électromagnétique se décompose
en une partie scalaire ne dépendant pas du spin et une partie dépendant du spin. Si on pose

H0 � 1
2m

p�i h∇� e

c
Apt; xqq2 � eϕpt; xq,

alors

H � H0I� e h
2m

σ � Bpt; xq.

Il en découle que l’évolution spatiale des deux composantes de spin up et spin down est différente.
C’est l’expérience de Stern et Gerlach [Mes95].

5.3.2 Systèmes à plusieurs particules

Lorsqu’un système comporte plusieurs particules, on peut lui associer la fonction d’onde

Ψpt; x1,σ1; . . . ; xN,σNq

où xi est la variable d’espace associée à la ième particule et σi est sa variable de spin.
La quantité |Ψpt; x1,σ1; . . . ; xN,σNq|2 est la densité de probabilité de trouver simultanément à

l’instant t les particules 1 à N dans les positions x1, . . ., xN et dans les états de spin σ1, . . ., σN. La
fonction d’onde est normalisée par¸

σ1,...,σN

»
R3N

|Ψpt; x1,σ1; . . . ; xN,σNq|2dx1 . . .dxN � 1.

Les particules de même nature sont indiscernables par une mesure. Ceci implique que l’espace
des fonctions d’ondes n’est pas

H � L2pR3 � Σ1,Cq b � � � b L2pR3 � ΣN,Cq,
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(sauf si les particules sont toutes différentes les unes des autres) mais un sous-espace.

Considérons deux particules identiques, alors la permutation

pPΨqpt; x1,σ1; x2,σ2q � Ψpt; x2,σ2; x1,σ1q

doit mener à la même mesure (en probabilité). Pour tout opérateur de mesure (observable), et tout
état admissible, on doit donc avoir

xPΨ,APΨy � xΨ,Aψy.

Comme cela doit être vrai pour tous les opérateurs, on a P�AP � A, ou encore PA � AP. Or
seules les homothéties commutent avec tous les opérateurs et seules celles de coefficient +1 ou -1
conservent la norme. La permutation P a donc deux valeurs propres �1 et �1 dont les sous-espaces
propres associés sont respectivement

HS � L2pR3 � Σ1,Cq bS L2pR3 � Σ2,Cq et HA � L2pR3 � Σ1,Cq
©

L2pR3 � Σ2,Cq

des fonctions de H qui sont respectivement symétriques et anti-symétriques vis-à-vis de l’échange
de deux particules. On a deux alternatives :

– ou ψ P HS pour tout temps et les particules concernées sont des bosons (exemple : les pho-
tons),

– ou ψ P HA pour tout temps et les particules concernées sont des fermions (exemple : les
électrons).

Dans le cas des fermions, on remarque que l’on a Ψpt; x,σ; x,σq � 0 : deux fermions indiscer-
nables ne peuvent pas se trouver simultanément au même endroit dans le même état de spin. C’est
principe d’exclusion de Pauli.

Il est un peu plus difficile de remarquer, mais c’est néanmoins vrai, que dans le cas de bosons, le
comportement est grégaire : la probabilité de trouver un bosons dans état est d’autant plus grande
que d’autres bosons se trouvent déjà dans ce même état. C’est ce qui permet d’avoir de la lumière
cohérente comme dans les lasers.

Ce comportement est également lié au type de spin : les bosons sont spin entier, les fermions
sont de spin demi-entier.

6 Application à la chimie quantique

6.1 Les unités atomiques

En chimie quantique, on se place dans les unités atomiques qui correspondent à prendre dans
ce qui précède :

m � 1, e � 1,  h � 1, 4πε0 � 1.

L’unité de masse est alors celle de l’électron. L’unité de longueur, notée a0 et de l’ordre d’un 1/2
angström, est le rayon de Bohr. L’unité de temps est de l’ordre de 20 atto-secondes. L’unité d’énergie
est le Hartree (Ha), de l’ordre de 30 eV.

6.2 Équation de Schrödinger pour une molécule

Considérons une molécule qui contient M noyaux de masse mk, k � 1, . . . ,M, et de charge zk et
N électrons. On note x̄k et σ̄k, k � 1, . . . ,M, les variables d’espace et de spin associées aux noyaux
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et xi et σi, i � 1, . . . ,N, les variables d’espace et de spin associées aux électrons. La fonction d’onde
du système

Ψpt; x̄1, σ̄1; . . . ; x̄M, σ̄M; x1,σ1; . . . ; xN,σNq

doit vérifier deux propriétés

(P1) La fonction d’onde est normée dans L2 :

}Ψpt; �q}2L2 �
»

R3M
dx̄1 . . .dx̄M

¸
σ̄1,...,σ̄M

»
R3N

dx1 . . .dxN
¸

σ1,...,σM

|Ψpt; x̄1, σ̄1; . . . ; x̄M, σ̄M; x1,σ1; . . . ; xN,σNq|2 � 1.

(P2) La fonction d’onde respecte le principe d’indiscernabilité des particules identiques. Elles sont
donc symétriques vis-à-vis de l’échange des variables de deux bosons indiscernables. Elles
sont également antisymétriques vis-à-vis de l’échange des variables de deux fermions indis-
cernables.

L’évolution en temps est régie par l’équation de Schrödinger

iBtΨ � HΨ.

L’hamiltonien H est comme nous l’avons déjà vu somme des hamiltoniens propres pour chaque
particule et de l’hamiltonien de l’interaction coulombienne :

H � �
M̧

k�1

1
2mk

∆x̄k �
Ņ

i�1

1
2
∆xi

�
Ņ

i�1

M̧

k�1

zk

|xi � x̄k| �
¸

1¤i j¤N

1
|xi � xj| �

¸
1¤k l¤M

zkzl

|x̄k � x̄l| .

L’étude du problème de Cauchy permet de montrer que l’équation de Schrödinger est bien posée
dans L2 et préserve les propriétés (P1) et (P2) au cours de l’évolution temporelle.

Dans tout ce qui suit nous allons nous attacher à définir des formulations pour traiter un
des grands thèmes de la chimie quantique qu’est la recherche d’états fondamentaux, point de
départ de toutes les déterminations des propriétés physico-chimiques des systèmes moléculaires.
La dépendance en temps ne sera plus explicitée.

6.3 Espace des états et état fondamental

On suppose dans la suite que tous les noyaux sont discernables. Ceci est vrai pour certaines
molécules et quand cela n’est pas strictement vrai, la forte localisation des noyau (cf. infra) permet
de les discerner. En revanche, les électrons sont non fortement localisés.

En l’absence d’interaction avec l’extérieur (en particulier avec le champ magnétique), les va-
riables de spin ne jouent pas un rôle direct dans l’hamiltonien, mais uniquement dans les propriétés
des l’espace des états. Si tous les noyaux sont discernables, il n’y a aucune contrainte de symétrie sur
ces variables et on peut résoudre l’équation de Schrödinger pour chaque état de spin des noyaux.
On peut donc ne pas tenir compte des variables de spin pour les noyaux.

Sous les hypothèses précédentes, on peut écrire l’espace des états sous la forme

H � Hn bHe

où Hn est l’espace des états des noyaux sans spin

Hn � L2pR3M,Cq,
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et He est l’espace des états des électrons

He �
N©
i�1

L2pR3 � tÒ, Óu,Cq.

Si on écrit l’hamiltonien H dans le référentiel barycentrique du système, on a

H � � 1
2mG

∆xG �HI,

où xG est le centre de masse, mG est la masse totale du système, et HI s’exprime exclusivement
en fonction de coordonnées invariantes par translation. Or le spectre du laplacien est purement
continu. Le spectre de H est donc également purement continu. L’hamiltonien H n’a pas de valeurs
propres et il n’y a entre autres pas d’état fondamental. En revanche, il y a une énergie fondamentale,
qui est solution du problème de minimisation

inftxψ,Hψy, ψ P H, }ψ}L2 � 1u
(ici dans la définition de la norme, il n’y a évidemment plus de sommation sur les variables de spin
nucléaires). Cet infimum n’est pas atteint et l’invariance par translation rend toute suite minimisante
évanescente.

6.4 Approximation de Born–Oppenheimer

La manière la plus classique pour trouver un problème de minimisation dont l’infimum est
atteint est de se placer dans l’approximation de Born–Oppenheimer. Dans cette approximation les
noyaux sont considérés comme très lourds par rapport aux électrons. Cette approximation peut être
justifiée par une analyse asymptotique.

On suppose de plus que la fonction d’onde ψ peut-être factorisée sous la forme du produit d’une
fonction d’onde nucléaire ψn et d’une fonction d’onde électronique ψe. Le problème de minimisa-
tion précédent se réécrit (modulo une nouvelle définition claire des normes dans Hn et He)

inftxψ,Hψy, ψ � ψnψe, ψn P Hn, }ψn}L2 � 1, ψe P He, }ψe}L2 � 1u.
On peut alors définir un hamiltonien qui contient toutes les dépendances en les variables

électroniques (dit hamiltonien électronique) et dépend paramétriquement des variables nucléaires :

Htx̄ku
e � �

Ņ

i�1

1
2
∆xi �

Ņ

i�1

M̧

k�1

zk

|xi � x̄k| �
¸

1¤i j¤N

1
|xi � xj| .

Le potentiel vu par les noyaux aux positions x̄1, . . . , x̄M et créé par les électrons dans leur confi-
guration d’énergie minimale est alors

Upx̄1, . . . , x̄Mq � inftxψe,Htx̄ku
e ψey, ψe P He, }ψe}L2 � 1u.

CommeHtx̄ku
e est auto-adjoint surH1 et par densité, il suffit de calculer l’infimum pour des fonctions

à valeurs réelles et H1. Ce problème de minimisation restreint aux électrons est un problème de
minimisation avec contraintes.

On ajoute à ce potentiel l’hamiltonien d’interaction de Coulomb entre noyaux pour obtenir

Wpx̄1, . . . , x̄Mq � Upx̄1, . . . , x̄Mq �
¸

1¤k l¤M

zkzl

|x̄k � x̄l| .

et le problème d’infimum pour tout le système peut alors s’écrire

inft
M̧

k�1

1
2mk

»
R3
|∇x̄kψn|2dx̄k �

»
R3M

W|ψn|2dx̄1 . . .dx̄M, ψn P Hn, }ψn}L2 � 1u.
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On a un deuxième problème de minimisation avec contraintes, cette fois-ci restreint aux noyaux.
On fait ensuite l’approximation des noyaux classiques. Ceci correspond à faire tendre les masses

des noyaux vers l’infini. Le deuxième problème de minimisation devient alors

inftWpx̄1, . . . , x̄Mq, px̄1, . . . , x̄Mq P R3Mu.

Ce nouveau problème de minimisation a complètement changé de nature. Il s’agit maintenant d’un
problème d’optimisation géométrique sans contrainte.

En rendant la masse des noyaux infinis, nous les avons en quelque sorte fixés spatialement (aux
isométries de R3 près), c’est-à-dire rendus classiques. L’invariance par translation a alors disparu
ainsi que l’évanescence des suites minimisantes. On peut donc calculer un état fondamental. Pour
lever la multiplicité de cet état lié aux isométries de R3, on explicite souvent les configurations dans
un jeu de coordonnées liées à la molécule, ne faisant intervenir que des longueurs de liaison, des
angles et des angles dièdres entre liaisons.

6.5 N-représentabilité du problème électronique

Nous allons maintenant nous concentrer sur le problème électronique posé dans H1 ou plus
précisément :

inftxψe,Heψey, ψe P He, }ψe}L2 � 1u,

où

He �
N©
i�1

H1pR3q,

He � �
Ņ

i�1

1
2
∆xi �

Ņ

i�1

Vpxiq �
¸

1¤i j¤N

1
|xi � xj| ,

Vpxiq � �
M̧

k�1

zk

|xi � x̄k| ,

les positions des noyaux x̄1, . . . , x̄M étant ici des paramètres fixés. (Bien que l’espace fonctionnel soit
maintenant de type H1, la contrainte de norme }ψe}L2 � 1 est toujours une contrainte en norme L2.)

On remarque que l’hamiltonien n’est constitué que de termes couplant au plus deux électrons
et on pourrait essayer d’exploiter cette propriété pour simplifier le problème. Cela s’avère malheu-
reusement impossible et c’est ce que l’on appelle le problème de N-représentabilité.

On définit la matrice densité d’ordre p associée à une fonction d’onde ψe P He par

τψe,ppx1, . . . , xp; x 11, . . . , x 1pq � CNp
»

R3pN�pq
ψepx1, . . . , xp, xp�1, . . . , xNq
ψepx 11, . . . , x 1p, xp�1, . . . , xNq dxp�1 . . .dxN.

Pour p � 1, on peut en déduire un observable quantique qu’est la densité électronique et notée
ρψepxq et définie par

ρψepxq � τψe,1px; xq � N
»

R3pN�1q
|ψepx, x2, . . . , xNq|2dx2 . . .dxN.

Pour un p quelconque, on peut définir l’opérateur Dψe,p dont le noyau dans
Àp
i�1 L

2pR3q est
τψe,p. Il est donc défini par

pDψe,pψqpx̃q �
»

R3p
τψe,ppx̃, x̃ 1qψpx̃ 1qdx̃ 1, pour tout x̃ P R3p et ψ P

pà
i�1
L2pR3q.
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Nous allons maintenant regarder le cas de p � 2. On définit un hamiltonien réduit à deux
électrons et renormalisé

He,2 � 1
N� 1

�
�1
2
∆x1 �

1
2
∆x2 � Vpx1q � Vpx2q



� 1
|x2 � x1| .

On peut alors montrer que

xψe,Heψey � TrpHe,2Dψe,2q.

Exercice 14 Montrer de manière formelle cette relation sachant que la trace d’un opérateur linéaire A sur un
espace de Hilbert peut être définie par

TrpAq �
�8̧

i�1

pψi,Aψiq,

où tψiuiPN� est une base hilbertienne de l’espace de Hilbert.

Le problème électronique est alors équivalent à

inftTrpHe,2D2q, D2 P M2u,

où

M2 � tD2 P Lpb2
i�1L

2pR3qq { Dψe P He, Dψe,2 � D2u.

L’avantage de cette nouvelle formulation est qu’elle est posée sur R6 et donc a priori simulable
numériquement quelque soit N, contrairement au problème de départ. Bien sûr, il reste une diffi-
culté, qui réside dans la caractérisation directe de M2.

Ce problème est actuellement ouvert. On ne connaı̂t que des conditions nécessaires de N-
représentabilité d’une densité d’ordre 2. Si on s’en tient à ces conditions pour traiter le problème
de minimisation, on minimise a priori sur un ensemble trop grand et donc le minimum obtenu par
cette méthode sous-estime l’énergie fondamentale du système.

6.6 Modèle de Hartree–Fock

La méthode de Hartree–Fock consiste à restreindre l’ensemble de minimisation initial tψe P
He, }ψe} � 1u en ne considérant que les fonctions d’ondes qui s’écrivent sous la forme d’un détermi-
nant de Slater :

ψepx1, . . . , xNq � 1?
N!

detpφipxjqq � 1?
N!

�������
φ1px1q . . . φ1pxNq

...
. . .

...
φNpx1q . . . φNpxNq

������� .
Dans cette expression, les N fonctions d’ondes mono-électroniques, dites orbitales moléculaires
sont orthonormées et orthogonales deux-à-deux dans L2. On note

WN �
"
Φ � tφiu1¤i¤N, φi P H1pR3q,

»
R3
φipxqφjpxqdx � δij, 1 ¤ i, j ¤ N

*
,

l’ensemble des configurations de N orbitales moléculaires et

SN �
"
ψe P He, DΦ � tφiu1¤i¤N P WN, ψepx1, . . . , xNq � 1?

N!
detpφipxjqq

*
.

Les fonctions de SN sont bien de norme L2 unité.
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Preuve :
En notant SN l’ensemble des permutations de l’ensemble t1, . . . ,Nu et εpπq la signature d’une
permutation π P SN, on a

detpφipxjqq �
¸
πPSN

εpπq
N¹
i�1

φπpiqpxiq.

On a alors

}ψe}2L2 � 1
N!

»
R3N

� ¸
πPSN

εpπq
N¹
i�1

φπpiqpxiq
�� ¸

π 1PSN

εpπ 1q
N¹
i�1

φπ 1piqpxiq
�
dx1 . . .dxN

� 1
N!

¸
π,π 1PSN

εpπqεpπ 1q
»

R3N

N¹
i�1

φπpiqpxiqφπ 1piqpxiqdx1 . . .dxN

� 1
N!

¸
π,π 1PSN

εpπqεpπ 1q
N¹
i�1

»
R3
φπpiqpxiqφπ 1piqpxiqdxi.

D’après la propriété d’orthogonalité des orbitales moléculaires, le produit n’est non nul que si toutes
les intégrales sont non nulles, et donc πpiq � π 1piq pour tout i. On a donc π � π 1 et εpπqεpπ 1q � 1.
Comme, de plus, il y a exactement N! éléments dans SN,

}ψe}2L2 � 1
N!

¸
πPSN

1 � 1.

Les fonctions de SN sont donc bien de norme L2 unité.

Le problème de Hartree–Fock s’écrit

inftxψe,Heψey, ψe P SNu.
Cette fois-ci, on a restreint l’ensemble du domaine sur lequel on minimise. Cette méthode

permet donc de trouver une valeur sur-estimée de l’énergie fondamentale. La différence entre
l’énergie fondamentale et celle estimée grâce à l’approximation de Hartree–Fock s’appelle énergie
de corrélation.

On montre dans un premier temps que

τΦpx, x 1q � τψe,1px; x 1q �
Ņ

i�1

φipxqφipx 1q,

DΦ � Dψe,1 �
Ņ

i�1

pφi, �qL2φi,

ρΦpxq � ρψepxq �
Ņ

i�1

|φipxq|2.

Exercice 15 Montrer ces trois propriétés.

Notons EHFpΦq � xψe,Heψey. On a tout d’abord

EHFpΦq �
Ņ

i�1

»
R3

�
1
2
|∇φi|2 � |φi|2V




�1
2

»
R3

»
R3

�°N
i�1 |φipxq|2

	�°N
i�1 |φipx 1q|2

	
|x� x 1| dxdx 1

�1
2

»
R3

»
R3

���°Ni�1φipxqφipx 1q
���2

|x� x 1| dxdx 1.
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Exercice 16 Calculer la formule de l’énergie d’Hartree–Fock ci-dessus.

En utilisant la matrice densité d’ordre 1 τΦ et la densité électronique ρΦ, ceci se réécrit

EHFpΦq �
Ņ

i�1

1
2

»
R3
|∇φi|2 �

»
R3
ρΦV

�1
2

»
R3

»
R3

ρΦpxqρΦpx 1q
|x� x 1| dxdx 1 � 1

2

»
R3

»
R3

|τΦpx, x 1q|2
|x� x 1| dxdx 1.

Cette énergie se compose de quatre termes. Le premier est l’énergie cinétique, le deuxième est le
terme d’interaction coulombienne entre noyaux et électrons, le troisième est le terme de répulsion
coulombienne entre électrons et correspond à l’énergie coulombienne classique appliquée à la
moyenne ρΦ. Le quatrième terme est lui purement d’origine quantique et traduit aussi cette répul-
sion mais à travers τΦ, c’est le terme d’échange.

Le problème de Hartree–Fock s’écrit

inftEHFpΦq, Φ P WNu.

Contrairement au problème de minimisation initial, ce problème n’est plus quadratique.

6.7 Théorie de la fonctionnelle densité

Le problème de minimisation que l’on veut résoudre est

inftxψe,Heψey, ψe P He, }ψe}L2 � 1u.

Parmi les termes, on a

xψe,Vpxkqψey �
»

R3
dxkVpxkq

»
R3pN�1q

|ψepx1, . . . , xNq|2dx1 . . .dxk�1dxk�1 . . .dxN

� 1
N

»
R3
Vpxkqρψepxkqdxk �

1
N

»
R3
Vpxqρψepxqdx,

xψe,
Ņ

k�1

Vpxkqψey �
»

R3
Vpxqρψepxqdx.

Donc le problème de minimisation peut dans un premier temps se réécrire

inftxψe,H0
eψey �

»
R3
Vpxqρψepxqdx, ψe P He, }ψe}L2 � 1u,

où H0
e se définit comme He mais avec V � 0. Le but de la théorie de la fonctionnelle densité est

d’écrire tout le problème de minimisation en fonction de la densité électronique.

Soit IN l’ensemble des densités électroniques atteignables par des fonctions d’ondes de ψe P He
de norme 1 :

IN � tρ, Dψe P He { }ψe}L2 � 1 et ρψe � ρu.

Pour ρ P IN, on peut définir la fonctionnelle de Levy–Lieb par

Fpρq � inftxψe,H0
eψey, ψe P He, }ψe}L2 � 1, ρψe � ρu

et le problème de minimisation s’écrit

inftFpρq �
»

R3
Vpxqρpxqdx, ρ P INu.
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On commence ainsi à minimiser sur tous les ψe qui correspondent au même ρ, ce qui donne Fpρq,
puis on minimise sur les ρ atteignables. Pour que ceci soit utile, il faut bien sûr être capable de
caractériser l’ensemble IN et l’expression de la fonctionnelle de Levy–Lieb. Le premier point est
résolu par une résultat de N-représentabilité des densités (dont la preuve est hors de portée dans
ce cours) qui assure que

IN � tρ ¥ 0,
?
ρ P H1pR3q,

»
R3
ρpxqdx � Nu.

En pratique, dans la théorie de la fonctionnelle densité, on va minimiser sur un espace un peu
plus grand que IN

EDFT � inftFpρq �
»

R3
Vpxqρpxqdx, ρ ¥ 0, ρ P L1pR3q,

»
R3
ρpxqdx � Nu.

ce qui fait que le minimum obtenu sera inférieur à l’énergie fondamentale.
L’espace de minimisation est considérablement simplifié par rapport à celui du problème de

départ. Néanmoins, on ne connaı̂t pas d’expression utile pour les calculs de la fonctionnelle Fpρq
sur IN. On doit donc approcher cette fonctionnelle. Il existe deux manières classiques de réaliser
ceci :

– les modèles de Thomas–Fermi qui consistent à assimiler le système à un gaz homogène d’élec-
trons,

– les modèles de Kohn–Sham qui consistent à assimiler le système à un système de N électrons
(de Fermi) sans interaction.

6.7.1 Modèles de type Thomas–Fermi

Dans les modèles de type Thomas–Fermi, on approche Fpρq par la somme de quatre termes
(dont les trois premiers s’appellent de von Weizsäcker, de Thomas–Fermi, de Dirac) :

Fpρq � CW

»
R3
|∇?ρpxq|2dx� CTF

»
R3
ρ5{3pxqdx� CD

»
R3
ρ4{3pxqdx� Jpρq,

avec

Jpρq � 1
2

»
R3

»
R3

ρpxqρpyq
|x� y| dxdy.

Ces modèles sont très intéressants du point de vue du problème de mathématique de minimisation
avec contraintes. Cependant, il a été abandonné par les chimistes au profit des modèles de Kohn–
Sham.

6.7.2 Modèles de type Kohn–Sham

Dans les modèles de type Kohn–Sham, on approche Fpρq par la somme de trois termes :

Fpρq � TKSpρq � Jpρq � Excpρq,
avec

TKSpρq � inf

#
1
2

Ņ

i�1

»
R3
|∇φipxq|2dx,Φ � tφiu P WN, ρΦ � ρ

+
et Excpρq est le terme d’échange–corrélation. Le problème de minimisation est donc dans l’espace
des configurations des orbitales moléculaires

EKS � inftEKSpΦq, Φ P WNu.
La construction des fonctionnelles d’échange–corrélation est un sujet encore actuel de recherche. On
ne détaille pas ici les formes possibles.
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6.8 Calcul de l’énergie fondamentale sur un domaine borné

On considère le modèle de Thomas-Fermi-Weizsäcker (sans terme de Dirac) pour un atome de
charge Z et un nombre total d’électrons λ, dans lequel

– on met les constantes à 1 ;
– on oblige la densité à être positive en posant ρ � u2 ;
– on suppose que u est à support dans un ouvert régulierΩ, typiquement une très grande boule

de R3. Ceci est faut en toute rigueur car les fonctions d’onde ont des extensions spatiales
infinies, mais leur valeur à l’infini est très faible.

On trouve le problème de minimisation

IΩ,λ � inf
"
EΩpuq,u P H1

0pΩq,
»
Ω
|upxq|2dx � λ

*
,

EΩpuq �
»
Ω
|∇upxq|2dx�

»
Ω

Z

|x|u
2pxqdx�

»
Ω
|upxq|10{3dx� 1

2

»»
Ω�Ω

upxq2upyq2
|x� y| dxdy.

6.8.1 Outils d’analyse fonctionnelle

Nous introduisons ici les résultats d’analyse fonctionnelle utiles à la résolution spécifique du
problème posé.

Théorème 16 (Inégalité de Hölder) Soit Ω un ouvert de R3 et p,q P r1,8s conjugués, c’est-à-dire tels
que 1{p� 1{q � 1. Alors si pu, vq P LppΩq � LqpΩq, uv P L1pΩq et }uv}L1pΩq ¤ }u}LppΩq}v}LqpΩq.

Pour p � q � 2, cette inégalité s’appelle inégalité de Cauchy–Schwarz.

Définition 14 Soient k P N, 1 ¤ p ¤ �8. On définit les espaces de Sobolev par

Wk,ppΩq �
"
u P Lp, B

|θ|u
Bxθ P LppΩq, 1 ¤ |θ| ¤ k

*
.

On note Hp �Wp,2pΩq. Pour 0 ¤ α   1, on définit les espaces de Hölder par

C0,αpΩq �
#
u P CpΩ̄q, sup

x�yPΩ̄

|upxq � upyq|
|x� y|α   �8

+
.

Ck,αpΩq �
"
u P CkpΩ̄q, B

|θ|u
Bxθ P C0,αpΩq, 1 ¤ |θ| ¤ k

*
.

Il en existe aussi des définitions (équivalente) dans le domaine de Fourier, qui permettent aussi de
définir les espaces de Sobolev pour k réel quelconque, y compris négatif. On a Ck,0pΩ̄q � CkpΩ̄q.

Théorème 17 (Injections continues de Sobolev) SoitΩ un ouvert borné de classe C1 de R3, alorsH1pΩq
s’injecte continuement dans LppΩq pour tout p P r1, 6s ; c’est-à-dire qu’il existe une constante C telle que
pour tout u P H1pΩq, }u}LppΩq ¤ C}u}H1pΩq.

Soit E un espace de Banach de dual E 1. Un suite pxnq d’éléments de E converge faiblement vers
x si pour tout élément x 1 P E 1, xx 1, xny Ñ xx 1, xy.

Théorème 18 Dans un espace de Banach réflexif, on peut extraire de toute suite bornée, une suite faiblement
convergente.

Des exemples de Banach réflexifs sont donnés par les Lp (1   p   8) et H1
0.
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Théorème 19 Une suite pxnq qui converge faiblement est bornée et sa limite faible x vérifie

}x}E ¤ lim inf
nÑ8 }xn}E.

Nous allons maintenant utiliser la notion
de fonction semi-continue inférieurement
(s.c.i.). C’est une fonction pour lesquelles
lorsque pour tout x0, on a

lim
xÑx0

fpxq ¥ fpx0q.

Exemple de fonction s.c.i. de R dans R.

Théorème 20 Une fonction f définie sur un Banach E, à valeurs réelles, convexe et s.c.i. pour la topologie
forte est s.c.i. pour la topologie faible.

Théorème 21 (Théorème de Rellich–Kondrachov) Soit Ω un ouvert borné de classe C1 de R3. L’espace
H1

0pΩq s’injecte de façon compacte dans LppΩq pour tout 1 ¤ p   6.

Théorème 22 Soit Ω un ouvert borné de classe C1 de R3. Si k ¡ 3{p, et k� 3{p n’est pas entier, Wk,ppΩq
s’injecte de façon continue dans Cm,αpΩ̄q où m et α sont respectivement les parties entière et fractionnaire
de k� 3{p. L’injection est compacte dans Cm,α 1pΩ̄q, avec 0 ¤ α 1   α.

Théorème 23 (Régularité elliptique) Soit Ω un ouvert borné de R3 et u P H1
0pΩq vérifiant �∆u � f au

sens des distributions. Soient k ¥ 2, 1   p   �8 et 0   α   1 alors
– Si Ω est de classe Ck et f PWk�2,ppΩq, alors u PWk,ppΩq et il existe une constante C qui ne dépend

pas de f telle que }u}Wk,ppΩq ¤ C}f}Wk�2,ppΩq (estimée Lp).
– Si Ω est de classe Ck,α et f P Ck�2,ppΩ̄q, alors u P Ck,ppΩ̄q et il existe une constante C qui ne dépend

pas de f telle que }u}Ck,ppΩ̄q ¤ C}f}Ck�2,ppΩ̄q (estimée de Schauder).

Théorème 24 (Inégalité de Harnack locale) Soit Ω un ouvert de R3 et u P H1pΩq, u ¥ 0 vérifiant
�∆u� Vu � 0 pour V P LplocpΩq pour p ¡ 3{2, alors pour tout R ¡ 0 et tout y P Ω tels que B4Rpyq � Ω,
il existe une constante C ne dépendant que de Ω, R et }V}LppB4Rpyqq

sup
BRpyq

u ¤ C inf
BRpyq

u.

6.8.2 La fonctionnelle a bien un sens dans H1
0pΩq

Clairement
³
Ω |∇upxq|2dx est bien défini dans H1

0pΩq, c’est d’ailleurs ce terme qui a principale-
ment guidé le choix de l’espace fonctionnel.

Pour montrer que
³
Ω u

2pxq{|x|dx est définie, on utilise l’inégalité de Cauchy–Schwarz»
Ω

u2pxq
|x| dx ¤

�»
Ω
u4pxqdx


1{2�»
Ω

1
|x|2dx


1{2
,

l’injection continue de Sobolev avec p � 4 et le fait que x ÞÑ 1{|x|2 est localement intégrable sur
toute boule de R3.

On utilise l’injection continue de Sobolev avec p � 10{3 pour montrer que
³
Ω |upxq|10{3dx a un

sens.
Le dernier terme est un peu plus délicat. Nous venons de voir qu’à x fixé,

³
Ω u

2pyq{|x�y|dy est
bien défini. On peut même trouver une borne uniforme (pour le voir expliciter la borne). C’est donc
en particulier une fonction L2pΩq en x et son produit scalaire avec u2pxq est donc bien défini.

Exercice 17 Détailler la majoration du terme de répulsion électronique.
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6.8.3 L’énergie EΩ est minorée

Il faut moralement savoir majorer les termes négatifs de l’énergie par des éléments positifs de
cette même énergie. Ici, les signes sont bien définis et il n’y a qu’un seul terme négatif, que l’on peut
commencer par majorer grâce à l’inégalité de Hölder avec p � 5{2 et q � 5{3 :»

Ω

1
|x|u

2pxqdx ¤
���� 1|x|

����
L5{2pΩq

��u2pxq��
L5{3pΩq .

On a choisit cette valeur de q pour retrouver un }u}L10{3pΩq, le p en découle. On peut négliger des
termes positifs dans la minoration de l’énergie et on écrit

EΩpuq ¥ �
»
Ω

Z

|x|u
2dx�

»
Ω
|upxq|10{3dx ¥ �

���� 1|x|
����
L5{2pΩq

}u}2L10{3pΩq � }u}10{3
L10{3pΩq.

Or l’application X ÞÑ �aX2 � |X|10{3 est une fonction continue sur R et tendant vers l’infini en �8 ;
elle est donc minorée sur R par une constante Ca, qui est une borne inférieure pour l’énergie.

6.8.4 Les suites minimisantes sont bornées

Le fait que l’énergie soit minorée n’assure pas a priori que le minimum soit atteint, et donc
l’existence d’un état fondamental et son énergie, ce que nous cherchons à trouver. On espère trouver
cette énergie comme limite de l’énergie d’une suite d’états.

On appelle suite minimisante, une suite punq de H1
0pΩq qui vérifie

lim
nÑ8EΩpunq � IΩ,λ,

»
Ω
|unpxq|2dx � λ.

Par définition d’une borne inférieure, une telle suite existe toujours. Il suffit par exemple de prendre
EΩpunq ¤ IΩ,λ � 2�n.

La suite EΩpunq des énergies converge et donc elle est bornée : EΩpunq ¤ C pour tout n. En
particulier, en négligeant une partie positive de l’énergie,»

Ω
|∇unpxq|2dx�

»
Ω

Z

|x|u
2
npxqdx�

»
Ω
|unpxq|10{3dx ¤ C.

On a donc

}un}2H1pΩq ¤ C� λ2 � Ca

et la suite punq est bornée dans H1pΩq.

6.8.5 Convergence faible des suites minimisantes

La suite un étant bornée dans H1
0pΩq, il en existe une sous-suite que l’on notera encore un et

qui converge faiblement vers u P H1
0pΩq.

Les fonctions v ÞÑ ³
Ω v

2pxqdx, v ÞÑ ³
Ω |∇vpxq|2dx et v ÞÑ ³

Ω |vpxq|10{3dx sont convexes et conti-
nues de H1

0pΩq dans R. Elles sont donc semi-continues inférieurement pour la topologie faible. En
particulier,»

Ω
u2pxqdx ¤ lim inf

nÑ8

»
Ω
u2npxqdx,»

Ω
|∇upxq|2dx ¤ lim inf

nÑ8

»
Ω
|∇unpxq|2dx,»

Ω
|upxq|10{3dx ¤ lim inf

nÑ8

»
Ω
|unpxq|10{3dx.
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Le même raisonnement s’applique à la dernière fonction v ÞÑ ³³
Ω�Ω v

2pxqv2pyq{|x � y|dxdy, bien
que sa continuité sur H1

0pΩq soit une propriété moins immédiate que pour les fonctions précédentes.
On a donc également»»

Ω�Ω
u2pxqu2pyq
|x� y| dxdy ¤ lim inf

nÑ8

»»
Ω�Ω

u2npxqu2npyq
|x� y| dxdy.

Il nous reste à montrer deux points. Tout d’abord, nous voulons que u soit candidat pour être
un minimum, et pour cela il faut montrer que

³
Ω u

2pxqdx � λ. Pour l’instant, nous n’avons que³
Ω u

2pxqdx ¤ λ.
Ensuite, il faut savoir donner une limite (et non une limite inférieure) au terme � ³Ω u2npxq{|x|dx,

qui n’a pas le bon signe.

6.8.6 Convergence forte des suites minimisantes

Le théorème de Rellich–Kondrachov nous dit que les bornes sur les dérivées de un impliquent
en fait la convergence forte de un. Ceci est vraiment spécifique aux ensemble bornés. (Physiquement
tout va marcher parce que l’on va interdire à l’énergie, les électrons en l’occurrence, d’aller à l’infini
en bornant le domaine.)

Cette convergence forte (dans L2pΩq et L4pΩq) permet de passer à la limite dans les deux
intégrales qui restent. Ainsi

lim
nÑ8

»
Ω
u2npxqdx �

»
Ω
u2pxqdx p� λq,

lim
nÑ8�

»
Ω

u2npxq
|x| dx � �

»
Ω

u2pxq
|x| dx.

et finalement limnÑ8 EΩpunq � EΩpuq
En sommant les inégalités, on obtient que

lim sup
nÑ8

»
Ω
|∇unpxq|2dx ¤

»
Ω
|∇upxq|2dx,

et un converge donc vers u fortement dans H1pΩq.
Il est à remarquer que nous avons travaillé à une sous-suite près et que pour l’instant rien ne

nous assure l’unicité de la limite u.

6.8.7 Régularité

Nous avons affaire à un problème de minimisation de la fonctionnelle EΩpuq avec la contrainte
Jpuq � ³Ω u2pxqdx� λ � 0. On note U � tu P L2pΩq, Jpuq � 0u.

Théorème 25 Si EΩ admet un infimum en u relativement àU, EΩ et J sont différentiables en u et J 1puq � 0,
alors il existe un unique θ P R tel que E 1Ωpuq � θJ 1puq � 0. Cette équation est appelée équation d’Euler–
Lagrange et θ est le multiplicateur de Lagrange.

Vérifions que ce théorème s’applique, c’est-à-dire que EΩ et J sont bien différentiables. Commen-
çons par la contrainte :

Jpu� hq �
»
Ω
pu� hq2dx� λ �

»
Ω
pu2 � 2uh� h2qdx� λ � Jpuq � 2

»
Ω
uhdx� ophq.

Ainsi J est différentiable et J 1puq � u.
Pour l’énergie, commençons par un calcul intermédiaire qui est le développement limité

|u� h|10{3 � |u|10{3
����1� hu

|u|2
����10{3 � |u|10{3

�
1� 10

3
hu

|u|2 � ophq


� |u|10{3 � 10

3
|u|4{3hu� ophq
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si u � 0. Sinon, |h|10{3 � ophq, et les deux premiers termes du développement du cas général, donc
le résultat est valable aussi si u � 0.

EΩpu� hq �
»
Ω
|∇pu� hqpxq|2dx�

»
Ω

Z

|x| pu� hq
2pxqdx�

»
Ω
|pu� hqpxq|10{3dx

�1
2

»»
Ω�Ω

pu� hqpxq2pu� hqpyq2
|x� y| dxdy

� EΩpuq � 2
�»

Ω
∇upxq �∇hpxqdx�

»
Ω

Z

|x|upxqhpxqdx�
5
3

»
Ω
|u|4{3pxqupxqhpxqdx

�
»»
Ω�Ω

upxqhpxqupyq2
|x� y| dxdy



� ophq.

Ainsi EΩ est différentiable et l’équation d’Euler–Lagrange s’écrit, pour tout h P H1
0pΩq :»

Ω
∇upxq �∇hpxqdx�

»
Ω

Z

|x|upxqhpxqdx�
5
3

»
Ω
|u|4{3pxqupxqhpxqdx

�
»»
Ω�Ω

upxqhpxqupyq2
|x� y| dxdy� θ

»
Ω
upxqhpxqdx � 0.

En particulier, si on prend h P C80 pΩq, on trouve que

�∆upxq � Z

|x|upxq �
5
3
|u|4{3pxqupxq �

�»
Ω

upyq2
|x� y|dy



upxq � θupxq � 0,

au sens des distributions. Cette équation, qui est une condition nécessaire sur les solutions u du
problème de minimisation (si elles existent, elle doivent vérifier cette équation) va nous donner les
propriétés principales des solutions. Si on pose

fpxq � Z

|x|upxq � |u|4{3pxqupxq �
�»
Ω

upyq2
|x� y|dy



upxq � θupxq,

l’équation se réécrit �∆u � f. Par le même type d’arguments que ceux qui ont permis de montrer
que EΩ était bien définie, on peut montrer que u P H1

0pΩq implique que f P L2pΩq. D’après le
théorème de régularité elliptique, on en déduit que u est en fait dans H2pΩq et donc dans C0,αpΩq
pour 0 ¤ α   1{2. En particulier u P L8pΩq. On peut alors montrer que f est dans LppΩq pour tout
1 ¤ p   3 et le théorème de régularité elliptique implique alors que u P C0,αpΩq pour 0 ¤ α   1. La
difficulté est le terme en 1{|x|, on arrive cependant à montrer par argument de bootstrap que pour
toute boule B P Ωzt0u, on a u P C2,αpB̄q, u P C4,αpB̄q, . . . et finalement u P C8pΩzt0uq (modulo le
fait que u ¡ 0, ce qui est l’objet du paragraphe suivant).

6.8.8 Unicité

Soit ici Ω une boule de R3. La fonctionnelle de départ écrite en la variable ρ � u2 est strictement
convexe et on la minimise sur un ensemble convexe. Ceci implique que le minimum, s’il existe, est
unique.

En reprenant la formulation en u, on voit facilement que si u est un minimiseur, alors �u et |u|
le sont aussi (le seul point délicat consistant à montrer que»

Ω
|∇upxq|2dx �

»
Ω
|∇|u|pxq|2dx,

un exercice classique). On peut donc considérer un minimiseur u ¥ 0.
L’inégalité de Harnack locale avec

Vpxq � Z

|x| �
5
3
|u|4{3pxq �

»
Ω

upyq2
|x� y|dy� θ
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implique alors que si u s’annule en un point alors elle s’annule sur un voisinage. De proche en
proche, on montre alors qu’elle est nulle partout (en utilisant itérativement l’inégalité d’Harnack ou
le principe d’unique continuation).

Comme u2 est unique, et u est continue sur Ω, il y a donc deux branches de solutions bien
séparées u et �u. On peut donc considérer que u ¡ 0.

6.8.9 Symétrie

Supposons maintenant que Ω est une boule de centre 0. Alors pour tout rotation R autour de 0,
EΩpuq � EΩpu�Rq. Par unicité du minimiseur, on a alors u � u�R et donc u est à symétrie radiale.

En utilisant la symétrisée de Schwarz, on peut de plus montrer que upxq � up|x|q est décroissante
en |x|.
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A Solution des exercices

Solution de l’exercice 1 Comme ~B~ ¤ ~A�1~�1, on a facilement que ~A�1B~ ¤ ~A�1~~B~   1. La
série de Neumann

°8
n�0p�A�1Bqn est alors absolument convergente et donc convergente. Comme A�1B est

un opérateur borné, on peut l’étendre à tout l’espace H. Il en est clairement de même de la série de Neumann,
ainsi que de 1I�A�1B, qui est l’inverse formel de la série de Neumann, qui est donc inversible.

Solution de l’exercice 2 Pour que l’opérateur AC ait un sens, il faut que ImpCq � DpAq, ce qui implique
que DpC�1q � ImpA�1q et que donc C�1A�1 a bien un sens. Formellement, on a bien sur C�1A�1AC �
1IDpCq et ACC�1A�1 � 1IDpA�1q � 1IImpAq. C�1A�1 est donc l’inverse de AC. Comme, par ailleurs,
~C�1A�1~ ¤ ~C�1~~C�1~   8, AC est bien un opérateur inversible.

Solution de l’exercice 3 Pour tout ψ P DpAq, en utilisant le caractère auto-adjoint, on peut calculer

}pA� z1Iqψ}2 � xpA� z1Iqψ, pA� z1Iqψy � }Aψ}2 � 2<pzqxψ,Aψy � |z|2}ψ}2.

En particulier

}pA� z1Iqψ}2 ¥ }Aψ}2 � 2|<pzq|}ψ}}Aψ} � |z|2}ψ}2 � p}Aψ} � |<pzq|}ψ}q2 � |=pzq|2}ψ}2

et donc on a la relation de coercivité }pA� z1Iqψ} ¥ |=pzq|}ψ}.
Ceci montre que A � z1I admet un inverse qui va de ImpA � z1Iq dans H, et qui satisfait, pour tout φ P
ImpA� z1Iq,

}pA� z1Iq�1φ} ¤ |=pzq|�1}φ}.

Il reste à étendre cette propriété sur tout H. Pour cela, supposons que φ P DpA � z1IqK, alors, pour tout
ψ P DpAq, xφ, pA� z1Iqψy � 0. Alors, par définition, φ P DpA�q � DpAq et donc, pour tout ψ P DpAq,

0 � xφ, pA� z1Iqψy � xpA� z̄1Iqφ,ψy.

Comme DpAq est dense dans H, ceci implique que pA � z̄1Iqφ � 0 et donc φ � 0 d’après la relation de
coercivité. Ceci implique que DpA� z1Iq est dense dans H et donc d’après le lemme 1 l’opérateur pA� z1Iq�1

peut être étendu à l’espace tout entier avec la même estimation.

Solution de l’exercice 4 Si A est auto-adjoint, on peut définir eiA qui admet e�iA comme opérateur ad-
joint. On a alors, pour tout ψ P DpAq,

}eiAψ}2 � xeiAψ, eiAψy � xe�iAeiAψ,ψy � xψ,ψy � }ψ}2.

eiA est donc une isométrie.
Par ailleurs, si A est un opérateur borné, il est facile de vérifier que peihA�1IqhÑ iA (convergence absolue).
Donc

B
Bse

isAψ � lim
hÑ0

eips�hqAψ� eisAψ
h

� eisA lim
hÑ0

eihAψ�ψ
h

� eisAiAψ.

Comme A et son exponentielle commutent, on a bien le résultat.

Solution de l’exercice 5 Cette famille a bien un élément neutre : Up0q � 1I. Par ailleurs, elle vérifie le
morphisme de groupe Upt� sq � UptqUpsq � UpsqUptq qui associe à la somme des temps la composition des
éléments du groupe. Enfin, tout élément admet un inverse : UptqUp�tq � Up�tqUptq � 1I.

Solution de l’exercice 6 Soient pλ1,ψ1q et pλ2,ψ2q deux couples d’éléments propres avec λ1 � λ2. Comme
A est auto-adjoint λ1 et λ2 appartiennent à R. On a alors d’une part xψ1,Aψ2y � λ2xψ1,ψ2y et xψ1,Aψ2y �
xAψ1,ψ2y � λ1xψ1,ψ2y. Donc xψ1,ψ2y � 0 et ψ1 et ψ2 sont orthogonaux.
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Solution de l’exercice 7 Commençons par l’opérateur de multiplication par le potentiel continu Vpxq. Soit
λ P ImpVq. Il existe un xλ tel que Vpxλq � λ. On construit la même suite ψn que pour calculer le spectre de
l’opérateur de position, mais en la centrant en xλ. On a alors

}pVpxq � λqψn}2 �
»

R
|Vpxq � λ|2n|φpnpx� xλq|2dx �

»
r�1,1s

|Vpy
n
� xλq � λ|2|φpyq|2dyÑ 0,

par continuité de V au point xλ. Tout élément de ImpVq est donc dans le spectre. On a déjà vu que l’adhérence
du spectre était dans le spectre essentiel. Ainsi, on a ImpVq � σpVqq.

Comme V est continue, on peut affirmer que ImpVq est un intervalle. Supposons maintenant que λ R
ImpVq et par exemple λ   inf ImpVq. Il existe α ¡ 0 tel que pour tout x P Rd, Vpxq � λ ¥ α ¡ 0. Pour
toute suite ψn de norme 1, on peut écrire

xpVpxq � λqψn,ψny �
»

Rd
pVpxq � λq|ψnpxq|2dx ¥ α

»
Rd
|ψnpxq|2dx � α,

et qui n’a donc aucune chance de tendre vers 0. λ n’appartient donc pas au spectre de V . On peut raisonner
de même pour λ ¡ sup ImpVq. Ainsi on a exactement σpVq � ImpVq.

Pour calculer le spectre de �∆, on remarque que dans le domaine fréquentiel, il s’agit de l’opérateur de
multiplication par |k|2. Dans ce domaine fréquentiel, le spectre de Vpkq � |k|2 est égal à ImpVq � r0,�8r.
C’est donc également le spectre de �∆.

Solution de l’exercice 8 Soit ψ un élément de l’espace vectoriel engendré. Il s’écrit sous la forme d’une
combinaison linéaire ψ � °n αnψn. Si on lui applique A, on obtient par linéarité Aψ � °n αnλnψn qui
est également un élément de l’espace vectoriel engendré.

Solution de l’exercice 9 Soit ψ un élément de WK. Pour tout w P W, Aw P W et donc xAψ,wy �
xψ,Awy � 0, donc Aψ PWK.

Solution de l’exercice 10 Un élément ψ0 de WH peut s’écrire
°
j ajψj. Pour éviter d’utiliser en plus un

argument de continuité, on suppose que cette suite est finie : ψ0 �
°N
j�0 ajψj. La solution de l’équation de

Schrödinger s’écrit alors ψptq � e�iHt{ hψ0 qui se décompose en ψptq � °Nj�0 e
�iλjt haj{ψj. On a ainsi

»
|x|¥R

|ψpx, tq|2 dx �
Ņ

j,k�1

ājake
�ipλk�λjqt{ h

»
|x|¥R

ψ̄jpxqψkpxq dx.

L’inégalité de Cauchy–Schwarz permet d’assurer que

»
|x|¥R

|ψpx, tq|2 dx ¤
�

Ņ

j,k�1

|ājak|2
�1{2� Ņ

j,k�1

����»|x|¥R ψ̄jpxqψkpxq dx
����2
�1{2

.

Le premier facteur est tout simplement�
Ņ

j,k�1

|ājak|2
�1{2

�
Ņ

j�1

|aj|2 �
»

Rd
|ψ0pxq|2 dx.

Pour estimer le second facteur, pour tout ε ¡ 0, on choisit R tel que����»|x|¡R ψ̄jpxqψkpxq dx
���� ¤ 1

N

ε³
Rd |ψ0pxq|2 dx .
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En sommant, on obtient�
Ņ

j,k�1

����»|x|¥R ψ̄jpxqψkpxq dx
����2
�1{2

¤ ε³
Rd |ψ0pxq|2 dx .

Ainsi »
|x|¥R

|ψpx, tq|2 dx ¤ ε.

Solution de l’exercice 11 Si ε � Ui, la solution est affine sur l’intervalle correspondant. Dans le cas du
saut de potentiel, on a deux intervalles qui vont à l’infini et la seule façon pour une fonction affine rester
bornée à l’infini est d’être constante.
Si ε � U1, on a donc une solution ψpxq � A1 pour x ¡ 0 et comme ε   U2, ψpxq � A2e

κ2x pour x   0. Le
raccordement par continuité en zéro impose A1 � A2 et le raccordement des dérivées impose κ2A2 � 0. ψ est
donc la fonction nulle, qui n’est pas vraiment une fonction propre, U1 ne fait donc pas partie du spectre.
Si ε � U2, on a une solution ψpxq � A2 pour x   0 et comme ε ¡ U1, ψpxq � A1 sinpk1x � ϕq.
Le raccordement par continuité en x � 0 impose A1 sinϕ � A2. Le raccordement des dérivées donne
k1A1 cospϕq � 0, ce qui impose ϕ � �π{2r2πs et donc potentiellement deux solutions. Pour x ¡ 0 on
a alors ψpxq � A1 sinpk1x � π{2q � �A1 cospk1xq, la valeur sur x   0 est alors �A1. On n’a donc en fait
qu’une seule solution, et ε � U2 fait partie du spectre non dégénéré de l’opérateur.

Solution de l’exercice 12 Rappelons que

ψpxq �

$''''&''''%
e�i

?
εx � Rei

?
εx si x ¡ L,

Aeκx � Be�κx si 0   x   L, ε   U0 avec κ � ?
U0 � ε,

Ceikx �De�ikx si 0   x   L, ε ¡ U0 avec k � ?
ε�U0

Se�i
?
εx si x   0.

Plaçons nous d’abord dans le cas ε   U0. Les relations de continuité en x � 0 donnent le système

(a) S � A� B,
(b) �i?εS � κA� κB.

En construisant la relation i
?
εpaq � pbq, on obtient une première relation reliant A et B, à savoir

0 � pi?ε� κqA� pi?ε� κqBðñ B � κ� i?ε
κ� i?εA.

Les relations de continuité en L donnent le système

(c) e�i
?
εL � ei

?
εLR � eκLA� e�κLB,

(d) �i?εe�i
?
εL � i?εei

?
εLR � κeκLA� κe�κLB.

En construisant la relation i
?
εpcq � pdq, on obtient une deuxième relation reliant A et B et donc permettant

d’obtenir la valeur de A, en utilisant la précédente relation

2i
?
εe�i

?
εL � pi?ε� κqeκLA� pi?ε� κqe�κLB

�
�
�pκ� i?εqeκL � pκ� i?εqe�κLκ� i

?
ε

κ� i?ε
�
A,

A � 2i
?
εe�i

?
εLpκ� i?εq

�pκ� i?εq2eκL � pκ� i?εq2e�κL
Nous n’explicitons pas plus avant A car ce qui nous intéresse est

S � A� B �
�
1� κ� i?ε

κ� i?ε
�
A � 2κ

κ� i?εA � 4i
?
εκe�i

?
εL

�pκ� i?εq2eκL � pκ� i?εq2e�κL
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et même plus précisément

T � |S|2 � 16εκ2

| � pκ2 � ε� 2i
?
εκqeκL � pκ2 � ε� 2i

?
εκqe�κL|2

� 16εκ2

4pκ2 � εq2 sh2pκLq � 16εκ2 ch2pκLq
� 4εκ2

pκ2 � εq2 sh2pκLq � 4εκ2
� 4εpU0 � εq
U2
0 sh

2pκLq � 4εpU0 � εq
.

Le cas ε ¡ U0 se traite de manière similaire et nous ne reposduisons que les calculs. On a

(a’) S � C�D,
(b’) �i?εS � ikC� ikD.

i
?
εpa 1q � pb 1q donne

0 � pi?ε� ikqC� pi?ε� ikqDðñ D � k�?
ε

k�?
ε
C.

De même

(c) e�i
?
εL � ei

?
εLR � eikLC� e�ikLD,

(d) �i?εe�i
?
εL � i?εei

?
εLR � ikeikLC� ike�ikLD.

i
?
εpc 1q � pd 1q donne

2i
?
εe�i

?
εL � pi?ε� ikqeikLC� pi?ε� ikqe�ikLD

� i

�
�pk�?

εqeikL � pk�?
εqe�ikLk�

?
ε

k�?
ε

�
C,

C � 2
?
εe�i

?
εLpk�?

εq
�pk�?

εq2eikL � pk�?
εq2e�ikL .

D’où

S � C�D �
�
1� k�?

ε

k�?
ε

�
C � 2k

k�?
ε
C � 4

?
εke�i

?
εL

�pk�?
εq2eikL � pk�?

εq2e�ikL
et

T � |S|2 � 16εk2

| � pk2 � ε� 2
?
εkqeikL � pk2 � ε� 2

?
εkqe�ikL|2

� 16εk2

|4?εk cospkLq � 2ipk2 � εq sinpkLq|2

� 16εk2

4pk2 � εq2 sin2pkLq � 16εk2 cos2pkLq
� 4εk2

pk2 � εq2 sin2pkLq � 4εk2
� 4εpε�U0q
U2
0 sin

2pkLq � 4εpε�U0q
.

Étudions la transition en ε � U0. Dans la première formule, au voisinage de κ � 0, on a sh2pκLq �
κ2L2 � pU0 � εqL2, donc

T � 4εpU0 � εq
U2
0pU0 � εqL2 � 4εpU0 � εq �

4ε
U2
0L

2 � 4ε
Ñ 1

1�U0L2{4.

Dans la deuxième formule, au voisinage de k � 0, on a sin2pkLq � k2L2 � pε�U0qL2, donc

T � 4εpε�U0q
U2
0pε�U0qL2 � 4εpε�U0q �

4ε
U2
0L

2 � 4ε
Ñ 1

1�U0L2{4.

La formule du coefficient de transmission est donc continue à travers la valeur ε � U0. On pourrait d’ailleurs
étudier le problème pour ε � U0 et retrouver cette valeur.
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Solution de l’exercice 13 Cas U2   ε   U1.
Une solution est nécessairement de la forme

ψpxq �

$'&'%
A1e

�κ1x si x ¡ a,
A2 sinpk2x� φq si b   x   a,
A3e

κ3x si x   b,
La continuité de la dérivée logarithmique aux deux interfaces donne les deux conditions

k2 cotanpk2a� φq � �κ1 et k2 cotanpk2b� φq � κ3.
Ceci impose une phase φ déterminée à un multiple entier de π près par, par exemple,

φ � �k2a�Atan
k2

κ1
� nπ avec n P N�,

φ � �k2b�Atan
k2

κ3
.

La fonction sinpk2x � φq va alors s’annuler n � 1 fois sur l’intervalle sa,br. Ces zéros sont exactement les
zéros de ψ. En égalant les deux valeurs de la phase, on obtient

nπ� k2pa� bq � Atan
k2

κ1
�Atan

k2

κ3
.

Dans cette équation κ1, k2 et κ3 dépendent de ε. On peut donc former une équation non linéaire sous la forme

nπ � fpεq.
Au lieu de résoudre en ε PsU2,U1r, on choisit d’utiliser la variable

ξ �
c
ε�U2

U1 �U2
Ps0, 1r.

On pose aussi

K �
a
U1 �U2, L � a� b, cosγ �

c
U1 �U2

U3 �U2
, p0   γ   π

2
q.

En ces variables, notre équation peut se réécrire

nπ� ξKL � Asinpξq �Asinpξ cosγq.
(Rappel : sinpAtan xq � x{?1� x2).

On résout l’équation graphiquement, en traçant le graphe de fγpξq � Asinpξq � Asinpξ cosγq et les
droites Dn donnée par ξÑ nπ� KLξ.

Figure 3 – Détermination graphique des valeurs discrètes de l’énergie
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On remarque que fγ est pour tout paramètre γ une fonction croissante qui varie de fγp0q � 0 à fγp1q �
π{2� Asinpcosγq � π{2� π{2� γ � π� γ. C’est pourquoi les courbes se coupent à condition que l’entier
n soit suffisament petit : KL ¥ pn� 1qπ� γ. Plus précisément, si KL ¤ γ, il n’y a pas de valeurs propre ; si
γ ¤ KL ¤ π � γ, il y a une seule valeur propre ; si πγ ¤ KL ¤ 2π � γ, il y a deux valeurs propres ; . . . La
suite des valeurs de ε est discrète et finie (il y a exactement t1� pK� γq{πu valeurs propres).

Les conditions de continuité en a et b fournissent les valeurs des A1, A2 et A3 à un facteur multiplicatif
près. Dans l’intervalle sU2,U1r, le spectre est discret et les états correspondants sont des états liés. En effet,
la probabilité de trouver la particule dans les deux zones extrêmes est non nulle mais elle tend vers zéro à
l’infini et ψ est de carré intégrable. La particule reste donc moralement localisée.
Cas U1   ε   U3.
On est dans un cas semblable au cas U1   ε   U2 pour un saut de potentiel et on peut écrire la solution sous
la forme

ψpxq �

$'&'%
A1 cospk1x�ϕ1q si x ¡ a,
A2 sinpk2x�ϕ2q si b   x   a,
A3e

κ3x si x   b,

le choix entre une représentation en sinus et en cosinus (choix des phases) étant ainsi fait pour être plus près
du résultat final.
Les coefficients A1, A2 et A3 ne seront de toutes façons déterminés qu’à une constante près et que cospk1x�
ϕ1q � exppiϕ1q pexpp�ik1xq � exppipk1x� 2ϕ1qqq {2 correspond à la décomposition en onde incidente
(venant de la droite) et onde réfléchie avec retard. C’est pourquoi on choisit de prendre A1 � 2 exppiϕ1q, ce
qui fixe les autres constantes multiplicatives.
Pour pouvoir écrire la continuité de la fonction sans coefficients supplémentaires, on pose également A2 �
2 exppiϕ1qA et A3 � 2 exppiϕ1qB, ce qui donne la forme des solutions sous la forme

ψpxq �

$'&'%
e�ik1x � eipk1x�2ϕ1q � 2eiϕ1 cospk1x�ϕ1q si x ¡ a,
2Aeiϕ1 sinpk2x�ϕ2q si b   x   a,
2Beiϕ1eκ3x si x   b.

La continuité des dérivées logarithmiques donne

�k1 sinpk1a�ϕ1q
cospk1a�ϕ1q � k2

cospk2a�ϕ2q
sinpk2a�ϕ2q , k2

cospk2b�ϕ2q
sinpk2b�ϕ2q � κ3,

ce qui se réécrit

ϕ1 � �k1a� π

2
�Atan

�
k1

k2
tan
�
k2L�Atan

k2

κ3




, ϕ2 � �k2b�Atan

k2

κ3
.

La continuité donne alors

A � cospk1a�ϕ1q
sinpk2a�ϕ2q , B � cospk1a�ϕ1q sinpk2b�ϕ2q expp�κ3bq

sinpk2a�ϕ2q .

Pour U1   ε   U3, le spectre est continu et non dégénéré.
Regardons ce qui se passe quand le mur à gauche est très élevé. En particulier, κ3 est très grand et B est

très petit. Nous voulons étudier le comportement du retard à la réflexion ϕ1 et de l’intensité transmise dans
le puits A2. A une translation près, nous pouvons supposer que a � 0 et b � �L. Dans la formule pour ϕ1,
on fait tendre k2{κ3 vers 0, on vérifie que ξK � k2 et on reconnaı̂t le rapport k1{k2 comme le rapport η{ξ, où

η �
c
ε�U1

U1 �U2
.
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On a alors

ϕ1 � �π
2
�Atan

�
η

ξ
tanpξKLq



.

et

A2 � cos2pϕ1q
sin2pϕ2q

�
sin2

�
Atan

�
η
ξ tanpξKLq

		
sin2pξKLq �

η2

ξ2 tan2pξKLq�
1� η2

ξ2 tan2pξKLq
	
sin2pξKLq

�
η2

ξ2
1

cos2pξKLq
1� η2

ξ2 tan2pξKLq
�

η2 1
cos2pξKLq

ξ2 � η2p 1
cos2pξKLq � 1q �

η2

ξ2 cos2pξKLq � η2p1� cos2pξKLqq

� η2

η2 � cos2pξKLq ,

car ξ2 � η2 � 1.
Lorsque εÑ8, η croit (si on ne choisit pas l’argument principal). Quand à l’intensité A2 capturée dans

le puits, elle oscille entre η2{p1 � η2q et 1 et tend vers 1. Elle prend même la valeur 1 tous les ξ � 2π{KL,
c’est-à-dire η � 2π{KL pour η grand.
On a un phénomène de résonance.
Cas ε ¡ U3.
Revenons maintenant à un potentiel U3 fini. Cette fois-ci, on se retrouve dans un cas analogue à celui du
saut de potentiel avec ε ¡ U2. Tout l’intervalle est dans le spectre et ces valeurs propres sont doublement
dégénérées.

D’après l’analyse générale effectuée, on peut écrire la solution sous la forme

ψpxq �

$'&'%
A1e

�ik1x � B1eik1x si x ¡ a,
A2e

�ik2x � B2eik2x si b   x   a,
A3e

�ik3x � B3eik3x si x   b.

Or nous n’avons que quatre conditions de raccordement, ce qui ne pourra que fixer 4 constantes. Par ailleurs,
la solution globale ne pourra être définie qu’à une constante près. Trouver les deux branches de solutions,
correspond donc à faire un choix particulier de deux constantes. La partie du spectre sU3,�8r est doublement
dégénérée. Le premier choix (qui correspond à χ) est de choisir B3 � 0 et de fixer la constante multiplicative
A1 � 1. Un choix clairement linéairement indépendant avec celui-ci est de prendre A3 � 0 et B1 � 1.

On cherche une fonction propre sous la forme d’une onde incidente venant de la droite réfléchie

χpxq �

$'&'%
e�ik1x � Reik1x si x ¡ a,
Pe�ik2x �Qeik2x si b   x   a,
Se�ik3x si x   b.

On calcule

χ 1pxq �

$'&'%
ik1p�e�ik1x � Reik1xq si x ¡ a,
ik2p�Pe�ik2x �Qeik2xq si b   x   a,
�ik3Se�ik3x si x   b.

Les quatre conditions de raccordement en a � 0 et b � �L donnent le système linéaire

(a) P �Q �R � 1,
(b) k2P �k2Q �k1R � k1,
(c) eik2LP �e�ik2LQ �eik3LS � 0,
(d) k2e

ik2LP �k2e�ik2LQ �k3eik3LS � 0.
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Utilisons les notations k1 � ηK, k2 � ξK et k3 � ζK, ceci se réécrit

(a) P �Q �R � 1,
(b) ξP �ξQ �ηR � η,
(c) eiξKLP �e�iξKLQ �eiζKLS � 0,
(d) ξeiξKLP �ξe�iξKLQ �ζeiζKLS � 0.

ηpaq � pbq et ζpcq � pdq donnent des équations pour P et Q seulement

(e) pη� ξqP �pη� ξqQ � 2η,
(f) pζ� ξqeiξKLP �pζ� ξqe�iξKLQ � 0.

Ceci donne les coefficients de l’onde dans le puits :

P � 2ηpξ� ζqe�iξKL
pη� ξqpξ� ζqe�iξKL � pη� ξqpξ� ζqeiξKL ,

Q � ξ� ζ
ξ� ζe

2iξKLP � 2ηpξ� ζqeiξKL
pη� ξqpξ� ζqe�iξKL � pη� ξqpξ� ζqeiξKL ,

que l’on choisit de réécrire

P � ηpξ� ζqe�iξKL
ξpη� ζq cospξKLq � ipξ2 � ηζq sinpξKLq ,

Q � ξ� ζ
ξ� ζe

2iξKLP � ηpξ� ζqeiξKL
ξpη� ζq cospξKLq � ipξ2 � ηζq sinpξKLq ,

On en déduit les coefficients des ondes transmises et réfléchies :

R � P �Q� 1

� ηpξ� ζqe�iξKL � ηpξ� ζqeiξKL � ξpη� ζq cospξKLq � ipξ2 � ηζq sinpξKLq
ξpη� ζq cospξKLq � ipξ2 � ηζq sinpξKLq

� ξpη� ζq cospξKLq � ipξ2 � ηζq sinpξKLq
ξpη� ζq cospξKLq � ipξ2 � ηζq sinpξKLq ,

S � eiζKL
�
eiξKLP � e�iξKLQ�

� eiζKL
2ηξ

ξpη� ζq cospξKLq � ipξ2 � ηζq sinpξKLq .

où ζ �
a
pε�U3q{pU1 �U2q. Le coefficient de transmission est donné par

T � k3

k1
|S|2 � 4ηζξ2

ξ2pη� ζq2 cos2pξKLq � pξ2 � ηζq2 sin2pξKLq ,

qui vérifie |R|2� T � 1. On remarque que ce coefficient est symétrique en η et ζ, le coefficient de transmission
est donc indépendant du sens de parcours.
Cas particulier où U1 � U3
Dans les calculs précédents, on a κ1 � κ3 ou k1 � k2 et le cas U1   ε   U3 n’a bien sûr plus lieu d’être.
Dans le cas où U2   ε   U1 � U3, les premiers calculs sont semblables, mais on a γ � 0. On a f0p1q � π et
il y a exactement t1� K{πu valeurs propres.
Dans le cas où ε ¡ U1 � U3, il faut utiliser η � ζ dans le calcul des coefficients. Au final, le coefficient de
transmission est donné par

T � |S|2 � 4η2ξ2

4ξ2η2 cos2pξKLq � pξ2 � η2q2 sin2pξKLq .
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Solution de l’exercice 14 On peut récrire He sous la forme

He �
¸

1¤i j¤N
He,i,j �

¸
1¤i j¤N

r 1
N� 1

�
�1
2
∆xi �

1
2
∆xj � Vpxiq � Vpxjq



� 1
|xj � xi| s.

Par ailleurs, conformément aux règles d’anti-symétrie, τψe,2 peut être défini en singularisant deux quel-
conques des coordonnées, ainsi

xψe,Heψey �
»

R3N
ψepx1, . . . , xNqHeψepx1, . . . , xNqdx1 . . .dxN

�
¸

1¤i j¤N

»
R3N

ψepx1, . . . , xNqHe,i,jψepx1, . . . , xNqdx1 . . .dxN

�
¸

1¤i j¤N

»
R3N

ψepx1, . . . , xNqHe,2ψepx1, . . . , xNqdx1 . . .dxN

� NpN� 1q
2

»
R3N

ψepx1, . . . , xNqHe,2ψepx1, . . . , xNqdx1 . . .dxN

� NpN� 1q
2

»
R3pN�2q

dx3 . . .dxN
»

R6
dx1dx2ψepx1, . . . , xNqHe,2ψepx1, . . . , xNq.

Soit pψiqiPN une base de L2pR3q ` L2pR3q. On peut écrire

TrpHe,2Dψe,2q �
8̧

i�1

xpψi,He,2Dψe,2ψiq

�
8̧

i�1

xpψipx1, x2q,He,2

»
R6
dx 11dx

1
2τψe,2px1, x2, x 11, x 12qψipx 11, x 12qq

�
8̧

i�1

»
R6
dx1dx2ψipx1, x2qHe,2

»
R6
dx 11dx

1
2τψe,2px1, x2, x 11, x 12qψipx 11, x 12q

�
8̧

i�1

»
R6
dx1dx2ψipx1, x2qHe,2

»
R6
dx 11dx

1
2
NpN� 1q

2
. . .»

R3pN�2q
dx3 . . .dxNψepx1, x2, x3, . . . , xNqψepx 11, x 12, x3, . . . , xNqψipx 11, x 12q

� NpN� 1q
2

»
R3pN�2q

dx3 . . .dxN
»

R6
dx1dx2

»
R6
dx 11dx

1
2 . . .

8̧

i�1

ψipx1, x2qψepx 11, x 12, x3, . . . , xNqψipx 11, x 12qHe,2ψepx1, x2, x3, . . . , xNq.

Comme pψiqiPN est une base de L2pR3q ` L2pR3q,»
R6
dx 11dx

1
2

8̧

i�1

ψipx1, x2qψepx 11, x 12, x3, . . . , xNqψipx 11, x 12q �
8̧

i�1

pψep�, �, x3, . . . , xNq,ψiqψipx1, x2q

� ψepx1, x2, x3, . . . , xNq
et les deux expressions coı̈ncident.

Solution de l’exercice 15
Matrice densité.
On considère px1, x2, . . . , xNq � px, x2, . . . , xNq et px 11, x 12, . . . , x 1Nq � px 1, x2, . . . , xNq. On calcule alors
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avec le même type d’arguments que pour calculer la norme L2 de ψe que

τψe,1px; x 1q � N

N!

»
R3pN�1q

� ¸
πPSN

εpπq
N¹
i�1

φπpiqpxiq
�� ¸

π 1PSN

εpπ 1q
N¹
i�1

φπ 1piqpx 1iq
�
dx2 . . .dxN

� 1
pN� 1q!

¸
π,π 1PSN

εpπqεpπ 1qφπp1qpxqφπ 1p1qpx 1q
N¹
i�2

»
R3
φπpiqpxiqφπ 1piqpxiqdxi.

Pour que le produit soit non nul il faut que π et π 1 coı̈ncident sur N� 1 éléments et donc sur les N éléments.
On a donc à nouveau π � π 1 et

τψe,1px; x 1q �
1

pN� 1q!
¸
πPSN

φπp1qpxqφπp1qpx 1q.

Parmi les N! permutations, il y en a pN� 1q! pour lesquelles πpiq � i pour tout i. On a donc

τψe,1px; x 1q �
Ņ

i�1

φipxqφipx 1q.

Opérateur densité.
Pour u P L2 et x P R3, on a

pDψe,1uqpxq �
»

R3

Ņ

i�1

φipxqφipx 1qupx 1qdx 1

�
»

R3

Ņ

i�1

φipx 1qupx 1qdx 1 φipxq

�
Ņ

i�1

xφi,uyL2φipxq.

Densité.

ρψe,1pxq � τψe,1px; xq �
Ņ

i�1

|φipxq|2.

Solution de l’exercice 16
xψe,∆xkψey.

xψe,∆xkψey � 1
N!

¸
π,π 1PSN

εpπqεpπ 1q
¹
i�k

»
R3
φπpiqpxiqφπ 1piqpxiqdxi»

R3
φπpkqpxkq

�
∆xkφπ 1pkqpxkq

�
dxk

� 1
N!

¸
πPSN

»
R3
φπpkqpxkq

�
∆xkφπpkqpxkq

�
dxk

� � 1
N!

¸
πPSN

»
R3
|∇xkφπpkqpxkq|2dxk � � 1

N!

¸
πPSN

»
R3
|∇φπpkqpxq|2dx

� � 1
N

Ņ

i�1

»
R3
|∇φipxq|2dx.

En sommant sur tous les k cette quantité qui n’en dépend pas, on a

xψe,�1
2

Ņ

k�1

∆xkψey � 1
2

Ņ

i�1

»
R3
|∇φipxq|2dx.
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xψe,Vpxkqψey.

xψe,Vpxkqψey � 1
N!

¸
π,π 1PSN

εpπqεpπ 1q
¹
i�k

»
R3
φπpiqpxiqφπ 1piqpxiqdxi»

R3
φπpkqpxkqVpxkqφπ 1pkqpxkqdxk

� 1
N

Ņ

i�1

»
R3
Vpxq|φipxq|2dx.

En sommant sur tous les k cette quantité qui n’en dépend pas, on a

xψe,
Ņ

k�1

Vpxkqψey �
Ņ

i�1

»
R3
Vpxq|φipxq|2dx.

xψe, 1
|xk�xl|ψey.

xψe,
1

|xk � xl|ψey � 1
N!

¸
π,π 1PSN

εpπqεpπ 1q
¹
i�k,l

»
R3
φπpiqpxiqφπ 1piqpxiqdxi»

R3

»
R3

1
|xk � xl|φπpkqpxkqφπ 1pkqpxkqφπplqpxlqφπ 1plqpxlqdxkdxl.

Les permutations π et π 1 doivent coı̈ncider pour i � k, l. Deux permutations vérifient cette condition, π 1 � π
(auquel cas on a εpπ 1q � εpπq) et la permutation π 1 telle que π 1pkq � πplq et π 1plq � πpkq (auquel cas on a
εpπ 1q � �εpπq). Ainsi

xψe,
1

|xk � xl|ψey � 1
N!

¸
πPSN

�»
R3

»
R3

1
|xk � xl|φπpkqpxkqφπpkqpxkqφπplqpxlqφπplqpxlqdxkdxl

�
»

R3

»
R3

1
|xk � xl|φπpkqpxkqφπplqpxkqφπplqpxlqφπpkqpxlqdxkdxl

�
.

à i et j distincts fixés, il y a pN� 2q! permutations qui vérifient πpkq � i et πplq � j, on a donc

xψe,
1

|xk � xl|ψey � 1
NpN� 1q

¸
i,j,i�j

�»
R3

»
R3

1
|x� x 1|φipxqφipxqφjpx

1qφjpx 1qdxdx 1

�
»

R3

»
R3

1
|x� x 1|φipxqφjpxqφjpx

1qφipx 1qdxdx 1
�

� 1
NpN� 1q

»
R3

»
R3

1
|x� x 1|

�
Ņ

i�1

|φipxq|2
Ņ

i�1

|φjpx 1q|2

�
����� Ņ
i�1

φipxqφipx 1q
�����
2�
dxdx 1,

où on a retranché et ajouté la quantité
°N
i�1 |φipxq|2

°N
i�1 |φipx 1q|2. Cette quantité ne dépend plus de k et l

et comme il y a NpN� 1q{2 façons de choisir k   l, on a

xψe,
¸
k l

1
|xk � xl|ψey � 1

2

»
R3

»
R3

1
|x� x 1|

�
Ņ

i�1

|φipxq|2
Ņ

j�1

|φjpx 1q|2 �
����� Ņ
i�1

φipxqφipx 1q
�����
2�
dxdx 1.
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Solution de l’exercice 17 À x fixé, et par le même raisonnement qui permettait de montrer que
³
Ω u

2pxq{|x|dy
était bien défini, on montre également que

³
Ω u

2pyq{|x � y|dy est bien défini. C’est le produit scalaire dans
L2pΩq de deux fonctions L2pΩq. Soit RΩ le diamètre deΩ et CΩ � p³Bp0,RΩq |x|�2dxq1{2. alors par l’inégalité
de Cauchy–Schwarz on a»

Ω

u2pyq
|x� y|dy ¤ CΩ

�»
Ω
u4pyqdy


1{2
.

Comme u P L4pΩq, la fonction x ÞÑ ³
Ω u

2pyq{|x�y|dy est de plus continue (encore un Cauchy–Schwarz) et
comme elle est uniformément bornée (et que Ω est borné) elle est en particulier dans L2pΩq. On peut calculer
son produit scalaire avec la fonction x ÞÑ u2pxq qui est également L2pΩq. Le terme d’échange est alors majoré :

»
Ω
u2pxq

»
Ω

u2pyq
|x� y|dydx ¤

�»
Ω
u4pxqdx


1{2
��»

Ω

�
CΩ

�»
Ω
u4pyqdy


1{2�2
�
1{2

¤
�»
Ω
u4pxqdx


1{2�»
Ω
C2
Ω

»
Ω
u4pyqdy


1{2

¤ |Ω|1{2CΩ
»
Ω
u4pxqdx.
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