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Les notes de cours manuscrites et tapuscrites sont autorisées.
On peut faire référence sans démonstration a des résultats obtenus en cours.

Autour de I’ion hydrogénoide

On considere I'ion hydrogénoide constitué d’un noyau de charge Z = 1 et de masse M
et d’un seul électron. (On se place en unités atomiques.)

Questions

1. A-t-on intérét a considérer des spins pour écrire un modele de Schrédinger pour I’ion
hydrogénoide 7

2. Ecrire I’équation de Schrodinger pour I'ion hydrogénoide en précisant bien les va-
riables de la fonction d’onde.

3. Expliciter 'approximation de Born-Oppenheimer dans H!(R3) pour la recherche de
I’état fondamental pour ce modele.

4. On se place dans le repere barycentrique.

(a) Ecrire hamiltonien de I'équation de Schrodinger dans les variables du centre
de masse barycentrique xg (ne pas oublier de pondérer par la masse) et de
la position relative x, de l’électron par rapport au noyau. Montrer que cet
hamiltonien se décompose en un hamiltonien ne dépendant que de xg et un
autre ne dépendant que de x;.

(b) Que peut-on en déduire sur le probléeme de minimisation associé.

(c) Comparer avec 'approximation de Born-Oppenheimer de la question 3.

5. Etude du probleme radial.

(a) Ecrire 'équation d’Euler-Lagrange associée au probléme de minimisation (élec-
tronique).

(b) Montrer que si ¢ € H'(R?) est solution de cette équation alors |¢| en est aussi
solution.

(¢) En déduire que ¢ est une fonction radiale : ¢(x) = f(|x]|) = f(r) et donner
I’équation d’Euler—Lagrange vérifiée par f.

(d) Montrer que cette équation admet une solution exponentiellement décroissante
de la forme exp(—ar). Expliciter v et 1’énergie associée.

Quelques outils au dos . ..



Formule du laplacien en coordonnées sphériques
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Reégle de composition dans H'!

Soit © un ouvert de R", F : R — R une fonction lipschitzienne et u € H'(Q). Alors
F(u) € HY(). De plus, si on note N l'ensemble des points oi1 F' n’est pas dérivable, alors
N est de mesure nulle (dans R) et on a presque partout

F'(u)Vu, siu¢g N,

VF(u) = _
0, siu € N.



