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Ce cours est un cours de mathématiques appliquées autour de 1’équation de Schrodinger et de
modeles physiques en découlant plus ou moins directement. Des problématiques mathématiques
vont bien str étre abordées, mais un accent important va étre donné sur les origines physiques et
les applications a la physique de ces équations.

Nous allons commencer par une introduction historique a la théorie de la mécanique quantique
aboutissant a une dérivation de I'équation de Schrodinger comme la seule équation possible pour
rendre cohérente une théorie quantique et sa limite de la mécanique classique. Ceci donnera lieu a
des équations linéaires. Une autre dérivation sera donnée, qui elle part de 1’équation des ondes, et
qui permet d’aboutir a des équations éventuellement non linéaires.

Ceci sera suivi de 1’analyse mathématique de cette équation par différentes méthodes et dans
différents contextes.

Un premier complément de dérivation physique introduisant différentes notions de densité per-
mettra d’aborder une premiere application que constituent la chimie quantique et la dynamique
moléculaire.

Une deuxieme partie de ce cours, nécessitant un nouvel effort de dérivation physique, sera
consacrée au micro-magnétisme.

1 Dérivation de I’équation de Schrodinger

La mécanique classique rend bien compte de la réalité telle que nous 'observons au quotidien.
Elle distingue deux types d’objets : la matiére et le rayonnement. La matiére suit les lois de la
mécanique rationnelle de Newton, le rayonnement les lois de 1’électromagnétisme de Maxwell.

A la fin du 1géme siécle, on sait presque tout expliquer a I'aide de ces deux théories et on
attribue les échecs aux difficultés mathématiques et non aux fondements des modeles. La premiere
breche dans cet édifice est provoqué par l'explication de 1'expérience de Michelson-Morley (1887)
(cherchant a déceler comment la vitesse de propagation de la lumiere par rapport a la terre varie
avec la direction de propagation). L'explication de ce phénoméne aboutira en 19o5 a la théorie de
la relativité d’Einstein.

A la méme époque I'étude de la structure microscopique aboutit en 1897 a la découverte par
Thomson de l'électron, particule du rayonnement cathodique. Une théorie de son interaction avec
le rayonnement électromagnétique est également construite, la théorie de l'électron de Lorentz.
L'existence des atomes et des molécules est généralement admise, la radio-activité est découverte
(1896).

Différents modeles d’atomes vont se succéder. Le premier est celui de I’atome de Rutherford
(1911) qui formé d’un noyau central de petite dimension (107° m a 10~1* m) autour duquel gra-
vitent Z électrons, sur des orbites dont la taille est environ 107!% m. C’est une sorte de systeme
solaire en miniature.

L'étude de la distribution spectrale du rayonnement électromagnétique en équilibre thermody-
namique avec la matiere, comme un corps noir, donne lieu a un nouveau désaccord entre théorie



et expérience. On émet alors I'hypothése que les échanges d’énergie se font par petites quantités
discretes et indivisibles : des quanta d’énergie. Leur énergie E est proportionnelle a la fréquence v
du rayonnement

E =hv.

La constante de proportionnalité est la constante de Planck h. On utilise plus couramment h = h/27.

1.1 Double aspect ondulatoire et corpusculaire de la lumiere
1.1.1 L’effet photo-électrique

En 1905, Einstein écrit un mémoire sur l'effet photoélectrique (Lénnard, 19oz2). Il s’agit de
I"émission d’électrons par un métal alcalin, irradié sous vide par de la lumiere ultraviolette. L'in-
tensité du courant électrique est proportionnelle a l'intensité du rayonnement, mais la vitesse des
électrons ne dépend pas de cette intensité, mais uniquement de la fréquence du rayonnement. Plut6t
que de restreindre les quanta aux phénomenes d’absorption et d’émission, il prétend que la lumiere
est un jet de corpuscules, les photons, d’énergie hv et de vitesse c. Lorsqu'un photon rencontre
un électron celui-ci absorbe son énergie hv et une partie W, 1'énergie de liaison, est utilisée pour
s’extraire du métal. On a donc

1

imv2 =hv—-W.
Si on tentait une explication par la théorie ondulatoire, on détecterait un temps minimal d’absorp-
tion continue de l'énergie par 1’électron avant de s’extraire, ce qui n’a pas été mis en évidence
expérimentalement (expérience de Meyer et Gerlach en 1914).

1.1.2 L’effet Compton

Une confirmation de la nature corpusculaire de la lumiere est donnée par Compton en 1924.
Lors de la diffusion des rayons X (découverts en 1895 par Rontgen) par des électrons libres, la
longueur d’onde du rayonnement diffusé est supérieure a celle du rayonnement incident. Dans la
théorie classique, le rayonnement émis aurait da étre a la méme fréquence que 'onde incidente.
La différence AA varie en fonction de 'angle 0 entre la direction du rayonnement incident et celle
d’observation de la lumiére diffusée :

h 0
AN = 41— sin® —.
mc 2

Ceci traduit une simple collison élastique entre un photon et un électron. Le photon doit donc étre
une corpuscule.

D’apres la théorie de la relativité, comme les photons ont la vitesse c, c’est que leur masse est
nulle. On a donc un lien direct entre 1’énergie E et 'impulsion p d"un photon :

E =pc, oup =Ipl.

Pour une onde lumineuse plane monochromatique exp(i(k - r — wt)), de vecteur d’onde k et de
fréquence circulaire w = 27rv, le module de I'impulsion des photons est donc donné par p = hv/c.
On a donc

E=hwetp =hk.

Ces relations sont dites relations de correspondance.



1.2 La quantification dans 1’atome

Les spectres d’émission et d’absorption de la matiere mettent en évidence des raies spectrales
trés fines. Ces deux spectres coincident par ailleurs. Cela fournit entre autre une technique d’iden-
tification des atomes, une fois les spectres connus.

Le spectre de I'hydrogéne (un proton et un électron) est donné par la formule empirique de
Rydberg-Ritz (1888, initiée par celle de Balmer pour n = 2, 1885)

1 1
V=R )

ol n et m > n sont deux entiers positifs et R = 109677,6 cm ! une constante spécifique a 1'hy-

drogene, la constante de Rydberg. Cette formule présente une propriété que partagent d’autres
spectres pour lesquels on ne dispose pas de formule précise : lorsque deux fréquences font partie
du spectre, il arrive que leur différence en fasse aussi partie. Plus précisément, a chaque atome, on
peut faire correspondre un tableau de fréquences dont les différences forment le spectre de ’atome.

Cette observation est en désaccord avec le modele de I’atome de Rutherford, qui possede 1'autre
désagrément de prévoir un ralentissement, puis un effondrement des électrons sur le noyau comme
limite de leurs orbites. Ce ralentissement devrait entrainer en toute logique 1’émission s'un spectre
continu de lumiere.

C’est le modeéle de I'atome de Bohr (1913) qui propose une alternative qui complete 'existence
des quanta de lumiére par la quantification des niveaux d’énergie des atomes. Dans ce modele un
atome ne peut exister que dans un certain nombre d’états stationnaires (états quantiques) ayant
chacun une énergie E; bien définie. Le spectre observé correspond au saut d’un état a l'autre, en
absorbant ou en émettant un photon

hv = Ej _Ei-

Ceci explique la formule de Balmer, pour I'hydrogene les niveaux d’énergie seraient les

En.=-h n=1,2,...).

n2’

1.3 Quantification dans l’espace

L’expérience de Stern et Gerlach (1922) a permis la mise en évidence que I’orientation du systeme
quantique est limitée a certaines valeurs lorsque le systéme est plongé dans un champ magnétique
H de direction privilégiée (nous choisirons z pour cette direction). Cette expérience concerne des
jets d’atomes paramagnétiques dans un champ magnétique. Les atomes ont un moment magnétique
permanent p et se comportent comme de petits gyroscopes de moment cinétique 1 proportionnels
a p. L'orientation de 1’atome est donnée par ces vecteurs. Si le champ I est constant 1’énergie
magnétique est E = —p - H. Si I n’est pas constant, le centre de masse de 1’atome subit une force
F=V(u-XH) et le jet est défléchi. L'angle de déflection est donné par p,0,3.1/T, ot | est la demi-
longueur parcourue par 1'atome dans le champ magnétique et T est 1’énergie cinétique des atomes
du jet. Sur un écran en champ lointain, on observe alors A taches distinctes, qui traduisent le fait
que 1, ne peut prendre qu'un nombre quantifié de valeurs.

1.4 Ondes de matiére

Deux présentations assez différentes de la mécanique quantique ont été données. Elles ont été
montrées équivalentes par des travaux ultérieurs de Dirac (1930).

Une premiére théorie est celle de la mécanique des matrices de Heisenberg, Born et Jordan
(1925-1926). Celle-ci abandonne la notion d’orbite et part de données physiquement mesurables
(observables) comme les fréquences et les intensités. La théorie associe alors a chaque grandeur



physique une matrice. L'ensemble de ces matrices obéissent a une algébre non commutative contrai-
rement a ce qui se passerait en mécanique classique.

Nous allons ici plutot suivre le formalisme de la mécanique ondulatoire de Schrédinger qui
a pour base les travaux de de Broglie (1923) sur les ondes de matiere. Celle-ci essaie d’établir
une théorie unifiée de la matiére et du rayonnement. Cette théorie confirmée par des expériences
d’interférence est prolongée par Schrodinger (1925-1926) qui associe a chaque systeme quantique
une fonction d’onde.

Associons a chaque particule de matiere une onde de fréquence circulaire w reliée a 1'énergie
de cette particule par la relation E = hw. Les propriétés de ces ondes de matiere s’obtiennent par
analogie avec l'optique. En particulier 1'intensité en un point d"une onde associée a une particule
est la probabilité de la trouver en ce point.

La mécanique classique correspond a des ondes suffisamment localisées en espace pour pouvoir
I'assimiler a un point, la position de la particule, et écrire I'évolution de cette position au cours du
temps. Dans le cas de champs lentement variables & 1’échelle de la particule, on peut espérer se
trouver dans cette approximation. Dans cette limite, il faut que la théorie quantique soit équivalente
a la théorie classique.

1.4.1 Paquet d’onde, vitesse de phase, vitesse de groupe
Dans un milieu isotrope, le type d’onde le plus simple est 'onde plane monochromatique

ei(k~r7wt).
Les plans de phase égale, perpendiculaires au vecteur d’onde k, se propagent alors a la vitesse, dite
vitesse de phase,

w
Vd):f,

ou k = [k|. La fréquence de 1’onde est indépendante de la direction du vecteur d’onde (le milieu est
isotrope), mais en revanche elle dépend de son module via la loi de dispersion w(k).

L’approximation classique va nous permettre de relier le vecteur d’onde k a I'impulsion de la
particule. Pour cela, on considere une onde d’extension réduite, obtenue en superposant des ondes
planes de vecteurs d’onde voisins

Y(r, t) = Jf(k’)e“k"r—w’ﬂdk'.

On appelle ceci un paquet d’ondes. L'hypothese d’onde réduite consiste au fait que le module [f(k’)]
n’a de valeurs significatives que dans un petit domaine autour de k.
Restreignons nous dans un premier temps au cas mono-dimensionnel :

Wix,t) = Jf(k’)ei(k/"_“’/”dk’.

La phase totale a I'intérieur de 'intégrale est
b =k'x—w't+alk’),

ot «(k’) est la phase de f(k’). Si cette phase est trés oscillante pour k’ voisin de k alors les in-
terférences sont destructives et 1 reste faible. Les grandes valeurs de 1 qui nous intéressent sont
obtenues pour une phase presque stationnaire pour k’ proche de k, sur un intervalle Ak. Il ne faut
pas que ¢ parcoure 27t sur le domaine ot [f(k’)| est significatif.

dd dd dw  da
AK|S2 | <1avec SP =x - P4 &%
| ’dk B T A



Le centre du paquet d’onde est défini comme le point ou d¢/dk = 0, & savoir

B dw da

La vitesse de ce point est la vitesse de groupe

dw
\)g = E

C’est cette vitesse et non la vitesse de phase qu’il convient d’identifier a la vitesse de la particule
dans le cadre de l'approximation classique.

Exercice 1 Montrer que dans le cas tri-dimentionnel, la vitesse de phase est donnée par vg = Viw.

1.4.2 Relations de correspondance

Dans les cadres relativiste et non relativiste, on peut définir I'impulsion a partir de 1’énergie et
de la vitesse par

V_§

On en déduit que
p = hk

a une constante prés qui est nulle pour ne pas dépendre du sens de parcours.
En dimension 3 la vitesse de groupe est donnée par

Vg = ka

que l'on identifie avec la vitesse de la particule
v=Vyw

et on obtient les relations de correspondance
E=hwetp=nhk

qui sont identiques a celles pour les photons.

Dans l’approximation non relativiste, E n’est définie qu’a une constante pres. En effet, ajouter
une fréquence constante wp a w(k) dans le raisonnement précédent ne change rien. En revanche, le
principe de relativité permet de définir I’énergie sans constante arbitraire : E = y/m?2c* + p2c2.

Dans I'approximation non relativiste, on a

dE 7p
V= —=—.
dp m
a une constante additive pres, on a donc

_p?

Dans le cadre d'un paquet d’onde non relativiste dans un champ lentement variable, cette rela-
tion devient

2
E= 2+ V),
2m



ou V est le potentiel scalaire du champ.

Les relations de correspondance permettent de comprendre la quantification de 1’énergie des
atomes dont nous avons déja parlé. En effet, a chaque révolution la phase de 1'onde en un point de
l'orbite est augmentée de §k - dr. Pour que I'onde soit stationnaire, il faut que cette phase soit un
multiple de 27, ce qui peut s’écrire

fﬁp-drzh%k-dr:n}l,

avec n entier. Ceci induit une quantification de p et donc de I'énergie.

1.5 L’équation de Schrodinger

Si on se limite aux conditions de la physique atomique (énergies inférieures a celles permettant
la création de paires électron/positron), il y a conservation du nombre des électrons. Ceci les dis-
tinguent des photons qui peuvent étre créés ou annihilés. On va donc considérer des systemes qui
comportent un nombre bien défini de particules de matiére. Dans le cas d'une seule particule, on
pourra représenter ce systéme par une fonction d’onde ¥(r;t), ot r est la position de la particule
et t le temps. Dans le cas de I'atome d’hydrogene, on a deux particules, un proton et un électron.
La fonction d’onde sera alors ¥(re,rp;t) et dépendra des positions re et rp, des deux particules. En
général, un atome est formé d'un noyau de charge Ze et de position R et de Z électrons de charge
—e et de positions ry, ..., rz. L'onde associée est alors Y(R,ry,...,rz;1).

On cherche I'équation que doit vérifier cette fonction d’onde. Cette équation n’est pas dérivée
a partir d’autres équations, mais a partir de postulats de base. Le premier d’entre eux est que la
fonction d’onde décrit tout le systeme et son comportement. Elle doit en particulier permettre de
prédire 1’état au temps t étant donné son état a un temps to. Pour cela nous avons besoin d’une
équation d’évolution (comportant des dérivées en temps).

Les autres postulats sont les suivants.

— L’équation doit étre linéaire et homogene. Cela permet a une superposition d’ondes solutions

d’étre aussi solution.
— L'équation doit étre une équation différentielle du premier ordre. Seule la connaissance de
I’état initial suffira alors a déterminer les autres états.

— Dans le domaine de validité de la mécanique classique, les prévisions de la théorie quantique
doivent coincider avec la théorie classique. Autrement dit, on doit vérifier le principe de
correspondance.

1.5.1 Cas de la particule libre

Plagons nous dans le cadre des ondes de matiere a 'approximation non relativiste. Une particule
libre peut étre représentée par la superposition

Y(r;t) = JF(p)ei(p'r_Et)/hdp.

Rappelons que les relations de correspondance peuvent alors étre rendues par
_r
2m’

Dérivons ¥ par rapport au temps et a 'espace

0t¥(r;t) = —;JEF(p)ei(p'rEt)/hdp,
V¥(r;t) = %JPF(p)ei(p-rEt)/hdp’

1 1 -r—
AY¥(r;t) = hQJPQF(p)el(p E/Mgp,



Pour que E = p?/2m, il faut que ¥ vérifie I'équation
hZ

ho¥(r;t) = ———AY¥(r; t).

2m

Ceci est 'équation de Schrodinger.
On peut aussi dériver une équation selon le méme principe dans le cadre relativiste.

Exercice 2 Dériver selon le méme principe une équation dans le cadre relativiste.

1.5.2 Cas de la particule dans un potentiel scalaire

Dans le cas d'un potentiel scalaire lentement variable, le champ est pratiquement constant sur
toute 1'extension du paquet d’onde. On peut donc identifier

V(e)¥(r;t) ~ V(rq)¥(r; t),

ou r est la position classique de la particule, c’est-a-dire une valeur moyenne de 1'extension spatiale
de la particule. Sur un court intervalle de temps toutes les autres grandeurs ont des variations
négligeables a I’échelle classique. On a donc

ihoW(r;t) ~ Eq¥(r;t),

—ihV¥(r;t) ~ pa¥(r;t),

—h2AY(r;t) ~ pAY(r;t).
L’équation de Schrodinger alors obtenue est

h2
ihoW(r;t) = <_2mA + V(r)> Y(r;t).

1.5.3 Cas de la particule dans un champ électromagnétique

Plagons nous dans le cas d"un champ électromagnétique dérivant d’un potentiel vecteur A(r,t)
et d’un potentiel scalaire ¢@(r,t). (On a alors B =V x A et E = —V¢@ — 0¢A.) L'énergie est alors
donnée par

1

E= oo (p— SAlr, t)>2 teo(rt).

L’analyse précédente dans les conditions de 1'optique géométrique donne 'analogue de 1'équation
de Schrodinger souvent appelée équation de Dirac :

1 2
MO W(r; t) = (2m (-mv - SA) n e(p> W(r; t).

1.5.4 Cas d’un atome

Dans le cas d'un atome, avec les notations précédentes et si on note M la masse du noyau et
m celle d'un électron, I'énergie du systéme est la somme des énergies cinétiques et des termes
d’interaction coulombienne :

p2 P? Z 72 e?
E—_ LT e
2M+Zl2m ;|R—ri|+iz<j|ri—rj

L’équation de Schrodinger qui en découle est alors

VA
AR 62
ihd¥(R,ry,...,r7;t) = [ —h? —— | ¥(R,11,...,r7;t
1 t ( , I, ) I'z7, ) <2M Z ) Z|R*I‘| ;I‘irﬂ ( , T, 9 )7

i=1

ol Ag = 0% + 03 +0% et Ay =02 +02 +02.



1.6 L'équation de Schrodinger non linéaire

On peut dériver la méme équation dans un tout autre contexte applicatif. Il s’agit de 1’approxi-
mation d’enveloppe lentement variable pour une équation des ondes. On part ainsi de 1’équation
des ondes non linéaires

o%u — v Au = f(ju/*)u.

L’équation des ondes apparait dans de nombreux contextes. Des non-linéarités du type de celle
donnée peuvent étre observées par exemple en optique non linéaire.

On effectue une premiere approximation appelée approximation paraxiale, qui consiste a sup-
poser que u est de la forme

u(r;t) = a(r;t)el*=z=*Y 4 ¢ c.

Ceci revient a écrire la fonction u comme la perturbation d"une onde plane de vecteur d’onde dans
la direction z. Cette perturbation est donnée par la fonction a appelée enveloppe. En injectant cette
forme dans 'équation des ondes, on obtient

(0%2a — 2iwdia — w?a) — v?(Aa + 2ik,d.a — k2a) = f(|a*)a.

Comme 'onde se propage dans le milieu, on a nécessairement la relation de dispersion w? = v?kZ,
ainsi ceci se réduit a

(iﬁa — 2iwda) — Vv (Aa + 2ik,0,a) = f(|a?)a.

Dans un deuxiéme temps, on fait I’approximation d’enveloppe lentement variable. Celle-ci
consiste a dire que la perturbation est bien une perturbation, c’est-a-dire que ses variations sont
lentes par rapport a celles de I'onde plane. Ceci s’écrit

102a) < |wdial < |w?al et [02a] < [k.0,a] < [K2al.
En appliquant ceci a 'équation d’enveloppe, on obtient
—2iwoia — VQAX7U a=f(la?)a,

qui a aussi la forme d’une équation de Schrodinger, mais cette fois-ci on peut avoir des termes non
linéaires alors que cela était exclu dans les postulats de la théorie quantique.

2 Systémes quantiques a une dimension

Pour commencer a appréhender les propriétés de I'équation de Schrédinger, nous allons regar-
der le cas d'un systeme a une dimension d’espace avec potentiel. L'équation s’écrit alors
h

i 02 + V(x)) WY(x;t).

Mo W(x;t) = < o

Cela correspond au cas, absolument pas physique, o la particule serait assujettie a se déplacer
uniquement sur une droite et soumise a un potentiel V.

Nous allons plus particulierement étudier les états stationnaires. Il ne s’agit pas de solutions ne
dépendant pas du temps mais de solutions associées a une énergie particuliere E sous la forme

Y(x;t) = P(x)e EVM

La fonction 1 vérifie alors I'équation

2 2
< 4 +V(x)) B(x) = EY(x).

- 2mdx?



Pour ne pas garder des constantes dans les calculs, on pose

h? h?
V(x) = —U(x) et E = —=¢.
2m 2m

On regarde donc I'équation

Y7 (x) + (e = U(X))(x) = 0.

Cette équation différentielle est de type Sturm-Liouville. On va en chercher les solutions finies,
continues et dérivables sur tout R. Par linéarité de I'équation, il suffira de chercher les solutions
réelles de cette équation, méme si le probléeme est complexe au départ. Toujours par linéarité de
I’équation, les solutions ne seront définies qu’a une constante multiplicative pres.

2.1 Potentiels carrés

Nous allons commencer par considérer des potentiels U carrés. Il s’agit de fonctions U qui sont
constantes sur un nombre fini de morceaux. On notera U; la valeur constante de U(x) sur le iéme
intervalle, i=1,...,n.

Les discontinuités d’un tel type de potentiel ne sont pas incompatibles avec la recherche de
solutions régulieres. En effet, c’est 1" qui va subir des sauts de quantité finie. Sa primitive \’ et a
fortiori \p seront bien continus.

Dans chaque intervalle, la solution de I'équation (du second degré a coefficients constants) est
une superposition linéaire d’exponentielles.

- Si e > Ui, on pose ki = /e — U et on a une combinaison des exponentielles imaginaires el i*

et e kX, La solution est alors oscillante.

— Si e < Uy, on pose ki = y/Uj — ¢ et on a une combinaison des exponentielles réelles ei* et

e~ *i*. La solution a alors un comportement exponentiel.

La solution du probléeme complet consiste a raccorder ces solutions. On a 2n parametres a
fixer qui sont les coefficients des combinaisons linéaires sur les n intervalles. Le raccord continu
et dérivable aux interfaces des intervalles fournit 2(n — 1) conditions sur ces parametres. Il reste
deux parametres qui seront ou non fixés pour respecter le caractere borné de la solution en +oo.

Si I'énergie est partout inférieure au potentiel, le comportement est exponentiel partout, la
dérivée seconde a le méme signe que la fonction, ce qui fait croitre la dérivée en module et fait
diverger les solutions & au moins un des infinis. Le probléeme n’admet pas alors de solutions bornées.

Dans le cas ot I'énergie est par endroit supérieure au potentiel, 'existence de solutions dépend
principalement du comportement oscillatoire ou exponentiel en +oo.

En mécanique classique, le probleme n’admet de solution (valeur de la vitesse et donc mouve-
ment possible) que si I'énergie est supérieure au potentiel dans au moins un intervalle de R. La
particule reste alors dans ces intervalles de faible potentiel, sans pouvoir sauter de barriere.

2.1.1 Saut de potentiel

On commence par considérer le cas o1 il n'y a qu'un seul saut (n = 2). On écrit

U, six>0
Uy =4 1 S
Uy six<O.

Pour fixer les idées, on prend Uy > U;.



II I

X

Si e < Uy, on a déja vu qu'il ne peut pas y avoir de solution. Il nous reste deux autres cas a
traiter.

Cas Uy > ¢ > U;. La solution a un comportement oscillatoire dans la région I et un comportement
exponentiel dans la région II. Il faut qu’elle soit exponentiellement décroissante dans cette région.
Une solution peut donc s’écrire a priori sous la forme

Arsin(kix + ¢) six >0,
P(x) = ox .
Agek2 six < 0.

La continuité de la fonction \ et de sa dérivée peut aussi se traduire par la continuité de 1 et de sa
dérivée logarithmique 1’ /1. Cette dérivée logarithmique a I'avantage de ne pas tenir compte des
constantes multiplicatives de part et d’autre du saut.

La continuité de la dérivée logarithmique s’écrit

k; cotan ¢ = k.

Comme changer ¢ en ¢ + 7 correpond a changer le signe de A;, on peut choisir une détermination
de ¢ dans l'intervalle | — 7t/2,7t/2[. On a alors ¢ = Atan(k;/Ks).
La continuité de la fonction s’écrit

A2 . kl e—U1
— =sindp = = .
Al k? + K3 Uy — U

Toutes les valeurs de € comprises entre U; et U; donnent donc lieu a une unique solution (a une
constante multiplicative pres). Le spectre est donc continu et non dégénéré dans cet intervalle.
Considérons la fonction
11) ( ) e*iklx _ ei(k1x+2¢) six > 07
elX) = : .
2A2 pip pK2x six < 0.
iAq
qui correspond a un choix particulier de la constante multiplicative et a une énergie renormalisée ¢.
On peut construire des paquets d’ondes a partir de ces fonctions

Y(x;t) = J

0

(e ¢] [e.¢]
f(kf — ke (x)e FVMdk] = J f(k] — ka)er(x)e €M/ 2m k],
0
avec f suffisamment resserrée autour de 0 pour que U; < ¢’ < Us.

Dans le domaine I, on a la superposition d'une onde incidente qui vient de la droite avec le
centre x = —h(de/dkq)t/2m = —vt se déplagant a la vitesse vi = hk;/m et de son onde réfléchie
sur le saut de potentiel dont le centre est x = +h(de/dkq)t/2m — 2ddp/dk; = vi(t — 7). La réflexion
est élastique mais l'onde réfléchie a le retard t. Ce retard distingue la solution quantique de la
solution classique.

Une autre différence par rapport au cas classique est le comportement dans le domaine II. En
effet, la solution existe méme dans l'intervalle o1 I'énergie est inférieure au potentiel. Elle y est
certes exponentiellement décroissante en espace et en temps sur une échelle 1/2. Ceci traduit la non
parfaite définition de la position de la particule dans le cas quantique.
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Cas ¢ > Uy. Le comportement est alors oscillatoire dans tout R. On pourra toujours raccorder les
solutions a l'interface et il restera deux parametres a fixer. Le spectre est donc continu et dégénéré
d’ordre 2 pour £ > Us.

Nous allons étudier une solution particuliére non réelle. C’est celle, définie a une constante pres,
par e '*2* dans la région II. La constante est définie par le fait que 1'on veut que le coefficient de
e %1% est 1 dans la région 1. Cette solution particuliere est donc de la forme

e~ ikix 4 Relkix  gj x >0,
x(x) = { Cikox .
Se 2 six < 0.
Nous avons déja fixé deux parametres, les deux conditions de continuité fixent de maniere

unique les deux parametres restants, R et S. La continuité de la dérivée logarithmique permet de
calculer le parametre R :

k1 —ke
kgt ko

La continuité de la fonction permet d’en déduire le parametre S :

2k
ki + ko '

S=14R=

On remarque que la fonction x* est linéairement indépendante de x. Toute solution peut donc
s’exprimer comme combinaison linéaire de x et x*.
Si on forme a nouveau un paquet d’onde

(e 0]
Wit) = | I T x)e VK,

0
Sit <0, ¥(x;t) est pratiquement nul dans la région Il et est principalement une onde qui se propage
depuis 400 vers la gauche avec la vitesse —v; = —hk;/m, dont une partie se réfléchit sur le saut de
potentiel avec la vitesse v; et une autre est transmise dans région II avec la vitesse —vo = —hky/m.

Dans le cas classique, il n’y aurait pas de réflexion mais uniquement un changement de vitesse

au passage du saut de potentiel. Dans le cas quantique, en revanche, il y a une possibilité de
réflexion sur le saut de potentiel. La probabilité de présence d’une particule est grosso modo (nous
en reparlerons plus loin) égale a [¥(x;t)[*. Il en découle que la probabilité de réflexion est |R?, ce
que l'on appelle le coefficient de réflexion et la probabilité de transmission est T = [S[*ka/k1, que
I'on appelle coefficient de transmission. La probabilité totale est bien de 1 :

Ko oo
R + —=[SI* = 1.
k1

En résumé, pour un saut de potentiel, il n’y a pas de solution pour ¢ < U, il y a une solu-
tion unique (spectre non dégénéré)( pour U; < ¢ < Uy, et deux solutions indépendantes (spectre
dégénéré d’ordre 2) pour & > Us.

Exercice 3 Calculer les solutions pour ¢ = U, et ¢ = Uy, les commenter.

2.1.2 Barriere de potentiel infiniment élevée

Le cas de la barriere de potentiel infiniment élevée correspond a la limite Uy — +oo dans le
probléeme précédent. On est alors toujours dans le premier cas, k; — oo et Ay/A; — 0. L'onde
s’annule donc dans le domaine II

Ce résultat ne dépend pas de la forme du potentiel pour x > 0 qui peut avoir un profil quel-
conque.
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2.1.3 Puits de potentiel infiniment profond
Le cas du puits de potentiel infiniment profond correspond au profil
400 six< —%,

_ L L
U(x) =<0 si —5 <x< 3,
+00 six>%.

o
|-
X

A nouveau, nous ne pouvons pas espérer de solution pour ¢ < 0. Pour ¢ > 0, la solution est
oscillante sur l'intervalle | —L/2, L/2[. La solution générale est une combinaison de sin(kx) et cos(kx)
avec k = y/e. La condition aux bords de l'intervalle est I'annulation de . Cela impose que 1’énergie
¢ ne peut prendre que des valeurs discretes, a savoir

n2m?

sn:?, avecn=1,...,00.

On a alors kL = n7t. Chacune de ces valeurs propres est simple. Losrsque n est impair, la fonction
propre correspondante est

nrm
i (x) = cos (Tx)
L
lorsque n est pair, c’est

Pn (x) = sin (%x) .

Dans le cas classique, il n'y aurait pas ces quantification de l'énergie, toute énergie positive
donne lieu a des solutions. On observe aussi une parité ou imparité des solutions qui sera une
propriété générale de fonctions propres pour des potentiels plus généraux, a partir du moment
ou le potentiel est pair, ou plutdt invariant par une symétrie autour de l'origine dans un contexte
multi-dimensionnel.

2.1.4 Barriere de potentiel
Le cas de la barriere de potentiel correspond au profil

0 six > L,
Ux)=< Uy si0<x<L,
0 six<0,

avec Uy > 0.
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I II I

Uy

L X

Conformément a nos études précédentes, dés que ¢ > 0, nous avons deux valeurs propres
doublement dégénérées. Les comportements dans les deux zones extrémes sont toujours (modulo
le choix d’une constante multiplicative et pour une onde se propageant initialement intégralement
vers la gauche)

D) e IVEX L RelVEX  gix >,
x) = .
Se—ivex six < 0.

En revanche, le comportement dans la zone II dépend de la valeur de ¢ par rapport a U,.

D(x) = Ael* 4+ Be ¥ si ¢ < Ug avec k = /Uy — ¢,
Cel** 4 De k% sje > Ug avec k = /¢ — Uy.

Exercice 4 Calculer le coefficient de transmission dans les deux cas 0 < ¢ < Uy et € > Uy.

On obtient pour le coefficient de transmission

4e(Ug —
£(Uo 28) 5 si ¢ < Uy,
TS = 4e(Up — €) + Ugsh?(kL)
- - de(e — U
ele 0) si e > Up.

4e(e — Up) + UZsin?(kL)

09+

08¢+

0.7+

0f

05+

04+

03¢+

02

01+

FIGURE 1 — Transmission a travers une barriere de potentiel

Dans le cas classique, une particule d’énergie ¢ < Uy rebondirait intégralement sur la barriére de
potentiel. Dans le cas quantique, il y a une possibilité de sauter cette barriere de potentiel puisque
T est non nul, et croit de 0 a 1/(1 + UpL2/4) quand ¢ croit de 0 a Uy. Cette transmission est d’autant
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plus efficace que la hauteur de la barriére Uy et que sa largeur L sont faibles. C’est ce que 'on
appelle I'effet tunnel.

Lorsque ¢ > Up, on a k < /¢ et donc 1'onde est ralentie lors de la traversée de la barriere puis
elle retrouve sa vitesse initiale. (En toute rigueur, il faudrait faire le raisonnement sur les vitesses
de groupe et non de phase.) Contrairement au cas classique, une partie de I’énergie est cependant
réfléchie, la transmission n’étant compléte que si T = 1, ce qui correspond a sin?(kL) = 0, et donc
kL =0 [r1]. Ceci s’apparente aux cas de résonance précédemment décrits.

Exercice 5 Considérer le puits de potentiel potentiel
Uy six>a,

Ux)=qUy sib<x<a,
Us six<Db,

avec Uy < Uy < Us.

I I

b a X
Commenter en particulier le cas du puis fini symétrique pour lequel U; = Us.

2.2 Potentiels généraux

Nous quittons les potentiels carrés pour s’intéresser a des potentiels plus généraux U(x) qui
conservent néanmoins la propriété d’étre bornés inférieurement et et de ne présenter que des dis-
continuités de premiere espéce (sauts de continuité du méme type que ceux des potentiels carrés).
On s’intéresse donc de nouveau a 1’'équation

y”+ (e —U(x))y =0.

2.2.1 Un outil : le Wronskien
Etant donné deux fonctions y; et ys continument dérivables sur R, on définit le Wronskien par

W(y1,Y2) = Y15 — Yayi.

Ceci est bilinéaire et antisymétrique, ce qui implique en particulier que W(y,y) = 0. L’équation
ponctuelle W(y1,y2)(x) = 0 implique que yi/y1 = y5/ys; les dérivées logarithmiques sont égales.
Si cette annulation a lieu sur tout R, alors y; et yo sont multiples 1'une de 'autre.

Théoreme 1 (Théoreme du Wronskien) Soient Fi(x) et Fa(x) deux fonctions ne présentant au plus que
des discontinuité de premiére espece. Soient z; et zo des solutions des équations

z{ +Fi(x)z1 = 0,

z) + Fo(x)zg = 0.
Alors

b
[W(Z’lu 22)]2 = J (Fl(X) — FQ(X))leg dx.

a
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Preuve :

Sous les hypotheses sur F; et Fy, les solutions z; et z; sont continuement dérivables et leurs dérivées
secondes peuvent comporter des discontinuités de premiere espece. Multiplions les deux équations
par zo et z; respectivement et retranchons, nous obtenons

zoz{ — 2125 = —(F1(x) — Fa(x))z122.

Or zoz{ — 212} = (2z02] — z124)" = —W(z1, 22)/, d’o1 le résultat. ]

Appliquons ceci a deux équations de Sturm-Liouville, pour un méme potentiel mais deux
énergies différentes ¢; et €3, on a alors Fy(x) — Fa(x) = €1 — 2. Les deux solutions respectives
Yy, et yo vérifient alors

b
W(y1,yall2 = (1 — EQ)J Yy1yz dx.
a
Si de plus les deux énergies sont égales et les solutions ne difféerent que par leurs données
initiales, on a donc [W(yl,yg]l?1 = 0 pour tout a et b, d’ot

W(y1,ys2) = Cste.

Ces deux propriétés des solutions des équations de Sturm-Liouville ne dépendent en rien du
potentiel U(x).
Nous utiliserons aussi le résultat plus subtil suivant.

Corollaire 1 On se fixe un point a € R, et on définit par Y(x;¢€) la solution (définie a une constante
multiplicative pres) de dérivée logarithmique fo en a. On note f(x; ) sa dérivée logarithmique en tout point.
Alors f(x; €) est une fonction monotone de €, croissante si x < a, décroissante si x > a, dont la dérivée est

of 1 x
—(x;¢€) = ] L Y2(&; €)dE,

Exercice 6 Démontrer ce corollaire.

2.2.2 Comportement asymptotique des solutions

Le comportement asymptotique est le comportement de la solution en +oo. Nous allons res-
treindre ici I’étude a ce qui se passe en +oo, I'autre limite se traitant de maniere symétrique. Nous
ne traitons pas le cas ot ¢ — U(x) changerait de signe dans sa limite quand x — +oo (oscillations
de U(x) autour de la valeur ¢). On peut donc supposer que pour x suffisamment grand, supérieur
a une valeur xg, ¢ — U(x) garde un signe constant.

Cas ¢ > U(x) lorsque x > xo. On fait ’hypothese supplémentaire (valide dans les applications a
des systemes physiques concrets) que U(x) admet une limite (forcément) finie (car ¢ > U(x)) U
lorsque x — +o00. Posons k = y/e — U, la solution de 1’équation limite a I'infini dépend alors de
deux parametres A et ¢ : Asin(kx + @).

Pour trouver une solution, on fait un Ansatz du type

y(x) = A(x) sin(kx + @(x)),

en effectuant une variation de la constante A et ¢ qui maintenant dépendent de x. On impose de
plus une condition sur la dérivée a I'infini qui mime celle de 1’équation limite, a savoir

y'(x) = A(x)kcos(kx + @(x)).
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Cette condition est artificielle car en fait le comportement en +oo est certainement commandé par
ce qui se passe a gauche et que nous ne cherchons pas a décrire ici. La justification d'une telle
approche est que 1’on trouve une solution et que I’'on montre que les termes que 'on a négligés sont
a posteriori petits (comme dans un calcul de pH en chimie!). En effet sous cette double condition, on
trouve que

X

Al = Alxo)expl| LS sn(a(Ke + o(€)de)

X0

*uE)-u

oix) = o)~ | SIS ke + ple))de

X0
convient. En analysant ces expressions, on obtient que
— les solutions restent bornées a l'infini et oscillent indéfiniment entre deux valeurs opposées,
— si de plus U(x) tend vers U, plus rapidement que 1/x, alors il existe A et @4 tels que

y(x) ~x—o00 At sin(kx + (P+).

Exercice 7 (i) Calculer I'amplitude et la phase sous les hypotheéses données.
(ii) Vérifier que pour ces valeurs d’amplitude et de phase, les hypothéses sont asymptotiquement justifiées.
(iii) Calculer la limite quand U(x) tend vers U plus rapidement que 1/x.

Cas ¢ < U(x) lorsque x > xo. Dans ce cas, les résultats que 1’'on obtient ne dépendent pas du com-
portement de U(x) a l'infini. Nous devons cependant faire une hypothese supplémentaire (valable
dans le cas des potentiels carrés), a savoir qu'il existe une constante M telle que, pour tout x > x,

U(x)—e > M2>0.

Nous montrons alors que pour x — oo

— il existe une solution particuliere qui tend vers 0 au moins aussi vite que exp(—Mx),

— toutes les autres solutions tendent vers co au moins aussi vite que exp(Mx).
Comme on ne cherche des solutions qu’a une constante pres, nous choisissons ici la normalisation
yY(xp) = 1. On peut définir des solutions de 1’équation différentielle du second degré sur y en
se donnant des conditions initiales en xo, sur y et y’. Désignons par Y et Z, les deux solutions
particuliéres correspondant au choix

Y(XO) = 1) Y/(XO) = 07 Z(XO) = Oa ZI(XU) =1

Les solutions générales de I'équation qui vérifient y(xo) = 1, peuvent s’écrire y(x) = Y(x) + fZ(x),
ot f =y’(xg) (moralement la dérivée logarithmique) peut prendre toutes les valeurs dans R.

La solution Y est clairement croissante et on peut comparer sa croissance avec celle de Y(x) =
ch(M(x —xp)), solution de 1’équation

Y/ —MXY =0,  Y(x) =1, Y(x)=0,

grace au théoreme du Wronskien : [W(Y, \?)]QO = W(Y,Y)(x) < 0. On a deux fonctions positives dont
les données initiales sont les mémes mais Y a une croissance relative plus rapide et donc sa valeur
est supérieure a Y partout (pour x > xg). Ceci donne

Yl M th(M(x —x0)), Y(x) = ch(M(x —x0)) = Y(x).
Y(x)

Y(x) tend donc vers l'infini au moins a la méme vitesse que exp(Mx).
_ De méme la solution Z est clairement croissante et on peut comparer sa croissance avec celle de
Z(x) = ﬁ sh(M(x —x¢)), solution de 1’équation

2" —M?Z =0, Z(x0) =0, Z'(xg) =1,
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grace au théoreme du Wronskien : W(Z, Z) < 0. Ceci donne

/ _
Z1) - Meoth(M(x — xo)), Z(x) > —= sh(M(x — xo)) = Z(x).
Z(x) M
Z(x) tend donc également vers l'infini au moins a la méme vitesse que exp(Mx).
Posons
_Y(x) _Y'(x)
u(x) = Z(x) et v(x) = Z/(x)

Le théoreme du Wronskien implique que Z’(x)Y(x) — Y'(x)Z(x) = 1 pour tout x et donc

Y(x)  Y'(x) 1
Z(x)  Z'(x)  Z(x)Z'(x)

Par ailleurs

, Y'(x)Z(x) —Y(x)Z'(x) 1
wix) = Z(x) BZIR

, Y/()Z/(x) Y/ ()Z"(x)  Ulx) — ¢
v = 2P0 VAL

Sur l'intervalle [xg, +oo[, u est décroissante, v est croissante et leurs différence tend vers 0 a l'infini.
Elles ont donc une méme limite que 'on appelle C et on a de plus

v(x) < C < u(x).
La solution particuliere
G(x) =Y(x) = CZ(x) = (u(x) — C)Z(x)
a pour dérivée
0'(x) =Y'(x) = CZ'(x) = (v(x) — C)Z'(x)
et vérifie
1 1

—m <@/(X) < O<1j(X) < ZI(X)'

La fonction {j est donc positive sur [xg, +-o00[, tend vers 0 au moins aussi vite que exp(—Mx) et sa
dérivée {j’ est négative sur le méme intervalle et tend vers 0 au moins aussi vite que exp(—Mx).
Cette solution vérifie les propriétés de la solution que nous cherchions initialement.

Rappelons que les solutions générales de I'équation qui vérifient y(xo) = 1, peuvent s’écrire
y(x) = Y(x)+fZ(x). On a vu que f = —C donne une solution admissible. Toute autre solution s’écrit

y(x) =§x) + (f+ C)Z(x),

dont le comportement en I'infini est (éventuellement au signe pres) celui de Z et donc de croissance
exponentielle quand x — oo.

2.2.3 Spectre de I'équation

Supposons maintenant que U(x) tend vers U4 en +oo0, ces limites étant éventuellement infinies.
Pour se fixer les idées, on choisit U, < U_.
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Case > U_. Sie>U_, e—U(x) est positif aux deux extrémités et toute solution de 1'équation
restant bornée est acceptable. Le spectre est alors continu et dégénéré d’ordre 2. Les fonctions
propres associées sont oscillantes a l'infini et correspondent a des solutions non localisées : états
non liés.

CasU; <e<U_. Comme e—U(x) est négatif quand x — —oo, on a vu qu’il ne pouvait y avoir au
plus qu’une solution exponentiellement décroissante dans cette région. Celle-ci se raccorde avec une
solution oscillante en +oo. On a donc cette fois-ci un spectre continu non dégénéré, correspondant
a un état non lié.

Cas ¢ < U,. La solution, si elle existe, correspond a un état lié exponentiellement décroissant
aux deux extrémités. Elle ne peut en pratique n’exister que pour des valeurs discretes de . Une
telle solution doit en effet étre proportionnelle & {j+ en oo pour une valeur unique de dérivée
logarithmique f+ en un point de R. On n’a de valeur propre que si f; = f_. Or d’apres le corollaire
du théoreme du Wronskien f_ est une fonction monotone décroissante de ¢ et f est une fonction
monotone croissante de ¢, le spectre est donc discret et non dégénéré. Le nombre des valeurs du
spectre peut aller de 0 & +oco dans cet intervalle en fonction de la forme de U(x).

2.24 Orthogonalité des fonctions propres

Supposons que y; et ys soient deux fonctions propres associées a deux valeurs propres ¢; et ¢
distinctes du spectre discret. Comme elles s’annulent en 1'infini, leur Wronskien également et on a
donc

400
J y1(x)ya(x)dx = 0.

—00
Les deux fonctions y; et y2 sont donc orthogonales.
Ce résultat subsiste si une seule des deux valeurs propres appartient au spectre discret, car le
Wronskien va continuer a s’annuler a 'infini.
Une extension (compliquée) de cette propriété existe pour deux fonctions propres correspondant
au spectre continu.

2.2.5 Propriétés de parité

Si le potentiel U(x) est un potentiel pair, et \P(x) est une fonction propre associée a ¢, alors
clairement, \p(—x) est également une fonction propre associée a ¢. Par linéarité, il en est de méme
de la fonction paire P (x) +1(—x) et de la fonction impaire P (x) —(—x). Au moins une de ces deux
fonctions n’est pas identiquement nulle.

Si e appartient au spectre non dégénéré, ces quatre fonctions sont clairement toutes multiples
les unes des autres (I'une des deux combinaisons linéaires étant nulle) et \(x) est donc paire ou
impaire.

Si e appartient au spectre dégénéré et \(x) n’a pas de parité clairement définie, alors \(x) +
P(—x) et p(x) —p(—x) sont de parité définie, toutes deux non nulles et linéairement indépendantes.
Elles forment une base de 1’espace des fonctions propres, qui peuvent donc toutes s’écrire comme
combinaison linéaire de deux fonctions de parité bien déterminée.

3 Un peu d’analyse fonctionnelle

3.1 Opérateurs dissipatifs

Nous commengons par donner quelques définitions et propriétés des opérateurs dissipatifs sans
démonstration. Nous renvoyons a [3, 5] pour plus de détails. Nous les appliquerons ensuite a
I’équation de Schrodinger.
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3.1.1 Définitions et propriétés générales
On suppose dans un premier temps que X est un espace de Banach. On note || - ||x sa norme.

Définition 1 Un opérateur linéaire dans un espace de Banach X est un couple (D, A), ot D est un sous-
espace vectoriel de X et A : D — X est une application linéaire. Le graphe de A et I'image A sont les
sous-espaces de X définis respectivement par

G(A) = {(u,fleXxX, ueD, f=Aul,
R(A) = A(D).

On dit que A est borné si ||Aul||x reste borné lorsque u € {x € D, [|x|[x < 1}
Dans la suite, on notera uniquement A 1'opérateur et D(A) son domaine.
Définition 2 Un opérateur linéaire A dans X est dit dissipatif si on a
Il —AAu||x > |Julx, Yu e D(A), VA > 0.
L'opérateur A est m-dissipatif si de plus
vieX, VA >0, Jue D(A), u—AAu="f.
Omn note alors J)f cette solution u.
JA est alors une application linéaire de X et ||Ja][{(x) < 1.
Proposition 1 Si A est m-dissipatif, alors pour uw € D(A), on définit la norme
ullo(a) = lIwlx + [[Au]x.
Alors D(A) muni de cette norme est un espace de Banach et A € L(D(A), X).
Définition 3 Si A est m-dissipatif, alors pour tout A > 0, on note A l'opérateur défini par
Ax =AJx = —D/A
Proposition 2 Si A est m-dissipatif et w € D(A), on a
}\i\ﬁb [Taw —ul[x =0.

Si de plus 'opérateur est de domaine dense, i savoir D(A) = X, alors pour u € D(A)
lim [|[Ayu—A =0.
Jim, [l Axu = Aullx
Proposition 3 Soit A un opérateur m-dissipatif dans X, de domaine dense. Il existe un espace de Banach Y
et un opérateur m-dissipatif B dans Y tels que
(i) X C Y, avec injection dense,
(ii) pour tout u € X, la norme de w dans Y est égale a ||J1ul|x,

(iii) D(B) = X, avec des normes équivalentes,
(iv) Yu e D(A), Bu = Au.

Supposons maintenant que X est un espace de Hilbert. On note (-, -) son produit scalaire.

Définition 4 Pour un opérateur linéaire A dans X de domaine dense, on définit I’opérateur adjoint A* par
son graphe

G(A™) ={(v,9) e Xx X, ¥(u,f) € G(A), (@, u) = (v,f)}.
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Son domaine est alors
D(A*) ={ve X, 3C < oo, [(Au,v)| < Cllu|x,vu € D(A)L.
Il vérifie pour tout u € D(A), et v e D(A¥),
(A*v,u) = (v, Au).
Proposition 4 A est dissipatif dans X si et seulement si (Au,u) < 0, pour tout u € D(A).

Proposition 5
(a) Si A est m-dissipatif dans X, alors D(A) est dense dans X.
(b) Soit A un opérateur linéaire dissipatif dans X, de domaine dense. Alors A est m-dissipatif si et seule-
ment si A* est dissipatif et G(A) est fermé.

Définition 5 Soit A un opérateur linéaire dans X, de domaine dense. On dit que A est auto-adjoint (resp.
anti-adjoint) si A* = A (resp. A* = —A).

Corollaire 2
(a) Si A est un opérateur auto-adjoint dans X et si (Au,u) < 0, pour tout w € D(A), alors A est
m-dissipatif.
(b) Si A est un opérateur anti-adjoint dans X, alors A et —A sont m-dissipatifs.

Exercice 8 Montrer les propositions de cette section.

3.1.2 Application a I'opérateur de Schrédinger
Soit Q) un ouvert quelconque de R™ et X = [2(Q) = L?(Q,C). Pour cela on définit la forme

R-bilinéaire continue :

b:(u,v) €X><X—>b(u,v):J vudx € C,
Q

qui vérifie

b(iu,v) = ib(u,v), b(v,u) = b(u,v), b(u,u) = HuHi

Alors (u,v) = Re(b(u,v)) définit un produit scalaire (réel) sur R et on considére X comme un espace
de Hilbert réel.
On définit les opérateurs linéaires B et B/ sur Y par

D(B) = {u € H{(Q) = H}(Q,C), Au € X},

Bu =iAu, u e X,

et

B'u=Au, ucX,

Proposition 6 B est anti-adjoint, B et —B sont m-dissipatifs avec des domaines denses.
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Preuve :
Comme D(Q) C D(B’), D(B’) est dense dans X. Pour u € D(B’) et v € H}(Q), on montre (par
densité) que

J Au vdx = J Vu - Vvdx.
Q Q

En particulier pour v = u, on obtient (B’u,u) < 0, et donc B’ est dissipatif. De plus la forme

b(u,v) = JQ(uV—l— Vu- Vv)dx

est bilinéaire et coercive sur H}(Q). D’apres le théoréeme de Lax-Milgram (cf. [3]), pour tout f €
[2(Q), il existe u € H}(Q) tel que pour tout v € H}(Q)

J (uv+Vu-Vv)dx:J f vdx.
Q Q

Ceci veut dire que u — Au = f au sens des distributions. Pour tout u,v € D(B’), on a de plus
(B'u,v) = (u,B'v).

Donc B’ est auto-adjoint et m-dissipatif. Comme B = iB’, B est anti-adjoint et donc B et —B sont
m-dissipatifs avec des domaines denses. u

Si la frontiere de Q est de classe €2, on peut montrer (cf. [3], Théoreme IX.25, page 187) que
D(B) = H2(Q) N Hi(Q).
On pose ensuite Y = H™1(Q) et pour u € Y on note ¢,, la solution de

Pu € H(l)(-Q)a A@y — ¢ =udans D'(Q).

On munit Y du produit scalaire

(u,v) 1 = (@u, @v)nr = Re <J (Voy - Vou + oy - (Pu)dx> , pour (u,v) €Y x Y.
Q

On définit I'opérateur linéaire A et A’ sur X par
D(A) = Hy(Q),
Au=1iAu, u ey,
et
D(A’) =D(A),
A'u=Au, uey,

Proposition 7 A’ est auto-adjoint négatif.

Preuve :
Comme D(Q,C) C D(A’), D(A’) est dense dans Y. De plus, pour tout u,v € D(A’),

(A'u, vy 1= (A'u—u,v) 1+, v) 1 = (W, @u) + (u,v) 1 = —(u, V)2 + (u,v)_1.
Pour u = v, on a en particulier
(Au,u)_g = —(u, s + (w,u) g = —|ul[f2 + [[uf[f-: <O.
A’ est donc disspatif. Il est de plus m-dissipatif d’apres le théoréeme de Lax-Milgram. Par ailleurs,

on a clairement pour tout u,v € D(A’), (A'u,v)_1 = (u,A’v)_;. A’ est donc auto-adjoint. [ ]

Corollaire 3 A est anti-adjoint et A et —A sont m-dissipatifs avec des domaines denses.
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3.2 Semi-groupes engendrés par un opérateur m-dissipatif
3.2.1 Définition et propriété de semi-groupe

Soit X un espace de Banach et A un opérateur m-dissipatif dans X de domaine dense. Pour tout
t > 0, on pose Ty (t) = exp(tA,).

Théoreme 2 Pour tout x € X, la suite de fonctions ux(t) = Ta(t)x converge uniformément sur tout
intervalle [0, T] vers une fonction u € C([0, +o0[, X) quand A \, 0. On pose T(t)x = u(t). Alors, pour tout
x € Xets,t>0,0na

T(t) € L(X),

T x) <1,
T(0) =1,
T(t+s)=TH)T(s).

De plus, pour tout x € D(A), u(t) = T(t)x est I'unique solution du probleme
u € €([0, +00[, D(A)) N €*([0, 400, X),

u'(t) = Au(t),
u(0) = x.
Enfin, pour tout x € D(A)ett > 0,0na

T(t)Ax = AT(t)x.
Les propriétés de T en font un semi-groupe d’opérateurs.

Exercice 9 Montrer ce théoreme.

3.2.2 Le cas des opérateurs anti-adjoints

On suppose maintenant que X est espace de Hilbert réel.

Théoreme 3 Si A est un opérateur anti-adjoint, on peut étendre T(t) a un groupe a un parametre T : R —
L(X) tel que

Vx € X, T(t)x € C(R, X),

x e X, Vte R, [[T(t)x[lx = [Ix[[x,
T(0) =1,
Vs,teR, T(t+s)=T(t)T(s).
Pour tout x € D(A), u(t) = T(t)x vérifie u € C(R,D(A)) N CLR, X) et u’(t) = Au(t) pour tout t € R.

On a cette fois-ci un groupe car T(0) = T(t)T(—t), et on peut donc définir un inverse. De plus
T(t) est une isométrie.

Exercice 10 Montrer ce théoréeme.
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3.2.3 Application a I’équation de Schrodinger

En reprenant les notations précédentes, on note S(t) et T(t) les groupes d’isométrie engendrés
par les opérateurs B et A respectivement. (On rappele que B est définie sur X = [(Q) et A sur
Y =H }(Q).) On a G(B) C G(A) et de maniére évidente pour tout x € X, on a S(t)x = T(t)x.

Proposition 8 Soit ¢ € H}(Q) et u(t) = T(t)@. Alors u est I'unique solution du probleme
u € C(R,HH(Q)) NnCYR,HHQ)),
iug + Au = 0dans H1(Q), Vt € R,
u(0) =¢

De plus

jﬂ ulx OPdx = | fo(xPdx

Q

J IVu(x, t)?dx J IV (x)dx.
Q

Enfin, si Ap € L2, u € C}(R,L*(Q)) et Au € C(R, L*(Q)).

3.24 Casde Q =R"™

Dans le cas des opérateurs auto-adjoints que nous n’avons pas traité ici, au lieu d’avoir une
isométrie, on a une régularisation qui fait que méme pour x € X, x € D(A), ona T(t)x € D(A), avec
[AW(t)[[x < (1/v28)]x] x.

Dans notre cas x ¢ D(A) implique que T(t)x ¢ D(A), mais en variant les espaces, on peut
néanmoins montrer une décroissance en temps.

Proposition 9 Soit 2 < p < oo et t # 0. Alors T(t) s’étend a un opérateur de L(LP'(R™),LP(R™)) ot p et
p’ sont conjugués (1/p +1/p’ =1) etona

TN Lrr @), Lo )y S (4rt)) M 1/271/p),

Preuve :
Dans R™, on peut utiliser la transformation de Fourier que 'on note F. Soit ¢ € §(R™). On définit
u € C®(R,§(R™)) par

Fu(t) (&) = exp(—iEf )T (&),
ce qui en particulier implique u(0) = ¢. On a alors pour tout § € R™ et pour tout t € R,
i(Fu(t)(&))e — [EPFut)(€) = 0.

La transformée de Fourier et la dérivation en temps commutent et en prenant la transformée de
Fourier inverse, on a

iut + Au = 0.

On peut donc identifier u(t) comme étant u(t) = T(t)p. Par ailleurs, pour tout x € R™ et t # 0,

51 o 1 \XI2 _x
(exp(—il&] t)(x)—WeXp e (t)(x).
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La définition de u(t) peut donc se réécrire pour tout t # 0,

Par propriété de la convolution, on a donc

() [lLeo (mry < 1K) oo (mmy @01 (RR)

N

ce qui se revient pour toutt # 0 et ¢ € §(R™) a

1

T(t o) L ————
[T(t) @ Lo (®mn) Ve

ol @ny-

T(t) peut s’étendre a un opérateur de L(L!(R™),L>(R™)) et le résultat est montré pour p = oo (et
donc p’ = 1). Par ailleurs, on a déja vu que T(t) est une isométrie de L(L2(R™),L?(R™)), ce qui
démontre le résultat pour p = 2 (et donc p’ = 2). Le cas général p €]2, ool se démontre par des
techniques d’interpolation (interpolation de Riesz) qui sortent du cadre de ce cours. On pourra
consulter [6] ou [1]. [

4 Un peu plus de modélisation : spin et modeles de densité

4.1 Importance des états stationnaires, état fondamental

Considérons un systeme isolé, dont ’hamiltonien ne dépend donc pas du temps. On a vu que
les états stationnaires étaient définis comme les solutions dont la dépendance temporelle était de la
forme

Y(x;t) = P(x)e EVM

Dans cette formulation, la fonction 1 désigne un élément de 1'espace des états physiques € et n’est
pas nécessairement normalisable (au sens de la norme L? de I'espace tout entier). On autorise aux
états stationnaires une dépendance en temps a travers leur phase, car cette forme de dépendance ne
modifie pas le résultat probabiliste d’'une mesure de I’état du systeme. On a vu qu’alors, la fonction
1 est solution de Hp = E. Si on peut normer 1, c’est que 1’'on a un état lié. Dans le cas contraire,
la solution n’est pas physiquement acceptable. Il y a donc un lien entre les états stationnaires et les
états propres de l'observable énergie. Une mesure de I'énergie met le systéme dans un état station-
naire.

Notons (Pa)acr, les projecteurs sur la famille spectrale associée a I'’hamiltonien H, et {(x) la
donnée initiale de ¥(x; t) alors

Y(x;t) :J e MM AP o (x).
R

La connaissance de la décomposition spectrale de ’hamiltonien permet donc d’exprimer explicite-
ment la dynamique du systéme.

On appelle état fondamental une solution de

inf {(, HP), ¥ € &, [[Wl|= = 1}.

C’est nécessairement un état lié (car normé) de plus basse énergie. Cet état est physiquement stable.
C’est la recherche de ce type d’état que nous traiterons dans notre application a la chimie quantique.
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4.2 Le spin
4.2.1 Lois de transformation par rotation

L’espace est isotrope. Une rotation globale de tout le systéme et des appareils de mesure dans
un référentiel galiléen ne doit pas changer le résultats des mesures. Il faut donc que les lois de la
physique soient invariantes par rotation. On définit la rotation R, ¢ par son vecteur directeur n et
son angle 0. Cette rotation peut s’exprimer sous la forme

R 0 = efienu]
n,o0 — )
avec
0 0 O 0 0 1 0 —i 0
Jx=1 0 0 — ], Jy= 0 00 |,]J,= i 0 0
0 i O -1 0 0 0 0 O
Pour s’en persuader, prenons n = e, alors
. 0 -0 0 cos® —sin® 0
Re, 0 = e ¥:—exp| 8 0 0 | =] sin® cos® 0
0O 0 O 0 0 1

Pour une grandeur physique A relative au systeme, on note A, g sa valeur apres rotation par
Ry,0. Si cette grandeur physique est un champ scalaire S, on a

Sno(x) = S(R;éx).

Si la grandeur physique est un champ de vecteurs V, on a
Vino(x) = RmeV(R;éx).

Si la grandeur physique est un tenseur T, on a

T o(x) =RuoT(R xR §.

=n,

On observe donc que la loi de transformation dépend du type d’objet que 1’'on manipule.

4.2.2 Définition du spin

Inversement, la connaissance de la loi de transformation permet de caractériser le type d’objet
que 'on manipule. On peut donc se poser la question de savoir quels sont les objets associés aux
représentations irréductibles du groupe des rotations. Celles-ci sont indexées par un nombre positif
entier ou demi-entier. Ce nombre est le spin.

L’objet associé au spin j possede 2j + 1 composantes complexes. Ses composantes sont repérées
par une variable o, dite variable de spin, dans un ensemble de cardinal 2j + 1 que 'on indexe
habituellement par I'ensemble X; = {—j, —j +1,...,j —1,j}. Ainsi la fonction d’onde d"une particule
de spin j s’écrit

Y:RxR*x% — C
(t;x;0) — Y(tix; o),
ou de maniére équivalente
Y:RxR} — C¥T!
Yty x;+j)
Yit;x;+j—1)
(t;x) +— :
Yit;x;—j+1)
W(t;x;—j)
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423 Spins0,1et1/2

La représentation de spin 0 correspond a des objets qui admettent 1 composante complexe. Ce
sont des champs scalaires. Ajouter ici une dépendance en une variable de spin qui ne prend qu'une
seule valeur ne présente bien stir aucun intérét.

La représentation de spin 1 correspond a des objets qui admettent 3 composantes complexes. Ce
sont des champs vectoriels.

La représentation de spin 1/2 correspond a des objets qui admettent 2 composantes complexes.

On appelle ces deux composantes spin up (0 = 1/2 ou simplement + ou 1) et spin down (o0 = —1/2
ou simplement — ou |). Sans préciser la dépendance en t, notons
_ (1) )
weo=( gy )

Alors la loi de transformation s’écrit

< Pno(x; 1) ) e[ WRexD)
Yno(x; 1) )~ ™0\ WR S 1) )7

)

ol Ry g est le tenseur d’ordre 2 donné par

Ry,0 = cos 51 —1isin 50‘ -1,

(01 (0 i (1 0
={10)%=\i o) %% {0 -1 )

Une rotation de 8 = 27t donne Ry 2, = —I et non l'identité comme pour les objets que nous avions
rencontré jusqu’a maintenant. Ceci permet de représenter les deux états possible d"un électron, les
autres parametres (énergie, moment cinétique orbital) étant fixés.

avec

4.3 Quand utiliser une variable de spin?
4.3.1 Systemes a une particule

Si on n’a qu’une seule particule, il n’est en général pas nécessaire d’utiliser le spin car ’hamil-
tonien et les observables usuels (vitesse, impulsion, moment cinétique, énergie potentielle, énergie
cinétique) n’en dépendent pas. Une exception courante est le cas ot la particule est soumise a un
champ magnétique. L’hamiltonien d"un électron dans un champ électromagnétique se décompose
en une partie scalaire ne dépendant pas du spin et une partie dépendant du spin. Si on pose

1

Ho = — (—ihV + SA(t:x))? + eq(t;x),
2m c

alors

h
H=Hol + V6. B(t;x).
2m

Il en découle que I'évolution spatiale des deux composantes de spin up et spin down est différente.
C’est I’expérience de Stern et Gerlach décrite en introduction et la quantification de I'espace.
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4.3.2 Systemes a plusieurs particules

Lorsqu’un systéeme comporte plusieurs particules, on peut lui associer la fonction d’onde
Y(t;x1, 015... XN, ON)

ol x; est la variable d’espace associée a la ieme particule et o; est sa variable de spin.

La quantité [W(t;x1,01;...;%xNn,0n)[? est la densité de probabilité de trouver simultanément a
I'instant t les particules 1 a N dans les positions xi, ..., xN et dans les états de spin oy, ..., on. La
fonction d’onde est normalisée par

Z J W(t;x1,00;...;XN, ON)[Pdxy ... dxn = 1.

O01,...,0N R3N
Les particules de méme nature sont indiscernables par une mesure. Ceci implique que l'espace
des fonctions d’ondes n’est pas

H=1}R3xZ,,C)®- - - L}R3x Ly,C),
(sauf si les particules sont toutes différentes les unes des autres) mais un sous-espace.

Considérons deux particules identiques, alors la permutation
(PY)(t;x1, 013 %2, 02) = W(t;x2, 02; %1, 01)

doit mener a la méme mesure (en probabilité). Pour tout opérateur de mesure (observable), et tout
état admissible, on doit donc avoir

(PY, APY) = (¥, Ap).

Comme cela doit étre vrai pour tous les opérateurs, on a P*AP = A, ou encore PA = AP. Or
seules les homothéties commutent avec tous les opérateurs et seules celles de coefficient +1 ou -1
conservent la norme. La permutation P a donc deux valeurs propres +1 et —1 dont les sous-espaces
propres associés sont respectivement

Hs = L*(R? x £1,C) ®s L2(R® x I,,C) et Hn = L*(R? x £3,C) \ L*(R® x I5,C)

des fonctions de J{ qui sont respectivement symétriques et anti-symétriques vis-a-vis de 1’échange
de deux particules. On a deux alternatives :
- ou € Hg pour tout temps et les particules concernées sont des bosons (exemple : les pho-
tons),
—ou P € Hp pour tout temps et les particules concernées sont des fermions (exemple : les
électrons).
Dans le cas des fermions, on remarque que 1'on a ¥(t;x, 0;%,0) = 0 : deux fermions indiscer-
nables ne peuvent pas se trouver simultanément au méme endroit dans le méme état de spin. C’est
principe d’exclusion de Pauli.

I1 est un peu plus difficile de remarquer, mais c’est néanmoins vrai, que dans le cas de bosons, le
comportement est grégaire : la probabilité de trouver un bosons dans état est d’autant plus grande
que d’autres bosons se trouvent déja dans ce méme état. C'est ce qui permet d’avoir de la lumiere
cohérente comme dans les lasers.

Ce comportement est également lié au type de spin : les bosons sont spin entier, les fermions
sont de spin demi-entier.
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5 Application a la chimie quantique et la dynamique moléculaire

5.1 Les unités atomiques

En chimie quantique, on se place dans les unités atomiques qui correspondent a prendre dans
ce qui précede :

m=1, e=1, h=1, 4dmegy=1.

L'unité de masse est alors celle de 1'électron. L'unité de longueur, notée ay et de 1'ordre d'un 1/2
angstrom, est le rayon de Bohr. L'unité de temps est de 1’ordre de 20 atto-secondes. L'unité d’énergie
est le Hartree (Ha), de 1’ordre de 30 eV.

5.2 Equation de Schrodinger pour une molécule

Considérons une molécule qui contient M noyaux de masse my, k = 1,..., M, et de charge zy et
N électrons. On note xi et oy, k =1,..., M, les variables d’espace et de spin associées aux noyaux
etxjetoi, i=1,...,N, les variables d’espace et de spin associées aux électrons. La fonction d’onde
du systéeme

W(t;X1,01;...;XM, OM;X1,01;. .. ; XN, ON)

doit vérifier deux propriétés

(P1) La fonction d’onde est normée dans 12 :

w(t; HLz—JRSMdil...diM > JBNdxl...de 3

= R
01, 0M 01,--,0M

> ~ = s 2
W(t;X1,01;...;XM, OM;X1,01;. .. ; XN, ON)[“ = 1.

(P2) La fonction d’onde respecte le principe d’indiscernabilité des particules identiques. Elles sont
donc symétriques vis-a-vis de 1'échange des variables de deux bosons indiscernables. Elles
sont également antisymétriques vis-a-vis de I’échange des variables de deux fermions indis-
cernables.

L’évolution en temps est régie par I'équation de Schrodinger
io ¥ = HVY.

L’hamiltonien H est comme nous l'avons déja vu somme des hamiltoniens propres pour chaque
particule et de I'hamiltonien de l'interaction coulombienne :

M N 1
Ho= _1;2mk Z2A"l
= i=

NoM 1 ZxZ1
ggm—xu* I e R M -

I<icj<N 1 X;| 1<k<l<M|xk_xl|

Une généralisation de notre étude du probleme de Cauchy permet de montrer que I'équation de
Schrodinger est bien posée dans L2 et préserve les propriétés (P1) et (P2).

Dans tout ce qui suit nous allons nous attacher a définir des formulations pour traiter un
des grands thémes de la chimie quantique qu’est la recherche d’états fondamentaux, point de
départ de toutes les déterminations des propriétés physico-chimiques des systémes moléculaires.
La dépendance en temps ne sera plus explicitée.
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5.3 Espace des états et état fondamental

On suppose dans la suite que tous les noyaux sont discernables. Ceci est vrai pour certaines
molécules et quand cela n’est pas strictement vrai, la forte localisation des noyau (cf. infra) permet
de les discerner. En revanche, les électrons sont non fortement localisés.

En I’absence d’interaction avec l'extérieur (en particulier avec le champ magnétique), les va-
riables de spin ne jouent pas un role direct dans I’hamiltonien, mais uniquement dans les propriétés
des I'espace des états. Si tous les noyaux sont discernables, il n'y a aucune contrainte de symétrie sur
ces variables et on peut résoudre 1’équation de Schrodinger pour chaque état de spin des noyaux.
On peut donc ne pas tenir compte des variables de spin pour les noyaux.

Sous les hypotheses précédentes, on peut écrire I'espace des états sous la forme

H=H, ®He
ou I, est I’'espace des états des noyaux sans spin
Ha = L2(R™, C),

et H, est 'espace des états des électrons

N
He = \ LP(R® < {1,1},C).
i=1

Si on écrit I'hamiltonien H dans le référentiel barycentrique du systéme, on a

M= =g + Hi
ol x¢g est le centre de masse, mg est la masse totale du systeme, et H; s’exprime exclusivement
en fonction de coordonnées invariantes par translation. Or le spectre du laplacien est purement
continu. Le spectre de H est donc également purement continu. L’hamiltonien H n’a pas de valeurs
propres et il n’y a entre autres pas d’état fondamental. En revanche, il y a une énergie fondamentale,
qui est solution du probleme de minimisation

inf{(p, HY), eI, |l = 1)

(ici dans la définition de la norme, il n'y a évidemment plus de sommation sur les variables de spin
nucléaires). Cet infimum n’est pas atteint et 'invariance par translation rend toute suite minimisante
évanescente.

5.4 Approximation de Born-Oppenheimer

La maniere la plus classique pour trouver un probleme de minimisation dont l'infimum est
atteint est de se placer dans 'approximation de Born—-Oppenheimer. Dans cette approximation les
noyaux sont considérés comme tres lourds par rapport aux électrons. Cette approximation peut étre
justifiée par une analyse asymptotique.

On suppose de plus que la fonction d’onde 1 peut-étre factorisée sous la forme du produit d’une
fonction d’onde nucléaire 1, et d'une fonction d’onde électronique .. Le probleme de minimisa-
tion précédent se réécrit (modulo une nouvelle définition claire des normes dans I, et H(.)

inf{<ll),Hll)>, Y =Y, Yy € Hy, ||1bn||L2 =1, P € He, ||1be||l_2 =1}

On peut alors définir un hamiltonien qui contient toutes les dépendances en les variables
électroniques (dit hamiltonien électronique) et dépend paramétriquement des variables nucléaires :

TR SR SRR R Rt 1
{ ——ZQxi—Z];M+ )

: — Xj
i=1 i=1 1<i<iKN
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Le potentiel vu par les noyaux aux positions xi, ..., xXm et créé par les électrons dans leur confi-
guration d’énergie minimale est alors

U(xy, ..., xp) = inf{(he, HEe), e € He,  [[bellr2 = 1}

Comme Hffk} est auto-adjoint sur H! et par densité, il suffit de calculer I'infimum pour des fonctions
a valeurs réelles et H!. Ce probléme de minimisation restreint aux électrons est un probléme de
minimisation avec contraintes.
On ajoute a ce potentiel I'hamiltonien d’interaction de Coulomb entre noyaux pour obtenir
_ _ - - ZkZ1
W(x1,...,xm) = U(X1,...,Xxpm) + Z I —
Lemtem KX

et le probleme d’infimum pour tout le systéeme peut alors s’écrire

M
. 1 _ _ _
nf(d —— | [Vebnldxc+ | Wb dx; ... dXm,  bn € Ha,  [afle =1}
=1 ka R3 R3M

On a un deuxiéme probleme de minimisation avec contraintes, cette fois-ci restreint aux noyaux.
On fait ensuite 'approximation des noyaux classiques. Ceci correspond a faire tendre les masses
des noyaux vers l'infini. Le deuxiéme probleme de minimisation devient alors

nf(W(x1,....xm), (X1,...,xm) € R3MY.

Ce nouveau probleme de minimisation a completement changé de nature. Il s’agit maintenant d"un
probléme d’optimisation géométrique sans contrainte.

En rendant la masse des noyaux infinis, nous les avons en quelque sorte fixés spatialement (aux
isométries de R? pres), c’est-a-dire rendus classiques. L'invariance par translation a alors disparu
ainsi que I'évanescence des suites minimisantes. On peut donc calculer un état fondamental. Pour
lever la multiplicité de cet état lié aux isométries de R3, on explicite souvent les configurations dans
un jeu de coordonnées liées a la molécule, ne faisant intervenir que des longueurs de liaison, des
angles et des angles diedres entre liaisons.

5.5 N-représentabilité du probleme électronique

Nous allons maintenant nous concentrer sur le probléme électronique posé dans H! ou plus
précisément :

inf{m)e» Heﬂf’e>7 be € He, Hq)eHLQ =1},

ol
N
He = /\ H'(R),
i=1
= 1 a 1
— X; _|_ ,
STl IV 2 R
i=1 i=1 1<i<igN
2z
k
Vixi) =— X —xp |’
k=1 1 k
les positions des noyaux x1, ..., Xy étant ici des parametres fixés. (Bien que 1'espace fonctionnel soit

maintenant de type H!, la contrainte de norme |[{.||;2 = 1 est toujours une contrainte en norme L2.)
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On remarque que 'hamiltonien n’est constitué que de termes couplant au plus deux électrons
et on pourrait essayer d’exploiter cette propriété pour simplifier le probleme. Cela s’avere malheu-
reusement impossible et c’est ce que 1’on appelle le probleme de N-représentabilité.

On définit la matrice densité d’ordre p associée a une fonction d’onde . € H, par

/ / N
Tu,e’p(xl,...,xp;xl,...,xp) = Cp JR?)(NP) YelX1, ..., Xp,Xp41,---,XN)
Ll)e(x{,...,x{j,xp+1,...,xN) dxpy1...dxN.

Pour p = 1, on peut en déduire un observable quantique qu’est la densité électronique et notée
Py, (x) et définie par

by (%) = Tyt (x:%) = N J e, X, . xn)2d%s .. . dxny.

R3(N-1)

Pour un p quelconque, on peut définir 'opérateur Dy,_,, dont le noyau dans @!_; L*(R?) est
Ty,,p- 1l est donc défini par

P
(D, pW)(X) = J T, p (X, X NP (X')dx/, pour tout X € R?P et € @L2(R3).

i=1

Nous allons maintenant regarder le cas de p = 2. On définit un hamiltonien réduit a deux
électrons et renormalisé

1

‘XZ _Xl|.

1 1 1
Heo = N_1 (_2Ax1 - §Ax2 + V(x1) + V(X2)> +

On peut alors montrer que
<ll)eu He‘-be) = Tr(He,QDﬂ)e,Q)-

Exercice 11 Montrer de maniére formelle cette relation sachant que la trace d'un opérateur linéaire A sur un
espace de Hilbert peut étre définie par

+o00

Tr(A) =) (i, As),

i=1
ot {\pi }ien- est une base hilbertienne de I'espace de Hilbert.

Le probleme électronique est alors équivalent a

inf{Tr(He 2D2), D2 € Mal,

My = {Ds € L(®]_L*(R?)) / Fpe € He, Dy, 2 = Da}.

L'avantage de cette nouvelle formulation est qu’elle est posée sur RS et donc a priori simulable
numériquement quelque soit N, contrairement au probleme de départ. Bien sfir, il reste une diffi-
culté, qui réside dans la caractérisation directe de Mo.

Ce probleme est actuellement ouvert. On ne connait que des conditions nécessaires de N-
représentabilité d'une densité d’ordre 2. Si on s’en tient a ces conditions pour traiter le probleme
de minimisation, on minimise a priori sur un ensemble trop grand et donc le minimum obtenu par
cette méthode sous-estime I'énergie fondamentale du systeme.
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5.6 Modele de Hartree-Fock

La méthode de Hartree-Fock consiste a restreindre 1’ensemble de minimisation initial {{p. €
He, |[We|| = 1} en ne considérant que les fonctions d’ondes qui s’écrivent sous la forme d'un détermi-
nant de Slater :

) ) d1(x1) ... bdi(xn)
Pe(x1,...,XN) = det(di(x)) = —= : :
VN! vN! on(x) ... On(xN)

Dans cette expression, les N fonctions d’ondes mono-électroniques, dites orbitales moléculaires
sont orthonormées et orthogonales deux-a-deux dans L2. On note

WnN = {cD ={dihi<ign, $i € HI(R?), JR3 di(x)dj(x)dx = 845, 1 <1,j < N},

I’ensemble des configurations de N orbitales moléculaires et

1
SN = {ll)e € He, 30 ={bi}icicn € WN, Welx1,...,xXn) = Ndet(d)i(xj))} -
Les fonctions de Sy sont bien de norme L2 unité.
Preuve :
En notant Gy l'ensemble des permutations de 'ensemble {1, ..., N} et ¢(71) la signature d'une per-
mutation T € G, on a
N
det(di(x)) = D e(m) [ [ iy (x0)-
7'[66]\1 i=1
On a alors
1 N N
el = 5 L@N 2 e[ Torue) | [ 2 e [[bwo(x) | dx... dxn
neSN i=1 UUSIGIN i=1
1 N
= o Y el L@N TT &ty (xt)brs) (x)dlx . den
T, eESN i=1
1 N
= N X el [T | ol (i)
& =TGN i—1 7R

D’apreés la propriété d’orthogonalité des orbitales moléculaires, le produit n’est non nul que si toutes
les intégrales sont non nulles, et donc 7(i) = 7’(1) pour tout i. On a donc m = 7’ et e(m)e(n’) = 1.
Comme, de plus, il y a exactement N! éléments dans Sy,

1
el 2 = i Z 1=1.
neSN

Les fonctions de Sy sont donc bien de norme L? unité. [ |

Le probleme de Hartree-Fock s’écrit

inf{m)e) Helpe>> Pe € SN

Cette fois-ci, on a restreint 'ensemble du domaine sur lequel on minimise. Cette méthode
permet donc de trouver une valeur sur-estimée de l'énergie fondamentale. La différence entre
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I'énergie fondamentale et celle estimée grace a I'approximation de Hartree-Fock s’appelle énergie
de corrélation.
On montre dans un premier temps que

N
To (x,x) =Ty, 1 (%) = ) di(x)Pi(x),
i=1
N
Do =Dypo1 =) (b1, )r2ds,
i=1

p(D( = pll)e Zkbl

Exercice 12 Montrer ces trois propriétés.

Notons EHF (D) = (e, Hee). On a tout d’abord

N . 1
ey = 3 | <2|v¢12+|¢i|QV>
i—1 R

| (ZN 1R ) (2N i (x)P)
e

+§u |X—X’| dXdX,
2
Lpop | ZN e
—— J dxdx’.
2 Jrs Jgs x — x|
Preuve :
(e, A be).
1
(e detbe) = =5 s(n)s(n’)HJR3 Bty (1) b o) (x0) iy
T, ESN iyék
JRS Pre(r) (x1) (A P10 (xx) ) dxic
1
= N Z J i) (Axy Ore(rc) (%)) dxic
con
1 1
= N ngxkd)ﬂ(k)(XkNdek:_]\” Z J3|V¢n(k)(x)2dx
neSN R TESN R

- ZJ Vi () dx.

En sommant sur tous les k cette quantité qui n’en dépend pas, on a

(e, — ZAka ZJ3|V¢i(x)|2dx.

i=1
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(We, V(xK)e).

1

e Ve = X elmele) [T| | ol (xi)ax,
" eGN i£k

JRB G 0) (X ) V(X ) Prer ) (1) dxpe

- ij %)|by () 2dx.

En sommant sur tous les k cette quantité qui n’en dépend pas, on a

N N
(er Y- Vs = Y | Vix)igu(x)Pdx
k=1 i—1 VR
<QQ7BE%;J¢GX
1 1 ,
(e mrthe) = 7 2 s(n)s(n)Hch Jx)bres) xt) bxs

T €GN itk LR

| e et B0k (om0 o) () i
R3 JR3 |Xk x|

Les permutations 7 et 7t doivent coincider pour i # k, 1. Deux permutations vérifient cette condi-
tion, 7’ = 7t (auquel cas on a ¢(nt’) = ¢(m)) et la permutation 7’ telle que 7/ (k) = 7t(1) et 7' (1) = 7(k)
(auquel cas on a e(nt') = —e¢(m)). Ainsi

1 1
e b =y X (LRJRS i 58 D) (U 1) iy

’ neSN

_ JRS J #dﬁt(k) (Xk)d)n[l) (Xk)d)ﬂu) (Xl)d)ﬂ(k) (Xl)kadX1> )

r3 XK — X1

a ietj distincts fixés, il y a (N — 2)! permutations qui vérifient nt(k) =i et 7t(l) =j, on a donc

1 1 1 A /
TG e (JR || s 0s 0 1 b

N JR3 J]RS |x—1x'¢i(x)¢i (x) b (X,)d)i(X/)dde’)

B 1 1 A b |2 & s |2
= N(N—UJRSJRSM ;d)l(x) ;d))(x)

)i (x

2
) )dxdx/7

ol on a retranché et ajouté la quantité le |y (x)[? le |i(x")|?. Cette quantité ne dépend plus
de k et l et comme il y a N(N —1)/2 fagons de choisir k < 1, on a

2

> dxdx’.

I w>=1j J S i¢~(x)l2il¢~(x’)2—
e’k<1 =3 7 2 Jgo Jps X — x| im1 ' =1 )
| |

N
D dix)Pi(x)
i1
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En utilisant la matrice densité d’ordre 1 t¢ et la densité électronique pg, ceci se réécrit

N
1
@ = 3], ver ] e
+1J J o (X)po (x') dxdx/—1J J To (%, X)L
2 R3 JR3 |X—X/| 2 R3 JR3 |X—X/| '

Cette énergie se compose de quatre termes. Le premier est 1'énergie cinétique, le deuxieme est le
terme d’interaction coulombienne entre noyaux et électrons, le troisieme est le terme de répulsion
coulombienne entre électrons et correspond a l'énergie coulombienne classique appliquée a la
moyenne pg. Le quatrieme terme est lui purement d’origine quantique et traduit aussi cette répul-
sion mais a travers Tg, c’est le terme d’échange.

Le probléeme de Hartree-Fock s’écrit

inf(EFF (@), @ e Wyl

Contrairement au probleme de minimisation initial, ce probléme n’est plus quadratique.

5.7 Théorie de la fonctionnelle densité

Le probléme de minimisation que 1’on veut résoudre est

inf{(Pe, Hebe), Pe € He, [[Wellr2 =1}

Parmi les termes, on a

(e, Vixi)he) = J

- dxj V/(xx) J

2
- We(x1,...,xNn)7dxy ... dx_1dXp 1 ... dXN
R3(N—

1 1
= N o Vixen e = | Vixipg, (x)ax

N
(e 3 Vi) = | Vpg, (x)ax
k=1 R
Donc le probléme de minimisation peut dans un premier temps se réécrire

inf{ (e, HOe) + jRB V(x)py, (x)d%, e € He, [elliz = 1},

ot HY se définit comme H, mais avec V = 0. Le but de la théorie de la fonctionnelle densité est
d’écrire tout le probléme de minimisation en fonction de la densité électronique.

Soit Jn I'ensemble des densités électroniques atteignables par des fonctions d’ondes de V. € I,
de norme 1 :

In = {p7 Fe € He / H'q)eHL2 =1let Py, = p}-
Pour p € Jn, on peut définir la fonctionnelle de Levy-Lieb par
F(p) = inf{<1|)ea Hgﬂ)e% Pe € He, HlpeHL2 =1, Py, = p}

et le probleme de minimisation s’écrit

inf{F(p) + JRS V(x)p(x)dx, p € In}

On commence ainsi a minimiser sur tous les . qui correspondent au méme p, ce qui donne F(p),
puis on minimise sur les p atteignables. Pour que ceci soit utile, il faut bien stir étre capable de
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caractériser I'ensemble Jn et 1’expression de la fonctionnelle de Levy-Lieb. Le premier point est
résolu par une résultat de N-représentabilité des densités (dont la preuve est hors de portée dans
ce cours) qui assure que

o =1p>0. Vo e MR, | olxiax =N},

En pratique, dans la théorie de la fonctionnelle densité, on va minimiser sur un espace un peu
plus grand que Jn

EPFT — inf{F(p) + J

V(x)p(x)dx, p =0, p e L}R?), J p(x)dx = N}
R3

RS

ce qui fait que le minimum obtenu sera inférieur a I'énergie fondamentale.

L’espace de minimisation est considérablement simplifié par rapport a celui du probleme de
départ. Néanmoins, on ne connait pas d’expression utile pour les calculs de la fonctionnelle F(p)
sur Jn. On doit donc approcher cette fonctionnelle. Il existe deux maniéres classiques de réaliser
ceci :

— les modeles de Thomas-Fermi qui consistent a assimiler le systeme a un gaz homogene d’élec-

trons,

— les modeles de Kohn-Sham qui consistent a assimiler le systéme a un systéme de N électrons

(de Fermi) sans interaction.

5.71 Modéeles de type Thomas—Fermi
Dans les modeles de type Thomas-Fermi, on approche F(p) par la somme de quatre termes

(dont les trois premiers s’appellent de von Weizsédcker, de Thomas—Fermi, de Dirac) :

Fio) = Cw | 19VBlxRax+Cre | 0% (xldx—Cp | 0% (xldx-+T(0),

avec

1 p(x)p(y)
o) =5 | ] P2 axay.

Ces modeles sont tres intéressants du point de vue du probléme de mathématique de minimisation
avec contraintes. Cependant, il a été abandonné par les chimistes au profit des modeles de Kohn-
Sham.

5.7.2 Modéles de type Kohn—-Sham

Dans les modeles de type Kohn—-Sham, on approche F(p) par la somme de trois termes :

F(p) = Tks(p) +J(p) + Exc(p),

avec

N

Tis (p) :inf{;ZJ'

s IVi(x)Pdx, ¥ = {{i} € Wn, py = P}
im1

et Exc(p) est le terme d’échange—corrélation. Le probleme de minimisation est donc dans 1’espace
des configurations des orbitales moléculaires

EXS = inf{EXS(®), ® € Wn I

La construction des fonctionnelles d’échange—corrélation est un sujet encore actuel de recherche. On
ne détaille pas ici les formes possibles.
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5.8 Spin: le retour

Nous allons maintenant prendre en compte les variables de spin 0 € £ = {1, |} dans le cadre de
I'approximation de Hartree-Fock. Les fonctions d’onde vont maintenant s’écrire

b
VN!

Ces nouvelles fonctions ¢; sont appelées spin—orbitales moléculaires. Nous allons minimiser sur
I'ensemble

Pe = det(di(xj, 05)).

[

W =1{0 ={di}iz1..N, b1 € H(RPXI), (di,5) = ) J bilx, 0)d;(x, 0)dx =85, 1 <1,j <N
ocex

la fonctionnelle

N
- 1
EHF (@ Z 2J > IVoilx, 0)2dx+J V(x)po(x)dx
i= oeX
, 1 ! ~1) 2
+5 J J ,(X )dde/_J J > mD(X’G’X,’GN dxdx’,
Rr3 JR3 |X—X| 2 Jps R G orex x — x|

s
<]
>
Q
M
Q
I
.I\/]Z

,_.
I
—

dil(x, 0)pi(x’, 0'),

b (x

(SN

go)
&
®
I
Mz

,d
Il
_
Q

Pour les calculs, on préfere a ce modéle un des deux modeles
— UHEF : Unrestricted Hartree-Fock,
— RHF : Restricted Hartree-Fock, a ne pas confondre avec Reduced Hartree-Fock, qui corres-
pond a omettre dans une approximation de Hartree—Fock sans spin, le terme d’échange

1 72
S L
2 R3 JR3 ‘X—X/|

5.8.1 Approximation RHF

Le modele Restricted Hartree—Fock est issu du concept des paires d’électrons de Lewis et ne
peut étre mis en ceuvre que si N est pair. On a alors p = N/2 paires d’électrons, et des fonctions
$1 € H'(R?) peuplées par deux électrons 1'un de spin up et 'autre de spin down. Les fonctions
d’onde admissibles correspondent aux déterminants de Slater construits a partir des spin-orbitales

{P1s1,..., ONSN

ou ¢; = &)(1/21, si(T) =1letsi(]) =0siiestimpairetsi(|) =1etsi(])=0siiestpair. Par ailleurs,

b1 € HY(R?) et [ps di(x)Pj(x)dx = &5
Calculons

N
Ty, 1(x,05x",0") = NI Z () e(t") (1) (X)Drer(1) (X )S (1) (0) 57071y (07) X

" eGN

X Z HJ X1 (I)T[ (xl)dxl Sn(i )(Gl)sﬁ( )(Gi)~

oi€X,i=2,...,N i=2
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Les produits d’intégrales sont non nuls que si pour tout i = 2,...,N [n(i)/2] = [7/(i)/2]. Mais si
en vérifiant ceci, on a 7(i) # 7'(i), on a s,(1)(0i)s,(1)(01) = 0. Il faut donc que l'on ait pour tout
i=2,...,Nn(i) =7'(i) et donc m = 7’. On a alors s,(;)(01)s,/(1)(01) = sz(1)(01). Pour m = 7/, on
a a nouveau &(m)e(n’) = 1 et surtout s, (1)(0)s,(1)(0’) = 0 si 0’ # 0. On a donc comme premier
résultat que

Tl])e,l(xa T; X/, l) = Tl])e,l(xv la le T) =0.
Dans le cas contraire
N
Te,1 (X 0; X G Z d)T[ ( ,)37'[(1)(0-) Z Hsn(i)(o—l)
7'(661\1 0i€X,i=2,...,N i=2

Dans la somme sur les o3, il n’y a qu'une seule combinaison qui rende le produit non nul et égal a
let

Ty, 1(x, 05%', 0) Z br(1) 1) (x)s (1) (0).
. mTeESN
ai=1,...,pfixé il y a 2(N — 1)! permutations 7 telles que ¢, (1) = ¢4, mais seule la moitié donne

un s,(1)(0) non nul, donc

o)
Ty, 1(x,0;x’, 0) E

On notera pour o € X

P

To (x,%') =27y, 1(x, 0;x",0) =2 i (x) i (x)

i=1
et
p ~
P (X) = 2Ty, 1(X, 0;%,0) =2 Z b (x)
i=1

Le probléme de minimisation RHF est donc

ERAE — inf(ERAF (@), © € W, }

avec

P
(@) = ZIJR Vilx)Pdx+ | Vix)pw (x)dx

) , 1 2
+J J dedx' — J J wdxdx'.
2 Jgs Jrs  [x—x/| 4JrsJrs x|

5.8.2 Approximation UHF

Le modele Unrestricted Hartree-Fock fait une hypothese opposée adaptée aux systemes a cou-
ches ouvertes, ot toutes les spin—orbitales sont spin up ou spin down. On a N; orbitales de type
spin up et N, orbitales de type spin down avec Nt + N; = N. On construit des déterminants de
Slater a partir des spin—orbitales

@1, 01 = {d]sy,.... b, 513 brsy,- . by 51
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On note alors

Tei(x,x) ZCD Tl (x,x") ZCID

et
N N,
Por(x) =) bl (x)P, Poi(x) =) b (x)P, P=pgr + Po!-
i=1 i=1

Le probleme de minimisation UHF est donc

UHF __ : . UHF
E _NTﬁﬁﬁ:N inf(EVTF (@1, @), (07, @) € W, x Wi }
avec
Ny Co1
el ol = Y 5|vq>T x)|2dx +ZJ SV |2dx+J V(x)p(x)dx
N JR3
i=1
Lt
WL J' Po(X)pa (xT) \ o/
2 R3 JR3 ‘X—X/|
r IAYP 7\|2
1 J Iro: (x, x )" dxdx'—:lJ J [to: (x,x)" dxdx’.
2 R3 JR3 |X—X,‘ 2 R3 JR3 ‘X—X/|

En pratique, on ne réalise pas toujours une minimisation sur les combinaisons N1 + N = N car des
arguments de chimie permettent de déterminer les bonnes valeurs de N et N .

5.9 Calcul de I'énergie fondamentale sur un domaine borné

On considere le modele de Thomas-Fermi-Weizsdcker (sans terme de Dirac) pour un atome de
charge Z et un nombre total d’électrons A, dans lequel

— on met les constantes a 1;

— on oblige la densité a étre positive en posant p = u?;

— on suppose que u est a support dans un ouvert régulier (), typiquement une trés grande boule
de R3. Ceci est faut en toute rigueur car les fonctions d’onde ont des extensions spatiales
infinies, mais leur valeur a l'infini est trés faible.

On trouve le probléme de minimisation

Io = inf {EQ(u),u € H(l](Q),J u(x)[*dx = )\} :
Q

2

)10/3 g5 4 1 wx)uly)?
lu(x)|™°d +2”ng dxdy.

Eofu) = | IVuboPdx— | Zuixax | x—yl

Q

5.9.1 Outils d’analyse fonctionnelle

Nous introduisons ici les résultats d’analyse fonctionnelle utiles a la résolution spécifique du
probléme posé.

Théoreme 4 (Inégalité de Holder) Soit QO un ouvert de R3 et p,q € [1,00] conjugués, c’est-a-dire tels
que 1/p +1/q = 1. Alors si (u,v) € LP(Q) x L9(Q), uv € LY(Q) et luwilira) < ulleaylVliLa(o)

Pour p = q = 2, cette inégalité s’appelle inégalité de Cauchy-Schwarz.

39



Définition 6 Soient k > 0,1 <p < +ooet 0 < & < 1 alors On définit les espaces de Sobolev par

0191y
ox9

Wk’p(Q):{ueLp, e LP(Q), 1<e|<k}.

On note HP = WP-2(Q). On définit les espaces de Holder par

COX0) =< ueeQ), sup M<+oo )
iyea  X—yl*

3%y

ke (Q) = {u € C*(Q), v

e b*(0), 118 < k}.

Il en existe aussi des définitions (équivalente) dans le domaine de Fourier, qui permettent aussi de
définir les espaces de Sobolev pour k réel quelconque, y compris négatif. On a C*0(Q) = €*(Q).

Théoréme 5 (Injections continues de Sobolev) Soit Q un ouvert borné de classe C* de R3, alors HY(Q)
s’injecte continuement dans LP (Q) pour tout p € [1,6]; c’est-a-dire qu’il existe une constante C telle que
pour tout w € HY(Q), [[ul|tr (o) < Clullui(q)-

Soit E un espace de Banach de dual E’. Un suite (x,,) d’éléments de E converge faiblement vers
x si pour tout élément x” € E/, (x/,xn) — (x/,x).

Théoreme 6 Dans un espace de Banach réflexif, on peut extraire de toute suite bornée, une suite faiblement
convergente.

Des exemples de Banach réflexifs sont donnés par les LP (1 < p < o) et H}.
Théoreme 7 Une suite (xn) qui converge faiblement est bornée et sa limite faible x vérifie

IIx|le < liminf ||xn]/E.
n—oo

Nous allons maintenant utiliser la notion

de fonction semi-continue inférieurement

(s.ci). C’est une fonction pour lesquelles /

lorsque pour tout xg, on a .
XD

-
lim f(x) > f(xg). \
X—X0

Exemple de fonction s.c.i. de R dans R.

Théoreme 8 Une fonction f définie sur un Banach €, a valeurs réelles, convexe et s.c.i. pour la topologie
forte est s.c.i. pour la topologie faible.

Théoréme 9 (Théoréme de Rellich-Kondrachov) Soit Q un ouvert borné de classe C' de R3. L'espace
H3(Q) s’injecte de fagon compacte dans LP (Q) pour tout 1 < p < 6.

Théoréme 10 Soit O un ouvert borné de classe CldeR3. Sik > 3/p, et k— 3/p n'est pas entier, WP (Q)

s’injecte de fagon continue dans C™*(Q)) ont m et o sont respectivement les parties entiere et fractionnaire
de k — 3/p. L'injection est compacte dans e (Q), avec 0 < o’ < .

Théoreme 11 (Régularité elliptique) Soit Q un ouvert borné de R? et u € H}(Q) vérifiant —Au = f au
sens des distributions. Soient k > 2, 1 <p < +ooet 0 < o < 1 alors
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— Si Q est de classe C* et f € Wk_“’( ), alors w € WSP(Q) et il existe une constante C qui ne dépend
pas de f telle que ||\l \wer (o CHfHWk 2p(q) (estimée LP).

— Si Q est de classe C* et f € Gk 2P (Q), alors u € C&P(Q) et il existe une constante C qui ne dépend
pas de f telle que [[u|orp ) < Clifller—2p(q) (estimée de Schauder).

Théoréme 12 (Inégalité de Harnack locale) Soit Q un ouvert de R3 et u € HY(Q), u > 0 vérifiant
—Au+ Vu =0 pour V € Lloc( ) pour p > 3/2, alors pour tout R > 0 et tout y € Q tels que B4r(y) € Q,
il existe une constante C ne dépendant que de Q, Reet [|V|1v (B (y))

sup u < C inf w.
Br(y) Br(y)

5.9.2 La fonctionnelle a bien un sens dans H}(Q)

Clairement [ [Vu(x)[*dx est bien défini dans H}(Q), c’est d’ailleurs ce terme qui a principale-
ment guidé le choix de l’espace fonctionnel.
Pour montrer que fQ (x)/|x|?dx est définie, on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz

w(x) x 4(x x)1/2< 1 x>1/2
JQ L g(JQ“( )d J FEE

l'injection continue de Sobolev avec p = 4 et le fait que x — 1/ |x|? est localement intégrable sur
toute boule de R3.

On utilise I'injection continue de Sobolev avec p = 10/3 pour montrer que fQ lu(x)'%/3dx a un
sens.

Le dernier terme est un peu plus délicat. Nous venons de voir qu’a x fixé, fQ (y)/Ix —yldy est
bien défini. On peut méme trouver une borne uniforme (pour le voir expliciter la borne). C’est donc
en particulier une fonction [2(Q) en x et son produit scalaire avec u?(x) est donc bien défini.

Exercice 13 Détailler la majoration du terme de répulsion électronique.

5.9.3 L’énergie E est minorée

I faut moralement savoir majorer les termes négatifs de I'énergie par des éléments positifs de
cette méme énergie. Ici, les signes sont bien définis et il n'y a qu’un seul terme négatif, que I'on peut
commencer par majorer grace a I'inégalité de Holder avec p =5/2 et q =5/3:

1

™ HuQ(X)HLf)/B(Q) :

|X‘ L5/2(Q)

1
J —u?(x)dx <
Q

On a choisit cette valeur de g pour retrouver un |[u||{10/3(q), le p en découle. On peut négliger des
termes positifs dans la minoration de 1’énergie et on écrit

Z 10/3
Eo(u) > —J —uldx —i—J hu(x)[**3dx > ||U||?_10/3 )t ||u||L1é/3 Q)
Q

o x|

|x| L5/2(Q)

Or l'application X — —aX? + [X['%/3 est une fonction continue sur R et tendant vers l'infini en +oo;
elle est donc minorée sur R par une constante Cq, qui est une borne inférieure pour l'énergie.
5.9.4 Les suites minimisantes sont bornées

Le fait que 1’énergie soit minorée n’assure pas a priori que le minimum soit atteint, et donc
I'existence d"un état fondamental et son énergie, ce que nous cherchons a trouver. On espére trouver
cette énergie comme limite de 1’énergie d’une suite d’états.
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On appelle suite minimisante, une suite (u,,) de H}(Q) qui vérifie

lim Eq(un) =Iaa, J un (x)2dx = A.
n—oo O
Par définition d"une borne inférieure, une telle suite existe toujours. Il suffit par exemple de prendre
Eo(un) <Igop+27™

La suite Eq (un) des énergies converge et donc elle est bornée : Eqp(u,) < C pour tout n. En
particulier, en négligeant une partie positive de 1'énergie,

Z )
J IVun(x)Ide—J ui(x)dx+J hun (x)]193dx < C.
Q o x| Q

On a donc
unlfin ) < C+A*=Ca

et la suite (u,,) est bornée dans H!(Q).

5.9.5 Convergence faible des suites minimisantes

La suite u,, étant bornée dans H(l)(Q), il en existe une sous-suite que l'on notera encore u, et
qui converge faiblement vers u € H}(Q).

Les fonctions v — [ v (x)dx, v — [ [VVv(x)Pdx et v — [ [v(x)/'*/3dx sont convexes et conti-
nues de H}(Q) dans R. Elles sont donc semi-continues inférieurement pour la topologie faible. En
particulier,

| 2

J w(x)dx < liminf | u?(x)dx,
Q n—oo JO

J Vu(x)?dx < liminf | |[Vun(x)?dx,
Q

n—oo JO

J w(x)8dx < liminf | |un(x)'%3dx.

Q n—e Jo

Le méme raisonnement s’applique a la derniére fonction v — UQX a Vv2(x)v2(y)/|x — yldxdy, bien
que sa continuité sur H}(Q) soit une propriété moins immédiate que pour les fonctions précédentes.
On a donc également

2 2 2 2
J J WY 4 dy < liminf J J Un (Un () 4oy
Qx0O Qx0

x —y n—oo Ix —yl

Il nous reste a montrer deux points. Tout d’abord, nous voulons que u soit candidat pour étre
un minimum, et pour cela il faut montrer que IQ u?(x)dx = A. Pour l'instant, nous n’avons que
fou?(x)dx <A

Ensuite, il faut savoir donner une limite (et non une limite inférieure) au terme — [ o u? (x)/|x|dx,
qui n’a pas le bon signe.

5.9.6 Convergence forte des suites minimisantes

Le théoreme de Rellich-Kondrachov nous dit que les bornes sur les dérivées de u,, impliquent
en fait la convergence forte de u,,. Ceci est vraiment spécifique aux ensemble bornés. (Physiquement
tout va marcher parce que l'on va interdire a 1’énergie, les électrons en 1’occurrence, d’aller a 1'infini
en bornant le domaine.)
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Cette convergence forte (dans [2(Q) et L*(Q)) permet de passer a la limite dans les deux
intégrales qui restent. Ainsi

lim J'Qufl(x)dx = JQuQ(x)dx (=A),

n—oo
2 2
lim —J U (x) dx = —J w(x) dx.
n—oo  Jo o (x| o X

et finalement lim, .o Eo(un) = Ea(u)
En sommant les inégalités, on obtient que

lim supJ [Vun (x)dx < J IVu(x)[?dx,
n—oo Q Q
et u,, converge donc vers u fortement dans H!(Q).
I est a remarquer que nous avons travaillé & une sous-suite prés et que pour l'instant rien ne
nous assure l'unicité de la limite wu.

5.9.7 Régularité

Nous avons affaire a un probleme de minimisation de la fonctionnelle Eq (u) avec la contrainte
J(u) = [ u?(x)dx — A = 0. Onnote U = {u € L*(Q), J(u) =0}.

Théoreme 13 Si Eq admet un infimum en w relativement a U, Eq et ] sont différentiables enwet J'(u) # 0,
alors il existe un unique ® € R tel que Ef, (u) + 8]’ (u) = 0. Cette équation est appelée équation d’Euler—
Lagrange et 0 est le multiplicateur de Lagrange.

Vérifions que ce théoreme s’applique, c’est-a-dire que Eq et ] sont bien différentiables. Commen-
¢ons par la contrainte :

J(u+h) = J (u+h)%2dx— A = J (u? +2uh +h?)dx — A = J(u) + QJ uhdx + o(h).
Q Q Q
Ainsi ] est différentiable et J/(u) = u.
Pour 1’énergie, commengons par un calcul intermédiaire qui est le développement limité

10/3 10 hu

10
=3 (14 =" +0o(h)) = W' + =W*?hu+ o(h)
3 [ul? 3

hu

|u—|—h|10/3 — |LL|10/3
[uf2

1+

si u # 0. Sinon, [h/'%/3 = o(h), et les deux premiers termes du développement du cas général, donc
le résultat est valable aussi si u = 0.

Ealut+h) = JQ IV (u+h)(x)dx — JQ Z (w4 h)2(x)dx + JQ [+ ) (x)]'*?dx

x|

L1 H (u+h)(x)*(u+h)(y)?
ox0 x —y|

5 dxdy

= Eqo(u)+2 ( JQ Vu(x) - Vh(x)dx — JQ ;u(x)h(x)dx + g JQ |3 (x)u(x)h(x)dx

+ “ —u(x)h(x)u(y)2 dxdy) +o(h).
ax0 x —yl

Ainsi Eq est différentiable et 1'équation d’Euler-Lagrange s’écrit, pour tout h € H{(Q) :

J;) Vu(x) - Vh(x)dx — J

Eu(x)h(x)dx + 5 J |3 (x)u(x)h(x)dx
o x| Q

3

n ﬂ dedy + eJ u(x)h(x)dx =0.
axa  x—vl Q
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En particulier, si on prend h € €(Q), on trouve que

—Au(x) —
x| x—yl

au sens des distributions. Cette équation, qui est une condition nécessaire sur les solutions u du
probléeme de minimisation (si elles existent, elle doivent vérifier cette équation) va nous donner les
propriétés principales des solutions. Si on pose

f(x) = Zulx) — V3 (x)ulx) — (J uly)
x| o lx—yl

2
éu(x) + g\u\‘l/g(x)u(x) + (J u(y) dy> u(x) + ou(x) =0,
Q

2

dy) u(x) — u(x),

I’équation se réécrit —Au = f. Par le méme type d’arguments que ceux qui ont permis de montrer
que Eq était bien définie, on peut montrer que 1 € H}(Q) implique que f € L?(Q). D’apres le
théoréme de régularité elliptique, on en déduit que u est en fait dans H?(Q) et donc dans C**(Q)
pour 0 < o < 1/2. En particulier u € L*(Q). On peut alors montrer que f est dans LP(Q) pour tout
1 < p < 3 et le théoreme de régularité elliptique implique alors que u € €%*(Q) pour 0 < « < 1. La
difficulté est le terme en 1/[x|, on arrive cependant a montrer par argument de bootstrap que pour
toute boule B € Q \ {0}, on a u € C>%(B), u € C4*(B), ... et finalement u € C*(Q \ {0}) (modulo le
fait que u > 0, ce qui est 'objet du paragraphe suivant).

5.9.8 Unicité

La fonctionnelle de départ écrite en la variable p = u? est strictement convexe et on la minimise
sur un ensemble convexe. Ceci implique que le minimum, s’il existe, est unique.

En reprenant la formulation en u, on voit facilement que si u est un minimiseur, alors —u et [u]
le sont aussi (le seul point délicat consistant a montrer que

J Vu(x)2dx = J IVl (x) Pdx,
Q Q

un exercice classique). On peut donc considérer un minimiseur u > 0.
L'inégalité de Harnack locale avec

Vix) = £ — 2y —J Uy gy g
X3 i ——

implique alors que si u s’annule en un point alors elle s’annule sur un voisinage. De proche en
proche, on montre alors qu’elle est nulle partout (en utilisant itérativement I'inégalité d'Harnack ou
le principe d"unique continuation).

Comme u? est unique, et u est continue sur Q, il y a donc deux branches de solutions bien
séparées u et —u. On peut donc considérer que u > 0.

5.9.9 Symétrie

Supposons maintenant que Q est une boule de centre 0. Alors pour tout rotation R autour de 0,
Ea(u) = Eq(uoR). Par unicité du minimiseur, on a alors u = uo R et donc u est a symétrie radiale.

En utilisant la symétrisée de Schwarz, on peut de plus montrer que u(x) = u(|x|) est décroissante
en |x|.
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A Solution des exercices

Solution de I'exercice 1 (Calcul de la vitesse de groupe en 3D)

Dans le cas tridimentionnel, la phase est ¢ = k’-r—w’t+a(k’). De méme que dans le cas monodimensionnel,
P prend des valeurs significatives si Vx$ = 0. Or Vb =r — Vywt + Vi ce qui donne r = Viwt — Vi
comme centre du paquet d’onde qui se déplace a la vitesse de groupe vq = Viw.

Solution de l’exercice 2 (équation de Klein-Gordon relativiste)
La formule pour I'énergie peut aussi s’écrire E2 = p2c? + m2c* donc I'équation est

—h22Y = —h22AY + micty.
Si on introduit d’Alembertien
1 1o
O = gat — A,

ceci peut se réecrire

me 2
0+ (%) )w=o.
7+ ()
Cette équation est I'équation de Klein—Gordon. Elle ne répond pas a un des postulats, car elle n’est pas du
premier ordre. Ce n’est d’ailleurs pas le seul probleme : a la limite relativiste, la conservation du nombre de

particules n'est pas vérifié et la fonction d’onde correspondant i une seule particule n’a pas vraiment de sens.
Heureusement le reste du cours est dans le cadre non relativiste.

Solution de 1’exercice 3 (Cas de ¢ = U; ou Uy pour un saut de potentiel)

Si e = Uy, la solution est affine sur l'intervalle correspondant. Dans le cas du saut de potentiel, on a deux in-
tervalles qui vont a l'infini et la seule facon pour une fonction affine rester bornée a l'infini est d’étre constante.
Si e = Uy, on a donc une solution \p(x) = Ay pour x > 0 et comme ¢ < Uy, P(x) = A2e*2* pour x < 0. Le
raccordement par continuité en zéro impose Ay = Ag et le raccordement des dérivées impose kaAg = 0. P est
donc la fonction nulle, qui n’est pas vraiment une fonction propre, Uy ne fait donc pas partie du spectre.

Si ¢ = Uy, on a une solution \Pp(x) = Ag pour x < 0 et comme ¢ > Uy, P(x) = Ajysin(kix + ¢).
Le raccordement par continuité en x = 0 impose Aisin@ = Ag. Le raccordement des dérivées donne
kiAjcos(@) = 0, ce qui impose @ = +m/2[2n] et donc potentiellement deux solutions. Pour x > 0 on
a alors P(x) = Aysin(kix £ 71/2) = £A cos(kix), la valeur sur x < 0 est alors =A. On n’a donc en fait
qu’une seule solution, et ¢ = Uy fait partie du spectre non dégénéré de I'opérateur.

Solution de I'exercice 4 (Coefficient de transmission pour une barriere de potentiel)
Rappelons que

e IVEX L RelVEX  gix > T
AelX 4 Be ** si0<x <L, e <Ugavec k =+Uy—¢,
Ce** 4 De % si0<x<L, e>Ugaveck =+/c — Uy
Se iVex six < 0.

P(x) =

Plagons nous d’abord dans le cas € < Uy. Les relations de continuité en x = 0 donnent le systeme

(a) S=A+B,
(b) —iy/eS = kA — kB.

En construisant la relation i\/e(a) + (b), on obtient une premiere relation reliant A et B, a savoir

K+ iye
—A.
K —iye
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Les relations de continuité en L donnent le systeme

(c) efiﬁl_ 4 eiﬁLR — exLA + efKLB7
(d) —iy/ee Vel 4 /eelVELR = keXLA — ke <IB.

En construisant la relation i\/e(c) — (d), on obtient une deuxieme relation reliant A et B et donc permettant
d’obtenir la valeur de A, en utilisant la précédente relation

2ivee VL = (iy/e — k)eXTA + (ive + k)e <'B
= [—(K —ive)et + (k +ive)e <L Kt 1\/5 A,
K— i€
2iy/ee Vel (k —iy/e)
—(k —ive)Zert + (k +iy/e)2e~t
Nous n’explicitons pas plus avant A car ce qui nous intéresse est

K+ ive A— 2K A— 4iy/exe VeEL
K—ive] — k—iyve  —(k—iye)2e L 4 (k +iy/e)2e <L

A =

S=A+B= [1+

et méme plus précisément

T=|S2 = 16ek?
| — (k2 — ¢ + 2iy/ex)eXt + (k2 — ¢ + 2iy/ex)e KL|2
B 16ek>
© 4(k2 — €)2sh?(kL) + 16ex2 ch?(kL)
4ek? de(Ug —¢)

(k2 + ¢)2sh? (kL) + 4ex? - U2 sh?(kL) 4 4¢e(Ug —€)

Le cas € > Uy se traite de maniere similaire et nous ne reposduisons que les calculs. On a

(a’) S=C+D,
(®’) —i,/eS = ikC — ikD.

ive(a’) + (b’) donne

k
0= (iv/e +1k)C + (iv/e —ik)D e D = X Vec
k—/e
De méme
(c) e 1VEL 4 elVELR = fkLC 4 e~ikLD),
(d) —iyee VEL i /eel VELR = ike*EC — ike KD,

ive(e') — (d’) donne
2iv/ee VEL = (iy/e —ik)e*tC + (ive +ik)e LD
= i [—(k— Vel t + (k+ \/E)e*“% ﬁ C,
2/ee Ve (k— /fe)

¢ = “(k—/e)2eL 1 (k + /e)2e kL’
D’ou
—iy/eL
s—CciD= |14 KTVEleo K oo Iveke |
k—+/e k—/e —(k—Ve)Zelkt + (k + /e)2e kL
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et

T=[S? = 16ek” .
| — (k2 4+ ¢ — 2/ek)elkL + (k2 4 ¢ + 2¢/ek)eikL|2
16ek?
" J4y/ekcos(kL) — 2i(k2 + ¢) sin(kL)2
16ek?
T A4(K2 + £)2sin?(kL) + 16ek2 cos?(kL)
4ek? 4e(e — Up)

(k2 —¢)2sin?(kL) + 4ek?  UZsin?(kL) + 4e(e — Up)

Etudions la transition en ¢ = Uq. Dans la premiére formule, au voisinage de x = 0, on a sh?(xL) ~
k2L? = (U — ¢)L?, donc

4e(Ug — €) 4e 1
~ = — .
U2(Up—e)[2 +4e(Ug—e) W[2+4e 1+ Ugl2/4

T

Dans la deuxieme formule, au voisinage de k = 0, on a sin?(kL) ~ k212 = (e — Ug)L?, donc

4e(e — Ug) 4e 1
T~ 2 = 11212 - 2/1°
W2(e—Ug)l2+4de(e —Uy) WLZ+4e 1+ Ugl2/4

La formule du coefficient de transmission est donc continue a travers la valeur ¢ = Ug. On pourrait d’ailleurs
étudier le probleme pour ¢ = Uy et retrouver cette valeur.

Solution de l'exercice 5 (Puits fini)
Cas Uy < e < Uj.
Une solution est nécessairement de la forme

Aje <1x six > a,
P(x) =< Ay sin(kex + ¢) sib<x<a,
Ageksx six < b,

La continuité de la dérivée logarithmique aux deux interfaces donne les deux conditions
ko cotan(koa + ¢) = —kq et kg cotan(kab + ) = k3.

Ceci impose une phase ¢ déterminée a un multiple entier de T pres par, par exemple,

k

¢ = —kga—Atan—Q—l—nnavecneN*,
K1
k

¢ = —kob+ Atan —2.

K3

La fonction sin(kax + ¢) va alors s’annuler n — 1 fois sur l'intervalle ]a, b[. Ces zéros sont exactement les
zéros de \p. En égalant les deux valeurs de la phase, on obtient

k k
N7 —ko(a —b) = Atan —2 + Atan —2.
K1 K3

Dans cette équation k1, ks et k3 dépendent de €. On peut donc former une équation non linéaire sous la forme
nm = f(e).

Au lieu de résoudre en ¢ €|Us, Uy, on choisit d'utiliser la variable

. / E—UQ
E— mE]O,l[
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On pose aussi

U, —u
K=+yU —Uy, L=a—b, cosy:,/ﬁ, (O<y<g).
3 — U2

En ces variables, notre équation peut se réécrire
nmt — EKL = Asin(§&) + Asin(€ cosy).

(Rappel : sin(Atanx) = x/v1+ x2).
On résout I'équation graphiquement, en tracant le graphe de f, (&) = Asin(&) 4+ Asin(&cosy) et les
droites Dy, donnée par & — nm — KLE,

25

15+

i3

0%+

g

FIGURE 2 — Détermination graphique des valeurs discrétes de I'énergie

On remarque que f., est pour tout parametre y une fonction croissante qui varie de f,,(0) =0a f, (1) =
/2 + Asin(cosy) = /2 + /2 —y = —y. Cest pourquoi les courbes se coupent a condition que I'entier
n soit suffisament petit : KL > (n — 1) + . Plus précisément, si KL < v, il n’y a pas de valeurs propre; si
v < KL < 4y, il y a une seule valeur propre; si my < KL < 27t 4y, il y a deux valeurs propres; ... La
suite des valeurs de € est discrete et finie (il y a exactement |1 + (K —y)/mt| valeurs propres).

Les conditions de continuité en a et b fournissent les valeurs des Ay, Ay et A3 a un facteur multiplicatif
pres. Dans 'intervalle ]Us, U, [, le spectre est discret et les états correspondants sont des états liés. En effet,
la probabilité de trouver la particule dans les deux zones extrémes est non nulle mais elle tend vers zéro a
Uinfini et \p est de carré intégrable. La particule reste donc moralement localisée.

Cas Uy < e < Us.
On est dans un cas semblable au cas Uy < ¢ < Uy pour un saut de potentiel et on peut écrire la solution sous
la forme

Ajcos(kix + @1) six>a,
P(x) =< Agsin(kox + @2) sib<x < a,
Ajzeksx six <b,

le choix entre une représentation en sinus et en cosinus (choix des phases) étant ainsi fait pour étre plus pres
du résultat final.

Les coefficients A1, A et A3 ne seront de toutes fagons déterminés qu’a une constante pres et que cos(kix +
@1) = exp(ip1) (exp(—ikix) + exp(i(kix + 2¢1))) /2 correspond i la décomposition en onde incidente (ve-
nant de la droite) et onde réfléchie avec retard. C’est pourquoi on choisit de prendre A1 = 2exp(i@1), ce qui
fixe les autres constantes multiplicatives.
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Pour pouvoir écrire la continuité de la fonction sans coefficients supplémentaires, on pose également Ay =
2exp(ip1)A et Az = 2exp(iQ1)B, ce qui donne la forme des solutions sous la forme

e ikix 4 pilkix+201) — 96191 cog(kyx + 1) six > a,
W(x) = ¢ 2Ae'?1 sin(kox + @2) sib<x<a,
2Bel®1eksx six < b.

La continuité des dérivées logarithmiques donne

., sin(kia+@1) ” cos(ksoa + @2) K cos(kab + @2) «
1cos(k1a + @1) 2 sin(koa + @2)’ 2 sin(kab + @2) 3

ce qui se réécrit

k k. k.
©1 =—kia— i + Atan L tan kgL—l—Atan—2 , o = —kob +Atan—2.
2 ko K3 K3
La continuité donne alors

A— cos(kia+ ¢1) B — cos(kia + @1)sin(kob + @2) exp(—«k3b)
sin(ksa + @2)’ sin(koa + @2) .

Pour Uy < e < Usg, le spectre est continu et non dégénéré.

Regardons ce qui se passe quand le mur a gauche est tres élevé. En particulier, k3 est trés grand et B est
tres petit. Nous voulons étudier le comportement du retard a la réflexion @y et de l'intensité transmise dans
le puits A%. A une translation prés, nous pouvons supposer que a = 0 et b = —L. Dans la formule pour @1,
on fait tendre ko /K3 vers 0, on vérifie que EK = ko et on reconnait le rapport k1 /ko comme le rapport n/&,

ot
. £ — U.l
=V —uy
On a alors
01 = -2 4+ Atan [ D tan(EXL) ) .
2 &
et
A cos2(g1) sin? (Atan (% tan(EKL))) B g—ztan2(EKL)
SinQ(q)Q) SinQ(EKL) (1 + 27; tanQ(a](]_)) Sin2(£KL)
2 1 2 1
_ %Cos%éKL) _ n cos2(EKL) _ T]2
1+2—;tan2(£KL) 5.2-1-1'12(“)52(%—1) &2 cos?(EKL) +n?(1 — cos?(EKL))
12 + cos?(EKL)’
car £2 =12 + 1.

Lorsque ¢ — oo, 1| croit (si on ne choisit pas I'arqument principal). Quand a l'intensité A capturée dans
le puits, elle oscille entre n?/(1 +n?) et 1 et tend vers 1. Elle prend méme la valeur 1 tous les & = 2m/KL,
c’est-a-dire 1 = 21t/KL pour n grand.

On a un phénomene de résonance.

Cas ¢ > Us.

Revenons maintenant a un potentiel Us fini. Cette fois-ci, on se retrouve dans un cas analogue a celui du
saut de potentiel avec ¢ > Us. Tout 'intervalle est dans le spectre et ces valeurs propres sont doublement
dégénérées.
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D’apres I'analyse générale effectuée, on peut écrire la solution sous la forme

Are kix L Brelkix  gix > q,
P(x) = { Age kX L Byelk2X  s5ib < x < q,
Age iksx 4 Baelksx  gix < b.

Or nous n’avons que quatre conditions de raccordement, ce qui ne pourra que fixer 4 constantes. Par ailleurs,
la solution globale ne pourra étre définie qu’a une constante pres. Trouver les deux branches de solutions,
correspond donc a faire un choix particulier de deux constantes. La partie du spectre [Us, +-o0o[ est doublement
dégénérée. Le premier choix (qui correspond a x) est de choisir B3 = 0 et de fixer la constante multiplicative
A1 = 1. Un choix clairement linéairement indépendant avec celui-ci est de prendre A3 =0 et By = 1.

On cherche une fonction propre sous la forme d'une onde incidente venant de la droite réfléchie

e~ ikix 4 Relkix six > a,
x(x) = < Pe7ikex 4 Qelk2x  sib<x < a,
Se—ikax six <b.
On calcule
ik; (—e1k1x 4 Relkix) six > a,
x'(x) = < ikg(—Pe k2x £ Qelk2X)  sib < x < a,
—ikgSeiksx six < b.

Les quatre conditions de raccordement en a = 0 et b = —L donnent le systéme linéaire
(a) P +Q —R =1,
(b) kaoP —k2Q +kiR = ki,
(C) eikQLP _|_efik2LQ _eikgLS =0,
(d) koelk2lP  —kye~ik2lQ —kgzelkstS  =0.

Utilisons les notations k1 = nK, ko = EK ef kg = CK, ceci se réécrit

(a) P +Q —R =1,
(b) &p —&Q +mR =1,
©) GEKLp 4 o—itKLQ _eitKLg
) EElEKLp  _ge—itKLQ _CeitKLs  — .

n(a) + (b) et ¢(c) + (d) donnent des équations pour P et Q seulement

(e) (n+&)P +m-8Q =2n,
(f) (C—&)eERIP  +(C+ E)e¥KEQ =0.

Ceci donne les coefficients de I'onde dans le puits :

M(E + e &KL
(n+ )&+ Qe KT + (n — £)(E — )eltKT’
Q = ﬁemamp _ M(& — ¢)eltkt

E+¢C M+ &E)(E+ Qe 1EKE + (n — &)(§ — ()eltKL’

que I'on choisit de réécrire

P =

(& + Qe 1Kt
&(n + ¢) cos(EKL) —i(&? +n¢) sin(EKL)’
Q — £ C iekLp _ n(& — ¢)eltkt
E+¢C EM+ ¢) cos(EKL) —i(&2 +n¢) sin(EKL)’

P =
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On en déduit les coefficients des ondes transmises et réfléchies :

R = P+Q—1
n(&+ Qe ERL (g — 0)e't¥t — (1 4 ¢) cos(EKL) +i(&2 + 1) sin(EKL)
&M+ ¢) cos(EKL) —i(&2 +n¢) sin(EKL)

&M — ¢) cos(EKL) 4 i(&2 — () sin(EKL)
E(M+ ¢) cos(EKL) —i(&2 4+ n¢) sin(EKL)’
S = elCKL (gitKLp | o~iEKLQ)
LCKL 2n§
E(M+ ¢) cos(EKL) —i(&2 +n¢) sin(EKL)

on (= \/(s — Us)/(Uy — Us). Le coefficient de transmission est donné par

4nCE?
£2(n + )2 cos2(EKL) + (&2 +n()2sin?(EKL)’

qui vérifie R[> + T = 1. On remarque que ce coefficient est symétrique en 1 et (, le coefficient de transmission
est donc indépendant du sens de parcours.

Cas particulier ont U; = Us

Dans les calculs précédents, on a k1 = k3 ou ki = kg et le cas Uy < ¢ < Ug n’a bien siir plus lieu d’étre.
Dans le cas ont Up < ¢ < Uy = Us, les premiers calculs sont semblables, mais onay = 0. On a fo(1) = met
il y a exactement |1 + K/7t| valeurs propres.

Dans le cas ot ¢ > Uy = Us, il faut utiliser 1 =  dans le calcul des coefficients. Au final, le coefficient de
transmission est donné par

T = — =
s

T — |S|2 _ 41125»2
4822 cos?(EKL) + (&2 +n2)2sin?(EKL)

Solution de l’exercice 6 (Variation de la dérivée logarithmique)
Pour chaque ¢, fixons une solution particuliere de I’équation en se donnant en a les deux données

Y(a;e) =ya, Y'(aje) =yq.

D’apres le théoreme du Wronskien, on a

W(Y(x;¢€), Y(x; e+ b))l = —b¢ JX Y(&;e)Y(&; e + be)déE.

a

Par définition en a, on a W(Y(a;¢),Y(a; e + d¢)) = 0. En un autre point x, on a

W(Y(x;€),Y(x;e+0¢e)) = W(Y(x;¢),Y(x;e+0¢e) —Y(x;¢))
= Y(x;e)(Y(x;e+8e)—Y'(x;€)) — (Y(x; e+ 8e) — Y(x;€))Y'(x; €).

Passons a la limite quand de — 0, on a

WI(Y(x;¢), Y(x; ) 0 0
lim (V(x;e), Y(x; € + b¢)) =Y(x;e)=—Y'(x;¢) — —Y(x;€)Y'(x; ¢).
5e—0 d¢ de G

Pour justifier cette écriture, il faut montrer la régularité de la dépendance de Y(x; ) que nous n’explicitons
pas ici. Par ailleurs, si on définit la dérivée logarithmique f(x;e) = Y'(x; €)/Y(x; €), on peut calculer

Y(x;e) 2 Y (x;8) — 2Y(x; €)Y (x;€)

0
—f(x;¢) = Y2(x:e)

o¢

En passant a la limite dans le théoreme du Wronskien, on a donc

Y2(x: e) Dflxs ) = —jx Y2(£; ) de.

G a
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Solution de l’exercice 7 (Comportement asymptotique des solutions) On suppose le double Ansatz
justifié (cf. justification ci-dessous). Si les deux Ansatz étaient toujours compatibles, on pourrait effectuer
les opérations de dérivation et d’utilisation des Ansatz de maniere commutative. Ici cela ne commute pas
en général et les calculs permettent de déterminer la seule amplitude et la seule phase pour lequel il y a
commutation des ces opérations.

Nous allons déterminer séparément la phase et I'amplitude. Pour cela, on remarque que le double Ansatz,
nous donne

K2y(x)? +y'(x)? = K2 A2%(x), ) _ k cotan(kx + @(x)).

Calcul de I'amplitude.
Si on dérive la formule de I'amplitude, on obtient

K2 (A%(x))" = 2%y (x)y" (x) + 2y (x)y " (x).
En utilisant I'équation de Sturm—Liouville pour y” (x), on obtient

KH(AZ(x))" = 2(k* + (U(x) — e)y(x)y’ (x) = 2(U(x) — Uy Jy(x)y'(x).
En utilisant les Ansatz, on a alors

K2(A%(x))" = (U(x) = U )A(x)*ksin(2(kx + @ (x))).
Ceci peut se réécrire

(n(A2(x))) = St ootk + o)),

qui s’integre en

*uE)—-u

In(A%(x)) = In(A%(xo)) + J U sin(2(KE + 9(£)))dE.

X0

En divisant par deux et en prenant I'exponentielle de cette équation on obtient I'amplitude annoncée :

A =Aexp { [ HELE sinzike + o(e))ae .
Calcul de la phase.

Nous allons calculer de deux fagons la dérivée de y'/y. D’une part, la dérivée de cette quantité sécrit formel-
lement

’

<y’>'( Y (x)y(x) —y(x)?
xX) =

y y(x)?

ce qui en utilisant les Ansatz pour y(x) et y’(x) et I'équation de Sturm—Liouville pour y" (x) donne

(1‘;,) (x) = (U(x)—¢)—k2cotan?(kx + @(x))

= (U(x)—e)— (e~ Uy) (siHQ(kler o(x)) 1)

1
sin?(kx + @(x))’

= (U(x) —Uy) — (e —Uy)

On peut donc écrire

1 <yl> (x) sin?(kx + @(x)) = l(U(X) — Uy ) sin®(kx + @(x)) — k,
k\y k
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que 'on intégre sur |xo, x[, pour obtenir

LO L (i) (£) sin2(KE + (£))dE, = J F(U(E) — Uy ) sin?(KE + (8)) — Kix —xo).

Mais en utilisant le double Ansatz, on obtient également une deuxieme forme pour le membre de gauche, a
savoir

X

JX 1(1) (&) sin®(k& + @(&))dE = J (cotan(kx + @(x))’ sin?(k& + @(&))dE

X0 k X0

_ J (k+ ' (x))dE

X0

= k(xo—x)+ @(xo0) — @(x).

Kixo =)+ p(x0) = @lx) = | (U(E) — W) sin(kE + o(£))dE — kix — x0)

et donc

T UE Uy o 4 g(e))de.

olx) = plxg) — | S

X0

On retrouve bien la phase annoncée.

Limite pour des profil rapidement convergents.

Si U(x) tend vers U plus vite que 1/x, alors les intégrales dans les expressions de A(x) et ¢(x) convergent
quand x — oo et donc il existe A et @ tels que A(x) — Ay et @(x) — @, ce qui donne I'"équivalent
anmnonce.

Justification de I’ Ansatz pour le comportement asymptotique a haute énergie.

Faisons un raisonnement de < de chimiste > (vous vous rappelez des calculs de pH!). La vraie dérivée de
y(x) = A(x)sin(kx + @(x)) est

y'(x) = A/ (x) sin(kx + @(x)) + A(x)(k + @’(x)) cos(kx + @(x)).
11y a donc deux termes qui ont été négligés. Pour le premier terme A'(x) sin(kx + @(x)), calculons A’(x),

U(x)—U

Al(x) =A(x) { o * sin(2(kx + (p(x))} .

On a donc

Ux)—Uu

A’ (x)sin(kx + @(x)) = {A(x) sin(kx + (p(x))}{ % + sin(2(kx + (p(x))} )

Ce premier terme tend donc vers 0, car A(x) reste borné. Pour le deuxieme terme, A(x)@’(x) cos(kx + @(x)),
calculons ¢’ (x)

* sin(kx + @(x)).

Ainsi

u(X) — U+

” sin?(kx + @(x)),

Auw%mmwa+mun=—ngamm+@un

qui a nouveau tend vers 0.
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Solution de 1’exercice 8 (Propriétés des opérateurs m-dissipatifs)

Un petit préliminaire.

Commengons par montrer que pour un opérateur linéaire dissipatif, il suffit qu'il existe Ag > 0 tel que pour
tout f € X, il existe uw € D(A) tel que uw — AAu = f pour que A soit m-dissipatif, la réciproque étant
évidente. En effet, pour A > 0,

A A
u—Au=fs u—A\Au= Tof—k <1—)\0>u
Comme A est dissipatif et R(1 — AgA) = X, on peut définir 'opérateur ]y, qui est une contraction sur X. On
a donc

A A
u—ANMu=~f&u=J,, (;f%—(l—;)u).

Pour 2\ > A, ceci peut s’écrire w = F(u) avec F lipschitizienne et contractante, et qui admet donc un point
fixe. On peut donc définir J\ pour A €]N\g/2, +ool. En itérant ce procédé, on peut faire descendre le domaine
de définition a A €]Ag/2™, +oo[ pour tout n et donc a A > 0.

Nous utilserons ce résultat dans la suite pour Ay = 1.

D(A) est un Banach.

Si A est m-dissipatif, comme J; € L(X), G(J1) est fermé. G(1— A) est donc également fermé, ainsi que G(A).
1l s’ensuit que (D(A), || - [|[p(a)) est un espace de Banach.

Limite de Jy.

Comme ||Ja|lx < 1, ona ||Ja — I||x < 2, et donc par densité, il suffit d’étudier la limite de Jx appliqué a
u e D(A). Pourue D(A),

au—u=Jx(u—(I-AA)Ju) = Ja(AAu),
et donc
ITauw—u|lx < A|Aul|x — 0 quand A\, 0.

Limite de A.
Comme Ax = (Ja — I)/A, ||Ax|lx < 2/A et le résultat précédent assure que, pour u € D(A),

Axu—Au — 0 quand A\, 0
et donc
|Axu — Aul|x — 0 quand A\, 0.

Extrapolation.

Pour w € X, on définit |||u||| = ||Jiu||x, qui est clairement une norme sur X. On complete X pour la norme
I~ |l en un espace Y. Cet Y est unique a un isomorphisme pres et l'injection X C Y est dense. Comme pour
toutue D(A), JAu=Jiu—u,ona

AUl = [T1u —uflx < 2ufx.

On peut donc étendre A en un opérateur A € L(X,Y). On définit alors I'opérateur B sur tout Y par D(B) = X
et Bu = Au. Il reste a montrer que B est m-dissipatif. Soit A > 0, uw € D(A) et v = Jiu, alors v — AAv =
Ji(uw—AAu) et comme A est dissipatif

[ = AAU|[| = [[v = AAV|x > [[v]x = [[luf].
Par continuité de A, on a pour tout u € X

e = AAw| > [l
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Donc B est dissipatif. Soit f € X et f,, une suite de X tendant vers f dans Y. Comme f,, est une suite de
Cauchy dans Y, la suite Un = J1fn est de Cauchy dans X et tend doncversunu € X. Onaf, = un—Au, =
Un — AUy, et comme A est continue f = u — Au = u — Bu. On peut donc définir I'opérateur ], et B est
m-dissipatif d’apres notre préliminaire.

Caractérisation par le produit scalaire.

Si A est dissipatif, on a pour tout w € D(A) et A >0

—2MAw,u) + N[ Auk = [Ju—AAux — [[ufk >0

En divisant par A et en faisant tendre A\, 0, on obtient que (Au,u) < 0 pour tout u € D(A).
Réciproquement si (Au,u) < 0 pour tout w € D(A), alors pour tout w € D(A) et A >0

= AAux = [[ullk — 22 (Au, u) + A% Auf% > ullk,

et donc A est dissipatif.

Caractérisation des opérateurs de domaine dense.

(a) Supposons A est m-dissipatif. Si z est dans I'orthogonal de D(A) alors pour uw = J1z € D(A) vérifie
0= (z,u) = (u— Au,u), on a donc

[uf% = (Auw,u) <O0.

Doncu =z =0et D(A) est dense dans X.
(b) Si A est m-dissipatif alors G(A) est fermé. Montrons que A* est dissipatif. Pour v € D(A*), on a

(v, Tav) — [vI%) <o.

> =

1
(A™v, Jav) = (v, AJav) = (v, Apv) = X<V’ Jav—v) =
Par ailleurs
(A, Jav) — (A™Vv,v) quand A\ 0.

Donc (A*v,v) < 0 et A* est dissipatif.
Réciproquement, si A est dissipatif et G(A) est fermé, I'image R(I — A) est fermée dans X. On a donc

R(I — A)L ={ve D(A*),v— A*v =0} = {0}. L'opérateur A est donc m-dissipatif.

Solution de I'exercice 9 (Définition d"un semi-groupe)
Etape 1.
D’apres la définition de A, et comme J) commute avec l'identité, on a pour tout t > 0 et tout A > 0,

Ta(t) = exp(tJa/A) exp(—tI/A) = exp(—t/A) exp(tJa/A),
d’on
ITA()]|L(x) < exp(—t/A)exp(t||Jallx)/A) < 1.

En particulier, |[ua(t)|lx = [[Ta(t)x]lx < [[x[|x-
Etape 2.
Pour N et w> 0, il est clair que Ay et A commutent. Pour tout x € D(A),t > 0ets € R, ona

% (Ta(st) Ty (t —st)) =tTa(st) T (t — st)(Ax — Ap).
On a donc

1
d
lua(t) —up(t)]|x = [[Talt)x — T (t)x||x = ‘ Jo s (TA(st) T (t —st)x) ds y < AN — Apx||x.
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La suite uy est donc de Cauchy dans C([0, T], X) pour tout T > 0. On appelle u € C([0, T], X) sa limite.
Etape 3.
On définit T(t) par u(t) = T(t)x. Comme |Jux(t)||x < [|x||x, on a || T(t)x||x < [|x||x pour tout x € D(A).
On peut prolonger T(t) en un opérateur de L(X) de norme || T(t)||r(x) < 1. Soit x € X et une suite x,, de
D(A) qui tend vers x, alors
ITAEx = Texllx < [Taltx — Talt)xnlx + [Talth — Tt xnux (e = Tl
< 2fx = xnllx + [[Talt)xn = T(t)xnlx + [ T(t) T(t)x]Ix
— |ITa(t)x — T(t)x||x quand n — oo.
Donc Ty (t)x — T(t)x uniformément sur [0, T] quand A ™\, 0.
11 reste a montrer la propriété de semi-groupe. Comme Ty (t)Ta(s) = Ta(t +s),
ITOT(S)x ~ Tt +s)xlx < [TOT(s)x = T(Tals)xlx + [TOTals)x — Ta (6 Ta(s)x]1x
HITA)TA(s)x — Talt + s)x[[x + [[TA(t + s)x — T(t + s)x[[x
— 0 quand A\, 0.

Etape 4.
On suppose maintenant que x € D(A) et on pose v (t) = A\Ta(t)x = Ta(t)Axx = u, (t). On a alors
[va(t) = T(H)Ax[[x = [[TA(t)Axx — T(t)Ax||x
< ||T)\ JAAX — T)\ AX”X + ||T)\ t)Ax — (t)AXHX
< ||Aax — Ax||x + || Ta(t)Ax — T(t)Ax||x.

Donc vy — T(t)Ax lorsque A\, 0 uniformément sur [0, T]. Comme ux(0) = x, on a donc

t

uy(t) :x—I-J Vi

0

t

(s)ds et a la limite u(t) = x + J T(s)Axds.
0

Donc u € CH[0, +oo[, X) et u/(t) = T(t)Ax.

Comme vy (t) = AJATr(t)x et

ITATa(t)x = T(t)x|[x < [[TaTalt)x — Ta(t)x|[x + [ Ta(t)x — T(t)x][|x,

on a JaATa(t)x — T(t)x et AJATa(t)x — T(t)Ax. Comme de plus G(A) est fermé, T(t)x € D(A) et
AT(t)x = T(t)Ax. Ainsi u € C([0, +oo[, D(A)).

Etape 5.

Soit w une solution du probleme et T > 0. On pose v(t) = T(t — t)u(t) pour tout t € [0,7], et on a
v e C([0,7],D(A)) N CL([0, 7], X) et

V()= -AT(t—thu(t) + T(t—t)u'(t) = T(t — 1) (u'(t) — Au(t)) = 0.
Donc v(t) =v(0), a savoir u(t) = T(t)x et ce pour tout t. Le solution est donc bien unique.

Solution de l'exercice 10 (Groupe associé a un opérateur anti-adjoint)
On note TT(t) et T~ (t) les semi-groupes associés a A et —A. On pose

T(t) = {T+(t) sit

0,
T (—t) sit<O.

//\ \\/

On vérifie facilement que T(t)x € C(R,X), ||T(t)x|[x = ||x||x et T(0) = I, d’abord pour x € D(A) puis
par densité pour x € X. Comme exp(tAx)x — T(t)x quand A \, 0 pour tout x € X et t € R, on a bien
T(s +t) =T(s)T(t) pour tout s,t € R.
11 reste a vérifier la derniere propriété en t = 0, or on a
d+ d~- dfu(—t
S (0) = Axet S2(0) = drul)

dt O dt
d’on le résultat.
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Solution de 1’exercice 11 (N-représentation de deux électrons)
On peut récrire He sous la forme

1 1 1 1
He = Z He,i,j = Z [m <2Axi — EAX]. + V(Xi) + V(X])> + |X] — Xi| .
1<i<iN 1<i<gEN

Par ailleurs, conformément aux regles d’anti-symétrie, Ty, o peut étre défini en singularisant deux quel-
conques des coordonnées, ainsi

(e, Hethe) = JRane(xl,...,xN)Hewe(xl,...,xN)dxl...de

B Z JR3N ll)e(X177XN)H6717]11)9(X177XN)dx1dXN

1<igj<N
- Z J 1Jr)e(Xh"-7XN)He,21pe(X17---,XN)dxl...dXN
1<icj<N VRN
N(N -1
= (2)J WYe(x1, ..., xn)He2We(x1, ..., xn)dxq .. dxN
R3N
N(N -1
e (Q)J dX3dXNJ dxldx?lbe(:xl?‘"7XN)He,21pe(X1,-.-,XN).
R3(N-2) R6

Soit (i )ien une base de 12(R3) @ L2(R3). On peut écrire

M2

Tr(He 2Dy, 2) = (Wi, He 2Dy, 2W4)

,a
I
—

[
M2

((Wi(x1,x2), He,2J . dxdx)Ty,, 2(X1, X2, X{, X9 )i (X7, X3))
R

,4.
I
_

J . dx; dxopi (x1, X2)He,2J . dx{dx) Ty, 2(x1, X2, X, X5) i (X1, X3)
R R

™Mze M8

N(N -1
= J Xmdxzwi(Xl,Xg)He,QJ dx{dx§¥...
R6 RS 2
JR3N 2 dX3...dXN'll)e(Xl,XQ,Xg,...,XN)ﬂ)e(X{,Xé,X37...,XN)ll)i(X{,Xé)

N-—-1
= ()J dX3...deJ dXIdXQJ dxjdx). ..
2 R3(N-2) RS R6

o
lei(Xth)‘q)e(X{,Xé,Xg, ..., XN )wi(X{>X£)He,2¢e(XhX27X3a cee 7XN)'

i=1

Comme (\py)ien est une base de 12(R3) @ L2(R3),

J dxldXZZq)l X17X2)ll)e(xlax27x37'"7XN)1|)i(X{7Xé) - Z lI)e y 1y X 7"'7XN)71])i)ll)i(X17X2)
i=1 i=1
= lbe(xlaXQvX?n"'aXN)

et les deux expressions coincident.
Solution de I’exercice 12 (Densités d’ordre 1 dans I’approximation de Hartree—Fock)

Matrice densité.
On considere (x1,X2,...,XN) = (X,X2,...,xNn) ef (X{,X5,...,x) = (x,X2,...,xn). On calcule alors
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avec le méme type d’arguments que pour calculer la norme 1% de \, que

N a :
Ty 1(xx) = N'J Z E(ﬂ)Hd)ﬂ(i)(Xi) Z £(7TI)H¢7I’(1)(X{) dxo ... dxn
*JR3(N=1) nEGN im1 TESN i=1
X N
- NZ1) > S(ﬂ)e(n/)%m(X)fbn/(l)(x/)HJ bre(iy (X0) b (i) (x0)dxi
iy, i—g JR?

Pour que le produit soit non nul il faut que 7 et 7’ coincident sur N — 1 éléments et donc sur les N éléments.
On a donc a nouveau 7 = 7t et

Ty 1(xx") = (Nil)l Z Gre(1)(X) (1) (x7).

) mTeESN

Parmi les N permutations, il y en a (N — 1)! pour lesquelles 7t(i) = i pour tout i. On a donc

N
Tt (%) =D di(x)di(x’).
i=1

Opérateur densité.
Pouruel?etxeR3 ona

N

Dyerwlix) = |3 el ulxax’
1;1

= |2 st uixiax g
i=1

N
= ) (i, wr2di(x).
i1

Densité.

N

Pt (X) =Ty 1 (x:%) = ) [di(x).

i=1

Solution de I’exercice 13 (Majoration du terme de répulsion électronique) A x fixé, et par le méme
raisonnement qui permettait de montrer que fQ u?(x)/|x|dy était bien défini, on montre également que
[ou?(y)/Ix — yldy est bien défini. C'est le produit scalaire dans 12(Q) de deux fonctions L?(Q). Soit
Ro le diametre de Q et Co = (jB(U,RQ) x| ~2dx)1/2. alors par I'inégalité de Cauchy—Schwarz on a

1/2
J wiy) dy < Cao (J u4(y)dy> :
o lx—yl Q

Comme u € 1*(Q), la fonction x — Ja u?(y)/Ix—yldy est de plus continue (encore un Cauchy-Schwarz) et
comme elle est uniformément bornée (et que Q est borné) elle est en particulier dans L2(Q). On peut calculer
son produit scalaire avec la fonction x — u?(x) qui est également L2(Q). Le terme d’échange est alors majoré :

1/2 1/2)\ 2
J uQ(X)J u’(y) dydx < <J u4(x)dx> J Co <J u4(y)dy>
Q o lx—yl Q Q Q
1/2 1/2
4 2 4
< <JQu (x)dx> (JQ Co Llu (Y)dY>

IQl/zCQJ u?(x)dx.
Q

N
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