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Introduction

Lorsque I'on s’intéresse a la modélisation de la propagation d’une onde électromagnétique dans un
matériau, les difficultés peuvent étre de deux ordres,

— géométrique : 'onde se propage dans un milieu dont la géométrie est complexe (domaine extérieur

d’un avion, d’une antenne, ...);

— lié au couplage : il y a interaction entre I'onde et le matériau, ce qui complexifie les équations.
Dans ce cours, on se limite aux problémes liés au couplage onde-matiére. Ces problémes n’ont d’intérét
que lorsque que l'on considere des champs suffisamment intenses ou des impulsions suffisamment
courtes. On s’intéresse alors a des méthodes en temps pour pouvoir décrire les phénomenes transitoires.

Lorsque l'on s’intéresse a des problemes liés & la géométrie, on a le plus souvent a résoudre des
problemes mathématiques : singularités du champ aux singularités des frontieres, conditions aux bords,
etc ... Dans les problemes de couplage, il faut avant de se poser ces problémes, choisir le modele adéquat
a la situation envisagée. C’est pourquoi nous allons commencer par détailler la dérivation des équations
pour le champ et le matériau, afin de mettre en évidence les hypothéses réalisées a chaque étape et
d’étre a méme de choisir le bon modele dans un contexte précis.

Nous allons commencer par rappeler les équations de Maxwell linéaires ainsi que les différentes
simplifications usuelles qui leurs sont apportées (chapitre 1). Nous verrons que ces simplifications
n’ont pas lieu d’étre dans la plupart des couplages non linéaires avec la matiere. Différentes lois de
matériaux seront proposées (chapitre 2). On donnera quelques résultats mathématiques sur les modeles
obtenus (chapitre 3). On parlera ensuite de la discrétisation numérique des ces équations dans le cadre
des différences finies (chapitre 4). Outre cette application précise, ce cours se veut une introduction a
ces méthodes.



Chapitre 1

Modeles de propagation d’ondes

1.1 Equations de Maxwell
Le champ électromagnétique est décrit par un couple de vecteurs :
{E(r,t),B(r,t)}.
Le milieu matériel est décrit par la distribution de charges et la densité de courant :

p(r,1) i(r,t).

Les équations de Maxwell dans le vide s’écrivent alors

Equation de flux magnétique
div(B) =0,

Equation de Maxwell-Faraday
rot(E) = —9;B,

Equation de Maxwell-Gauss
le(E) = P/*EO,

Equation de Maxwell-Ampeére
rot(B) = po (j + €00E) .

1.1.1 Champ microscopique, champ macroscopique

A T’échelle microscopique, le champ électromagnétique varie sur une échelle de grandeur tres petite
(quelques dizaines de nanometres). En physique classique, il convient de définir un champ macrosco-
pique en effectuant la moyenne du champ réel sur un petit élément de volume suffisamment grand
devant la distance entre les atomes, et suffisamment petit pour étre considéré mathématiquement
comme un élément différentiel. Il faut alors distinguer les charges qui restent dans I’élément de volume
(charges liées) de celles susceptibles de se déplacer dans la matiére (charges libres) ; en effet, les charges
liées dont la densité peut étre nulle (moyenne sur I’élément de volume de charges positives et négatives)
peuvent étre a l'origine d’un champ électromagnétique (dipoles électriques, dipoles magnétiques).

On distingue ainsi le champ effectif agissant sur une molécule et le champ observé par moyenni-
sation sur une région contenant un grand nombre de molécules. Les équations de Maxwell deviennent
alors

div(B) =0, rot(E) = —9;B,
div(E) = (piibre + price) /€05 rot(B) = fio (jiibre + Jrice + €00 E) .

Dans les milieux diélectriques, les charges liées peuvent se décrire, en premiere approximation,
par une distributions de dipdles électriques (barycentre des charges négatives et positives en des
points différents). D’un point de vue macroscopique, cette distribution est caractérisée par un champ
vectoriel : la polarisation du milieu. Cette polarisation est définie par

Price = — div(P).
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4 CHAPITRE 1. MODELES DE PROPAGATION D’ONDES

Les charges liées qui sont a l’origine de cette polarisation sont mis en mouvement en présence d’un
champ variable. Cet effet se traduit par un courant de polarisation. Pour satisfaire le principe de
conservation de la charge, la densité de courant est donnée par

ir = 0/P.

Si, de plus, le milieu présente des propriétés d’aimantation, il peut en premiere approximation se
décrire par une distribution de dipdles électriques et magnétiques. D’un point de vue macroscopique,
la distribution des dipoles magnétiques est décrite par une aimantation. Cette aimantation est a
l'origine d’un courant d’aimantation :

jym = rot ML
On obtient alors
div(B) =0, rot(E) = —0;B,
div(E) = (piibre — div(P))/eo0, rot(B) = 1o (jiibre + 0P + rot(M) + €00, E) .

1.1.2 Equations constitutives

Il est donc possible d’introduire deux nouveaux champs vectoriels pour décrire le comportement
de la matiere lorsqu’il y a des charges et des courants liés. Ces champs résultent en fait d’approxi-
mations dans la mesure ou les charges et les courants liés sont assimilés a une distribution de dipoles
électriques et magnétiques. Une expression compleéte doit faire apparaitre une contribution des termes
multipolaires qui le plus souvent est négligeable.

Dans le cas général, pour simplifier les équations précédentes, on introduit alors deux nouveaux
champs vectoriels auxiliaires :

I'excitation électrique ou induction électrique

D =¢E+ P,

et l'excitation magnétique
H=B/u — M.

Les équations de Maxwell deviennent alors

div(B) =0, rot(E) = —9;B,
div(D) = piibre, rot(H) = jiibre + 0;D.

11 convient alors de fermer ces équations par des expressions reliant D et H & E et B : les relations
constitutives.
Milieux diélectriques

Pour des diélectriques, on considere que le milieu est dépourvu de charges libres et que le milieu
est non magnétique. Par ailleurs, on suppose en général que 'induction électrique se développe en
puissances du champ électrique. Dans le cadre linéaire, on obtient donc les relations constitutives

B = uoH, D=¢E+P;, P; =coxY xE.
Dans le cadre linéaire isotrope instantané, on a
D = ¢geE,
ou &, > 1. Comme on le voit dans la section suivante, ceci assure que la propagation des ondes n’excede
pas la vitesse de la lumiere dans le vide.
On reviendra sur d’autres formes de la susceptibilité linéaire x(!) dans le chapitre suivant.
Milieux dia- et paramagnétique
Pour les milieux magnétiques, on considere généralement que
D =¢p,E et B = pou-H,

ou u,r # 1 et ol on a toujours €, > 1 et constant. Le cas u, > 1 correspond aux milieux diamagnétiques
et le cas 0 < p, < 1 aux milieux paramagnétiques.



1.2. EQUATIONS DE PROPAGATION )

1.2 Equations de propagation

Ce n’est pas le sujet principal du cours, mais comme la plupart des simulations en électromagnétis-
me portent sur des équations de propagation simplifiées, il est difficile de les passer sous silence.
Pour simplifier nous partons des équations de Maxwell dans le vide :

div(B) =0, rot(E) = —0,B,

div(D) =0, rot(H) = 0,D,
avec B = ugH et D = ¢gE. Ainsi

div(B) =0, rot(E) = —9,B,

div(E) = 0, rot(B) = 9E,

avec czao,uo =1.

1.2.1 Equation des ondes
On a immédiatement

rot(rot(E)) = —0(rot(B)) = —é@fE.

Comme rotrot = Vdiv—A, on a alors

1
AE = < 0;E.

T2
Le champ électrique est donc régi par ’équation des ondes. Par symétrie évidente des équations dans
le vide, le champ magnétique est également régi par I’équation des ondes.

1.2.2 Equation de Schrodinger

Souvent I’'onde se propage dans une direction précise (approximation paraxiale) et est quasiment
monochromatique. On peut alors écrire le champ E sous la forme

E(x,t) = A(x,t) exp(i(kz — wt)).

La fonction A est alors appelée I'enveloppe du champ. Elle est régie par I’équation
1
AA +2ikd.A — KF*A = S (7 A — 2iwd, A — WA).
c

L’Ansatz effectué a pour but de séparer I’évolution rapide de 'onde (I'onde plane de 1’évolution
lente (I’enveloppe). Ceci se traduit mathématiquement par I’approximation de I’enveloppe lentement
variable

DPA < WA < WA et O2A < k0. A < K*A.
De plus, si 'onde se propage, c’est qu’elle vérifie la relation de dispersion

2

Ces approximations permettent d’écrire

N
ALA +2ik0. A = ——L9,A,
C

ou encore

1 )
(0: 4+ -0 — - AL)A = 0.
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1.2.3 Equation d’Helmbholtz

Une autre approximation classique correspond a fixer exactement la fréquence, d’ott I’Ansatz

E(x,t) = A(x) exp(—iwt).

On a ainsi

1
AA = < (07A - 2iwd A — w*A)
C

et on néglige les dérivées temporelles, ce qui donne lieu a ’équation d’Helmholtz

AA = — KA.

1.3 Exercices

1.

En calculant la variation temporelle de div(D), déduire des équations de Maxwell I’équation de
conservation de la charge. Que dire de la variation de div(B)?

. Refaire la dérivation des modeles simplifiés dans le cadre ou D = gpe, E. On introduira l'indice

optique n (indice de réfraction) défini par n? = e,.

. On suppose que les champs ne dépendent que de la variable d’espace z (et du temps). Quels

champs ont des évolutions triviales 7 Quelles équations restent & résoudre ?

Mémes questions si les champs ne dépendent que de deux dimensions d’espace x et y.

5. On suppose que le matériau est diélectrique et stratifié, a savoir e, = £,(z). Sous quelle condition

de polarisation de ’onde peut-on encore dériver ’équation des ondes?



Chapitre 2

Couplages avec la matiere

2.1 Modeles d’interaction linéaires

Dans le chapitre précédent, on a introduit la notion de susceptibilité linéaire x(!). Celle-ci peut
prendre des formes variées suivant les matériaux. Nous avons déja vu la forme la plus simple dans
le cas isotrope instantané, ou le milieu est représenté par un indice optique uniforme. Nous avons
également vu en exercice le cas de la superposition de tels milieux en couches uniformes. C’est le cas
dans de nombreuses applications en optique intégrée.

2.1.1 Matériaux anisotropes

Certains matériaux sont isotropes, comme les gaz, les verres, etc... mais d’autres sont anisotropes,
comme la plupart des cristaux. Cette propriété d’anisotropie permet d’observer certains effets non
linéaires impossibles dans des matériaux isotropes (cf. infra). Dans le cas d’anisotropie, le matériau a
des axes privilégiés. Si on se place suivant ces axes, le tenseur x(!) correspond & une matrice du type

XY 00
W= 0o ¥ o
0 0 x¥

Comme en pratique, on n’utilise jamais ces cristaux dans leurs axes principaux (pour des raisons
d’accord de phase qui dépassent le sujet de ce cours), la matrice est fait non diagonale et a pour effet
de faire tourner les différentes polarisations de ’onde.

Pour simplifier la description des modeles suivants, je ne parlerai plus d’anisotropie, mais cet effet
se combine en pratique a d’autres.

2.1.2 Matériaux a retard, a résonances

Certains matériaux ne réagissent pas de maniére instantanée a l'onde. Il s’ensuit que 'induction
D(t) ne dépend pas de E(t) mais de E a tous les instants précédents. Dans le domaine temporel, on

a une relation du type
¢

D(t) = e B(t) + 20 / E(r)yV(t — 7)dr.

—00
Les bornes de cette intégrale traduisent la causalité. Pour des raisons pratiques, il est plus commode

de redéfinir la polarisation par
P=D- 50500E7
et .
P(t) = 50/ E(r)xY(t - 7)dr.
—0o0

Par ailleurs, cette expression cache en fait une dépendance de la permittivité diélectrique en fonc-
tion de la fréquence de E. Ceci explique la notation e4, qui est la permittivité relative a fréquence
infinie. A la permittivité relative ¢, (w) on associe un nombre d’onde k(w) dont la partie réelle définit
la vitesse de propagation et la partie imaginaire le coefficient d’amortissement.

Ceci est plus clair dans les exemples qui suivent.
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8 CHAPITRE 2. COUPLAGES AVEC LA MATIERE

Modele de Debye

Le modele de Debye traduit un retard pur. Outre la permittivité relative a fréquence infinie, les
parametres liés au matériau sont la permittivité relative a fréquence nulle €4 (s comme statique) et le
temps de retard t,.. On a alors la susceptibilité

€5 — €
X () = === n(t),
T
ou h(t) est la fonction de Heaviside (une autre fagon d’assurer la causalité). La permittivité relative

associée est
€s — €xo

1+ iwt,
Si maintenant on dérive la formule intégrale en temps, on obtient

er(w) =ex +

;0D + D = t,e0e0c O E + €0 E

et
t, 0P+ P =¢go(e5 — o) E.

10 T
— - Im(k)

sk 4

-4 1 1 1 1 I
9 10 11 12 13 14 15

Fi1G. 2.1 — Nombre d’onde pour un modele de Debye. On a choisi de l'eau : e, = 1,8, g5 = 81, et
t, = 9.410712,

Modele de Lorentz

Le modele de Lorentz traduit la présence d’une fréquence de résonance wq ainsi qu’un taux d’amor-
tissement v. La susceptibilité vaut

2
€s — €
YD) = Me*vtﬂ sin(y/w? — 12 /At)A(t).

w?—v2/4
La permittivité relative associée est

2
wi(es — €oo)
(W) =€+ 5——7—"5.
r(w) * 0w+ iwy — w?
Les équations différentielles associées sont
QgD +vo;D + w%D = EOEOOBEE + 0o VO B + aoasw%E

et
OPP + VO P + WP = go(es — €00 )WIE.

Loin de la fréquence de résonance, le matériau se comporte de matiere linéaire et instantanée. Le
coeflicient d’amortissement de I’onde qui est maximal a la résonance.
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6 T

- - Im(K)

9 10 11 12 13 14 15
log(w)

F1G. 2.2 — Nombre d’onde pour un modele de Lorentz. On a choisi 5 = 1,5, €5 = 3, w; = 107100 et
v =10%.

2.2 Modeéles d’interaction non linéaires

2.2.1 Pourquoi le non linéaire ?
En optique

Jusqu’a 'invention du laser en 1960, I'optique supposait une polarisation induite proportionnelle
a 'amplitude du champ électromagnétique appliqué au systeme matériel.

L’ordre de grandeur des champs électriques produits par les lasers s’approche de celui du champ
électrique assurant la cohésion des électrons au noyau des atomes ou des molécules. Avec les sources
femtosecondes ultra-intenses, ce champ peut méme atteindre 'ordre de grandeur de celui qui régne a
Iintérieur du noyau! L’approximation linéaire n’est alors plus valable.

Pour les champs relativement faibles, nous avons recours a un développement suivant des puissances
du champ électrique de ’onde lumineuse.

Pour des champs plus élevés, il faut faire appel a des modeles quantiques qui sont hors sujet dans

ce cours.

En micro-magnétisme

Les milieux ferri- et ferromagnétiques sont des aimants permanents. En absence de champ extérieur,
une aimantation rémanente existe. Celle-ci est de module M (qui ne dépend que de la température
si celle-ci est suffisamment basse) et d’une direction qui dépend de I’historique. On a donc a faire
un matériau & mémoire. Un tel phénomene n’est explicable que par des phénomenes non linéaires et
contrairement a 'optique ne nécessite pas d’hypotheése de champ fort.

2.2.2 Susceptibilités non linéaires

On a vu que lon pouvait exprimer les susceptibilités linéaires (ou de maniére équivalente les
permittivités) soit dans le domaine temporel, soit dans le domaine fréquentiel. Il est est de méme pour

susceptibilités non linéaires.

Analyse des susceptibilités linéaires

Pour les susceptibilités linéaires, on avait

P (1) = g / = E(t — 7)xW (r)dr.

—00



10 CHAPITRE 2. COUPLAGES AVEC LA MATIERE

La fonction x() est alors réelle car P() et E le sont et la causalité se traduit par x(V(t) = 0 si t < 0.
On a calculé &,(w) = 1 4+ ¥ (w) avec

+oo
W (w) = / YW (t) exp(—iwt)dt.

— 00

Alors P (w) = ggx(D(w)E(w). Le fait que x(1) est réel se traduit alors par x(V*(w) = ¥V (—w). Pour
exprimer la relation de causalité, on note de maniére classique Y™ (w) = ¥/(w) + ix”(w) et on a les

relations de Kramers—Kronig :

. 1 —+00 )Zl/ w© . 1 —+00 >A</ w©
X' (w) = —p.p. / ( )dw, X' (w) = =pp. / @) 4o

oo W — W m oo W — W

~

Cette forme n’est pas particulierement pratique et devient carrément impraticable pour les ordres
supérieurs.

Susceptibilités du deuxiéme ordre

Le deuxieme ordre du développement de la polarisation en puissances de E s’écrit
+o00o p+oo
P(Q)(t) = 80/ / E(t—Tl)E(t—TQ)X(Q)(Tl,TQ)dTldTQ.
—0o0 —0o0

La fonction X(Q) est alors réelle, la causalité se traduit par X(Q) (t1,t2) = 0sit; < 0outy < 0. Par
ailleurs, il y a une propriété de symétrisation
2 2
Xopn(tr,t2) = X (ta, 1),
Dans le domaine fréquentiel, ceci s’écrit
PO (w = w; +ws) = eoX? (w1, w2) E(w1) E(ws).

Cette forme est particulierement parlante pour analyser les effets en terme de mélange de fréquences. Le
caractere réel se traduit par )2(2)*(w1,w2) = X(l)(—wl, —wy). Pour exprimer la propriété de symétrisa-
tion, on a
Koo w1, w2) = Xy (w2, w1)

Ceci permet de réduire les 27 éléments du tenseur en “uniquement” 18 éléments. Loin des résonances,
c’est-a-dire quand le milieu est sans perte, on peut permuter toutes les fréquences deux-a-deux ce qui
introduit de nouvelles simplification appelées symétrie de Kleinman et réduit a 10 le nombre d’éléments.
L’analyse des groupes de symétrie permet ensuite de réduire encore de maniere importante le nombre
de coefficients indépendants. Dans les matériaux a symétrie centrale, tous les coefficients s’averent
étre nuls. C’est un des cas particuliers ou il peut étre intéressant de regarder ce qui se passe a 'ordre
supérieur.

Susceptibilités du troisieme ordre

On traite de méme maniére ordre trois.
+oo ptoo ptoo
P(g)(t) = EQ/ / / E(t— Tl)E(t—TQ)E(t—Tg)X(g)(Tl,TQ,Tg)dTldTQdTg.
— 0 — 0 — 0

Il est inutile de préciser toutes les propriétés. On a cette fois-ci 81 coefficients et la symétrie par
permutation des derniers indices (tous sauf le premier) est toujours vraie. Pour un milieu isotrope, il
n’y a que trois éléments indépendants. On peut prouver que

Xabed = X11220ab0cd + X12120ac0bd + X12210ad0bc-
Si on ne regarde que la génération de troisieme harmonique, on a des symétries supplémentaires et
Nabed(Bw = w + w + w) = 1122 (3w = W + W + W) (dabded + SacObd + SadSbe)-
Si on ne regarde que l'indice de réfraction non linéaire, on a

Xabed(w = w + w —w) = X1122(W = W + W — W) (0apOcd + OacOpa) + X1221 (W = W + W — W)Iad0pe-
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Un cas particulier : la non linéarité Kerr

Placons nous dans le cas traité précédemment de I'indice de réfraction non linéaire dans un matériau
isotrope. La polarisation non linéaire est donnée par

PO (w) = 320 Raealww = w + w — ) By() Be(w) Ba(—w).
bed

Avec les symétries, cela donne
PB) = 6egx1122E4(E - E*) + 3eox1221 EX(E - E),

Oou encore
P®) = 620x1122(E - E)E + 3eox1221 (E - E)E*.

Si l'onde initiale est polarisée de maniere linéaire ou circulaire, la polarisation reste inchangée au cours
de la propagation. Par contre, si la polarisation de départ est elliptique, celle-ci va tourner. On se place
en général dans un cas simple ou il n’y a pas de rotation de la polarisation et les effets d’ordre trois
a la fréquence w se résument & une modification de I'indice de réfraction proportionnelle & |E|?. C’est
le modele usuellement choisi pour les matériau de type Kerr.

2.3 Modele de Landau—Lifschitz en micro-magnétisme

Les matériaux ferromagnétiques sont conducteurs. Il n’y a pas accumulation de charge, par consé-
quent la densité de charge est nulle. En revanche, le courant électrique est pris égal a cE. La permit-
tivité relative est constante et égale a 1. On a donc les équations de Maxwell

div( H+ M) =0, rot(E) = —po0 (H + M),
div(E) =0, rot(H) = cE + €90 E.

L’aimantation est régie par I’équation de Landau—Lifschitz

(07

oM = —ypo{M AH +
M|

MA(MAH)},

ou 7 est le facteur de précession de Larmor et « est un facteur adimensionné de dissipation.

2.4 Exercices

1. En supposant que le champ E est de la forme E(x,t) = exp(iwt), déduire les permittivités des
susceptibilités pour les modeles de Debye et de Lorentz.

2. Pour un modele linéaire, soit k(w) le nombre d’onde associé & la propagation par k?(w) =
n?(w)w?/c? = e,(w)w?/c?. Montrer que sa partie imaginaire est liée au coefficient d’amortisse-
ment de Pintensité I = nesc < |E[? >; (moyenne temporelle).

3. Montrer que le modele de Landau—Lifschitz assure que |M]| est constant.

4. Montrer que le modele de Landau—Lifschitz peut également s’écrire

o)

OM —
M|

M A M 4 ypuo(1 + > )M AH = 0.
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Chapitre 3

Analyse mathématique

3.1 Choix de ’espace fonctionnel

3.1.1 Avec ou sans bords

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux résultats mathématiques du type probleme de Cauchy, a
savoir existence et unicité de solutions. Il convient tout d’abord de choisir convenablement les espaces
fonctionnels intéressants pour une telle étude. A priori le matériau occupe une partie Q de R?, il
faudrait donc en toute rigueur ne regarder que des probléemes avec des données au bord. Cependant
on peut distinguer deux cas.

En optique

Le matériau ne réagit qu’en présence d’une onde extérieure. De plus, un laser est une onde localisée
en espace. Si on vise bien dans le matériau, on peut supposer que les bord sont suffisamment loin pour
les considérer a l'infini et avec des conditions nulles au bord. Ceci serait faux pour certains matériaux
que 'on a pas présentés ici comme les matériaux photoréfractifs.

En micro-magnétisme

A linstar des photoréfractifs, les ferro-magnétiques sont des matériaux a mémoire. La solution
n’est pas nulle en ’absence d’excitation. Par ailleurs, ’expérience met en évidence des structures en
zones d’aimantation constantes, qui sont trés fortement dépendantes de la géométrie du domaine.
Remplacer artificiellement € par R? releverait donc de ’hérésie pure et dure.

3.1.2 Régularité
En optique

Représenter de tres fortes singularités dans la solution ne présente pas particulierement d’intérét.
Les discontinuités sont impossibles et les focalisation excessives enjoignent de changer de modeéle pour
tenir compte d’effets d’interaction plus forts ou de 'ionisation. Une régularité H® avec s > d/2 est
donc largement suffisante dans R,

En micro-magnétisme

A nouveau, on est susceptible d’obtenir des domaines d’aimantation constante ce qui suppose
qu’entre deux domaines il y ait une ligne de singularité. Seules des solutions faibles peuvent décrire
correctement la physique.

Cela étant dit, il est extrémement difficile d’avoir des résultats d’existence et d’unicité globaux en
temps, principalement en dimension 3. C’est pourquoi nous nous bornons ici & exposer une théorie sur

RY,

13
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3.2 Outils mathématiques

Nous commencons par lister une série de résultats mathématiques classiques qui sont au cceur des
démonstrations mathématiques. Ces résultats sont énoncés sans justification.

3.2.1 Semi-groupe d’évolution

Théoréme 1 Soient X un espace de Banach et A € L(X). Pour tout T > 0 et tout x € X il existe
une unique solution u € CX([0,T], X) du probléme
u'(t) = Au(t),Vt € [0,T), u(0) = .

Cette solution est u(t) = e!x.

Pour noter cette solution, on utilise une notation de semi-groupe. On note S4(t) = e*4. On a alors
les propriétés suivantes :

Elément neutre

Sa(0)=1
Associativité
Sa(ty +t2) = Sa(t1) o Sa(te) = Sa(ta) o Sa(ty), Vti,ta > 0.
Continuité
1i151+HSA(t)x—xHX =0, Vo e X.
t—

En général, ce semi-groupe n’est pas un groupe. Pour cela, il faudrait étre capable de définir un inverse,
c’est-a-dire des solutions au probleme rétrograde en temps. Cela est possible pour des opérateurs
comme celui de Schrodinger, mais impossible pour celui de I’équation de la chaleur, par exemple.

3.2.2 Propriété d’algebre

Théoréeme 2 Lespace H*(R?) est une algébre si et seulement si s > d/2.

Rappelons ce qu’est 'espace H®. Lorsque s = n est entier alors H" est ’espace dont les n premieres
dérivées sont de carré intégrable. La dérivation revient a la multiplication par £ dans l'espace de
Fourier. Par Parceval, il est équivalent de dire

[P < sooer [ 1f@)Pae < 400
De méme,
J (@R +190@P) o <400 et [ (@ +1€P)IFOPdeE < +o0

sont équivalents, et correspondent & la norme H'. On en déduit la définition de H® pour s quelconque
fetr s [ArIePIfe P < +oc

3.2.3 Lemme de Gronwall

Théoréme 3 Soit T >0, A € L*(0,T) et A >0 p.p. et C1, Co > 0. Soit p € L'(0,T) o > 0 p.p. tel
que \p € L(0,t) et

o(t) < C1 + CQ/O A7) p(7)dr, p.p. t €]0,T].

Alors on a

o(t) < Cy exp(/O CoA(T)dT), p.p. t €]0,T7.
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3.2.4 Théoréme du point fixe de Banach

Théoréme 4 Soit (£,d) un espace métrique complet et f : € — & une application telle qu’il existe
k € [0, 1] vérifiant d(f(z), f(y)) < d(x,y) pour tout (z,y) € € x E. Alors il existe un unique point xg
de & tel que f(xo) = xg.

3.3 Principe général pour le probleme local

Souvent dans les articles, on indique seulement que le probleme de Cauchy local en temps découle
de considérations classiques de la théorie hyperbolique semi-linéaire. Nous en décrivons ici les grandes
étapes.

3.3.1 Forme générale des équations

On suppose que U(x,t) est un vecteur de R%W qui vérifie I’équation

d
oU = A,0,U + F(U), U(0) = Uy € H* (R4, (3.1)
pn=1

ou les matrices A, sont symétriques. On précisera les propriétés de F'(U) au fur et a mesure.

3.3.2 Opérateur linéaire unitaire
Associons a I'équation hyperbolique (3.1) I’équation linéaire

d
oU = A,0,U. (3.2)
pu=1

Si on multiplie formellement I’équation (3.2) par U et que I'on intégre sur R%, on obtient

d
8U-U:/ A,0,U - U.

Comme l'opérateur Zﬁzl A,0, est anti-adjoint sur l'espace L?(R%) (les valeurs aux bords sont
nulles)

d
/ > A,0,U-U =0.
R,
Ainsi 1
2
§8tHUHL2(Rd)dU - /Rd atU . U - 07

et le semi-groupe S(t) associé a I’équation d’évolution (3.2) est unitaire dans L?(R%) :

HS(t)UO HiQ(Rd)dU = HUOHiQ(Rd)dU .

De méme, en multipliant (—A)%/2(3.2) par (—A)*/2U, et en utilisant que 'opérateur Zi:l A,0, est
anti-adjoint sur tout espace de Sobolev, le semi-groupe S(t) associé a I’équation d’évolution (3.2) est
unitaire dans H*(R%)% :
2 2
IS0l oy = 1T0le gy

3.3.3 Estimation de la partie non linéaire

Pour s > d/2, I'espace de Sobolev H*(R?) est une algebre. Dans les exemples qui nous intéressent
F est en général un polyndme sans terme constant. On en déduit la propriété qui nous est utile, a
savoir F(U) est localement lipschitzienne sur H*(R?)% . Ainsi, il existe une constante Lg telle que si
U appartient & la boule de rayon R de 'espace H*(R%)% U grs mayar < R) alors

IEO) s rayaw < LRIUI s (o -
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3.3.4 Formulation de Duhamel

La formulation intégrale de ’équation (3.1) est donnée par
¢
U(t) = S(t)Uo + / S(t — PVF(U (7)) dr. (3.3)
0

On vérifie en effet que
U0) =8(0)Uy+0=1Uy=Uy.

En dérivant par rapport au temps, on a
QHU(t) = S'(U(0) + S(0) / St — 1) F(U(7))dr.

Or §'(t) = Zﬁzl A,,0,8(t) par définition, d’otr

d t
auUt) = > Ay <S(t)U(0)+ /0 S(t—T)F(U(T))dT> + F(U(t))
d
= > A0,U(t) + F(U(1)).

3.3.5 Meéthode de point fixe
Position du probléeme

On suppose que la donnée initiale Uy = U(t = 0) appartient a l’espace de Sobolev H S(Rd)dU , on

note R = ||Up]|? s (Rl . Par ailleurs, on définit 'application 7 par

TU)@) = Sy + /0 S(t— P)F(U(r)) dr.

Cette application envoie clairement H*(R%)% dans lui-méme. Nous allons montrer que 7 est une
contraction dans la boule de rayon 2R.

T envoie une boule de H*(R%)% dans elle-méme

On suppose donc que U(t) € H*(R?)U et U g (ayer < 2R.

1T @) 115 matyaw

IN

t

1S Uoll 7o tyr + / 1St = 7V (U ()70 ey A
t

— Vol e ety + /0 TLe ——

t
= R+ Lan | 10Dy
< R+ 2RLopt = R(l + 2L2Rt).
Il existe t1(R) = 1/2Lor > 0 tel que (1 4 2Lopt) < 2 pour tout temps ¢ < ¢1(R). Alors

1T U))l s (mayir < 2R pour tout ¢ < ¢1(R).

7 est une contraction

On considere deux solutions U; et Us du probleme de Cauchy, qui ont donc la méme donnée initiale

Up. Alors
TN = SO+ [ St-nFUE) dr

T = SO+ [ St-nFU) dr
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d’oli, de méme que précédemment, si t < t1(R),

t
IT W0 = T Ol < Lae [ 102 = V) .
Prenons le suprémum en temps sur un intervalle [0,¢] C [0, (R)],

1T (U1) = T (U2)l oo (0,411 eyt y < L2rt|UL(T) = U2(7) | oo (0,4, 11 (mey ) -
Pour ¢ < t,(R) suffisamment petit, 7 est une contraction de la boule de rayon 2R de l’espace

L>=(0,t; HS (RY)dv).

3.3.6 Existence et unicité locales

Le lemme du point fixe de Banach permet alors d’assurer que 7 admet un unique point fixe, qui
est alors solution de la formulation intégrale (3.3) et donc de ’équation (3.1).

Théoréme 5 Le probléme (3.1) admet une unique solution dans L>(0,t.(R); H*(RY)W). Le temps
t.(R) dépend de la taille R de la donnée initiale dans H*®(R?)

3.3.7 Continuité par rapport aux données initiales

On se donne deux données initiales Uy et Vp dans la boule de rayon R de H*(R?)% . Sur I'intervalle
de temps d’existence commune des solutions de (3.1) associées a ces deux données initiales, on a

Uuit) = S(t Uo—l—/St—T) (U(T)) dr,

V(i) = S+ /St—T V(r)) dr.

De méme que précédemment, on obtient

t
|W@—V@meuéwwwwmwmﬁiwéHWﬂ-Wﬂmeﬂf
On utilise alors le lemme de Gronwall et

1U(&) = VOl gs mayiw < 100 = Voll g gayan exp(Lart).

On en déduit la continuité par rapport aux données initiales sur l'intervalle de temps [0, ¢, (R)].

3.4 Exemples

3.4.1 Maxwell 1-D dans le vide
Deux polarisations se découplent dont celle qui fait intervenir (B, E,). On a le systeme
0B, = —8 LB,

antEl‘ = —%8 By,

B 0 -1 B
()= (e 0 )e(R).

forme qui ne semble pas auto-adjointe. Mais on peut I’écrire

cBy \ 0 -—c cBy
o )= (% 7)o (%)

et on a bien une forme auto-adjointe.
On peut donc appliquer le raisonnement précédent. On a donc une solution locale au probleme de
Cauchy. Dans ce cas-ci, on a méme beaucoup mieux.

a savoir
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— Le temps donné par la démonstration est ¢,.(R) = 4o00. L’existence et I'unicité sont donc globales.

— Comme il n’y a pas de non linéarité, il n’y a pas besoin d’invoquer la structure d’algebre. Le
théoréme est donc vrai des que l'on a la conservation de la norme. En particulier, il est vrai pour
des solutions dans L2, i.e. des solutions faibles.

— Un changement de variable permet également de conclure dans un milieu linéaire isotrope uni-
quement déterminé par son indice optique.

Pour se convaincre que ces solutions ont bien un sens, on voit directement dans ce cas simple, que

O(cBy+ E;) = —c0,(cBy+ Ey),
O(cBy — E;) = c0.(cBy — Ey).
On a donc deux équations d’advection avec les vitesses de propagation c et —c. Les ondes cB, + E, se
propagent donc au cours du temps sans voir leur forme déformée. Ceci justifie dans ce cas particulier
différents points que l'on a éludés auparavant :
— Cela a un sens de résoudre le probleme dans L?. Une donnée initiale dans L? donne lieu pour

tout temps & une solution dans L2
— On peut définir un semi-groupe d’évolution.

3.4.2 Maxwell 3-D dans un milieu isotrope

On se place dans un milieu isotrope d’indice optique n. Les équations de Maxwell s’écrivent

()= (a0 )= (%)

On a a nouveau une matrice auto-adjointe et les conclusions précédentes sont valables. Il faut travailler
légerement plus pour calculer les valeurs propres et les vecteurs propres. On trouve néanmoins +c/n
et 0 comme valeurs propres.

On ne regarde que ces deux équations et non les deux autres pour la raison suivante :

Oi(div(E)) = div(§E) = 2 div(rot(B)) =0,
o(div(B)) = 0.
Si on prend des données initiales vérifiant les propriétés de nullité des divergences, ces propriétés sont
conservées au cours du temps.
3.4.3 Exemples d’anisotropie
Prenons un matériau linéaire anisotrope instantané :
P(t) = eox(VE(2).
On alors
0B = —rot(E),
HAE = c*rot(B),

ou Ay = exol + X(l). Cette matrice Ay a pour valeurs propres les indices du matériau selon les axes
propres. Ces indices sont bien entendu positifs. La matrice Ag admet un inverse et une racine. On a
donc

Ay PoB = —(4;"%¢)rot(B),
O,E (Ag'2c) rot((Ay2e)B),

et on est ramenés au cas précédent.
A noter que 'on n’est pas nécessairement obligé de faire cette manipulation. En effet, on a

(0w ) (2)=(0 7))
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. I 0
La matrice < 0 A

hyperbolique en la gardant de ce coté de 1’égalité. Elle intervient alors comme poids dans les normes
utilisées et la coercivité assure que les normes ainsi définies sont équivalentes aux normes usuelles. Ceci
n’est pas intéressant dans le cas ol la matrice est constante, mais s’avere utile dans le cas contraire
(cf. plus loin) car alors on évite un procédé de symétrisation, parfois difficile a expliciter.

> est définie positive et coercive. On peut faire toute 'analyse du systéme

3.4.4 Exemple de non instantanéité

Sans méme avoir de vraies non linéarités, il est des cas ou le comportement du milieu ne permet
pas d’effectuer le changement de variables permettant de rendre la matrice anti-adjointe. Il faut alors
inclure certains termes linéaires dans la partie non linéaire. Ce cas la permet naturellement d’assurer
le caractere lipschitzien de la fonction F'.

Prenons comme exemple le modele de Debye. On rappelle que

0B = —rot(E),
oD = rot(B)/po,
D = gy E+P,

tLoP = —P+ep(es — £0)E.
En notant ¢, = 1/10€0€00, 0N a
0B = —rot(E),
5
OE = & rot(B P-(—=-1E
B = droiB)+ ——P- (2 - IE,
1 _
op — _Lpy ol —ex)p
t t
On note &, = £5/e5 et on a le systéme
Cso B 0 —c O Cso B 0
O E =| cc 0 0 |rot E + P/coco — (¢, — 1E
P/coeoo 0 0 0 P/eoeno —P/coeootsy + (€, — DE/L,

On a bien un opérateur anti-adjoint et une “non-linéarité” lipschitzienne.

3.4.5 Exemple de non-linéarité
Non-linéarité instantanée

Prenons maintenant une non-linéarité Kerr instantanée :
P(t) = 20 (xVEW) + P B PE®))
En dérivant par rapport au temps, on a
P = eoxWOE + eoxP[2(6,E - E)E + |E|29,E].

On voit qu’il ne va pas étre facile de se ramener au cas précédent. On triche en introduisant un retard
en temps epsilonesque (auquel on peut certainement trouver un fondement physique).

Non-linéarité retardée

On peut penser a différentes lois. La premiere qui vient a l’esprit est

LOP +P =2 (\VE + X EPE)
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pour laquelle on se retrouve clairement dans le cas précédent avec cette fois une vraie non-linéarité.
Cependant cette non linéarité ne permet pas d’écrire des lois de conservation. Regardons le cas plus
physique ou l'indice non linéaire dépend avec un retard de l'intensité de I'onde, a savoir

P = e\VE+ X (|E)E,
L X +X = xOIE

Le systeme s’écrit alors

I 0 0 cB 0 — 0 cB 0
o 0 Ayx) 0 E |=[c¢c 0 0]rt| E |+ —X+x®EP/t |,
0o 0 I X 0 0 0 X ~X +xO|E[?

avec Ag(X) = Id(1 + x) + X). Or, équation régissant X se résout facilement en

@t
X(t)=e " X (0) + . / e~ =/t | B(r)|2dr.

T T

En se placant dans une boule de H*(R%)% | si la quantité Ag(X)(t = 0) est strictement positive, elle
le reste sur un intervalle de temps suffisamment petit. On peut donc appliquer la méthode générale.

3.5 Estimations a prior:

3.5.1 Principe

Le temps t, construit dans la démonstration d’existence locale n’est en aucune fagon un temps
d’existence maximal. A I'instar des équations différentielles ordinaires, on peut alors se demander que
dire du temps d’existence maximal T'(Up). Deux éventualités se présentent :

— T(Up) = +o0,

— T(Uo) < +o00 et limy_p(ug)- IU )] g (rayar = +00.

En effet, si cette limite n’était pas infinie, on pourrait a partir de R = ||U(T'(Uo))| g7+ (gayev Prolonger
la solution sur un temps ¢, (R) supplémentaire, ce qui contredit la définition de T'(Up).

Pour pouvoir conclure a I'existence globale d’une solution, il faut donc étre en mesure d’estimer la
quantité [[U(t)|| g« (gaya sur son intervalle d’existence.

3.5.2 Non-linéarité Kerr instantanée

Nous n’avons pas été capables de donner 'existence d’une solution pour une non-linéarité Kerr
instantanée. Mais nous sommes capables de dire des choses a priori sur la solution en admettant qu’elle
existe. On refait moralement le calcul de norme utilisé pour le point fixe. On obtient formellement

1 1 1
§3t|cB|2 + 5(9t|E|2 =2 (—rot(E) -B+10tB-E)— —9,P - E
€0
Or 0,(|El’E) = 2(9,E - E)E + |[E|?0,E, donc

%atycBP + %atyEP — 2(—1ot(E)-B +rot B - E) — y®[2(9,B - E)E + |E[20,E] - E
= (—rot(E)-B+rotB-E) —3x®[(H,E - E)E?

Enfin 9(|E|*) = 20,(|E[]*)|E]* = 40,E - E|E[?, d’out
1 1
SOBI + SOBJ? = (- 10t(E) - B+ rot B - B) ~ %X<3>at|E|4.

En intégrant ceci en espace, il reste

fa B2, + 2o |B|Z: = —ox®a,B[!
5 OeleBlize + SO IEl72 = — X OElLa.
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On a ainsi une loi de conservation (hamiltonien)

3
o (B + IBIE: + 33O IELL: ) 0.

Tout cela suppose que 'on soit capable de définir les normes ad-hoc. La régularité H' assure que la
norme L* existe. Ceci type d’estimation permet de choisir le cadre fonctionnel qui permet de réaliser

les démonstrations rigoureuses.

3.5.3 Non-linéarité Kerr retardée

Nous avons vu que la non-linéarité Kerr retardée permet de rentrer dans le cadre fonctionnel que

I'on s’est donné. Si on reprend les calculs précédents, on a
§8t‘CB‘ + §8t‘E‘ = C (— rot(E) . B + I'OtB . E) — —8tP . E
€0

Par ailleurs

P
t,0: X + X

(¢ VE + XE),
XY[E|2.

donnent

oP-E c00:(x""Y) + XE) - E
(

co(xVO,E 4+ 0,(X)E + X,E) - E
1
so(xM + X)iat(!EP) + 200, (X)|E[,
1 1
Eoiat((x(” +X)[E?) — §€oat(X)\E\2 + 200y (X)|E[?

1 le
505815(()((1) + X)|E]?) + 570(—X +xPEP)E]?,

d’ou

%at (|CB|2 + (1D X)|E|2) — 2(—10t(E) - B + 10t B- E) + — (X|E[2 — x® [E[).

1
2t,
En outre 1
triatx2 + X2 = \OIE|2X.

On écrit donc la combinaison linéaire

(—rot(E)-B +rotB - E)
1
2t,
*(—1ot(E)-B +rot B - E)

1
50 <|cB|2 +(1+xV + X)EP + ozXZ)

+

(X[EP — xPEI* - 20X + 20xP [E[2X)

1
——(2aX? - (1 + 2ax®)X|E]? + xOEY).

2t
On choisit 2a =1/ X(3)7 ce qui permet d’avoir un carré parfait

1

1
50 (ycBy2 +(1+xW + X)EP +

2x

(X —x®E>)2.

(3)X2> =c*(—1ot(E)-B + 10t B-E) —

2t x3)

En intégrant en espace, on trouve que

at/ (1Bl + (1 + V) + X)[E|® +
]Rd

1

trx @

X?) = (X —xPE).
@) e

2x

Cette relation est particulirement intéressante dans le cas ot x(®) est positif, on a alors
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Si X est positif au temps ¢t = 0, alors il est positif pour tout temps. En effet, ’équation régissant
X se résout facilement en

X(s) t
X(t) :e—t/trX(oHt— / e~ =0/t (7)) 2dr.

T T

La quantité |cB|? + (1 + x) + X)|[E]? + 2Xl(3)X2 est positive (x(!) est toujours positif).

L’intégrale de cette quantité est décroissante en temps : le systéme est dissipatif.

On obtient ainsi une majoration des normes L? de B, E et X.

3.6 Exercices

1.

Reproduire la méthode générale, pour le systeme

d
8 AU = Au0,U + F(U),
pn=1

ou Ap(U) est définie positive et coercive.

. Reproduire les preuves dans le cas ou le milieu est décrit par un modele de Lorentz au lieu du

modele de Debye.

. Pour le modéle de Maxwell-Lorentz, montrer qu’il existe une énergie £ et une constante K que

I’on explicitera, telles que

0 = —K||3|35-



Chapitre 4

Schémas aux différences finies

4.1 Le schéma pour les équations de Maxwell : le schéma de Yee

Dans la catégorie des schémas aux différences finies, le schéma qui s’im-

pose pour les équations de Maxwell est celui de Yee. L’idée de ce schéma ntl 1
repose sur une localisation particuliere des variables dans I’espace-temps qui b
reflete bien les propriétés de symétrie de ’équation de Maxwell, et fournit " *
un schéma d’ordre deux car centré et cependant explicite.

¢ L+1
Fig. 4.1: Schéma de Yee

La figure 4.1 représente le cas de la dimension un, qui est le cas des exemples que nous donnons
dans ce document. Dans le cas ou le milieu a une géométrie simple (typiquement rectangulaire) et
ou on n’a pas de raison de mailler de maniére non uniforme, ce schéma est le plus indiqué par son
efficacité et sa simplicité de mise en ceuvre.

L’écriture de ce schéma est un peu fastidieuse en dimension trois, si on explicite les indices spa-
tiaux. C’est pourquoi, nous ne donnons ci-dessous que des versions uni- et bi-dimensionnelles dans la
polarisation TE,.

4.1.1 Schéma de Yee uni-dimensionnel

Comme le montre la figure 4.1, le champ électrique E = E, est pris aux points entiers et le
1

déplacement magnétique B = B, aux points demi-entiers, c’est-a-dire que E}} ~ E(ndt, 6z) et B;ff ~
2

B((n + 3)t, (¢ + 3)6z). Par ailleurs, pour décrire ce schéma et les autres nous utilisons la variable
J = 0;P. Dans le cas uni-dimensionnel seule la composante J = J, nous intéresse. Le schéma s’écrit

alors
n—l—% o Bn—%
43 g EhL B
ot 0z ’
n—l—% n—l—%
0/ o S SRS
2 ot 6z HOZ

Sous cette forme apparait 'avantage majeur de ce schéma : il est explicite.

4.1.2 Schéma de Yee bi-dimensionnel

Les variables pertinentes sont alors I, E, et E. que I'on discrétise de la maniere suivante :

n 1
E:B,Z+%,m = E:v(nét, (6 + 5)5$, m6y),
n 1
E:B,Z,er% = Ey(n5t7 651’7 (m + 5)(5y),
n+i 1 1 1
B 2 ~ B - - 1 .

23
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Le schéma de Yee s’écrit alors

n+% z,nfl

1 1= Y 1 E" —-E" E" , — B 1
Z7Z+§7m+§ z,£+§,m+§ — 1’7£+§7m+1 1’7£+§7m _ y75+17m+§ y757m+§
ot oy ox ’
1 1
Entl _ n+3z _p"t2
1 x,é—l—%,m :B,ZJr%,m z,é-i—%,m—f—% Z,Z—%,m—% Jn+%
S = — Mo 1
2 ot oy @,bt+g,m’
n+1 —_ E" n+% _ Bn+%
1 y,Z,er% y,Z,er% z,EJr%,er% z,éf%,er% i JnJr%
_ _= — - 0 .
2 ot ox ybmt

4.2 Convergence

On suppose que le systeme est décrit par une variable U(x, t) approchée par des valeurs U} en un
nombre fini de points (z4,t") en espace et en temps. On note k le pas de temps et h le pas d’espace
(ou le suprémum des pas d’espace).

Définition 6 Un schéma auz différences finies a un pas est convergent si l'approzimation U} converge
vers U(x,t) lorsque (Ch,nk) tend vers (x,t) dés que UY converge vers U(x,0) lorsque Ch tend vers x.

Il s’agit donc d’une notion de convergence ponctuelle. Il est en général impossible de démontrer un tel
résultat directement. C’est pourquoi on introduit deux nouvelles notions qui, combinées, assureront la
convergence.

4.2.1 Consistance
On écrit I'équation aux dérivées partielles sous la forme PU = F et Py, , U = F le schéma.
Définition 7 Le schéma est consistant si pour toute fonction ¢ (suffisamment réguliére)
Po — Phrp = OW™, kP).
Le couple (m,p) définit alors l’ordre de consistance.

Une telle estimation est en général obtenue grace a des développements de Taylor.
Réalisons ceci sur ’exemple du schéma de Yee uni-dimensionnel. L’équation de Faraday est discréti-
sée autour du point (z,t) = ((¢ + 3)h,nk), d’on

1 1 1
B(zt+ k) = B(zt)+ Sko,B(z,1) + ngaftB(z,ﬁ),
1 1 1.0
B(z,t — §/<:) B(z,t) — §/<:8tB(z,t) + §k 05, B(z,12),
1 1 1

E(z+5hit) E(z,t) + 5h0-E(z,1) + §h28§ZE(§1,t),
1 1 1

E(z = 5h.t) E(z,t) = 5ho-E(=,1) + §h28§ZE(§2,t).

En injectant dans la discrétisation,

B(z,t+ 3k) — B(z,t — 3k)

on obtient

N E(z + $h,t) — E(z + 3h,t)

k

h

= O B(z,t) + 0, E(z,t)

1 1
+ gk(atQtB(ZaTl) — 03 B(2,m)) + Sh(02.E(C1,t) —

8

azzE(C% t))

= SHORB(e,m) — ORB(z,m) + (0BG, 1) — 2B (Co, 1),

On procéde de méme pour 'équation d’Ampere autour du point (z,t) = (¢h, (n + 3)k).
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4.2.2 Stabilité

Pour assurer la stabilité, il faut également assurer une borne en un certain sens sur I’approximation
U} Ceci est fourni pas la propriété de stabilité.

Cette exigence permet aussi d’assurer que de petites erreurs numériques introduites par 'approxi-
mation & un instant donné ne s’accumulent pas (ne sont pas amplifiées) au cours du temps.

Définition 8 Un schéma Py, 1, U} = 0 pour une équation du premier ordre est stable si et seulement
si il existe J > 0, hg et ko tel que que pour tout T > 0, il existe Cp tel que

00 J e’} )
h Y (UP<Crh) ) Y U,
{=—o00 Jj=04f=—00

pour 0 <nk <T,0< h<hget0<k<kg.

Par la relation de Parceval, on a une version équivalente en variable de Fourier. On définit la
transformée de Fourier U" qui est 27 /h-périodique et

J
o"|* < or ) 07
=0

C’est cette forme qui nous servira dans la suite.

4.2.3 Convergence

Théoréme 9 (Lax Richtmyer) Un schéma auz différences finies consistant avec une équation auz
dérivées partielles bien posée est convergente si et seulement si elle est stable.

preuve Strikwerda pp. 222-226.

4.3 Stabilité

4.3.1 Stabilité linéaire classique

Une étude de stabilité linéaire est suffisante dans le cadre de systemes linéaires. Une telle démonstra-
tion se fait classiquement en étudiant les valeurs propres de la matrice d’amplification associée au
schéma. Dans ce qui suit, nous donnons le principe de 'analyse pour les systemes linéaires puis I'ap-
plication au systeme de Maxwell dans le cas ott J;' = 0 en dimension 1 et 2.

Polynémes de Schur et de von Neumann

La description complete de cette théorie se trouve dans I'ouvrage de J.C. Strikwerda. On définit des
familles particulieres de polynomes : les polynémes de von Neumann, les polynémes de von Neumann
simples et les polynémes de Schur.

Définition 10 Un polynome de von Neumann est un polynome dont toutes les racines sont de module
<1.

Définition 11 Un polynome de von Neumann simple est un polynéme dont toutes les racines sont de
module < 1 et dont celles de module exactement égal a 1 sont simples.

Définition 12 Un polynome de Schur est un polynéme dont toutes les racines sont de module < 1.

Il est alors clair qu’un polynéme de Schur est un cas particulier de polynéme de von Neumann
simple. Lorsqu’'un polynéme a un degré suffisamment élevé et/ou des coefficients suffisamment com-
pliqués, il est difficile de décider si un polynome est de von Neumann simple ou non, ou de Schur. La
théorie de polynoémes de Schur et de von Neumann fournit une technique d’abaissement de degré qui
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permet de résoudre ces problemes. Pour cela, on définit tout d’abord la notion de polynéme conjugué.
Si
(p(Z) =ct+acad+--- —|—CdZd,

son polynoéme conjugué est défini par

Etant donné un polynoéme ¢o(Z), on définit de maniere récursive une suite de polynémes par

pi1(7) = (£ 00¢5(2) ~ 25(0)(2)).

On voit immédiatement que cette suite est de degré strictement décroissant. On a alors les deux
théoremes.

Théoreme 13 Le polynome ¢; est un polynome de Schur de degré exactement d si et seulement si
pj+1 est polynome de Schur de degré exactement d — 1 et [p;(0)] < [¢7(0)].

Théoréme 14 Le polynome ¢; est un polynome de von Neumann simple si et seulement si
@j+1 est polynome de von Neumann simple et [p;(0)] < [¢}(0)],

ou
i1 est identiquement nul et 30; est un polynome de Schur.

Preuves
Ces deux théoremes se basent sur un théoreme classique d’analyse complexe.

Théoréme 15 (Rouché) Soient deux fonctions ¢ et 1 analytiques a l'intérieur d’une courbe fermée
simple C et sur cette courbe. On suppose que sur C,

lp(2) —¥(2)| < le(2)]-

Alors ¢ et 1) ont le méme nombre de zéros a lintérieur de C.

Preuve : polynémes de Schur. On suppose que |¢;(0)] < [¢}(0)] et que ;11 est un polynéme de
Schur de degré d — 1. Posons 9(2) = z¢;j+1(2)/¢}(0). D’apres la définition de ¢;41, on a sur le cercle
unité
17 (0)9;(2) = [¥}(0)p;(2) — ¢ (0)p; (]| _ l9;(0)¢5(2)]

l¢7(0)] l¢7(0)]
< o)l =lp; D2 = I (7] = | (2)]-

lpj(2) —v(2)] =

D’apres le théoreme de Rouché, ¢; et 9 (i.e. zpj41) ont le méme nombre de zéros dans le cercle unité.
Comme @j41 a ses d — 1 racines dans le cercle unité, ¢ a ses d racines dans le cercle unité ainsi que
¥j-

Réciproquement, si ¢; est un polynome de Schur, alors le produit de ses racines qui vaut cg /cq
doit étre inférieur & 1. Ceci est équivalent & [;(0)] < |¢}(0)]. Comme par ailleurs

o el
jo3(2) — v = (e,

J

2@pj41 et donc @j4q est un polynéme de Schur.
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Preuve : polynémes de von Neumann. On écrit un polynéme de von Neumann sous la forme

N

vi(2) =[] = aw)@;(2),

v=1

ou ¢; est de Schur (ou une constante) et les o, sont de module 1 et deux-a-deux distincts.
On remarque que la transformation * est multiplicative et que

(z—a))" =—-a,z+ 1.
Si ¢; n’est pas une constante, alors

©5(0)p;(2) — 9 (0)p}(2)

pi+1(2) = >
1 N N N
= (150 [T - a)gi2) = [T(~a)e; 0 [T (=62 + 1D55())
N u_i v=1 ]\1;—
= [[G-e)-(#08i(2) - &0 H 2= ow)dja(2),
v=1 =1

ol ¢;y41 est de Schur d’apres le résultat précédent. On prouve ainsi le théoreme dans le cas ou @41
n’est pas identiquement nul (¢; constant).

Dans le cas contraire, si ¢; = Hff:l(z — @) (& une constante prés qui ne joue aucun role ici) est
de degré d, on définit les polynomes

05 (2) = pj(z) + e2¢5(2),

pour £ > 0 petit. Comme ¢;((1 +¢)2) = p;(2) + 2} (2) + $e2220"(€), en z = r§ racine de ©5(z), on
a (1 +e)rs) = 2e2rs20"(€). Ainsi

£
v = 1—|—€+O( )

Pour ¢ suffisamment petit, les racines de ¢5 sont toutes a lintérieur du cercle unité et ¢5 est un
polynoéme de Schur. Par ailleurs :

Lemme 16
0511(2) = e(2 + ed)@(2).

Ce lemme est montré en exercice. Ainsi ap;(z) est un polynome de Schur. La réciproque s’obtient
facilement.

Stabilité

Comme on s’intéresse a un probleme linéaire, on peut le traiter dans le domaine fréquentiel. On
suppose que le systeme régit une variable U;* dont la dépendance spatiale est donnée par U = U neitt,
La matrice de passage de U™ & U™T! s’appelle matrice d’amplification. On trouve différentes conditions
de stabilité, dont les deux suivantes.

Proposition 17 Une condition nécessaire de stabilité pour un schéma est que le polynome caractéris-
tique de la matrice d’amplification soit un polynome de von Neumann.

Proposition 18 Une condition suffisante de stabilité pour un schéma est que le polynéme caractéris-
tique de la matrice d’amplification soit un polynéome de von Neumann simple.

La premiere proposition est claire. Dans le cas contraire, un vecteur propre correspondant & une
valeur propre de module supérieur a 1 croitrait de maniere exponentielle.
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La deuxiéme proposition ’est moins. Certaines matrices ayant 1 comme racine double (par exem-
ple) donnent lieu & des itérées non bornées :

(1) -(a 1)

D’autres peuvent avoir des itérées bornées

n 100 10 0
(é?) :<(1)(1)>0u 01 1 =01 &=
00 a 00 a"

Schéma de Yee uni-dimensionnel

Proposition 19 La condition de stabilité linéaire pour le systeéme uni-dimensionnel avec J;' = 0 est
Coo0t /02 < 1.

Preuve
_1
On définit la nouvelle variable U;' = t(cooBZ+ , E}) dont on suppose que la dépendance spatiale est
. 2
de la forme Uy = U neitf On rééerit les équations pour qu'elles soient explicites en cette variable, &
savoir
n+l n—1 Coo6t
cooB, 2 = coB, 2 ———(E}., —E}
il 0 CooOt n+i _ n+i
E; = Ej 5. (COOB“_% cOOBZ_% )
2 42
B n CooOt n—1 n—1 cZ. 0t n o "
= B - (e it ~CooBy s )+ 57 (Efyy — 2E7 + Efy).

Ainsi, en notant A\ = ¢, 0t/dz, le rapport de Courant-Lewy-Friedrichs,

1 —A(e* —1)
ntl _ . 4 . n
vt = < A1 —eTH8) 14 N2(ef — 24 7)) ) Ut

La matrice d’amplification ne dépend pas explicitement des pas de temps et d’espace mais uni-
quement de leur rapport. La matrice d’amplification pour le schéma de Yee a pour polynome ca-
ractéristique

©o(Z) = Z% — 2(1 — 2)\? sin? g)z + 1.
Ses deux valeurs propres g_ et g4 vérifient
g-gy+ =1, g+ g1 =21+ X%(cos€ — 1)) = 2(1 — 2)\*sin? g)

Ces deux valeurs propres sont conjuguées et de module 1. Ceci n’est possible que si pour tout &
—2<g_+ gy =2(1 —2\sin? g) <2.

Ceci est clairement équivalent & A < 1. Sous cette premiere condition, les deux valeurs propres sont

Ay =1 —2)\2sin? g iz'zAsingm — \2sin? g

Deux cas d’égalité se présentent :
— sisin{/2 = 0, alors 1 est valeur propre double. Cela correspond & une matrice d’amplification
qui est l'identité, ce qui ne génere pas de probleme d’instabilité ;
— sising/2 = £1 et A = 1, alors la matrice d’amplification a des itérées linéairement croissantes.
Ce cas est a proscrire car il génere des instabilités.
La condition de stabilité est donc A < 1. [ |

de la forme
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Schéma de Yee bi-dimensionnel

Proposition 20 La condition de stabilité linéaire pour le systeme bi-dimensionnel avec J:?Hl I 0
b 27

et J"e el =0 est 2,0t?/6x? + 2. 6t%/6y? < 1.

Preuve

Nous ne détaillons pas & nouveau le raisonnement fait ci-dessus dans le cas uni-dimensionnel mais n’en
donnons que les points essentiels.
On étudie, cette fois-ci, ’amplification du vecteur

1
n—3 n n
Ug m (COOBz,Z-i-%,m—f—% ’ Eﬂc,ﬁ-ﬁ-%,m’ Ey,ﬁ,m-i—% )’
et on se place dans ’espace des fréquences en supposant que Up'y, est de la forme U} im =Ul€ i(&b+Cm),

On se donne deux rapports de stabilité (un pour chaque dlrectlon) D Ap = Oteoo /O et Ay = 0tcoo /0y.
En rendant explicite le schéma de Yee pour la variable U™, on obtient la matrice d’amphﬁcatlon

1 )\y( eC —1) —Az (e —1)
Ay(L—e™) T4+ A2(eC —2+e7) =AMy (e® —1)(1 —e )
Ao(1—e7%) =\ ( CoD(1—e ) 1+ A2 —24e7%)

On voit immédiatement que 1 est valeur propre de cette matrice. En effet, si on soustrait la matrice
identité, les trois lignes sont clairement proportionnelles. Notons les deux autres valeurs propres g_ et
g+. Celles-ci sont nécessairement complexes conjuguées et en calculant la trace et le déterminant de
la matrice d’amplification, on a

1+g9g_-+9+ = 3—4)\zsm2§ 4)\281n2g

9-9+ = 1L

Nous avons vu précédemment qu’il suffisait d’étudier la partie réelle de g+ pour trouver la condition
de stabilité. Celle-ci vaut
2 € 2 ¢

Regs =1 —2)\2 sin 5~ 2)\2 sin 5

Le cas sin&/2 = sin (/2 = 0 donne a nouveau lieu & une matrice d’amplification unité. Pour les autres
fréquences, une condition nécessaire et suffisante pour que |Re g+| < 1 est A2 + )\2 < 1, ce qui prouve
la proposition. [ |

Si ce programme de preuve est simple a réaliser pour le schéma de Yee, il peut s’avérer ardu des
que I'on aborde des couplages fussent-ils linéaires. Nous en verrons un exemple ultérieurement.

4.3.2 Stabilité non linéaire

Notre objectif est de pouvoir traiter les cas fortement non linéaires ou linéariser autour de 1’état
d’équilibre n’aurait pas beaucoup de sens. Il faut donc se rabattre sur une méthode d’énergie qui
fournit uniquement une condition suffisante de stabilité non linéaire.

Nous présentons ici le début du calcul qui est commun a tous les couplages. Un exemple d’appli-
cation aux couplages est donné ultérieurement.

L’estimation d’énergie est réalisée aux temps demi-entiers et on définit dans ce but E'ts =
%(E”Jrl + E"). Par ailleurs, on commence par travailler uniquement sur la semi-discrétisation en
temps :

Bn—l—% Bn—%
5 = —rotE",
1 En+1 E"
CTT = rot Bn+% — ,U,(]Jn+%.
00

En pondérant pour assurer ’homogénéité, on définit I’énergie du systéme au temps (n + %)515 et ala
fréquence infinie par

n+1 1 c ot2 1

1 1
et =3 (‘ B 3|2 + cozme BV S 2 -
Mo

ot B
o
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1
Proposition 21 Soit h le pas minimal du maillage h = min(dx,dy, dz). L’énergie 5:,?2 est positive

sous la condition CFL : csodt < h/\/§

Preuve
La formule de rot B donne

8
[rot BJI* < -5 [BI*.

Ainsi

4 4 K2 h2

d’ou le résultat annoncé. Dans le cas uni-dimensionnel, on a une majoration légerement meilleure, car

2 §5¢2 2 §5t2 2¢2 §t2
B2 — S ot B2 = B2 — =08 gy — (1— o )HBHz,

2
[rot Bl < (|1 B]. "
Proposition 22
£ g % CRERS L R )
2 ot?

<rot B"2 4+ rot B”*%,J"Jr% — J"*%> .
Preuve

On multiplie scalairement 1’équation de Faraday par %(B""’% + B"_%) et on integre en espace :

1

25t[||B7H—%||2 _ ||BN—%||2] - <rotE",%(B"+% —|—Bn_%)>

1
- - <E” 5 1ot (B2 +B”é)>

1 1 1,1 !
= - En :EnJrl _ :En*1 _ En - Jn+, Jnf,
C<2>0< 72525( )> ’u'0< ’2( 2+ 2) )

formule qu’il convient de comparer a 1’énergie pour le modéle continu. Ainsi

1 1
IB™z2 |2 + S (B"E") = IB" 2|2 + S (E"1E") — poot (E”,J"+% + J"—%) ,

[e.9] o0

ot1 on a utilisé la relation egeqoptoc?, = 1. Or

(En En-l—l) En+1 1+ E® 2 B ﬁ En+1 —_ En 2
’ 2 4 ot
2 2 2
— ||Erta| - % Hcgo rot Bn+s — uocgoJ”Jr%
9 2 9 2 2
— En+% _ %Cgo rot Bn+% + %Cio:u‘o (I‘Ot Bn+%,Jn+%> _ %Cio:u‘g ‘ Jrta
On a donc
2 5,2
£ - gL % (E",J"+% +J"—%> - C°°45t Krot B”+%,J"+%) — <rot B"—%,J"—%)}
2 5,2 9
S [ - o4

Remplagons maintenant E™ dans ’expression précédente par

1 1 1
" = S4B - (B - B+ (B B
1 1 1
= §(E"+% + E"fé) ~1 <5tcgo rot B"tz — 6tcc2>o,u0J"+%) +1 (575630 rot B"2 — 5tcgo,u0J"7%)

1 1 1
§(E”+% + E”fé) — Z(Stcgo(rot B" 2 — 1ot B"*%) + Zétcgo,uo(.]wr% — J"*%),
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d’ou
s g % CRERS L R b )
2 512 2 §5¢2 2 2
+C°°85t (rot B2 — rot B 2,J"2 +J”*%) - COOS& fto “ Ja || - ‘ Jnz ]
2 2 2 2 2
—0004& {(rotB"+%,J"+%) — (rotB"_%,J"_%ﬂ + 0008& 1o U Itz - ‘ I3 ] )
n+1 n—} ot 1 _1 1 1
E? = £t =T (BT 4B g
2
C 6t < ot Bn-i—% +I’OtBn_%,Jn+% o Jn—%) )

La démonstration de stabilité nécessite une expression pour J nt+3 qui bien str dépend du modele
considéré. Dans le cas de 'optique linéaire classique ou la permittivité vaut eges, indépendamment de
la fréquence, ceci donne une condition nécessaire et suffisante de stabilité et la démonstration présentée
est une alternative aux démonstrations classiques de stabilité linéaire.

1
Théoréme 23 Si J"+2 =0 pour tout n, alors le schéma de Yee est stable des que 'énergie 5:0+2 est

positive pour tout n. Ceci est assuré par la condition de CFL de la proposition 21.

On remarque qu’en dimension un la condition de stabilité ici prouvée revient exactement a A < 1
alors qu’en dimension supérieure, on a A\? < 1/2. Si on consideére des pas d’espaces égaux, les condi-
tions obtenues par les deux méthodes (analyse de stabilité linéaire classique et analyse de stabilité non
linéaire par méthode d’énergie) donnent les mémes résultats.

Pour les autres modeles, on ne peut obtenir que des estimations de E;Lj%
suffisantes de stabilité.

et donc des conditions

4.4 Analyse linéaire d’un cas de couplage

4.4.1 Position du modele

Le systeme de Maxwell uni-dimensionnel est fermé par deux discrétisations de ’équation de Debye,

a savoir ) ) ) )
t,.—£ = £ ¢ 5 bt eo(es — e00) EY,
1 1 En+1 _|_En
trJgH—z :_P;+2 +50(€s_500)%'

. .- n+3 . N s .. \
Bien que I'on utilise .JJ, ? dans les calculs ce n’est pas une variable & part entiere et ainsi le systeme
porte sur la variable

_1 1
UgL:t(COOB£+17E£7PZ 2/80800): (Bg+175577)f 2)'
et s’écrit
n+2 n—2
BH%Q - BH%Q = M &),
1 1
= N BT A A

+

1 n 1
PrTE_piTh = §(PITE PITE) 4 26agy,
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oll, outre les notations A, 6 déja définies, on introduit o = &/, — 1 qui est un parametre positif (ou nul).
On réécrit ce systeme sous forme explicite :
1

i = MERa = ED),

n+% . an

BH% -

I~
I~

n— n—

1-6_n-1i 46«

(1+ 504)5?“ =(1-da)&) — )‘(BH%Q — Bg_g) + )\Q(EEZFI 25" +&" )+ 251—4_5775 + 1—+55",
n+i n—1
(1+6)P, 2 = (1 - 0P, % +20a€y,
d’ou la matrice d’amplification
—X 0
a— x* (1+8)(1—ba)+46%a—(1+8)g  1-§ 25
- 1+6a (1+6)gl+6o¢) 1+6 1+d0a
0 20a 1-9
1+90 140

4.4.2 Calcul du polynéme caractéristique

Le polynoéme caractéristique de G vaut

Z -1 X 0
* 146)(1—da)+462 a— (145 —5 2
P(Z) = _1—‘,>E(Sa Z - ( £ (1+(§;(1+5a) ( E _ﬁ 1—12—504
0 _ 20a 7 _1=¢
1+0 1+0
Posons Y = Z — 1 alors
Y X 0
(1401 +6a)P(Z)=| —(1+8)x* (1+0)(1+a)Y +25a(l =8+ (1+6)q —25(1—9)
0 —20« (1+96)Y +25
Y X 0
=] —(1+0)x* 1+6)1+da)Y +(1+3d)g (1+0)(1—-0)Y
0 —20c (1+0)Y +25

On voit que (1 + 6) est en facteur partout, donc

(14+00)Y +q¢  (1-9)Y ‘Jrq' 1 =251 -9)
—9%5a (1+6)Y +26 0 (1+0)Y +26

= Y{[(1+8)(1+6a)]Y?+[25(1 + )+ (1 +)qlY + [25q]}
+q(1+9){[1 + Y + [20]}

= [(148)1+6a)]Y? +[25(1 + ) + (1 +6)glY* + [(1+ 35)q]Y + [25q).

(1+0)(1+6a)P(Z) = Y

Le polynome caractéristique est proportionnel a

do(Z) = [(1+da)(1+8)]Z%—[3+6+ a4+ 36— (1+6)q]Z>
+[3 =0 —da +36%a — (1 —0)q]Z — [(1 — da)(1 — )]

4.4.3 Analyse de von Neumann

La condition |¢o(0)| < |¢f(0)| est vraie sans aucune hypothese. On définit ensuite par récurrence

01(Z) = 26{[2(1 + a)(1 + 6%a)]Z% — [4(1 + a)(1 + 6%a) — (2 + a + 6%a)q]Z
+2(1 4+ a)(1 + 6%a) — a(l — 6%)q]}.

Le cas ot 62 > 1 ne peut pas permettre de remplir la condition |1 (0)| < |¢F(0)]. On supposera donc
0 < 1, ce qui borne le pas de temps en fonction du retard t,.. Ceci est raisonnable du point de vue de
la modélisation : on ne saurait bien approcher ’équation de retard avec un pas de temps trop grand.
On remarque qu’une telle hypothése n’était néanmoins pas nécessaire pour le schéma de Joseph.

On voit que le cas d’égalité |p1(0)] = |¢5(0)| est obtenu lorsque ¢ = 0 ou o = 0 (¢, = 1). Il nous
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faudra donc & nouveau traiter ces deux cas séparément.
Sia>0,¢g>0etd<1,alors [p1(0)| < |¢}(0)] équivaut & a1 — §2)g < 4(1 + a)(1 + §%a), ce qui est
clairement vérifié pour ¢ €]0,4[. Par ailleurs, le polynéme ¢; est de degré 2.

Dans le cas général, on calcule ensuite o :

p2(Z) = 46%a(1 — 6*)q{[4(1 + a)(1 + 6°a) — a(l — 0*)q]Z — [A(1 + a)(1 + 6%a) — (2 + a + 6%a)q]}].

On remarque que les quantité contenues dans les crochets sont positives pour ¢ €]0,4[. Par ailleurs,
a(l —6%) < 2+ a+ 42, la racine de o appartient donc & I'intervalle ]0,1[. Le polynome g est donc
de Schur. Nous obtenons donc la stabilité sous les hypothéses A < 1 et § < 1, modulo le traitement
des cas particuliers sus-cités.

4.4.4 Cas particulier ¢ =0

Le cas ot ¢ = 0 correspond au polynéme caractéristique
(1—-0)(1— 504))
(140)(1+da)

et n’est donc pas de von Neumann simple. La matrice d’amplification vaut

vo(2) = (Z - 1)*(Z -

1 0 0
G— 0 (148)(1=da)+46%c  1—5 26
- (1+5)31+5a) 1+6 1+da

0 20a 1-6

1+6 1+6

On voit clairement que les vecteurs propres correspondant a la valeur propre 1 sont dans deux sous-
espaces propres stables. Les itérées de cette matrice sont donc bornées.
4.4.5 Cas particulier ¢/ =1

Le cas ou £/, = 1 donne lieu & une violation de la condition |¢1(0)|] < |¢5(0)]. On a, comme pour
le schéma de Joseph,

01(Z2) = 46{Z% -2 —q|Z +1}.

Le polynéme ¢q est donc de von Neumann simple (cf. supra).

4.4.6 Conclusion

Le schéma que nous avons étudié pour les équations de Maxwell-Debye uni-dimensionnelles est

stable sous la condition
. ox
0t <min [ —,2¢, | .
Coo

4.5 Analyse non linéaire d’un cas de couplage

4.5.1 Position du probleme
On reprend le méme modele que dans la section précédente, mais on peut ici sans sur-cott
considérer le cas multi-dimensionnel directement.

Pn+% _ Pnfé Pn+% Pnfé
t = — * + e0(es — ec0) B,

" 5t 2
En+1 E"
trJ"Jr% S eoles — soo)+.
Par ailleurs on rappelle que
11 /1 2 6t% 1
et =5 (3 IBHP e BT AP - S rot B R)).
2 IU’O 4 lu’O

et

n+3 n—1 0t cgoétQ

EOO — EOO 2 Z (ETH*% _{_Enf%’JnJr% —|—Jn7%> _

(rot B"2 4 rot B"ié,J"Jr% - J"ié) .
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4.5.2 Calcul de I’énergie

Les calculs déja effectués nous suggerent de traiter I’équation d’évolution sur P de la méme maniére
que les équations de Maxwell. On obtient immédiatement

]_Dn—i—l _ Pn—% Pn—i—% + Pn—%
y— = -
ot 2
1 n+1i n—3 1 2 n+ i n—1i
+eo(es — €c0) §(E :+E"2) — Zétcoo(rotB 2 —rot B"72)

1
+15tc§OMO(Jn+% - Jn—%)>,

%(HPM%W _ HP"—%HZ) _ _%Hpn% L
4%80(63 - 500)(En+1% L EVI, P 4 Pn—%)
—ieo(ss — £00)dtc3 (ot B""2 — rot B”*%,P”Jf% + Pnf%)
4&60(63 - eoo)étcgouo(J"Jr% _ g Pt g Pn—%)
R Rt
+%€0(€5 - EOO)(E"H% + En—%’Pn—F% I Pn—%)
_350(85 — 450 )0t (rot B2 — rot Bn—%’Pn—F% I Pn—%)
+4Ltr6%(€s — £00) 20t pip(EMTE — N3, PTE 4 PUD)
—qeoes — et (B — B P)

Pour avoir une énergie homogene, on va s’intéresser a

1 £0(es — E00)0t2C2
(14 eI (et p b
o0 s

250(53
— ot HPnJr% _i_Pnf%H2
At,eg(es — €oo)
i ﬁ(EnH% +E" 2, P 4 Prd)
At,
5t2c2,
8t
N 0(gs — €00)0t2C2 o
8t2

T

(rot B""2 — rot B""2, P"3 4 P 3)

(E"z — E"" 3, Pz 4 P73,

Par ailleurs,
dteg(es — €oo)
4t,
ot

+F(En+% + Enf%,PnJr% + Pnf%)
r

I R R () Bt B

et
B 2 ot?
8

(rotB"t rormr et gt

2 542 _
_ G0t 608(7563 foo) (rot B"2 + rot B" 2, E"t2 — E"*%>
T

2 ot?
8t,

<r0t B3 + rot B"fé,P”Jr% — P"ié) )
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On définit ’énergie

£"+% = gn+% + 1 14+ 60(65 — 600)6t2020[£0 HPn+%H2
> 2e0(€5 — €00)

412
On a alors
5n+% _gnf% - _ ot ”PnJr% _i_Pnf%H2
At,e(es — €c0)
_|_th(En+1% +En—%,Pn+% _|_Pn—%)
T
5t2 2
— 2 %0 (30t B"T2 — ot B""2, P74 P17 3)
T
go(es — 5;:2)5t2 2 o 0 (En—i-— En—%’Pn-l-% 4 Pn—%)
_&50( EOO)||En+2 —|—En__||2
4t,
Ot il | rel Sntl | ool
+E(E :+E" 2 P2 £ P 2)
T
2 2
_ G0t 508(58 ) (rot B2 + rot Bn_%,E"”L% - En_%>
T
2 2
+ 200 (ror B ot B3 PP - P
T
ot
= i ooyl — e BT A B — (PR P
rc0\€s — €oo
2 2
+c°th ((rot Bn_%,P"+%) — (rot B"+%,Pn_%)>
T
2 2 _
€0l €0(Es = €o0) (ntd _ gnd FOpr+d | prd) _ (rot B + ot BHY).
8t t,
Or
(E"+2 — E"3, %(P"*é +P"2) — (ot B"2 + rot B 2))
T
= (E"tz —E" 2 —”080(55 — €x0) (E"F2 + E"2) — po(3"F2 + J"72) — (1ot B""2 + rot B 2))
T
e (AR i
T
1 En+1 _ En—l
+ (E"tz — Bz, S — (ot B3 4+ 1ot B"2))
COO
= L00(E = fe) (2 — b7 + - B
t, Stc2,

— 2(E"+% - En_%,rot B": 4 rot Bn_%),
et

1
((E"+% —E" 2,10t B""2 4+ 10t B""2)| < 2—\|E"+% —E"e|? + %II rot B""2 + rot B2 ||,
(6%

On choisit 2o = ¢2,6t et donc /2 = (c2,5t)/4. On a alors
‘(E"’L% - E"—%,?(P’H% +P"2) — (1ot B"2 + 1ot B"—%))(
T

< H00lE = o) (et 2 )
T

Stc?

5t 2 HEn+2 _ n77H2

_l’_

OOH rot B"2 + rot B~ 2H2
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Par ailleurs,

1
(rot B"2, P"5) — (rot B"2, P"5)| < Z(|rot B3| +[|rot B3 %) + ([P | + [P ).
)

On choisit cette fois-ci a = 2 dteg(es — €00), d'0U

2 Steg(es — eo0)

(rot Bn_%,P"+%) — (rot B"+%,Pn_%) < 5 (|[rot Bn—%” + [ rot Bn_%HQ)

1 _1
(P2 + P2 ).

22 0teg(es — €co)

Finalement, on pose
2 6t% el (g5 — €00 )?

un—l—l — 5n+% _
8t

et on a

2
unJr% < unfé _ ot tr
- deg(es — €00)

ct ot3e0(es — €00)
4,

dtep(es — €o0)

(3| R
r

Itz + 372 2 +

ot
8treo(€s — €c0)

(| rot B2 |12 + | ot B2 |[2) + (P22 + [Pz |%).

1
Ceci est intéressant a condition de vérifier que U2 > 0. Pour cela, il faut un pas de temps suffisam-
ment petit, a savoir

5t < 2100

55_500'

4.6 Exercices

1. Montrer que
@511(2) = (2 + ed)g; (2).
2. Réciproque de la preuve pour les polynomes de von Neumann.

3. Analyse linéaire du couplage des équations de Maxwell avec le modeéle de Lorentz

Bn-‘,—l _ Bn—l
En+1 —_E" 1 1 Pn+1 S o 1
- " = ot BTH** - =
€0€x0 o1 o Iro 2 5t s
Pn+1 —_pPn Jn+1 4+ Jn
ot B 2
Jn+1 _ Jn—l Jn+1 + Jn 5 En+1 + En» 2I_)n-l—l + P
— 5 = VT + wi(es — £c0)€0 5 —wy 5 .



Chapitre 5

Solutions des exercices

5.1 Modeles de propagation d’ondes

5.1.1 Conservation de la charge

On a d’une part

le(D) = Plibre;
825 le(D) = atplibre’

et d’autre part

I‘Ot(H) = jlibre+atD7
div I‘Ot(H) = div jiipre + div 0;D.

Comme divrot = 0, on obtient ’équation de conservation de la charge
8tplibre = - dileibre-

5.1.2 Indice optique

Commencons par écrire les équations de Maxwell en variable E et B uniquement :

div(iB) = 0, div(iB) = 0,

rot(BE) = —9;B, |D=ec,E| 10t(E) = -9;B,

div(iD) = 0, B=uoH | div(E) = 0,

rot(H) = 0,D, rot(B) = eperpodE = Z—jatE.

Le reste des calculs est le méme que dans le vide en remplagant ¢ par ¢/n. Ainsi 'équation des ondes
est donc

2
n 2
AE = 5 O7E,

et ’équation de Schrodinger

n 1
(0. + Eat - ﬂAL)A =0

avec la relation de dispersion

2 w?n?
=
Enfin, I'équation d’Helmholtz est inchangée :
AA = —K*A.

37
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5.1.3 Equations uni-dimensionnelles

Si les champs ne dépendent que de la variable d’espace z, on peut annuler les dérivées 9, et 9,.
Ainsi (par exemple)

—0.E,
rotE = 0. E,
0
et les équations de Maxwell donnent

asz = 07 azDz = 07
(9th - (9ZEy, ath == —8ZHy,
OBy = —0.E,, oDy = 0.H,,
B, =0, oyD, = 0.

Les variables B, et D, ne dépend alors ni de z ni de ¢, ce sont des constantes. Si de plus la permittivité
est un tenseur scalaire, on peut étudier séparément ’évolution de (B, Hy, Ey,, D) d’une part et
(By,Hy, By, D;) d’autre part.

5.1.4 Equations bi-dimensionnelles

Si les champs ne dépendent que des variables d’espace = et y, on peut annuler les dérivées 0,. Ainsi
(par exemple)

OyE.
rotE = —0.F,
OBy — Oy Ey
et les équations de Maxwell donnent
0. By + 0y By = 0, 0Dy + 0yDy = 0,
8th = _ayEZ7 atDJ: = ayH27
atBy == (9sz, 8tDy - —amHZ,
OB, = =0, By + 0y Ey, oD, =0, H,— 0,H,.

Si de plus la permittivité est un tenseur scalaire, on peut étudier séparément 1’évolution de
(B, Hy, By, Hy, E, D,) d"une part et (B, H,, E;, D,, Ey, D,) d’autre part.

5.1.5 Matériaux stratifiés

Des que la constante diélectrique ne dépend pas du temps, on a
O'E = —c*rotrot E.

Pour que 'équation des ondes soit valide, il faut donc assurer que VdivE = Vdiv(D/epe,(z)) = 0.

Comme divD =0, on a
0.6, (2)

.-
er(2)

Pour que le gradient soit nul, il faut que 0, E, = 0 et J,F, = 0. 1l serait simple de prendre une des
polarisation décrites ci-dessus avec 9, = 0. Sinon, il faut vérifier la relation

divE = —

er(2)0.6,(2)0.E,(2) = <(3Z€r(z))2 — ar(z)agar(z))EZ(z).

5.2 Couplages avec la matiere

5.2.1 Permittivités

Il est plus pratique d’écrire la convolution autrement, a savoir

P(t) = o E(t —7)xW(r)dr.
0



5.2. COUPLAGES AVEC LA MATIERE 39

Pour le modele de Debye, avec E(t) = exp(iwt),

+o0 _
P(t) = 80/0 exp(iw(t — 7'))63 . £ exp(—7/t,)dr

T

_ 2ol —foo) gy /0+OO exp(—iwr — 7/t )dr

28
_ eoles — ew)E(t) exp(—iwt — 7/t,)] 7
t, —iw — 1/t, 0
1
= 80(83 — €Oo)mE(t),
T
et
€s — €
er(W) = €00 + 1:_ iw;o .
T
Pour le modele de Lorentz,
+o00 2 _
P(t) = 60/ exp(iw(t — 7_))0)1(&;37850) exp(—vT/2) X
0 wi —v?/4
Xexp(i\/w% —v2/47) — exp(—i\/w? — 1/2/4T)d
-
21

_ wiegles — ex0) (t [exp(—z’wT —vT/2 + i/ wi —v2/4T)

2i\/w? — 12 /4 —iw — /2 +i/wi —v2/4
+
exp(—z’wT—m'/Q—i\/w%—1/2/47-)] >

—iw — /2 —iy/w? —v2/4

0

_ w%so(as—ew)E(t) 1 B 1
2i\/w? — 12 /4 iw+v/2—iWw? =124 iw+v/2 40wl — 024 )

a savoir

et

5.2.2 Coefficient d’amortissement

Pour une onde plane l'intensité vaut
I = neaoc(|E?); = nesoc|E exp(ik2)]? = nesoc|E[? exp(2Im(k(w))z).

Si Im(k(w)) <0, il y a décroissance de 'intensité (amortissement) le long de I’axe de propagation z.

5.2.3 Modele de Landau—Lifschitz : magnétisation

11 suffit de prendre le produit scalaire avec M, ainsi

OM - M = —fyuo{(M/\H)-M—l—ﬁ(M/\(M/\H))-M}.

On a des produits mixtes contenant deux fois M, ils sont donc nuls. Ainsi ;M - M = 0, |M|? ainsi
que |M| sont des constantes.
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5.2.4 Modele de Landau—Lifschitz : modele

11 suffit de faire le calcul

« «
OM - —MAOM = —yp{MAH+ —MAMAH)}
M| M|
Yo o
+ {MAMAH)+ —MAMA(MAH))}.
M M

Les deux termes du milieu s’annulent. Par ailleurs
MA(MA(MAH)) = —|M?(MAH),
d’ou
«o

M
M

M A M + yuo(1 +>) M AH = 0.

5.3 Analyse mathématique

5.3.1 Cas d’un opérateur en temps
5.3.2 Modele de Lorentz
Le modele de Maxwell-Lorentz s’écrit
B = —rotE,
oD = rotB/puo,
D = g E+P,
OPP + P + WP = goles — 00 E.

Pour pouvoir étudier le probleme de Cauchy, il faut mettre ce systeme sous la forme d’un systeme du
premier ordre et donc introduire la nouvelle variable J = 0;P, ainsi :

0B = —rotE,
1
HE = A rotB - 50500J7
P = J,
Y = —vJ — WP +eo(es — c0o)WIE.
Prenons la variable (cooB, E, P/coen0, J /0600w ), le systéme se réécrit
Cso B 0 —cw 00 cscB
E e 0 00 E
O P/cocso o 0 0O 0 0 rot P/cocso
J/&o&oowl 0 0 0 0 J/eosoowl
0 0 0 0 CsoB
" 0 0 0 —w1 E
0 0 0  w P/eoec
0 (ef—1Dw1 —w; -—v J/e0e0owr

5.3.3 Estimation a priori

Comme dans le cas général, on déduit des équations d’Ampere et de Faraday :
1

€0€00

1 1
§8t]cOOB]2 - §8t\E\2 =c (—1ot(E)-B+rotB-E) — oP-E

Or d’apres ’équation de Lorentz

1
oP-E = 9P - ———— (6/P + vO,P + wiP)
60(53 - 6<>o)

1

60(53 - 500)
1

g0(es — €c0)

(|10, P2 + WP %) + v|0,P|?

1
60(53 - 6<>o)
v|J2.

N = N =

O[3 + wilP
LI+ wilP) + =
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On a donc le résultat voulu avec

1
E==2 B+ EPP+ —— (I + 2P ) d
5 L (1B + 1B + o (3P + utPP) ) ix

et
v

K=———-—-.
edcoo(Es — Ec0)

5.4 Schémas aux différences finies

5.4.1 Le lemme

Pour démontrer le lemme, on utilise I'additivité de la transformation * lorsque les deux polynomes
sont de méme degré.

d
SDJ'(Z) = H(Z_al/)’
v=1

d
wi(z) = Y TG —aw,

v=1 p#v
¥5(2) = () +e2(2),
d
#0) = JJ-a),
v=1
d d
&) = [[ar+)+eS [[(-aw+1)
v=1 v=1 p#v
d d d
= H(—@V) H(z —ay) + EZ -, H(z — )
v=1 v=1 v=1 U#V
d d d
= H(—@V (1+ed) Hz—ay)—szZH(z—aM)
v=1 v=1 v=1 p#tv
d
= JI@) (1 +ed)p;(z) — 2e6)(2)) ,
v=1
©;"(0) = 1+ed,
Gl = @57 (0)¢5(2) ; ©5(0)¢57(2)
= (14 <d)(p3(2) + 26 (2) — (1+ ed)gs(2) + €2 (2))
= (2+ed)gj(2).

5.4.2 Réciproque pour les polynéomes de von Neumann
5.4.3 Modele de Kashiwa et al.

Le modele de Kashiwa et al. s’écrit

1 n—|—l n— 1 1

it Bt ~ B =5 1( i1~ ),
€0€0 1 ntx +1 1
_Eﬂ-ﬁ- — E7) = — 2 _ B2 Pn+ _ pn
515 (&) J )1 podx It J'*%) 5t( i)
7 S(PFH PP = ST,
v w?(es — €oo)E0 w?
U =) = U )+ SR ) - Sy )
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Ce systeme porte sur la variable

n—

Uy = t(cooB;:f,Ef,P]n/&o&oo, 6t} [e0Ese) = t(gﬂ?gjn,p]n, J;')
et s’écrit
n+i n—3
B, i = B i - A& £,
[1+0+ %ws’s]s]’?“ = [1+0- %w(ag —2)JEF + N (1+6+ %w)( =280+ E7 )
—A(1+6+ %w)(l@fj - B}‘__f) +wP = Jj,
146+ %ws’s]P}”l = [1+6+ %w(e’s —2)|P} — %M(e’s - 1)(32:5 - B;:f)
+w(e, — DEF + %)\ZW(&; - V(&P — 287 + &) + T},
146+ %weg]jj"“ = [1-6- %we’s]Jﬁ — dw(ey — 1)(5’;:; - B;:f)

+2w(el, — DEF + Nw(el, — 1)(Efyy — 267 + &) — WP},

d’ou la matrice d’amplification

1 —X 0 0
X'(D—gw(ei=1) (1-g)D-(2-q)sw(ei-1) -1
G = . D D D D
X" pw(es—1) (2—q)zw(es—1) D—w 1
D D D D
D D D D
ou, en plus des notations précédentes, D =1+ 9 + %wag.
Calcul du polynéme caractéristique
Le polynoéme caractéristique de G vaut
Z —1 X 0 0
—X*(D—gw(e,—1)) 7 _ (1—g)D—(2—q) sw (e, —1) w 1
P(Z)=| __.Db, oLl b P
X 2w(€s 1) _(2 q)gw(as 1) Z _ D—w ;1
D D D D
—X'w(es—1) _ (2—quw(es=1) 2w 7 _2-D
D D D D
Ainsi, en posant X = D(Z — 1)
X Dy 0 0
DiP(z) = X" (D N sw(eh—1)) X +qD+ (2 N Qgw(es —1)  ~w 1
—x*sw(e, — 1) —(2—-q)5w(e; — 1) X+w -1
—X*w(el, — 1) —(2 = qw(e, — 1) 2w X +2(D-1)
X Dy 0 0
_ —x*D X +4qgD X 0
T xpw(Ei 1) —2-gpw(El-1) X 4w -1
0 0 —2X X +2D
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X +4qgD X 0
= X|-2-qiw(Ee,—-1) X+4w -1
0 —-2X X +2D
D X 0
+¢D| 3w —1) X +w -1
0 —-2X X +2D

= X{(X +gD)(X +w)(X +2D)
(2~ q) e, — DX (X +2D) ~ 2X(X +4D))

+gD{D(X + w)(X +2D) — 2DX — %w(eg ~ 1)X(X +2D)}

1
= X*4 2D — 2 4+ we!, + q(D — zw(e, — 1))]X3

2
) 3
+D2we’, +q(3D — 2 + 29~ §w€’s)]X2

+D?[q(2D — 2 + 4w — wel)| X + D?[2wq]
1 5
= X' 4200 +wel) +q1+5+ 5w)]X3 + D[2we, + q(1 + 35 + §w)]X2
+D%q(26 + 4w)] X + D?[2wq].
Le polynoéme caractéristique est proportionnel a
1 1
po(Z) = [1+6+ §we’8]Z4 — 4420 —q(1+0+ Ew)]Z?’
1
+16 —wel +qlw —2)] 2% — [4—26 —q(1 — 6 + 32
1
+[1—-0+ 500(5/3 —2)].

Analyse de von Neumann

On calcule successivement

©1(Z) = 26{[2+wel]Z® — [6 +wel, — (2 + wel)q]Z% + [6 — wel, — (2 —w)q]Z — [2 — wel]},
p2(2) = 85°w{[4e}]2” — (8¢, — (eu — 1)a)Z + [de;, — (e, — 1)al},
p3(Z) = 645w (e, — 1)a(8e, — (¢, — 1)g){Z — 1}

La racine de 3 est 1 et on a donc un polynéme de von Neumann modulo la vérification de conditions
supplémentaires et le traitement & part des cas particuliers ¢ = 0 et £}, = 1.

Il est clair que |¢o(0)] < [¢5(0)], [¢1(0)] < |¢7(0)] et que pour g €]0,4[, [p2(0)[ < |¢3(0)].

Cas particulier ¢ =0

Le cas ¢ = 0 donne a nouveau lieu a une étude séparée. On a alors
1
wo(Z) = (Z-12[(Z-1)*+6(Z% -1) + Fwes(Z + 1)?].

La matrice d’amplification correspondante est

1 0 0 0
0 D—w(el,—1) w -1
D D D
0 w(el—1) D—w 1
D D D
0 2w(el—1) 20w 2—-D
D D D

A nouveau 1 est valeur propre double mais dans deux sous-espaces stables. Il suffit de vérifier que le
reste du polynome caractéristique, a savoir

Yo(Z) = 145+ Swel) 22— 2~ we)Z 4 [1 — 6 + el
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est de Schur (ou de von Neumann simple). On a bien |19(0)| < |¢§(0)| et on calcule
1, 1,
1(Z) = 45{[1 + 50‘)53]2 —[1- §w€s]}.

Les deux valeurs propres restantes sont donc de module strictement inférieur & 1 et les itérées de la
matrice d’amplification sont bornées.

Cas particulier ¢/, =1
Si e, =1, le polynéme 3 est identiquement nul et
0o(Z) = 326%°w{Z? — 27 +1}.

Il y a donc a priori un probleme. La matrice d’amplification vaut

1 —X 0 0

X* 1-¢ % 5

G= P, X
SO .
o

0o 0 -5 3

Cette matrice s’écrit sous la forme par bloc de taille 2 x 2
A B
é-(4 ¢)

o — An Zz;é Akcn—-1-k B
L0 cr

dont la niéme itérée est

Dans cette configuration le sous-vecteur (73]", jjn) évolue indépendamment du reste. On associe a
la matrice C' le polynéme caractéristique

1 1
Vo(Z)=[1+6+ 5W]Z2 —2-wZ+[1-6+ gw],
qui est bien de Schur. Le sous-vecteur (Pjn, \7]") reste donc borné. On associe a la matrice A le polynéme

Vo(Z) = 2% -2 —q|Z +1,

qui admet deux racines complexes conjuguées de module 1. Grace a la décroissance de C"™, on peut
alors assurer que ZZ;& AFCn=17kB reste aussi borné. On a donc bien stabilité.

Conclusion

Le schéma de Kashiwa et al. pour les équations de Maxwell-Lorentz uni-dimensionnel est stable
sous la condition

V2¢000t < 1.
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