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8 Un exemple d’EDP non linéaire

8.1 Contexte
On considere I’équation de réaction diffusion :
o —2u+ f(u) =0, z€R, t>0,
u(x,0) = u’(x), z €R.
ot u(x,t) € R. La fonction f : R — R est de classe C® N W1 (c’est-a-dire que f € CY, f € L™ et
f' € L®), f(0) = 0. On note M’ = || f'||- La donnée initiale vérifie u® € C° N L.
On note S(t) le flot associé a cette équation. On définit deux flots partiels, celui, X'(t), de I’équation
de diffusion seule
atu—ﬁgu:(), reR, t>0,
u(z,0) =u’(z), =R,
et celui, Y(t), de I"équation de réaction (EDO)
ou—F(u)=0, zeR? t>0,
u(z,0) =u’(z), 2 € R

On considere le splitting de Lie £(t) — X' (¢)Y(t). Nous allons montrer le théoréme suivant.

Pour tout u” dans L°°(R) et tout T' > 0, il existe C et hq tels que pour tout h €]0, ho[, et pour tout
n tel que nh < T

1£(h)"u® — S(nh)ul| 12 < CVA|[u®|| 1.

L’ordre global de la méthode est donc 1/2.

8.2 Estimations préliminaires
8.2.1 Lemme de Gronwall classique

Lemme 1

Soit p une fonction positive. On suppose que la fonction ¢ vérifie pour tout temps t > 0 l'inéquation
intégrale

t
0< 6(t) < $(0) + /0 p(r)é(r)dr.

Alors pour tout tempst > 0

o(t) < 6(0) exp( /0 p(r)dr).




Preuve :
On pose

On en calcule la dérivée

W) = pt)o(t) exp(— /0 p(r)dr) - [6(0) + /0 p(r)é(r)drlp(t) exp(~ /0 p(r)dr)

< 0 par hypothese.

Donc 9(t) < 9(0) = ¢(0) pour tout ¢t > 0. Finalement

B(t) < (t) expl / p(r)dr) < 6(0) exp( / p(r)dr). .

8.2.2 Lemme de Gronwall modifié

Lemme 2

Soit p une fonction positive, nullle en zéro, de dérivée positive sur RT. On suppose qu’il existe une
constante C > 0 telle que, pour tout temps t > 0, on a l'inéquation intégrale

¢
0< (1) < 6(0) +p(t)+ C [ o(r)ar,
0
Alors, pour tout o > 1, il existe tg > 0 tel que, pour tout 0 <t < tg, on a la majoration

o(t) < ¢(0)e" + ap(t).

Preuve :
On définit une nouvelle fonction positive

w(t) = <¢(0) +p(t) +C /0 t Qb(T)dT) e=Ct

pour laquelle on cherche a déterminer une inéquation intégrale. Tout d’abord

v = (v0+ 0o —c (s0) +p0+C t otrir) ) e~ <0

Comme 1 (0) = ¢(0), on obtient la majoration

(1) — (0) = B(t) — B(0) < /0 P ()e=Cmdr.

Donc

o10) < V(e < (01 + [ YT dr < p(0)eCt 4 / .
0 0

On peut choisir ¢ suffisamment petit pour que e“® < a. Alors, pour tout 0 < ¢ < ¢,

é(t) < $(0)e”" + ap(t). n



8.2.3 Estimations du flot X ()

On rappelle que pour tout w € L, la solution X (¢)w de 1’équation de diffusion s’écrit
X(t)w=E(-,t) xw,

ou F est la solution élémentaire

E(z,t) =

1 < xz)
exp|—— ).
VAt PU
Cette solution élémentaire vérifie ||E(-,t)|,1 = 1 pour tout t. On a donc

1X () wlroe = [ E( ) xwlpoe < [ B(1)-L|wl|ze = ] roe.

Pour tout w € L*° et tout t > 0,

(X1) [X(B)wlzee < flwl|zee.

X(Bw—w — /OtX(s)wds
_ /Otat(E(-,s)*w)ds
_ /Ot&rz(E(-,s)*w)ds

t
= /axE(-,s)*é?xwds.
0

Donc
t
HX(t)w—wHLOOSH/ e 5)ds||  0utw]] o -
0 It
Or
2¢ 1 x?
xE ) = T —
0. E(x,s) 45\/4%6}@( 4t>
2 o0 2
9,5, :/e Ny = 2
el = = [ ey =
t
2
12O =l < [ —Zds|oul = CVE o]

Pour tout w € WH* et tout ¢ > 0,

(X2) X ()w = X(O)wl|ze < OVEw]lpree

8.2.4 Estimations du flot )(¢)

La solution de I'équation différentielle partial;u + f(u) = 0 s’integre en

u(t) = u(0) — /O Fu(r))dr

En écrivant u(t) = Y(t)w, on a

() Yty =w— [ @0
On a donc

t
WWWMwSW%w+AHﬂMﬂMMmh
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D’apres les hypotheses f set M'-lipschitzienne et f(0) = 0 donc pour v € L™
[f(@)l|zee = |1 (v) = F(O)||zoe < M'[|v]| o
Ainsi
t
[Y()wlLe < [lw]|ze~ +M'/ [V (T)wl|pedr.
0

On applique le lemme de Gronwall classique avec ¢(t) = ||V (t)w|| L= et p(t) = M’, d’ou

1Y O)wllzee < exp(M't)]|w]| e

Pour tout w € L* et tout t > 0,

(Y1) [V ()]l < exp(M8)]|uw]| -

Si w; et wy € L, on a d’apres ()

YOy~ Vitus = wi s = [ (GO Ewn) ~ FV ) dr
Comme précédemment, par le caractere lipschitzien, on a

1Y(E)wr = Y(t)wallzee = [wr — wa| L~ + M’ /Ot 1Y (w1 = Y(T)we|Leedr
et le lemme de Gronwall classique implique

[V (w1 = Y()wallLee < (14 Ct)[Jwr — wa Lo,

ou on a majoré exp(M't) <1+ Ct pour 0 <t < 1.

Il existe une constante C' qui ne dépend que de f telle que pour tout wi, wy € L™ et tout 0 <t < 1,

(Y2) [[Y(B)wr — V()wal|Le < (1 + Ct)[lwr — wal|pe-.

On dérive (%) en espace pour obtenir
t
0¥ = duw— [ FOOWLEw)r
0

t
10:Y(Hwll e < \3xw||Loo+M'/ 102 (Y(T)w)|| Lo dr-
0

Toujours d’apres le lemme de Gronwall on obtient le résultat

Pour tout w € Wh™ et tout ¢ > 0,

(Y3) 10:Y(t)wlroe < exp(M't)]|Opw] Lo

8.2.5 Estimations du flot total S(¢)

On admettra que pour tout 7 > 0, S(t)u® € C([0,T]; L) et est C* sur [0,7] x R. On se fixe
T'. En particulier, pour tout 0 <t < T, on note [[u(t)|r < m et M = sup,e|_, m) f(2). On admet
également qu’il existe K > 0 telle que

K exp(Kt)
Vi

102 (£~ < o -



8.3 Régularité lipschitzienne

Composons (%) par X(t) & gauche. On a
Lt = X0 = Ko — [ XOIGw) dr
donc pour w et wy € L%, on a par linéarité de X()
E(tun — £(thu = X0~ wz) — [ XOU@Ewn) = FY )i

D’apres (X1)

t
L) w1 = LOwe|lLe < [lwr — waLes +/ [fV(T)w1) = F(V(T)w2)||L~dT
0
t
< wy — we|[pe + M// |V (T)wr — Y(T)ws||pedT (f est lipschitzienne)
0
t
< wy — we||pe + M// (14 Ct)||lwy — wa||pe ((Y2) pour 0 <t < 1)
0
< (14 Ct)|Jwy — wal|e (majoration brutale pour 0 < ¢ < 1).

Il existe une constante C' qui ne dépend que de f telle que pour tout wi, ws € L™ et tout 0 <t < 1,

Hﬁ(t)wl — ﬁ(t)wQHLoc S (1 + Ct)le — ’wg”Loo.

8.4 Erreur locale

Soit w € L°°. Notons

Lemme 3 Siw € L™

lg(®)llLoe < 2M exp(M't)[Jwl| o

Preuve :
On estime séparément

(X1) (¥1)
[f(X®YOw)|le < MI|X(O)Y(H)wle < M[YV(B)w|re < Mexp(M't)|w]ze,

(X1) (Y1)
IX@fYOw)e < [fVOw)lpe < MY )wllpe < Mexp(M')||wl|zee.

Le résultat découle de I'inégalité triangulaire. [ ]
Lemme 4 Si de plus w € WH™, pour tout 0 <t <1,

lg(t) ||z < CVH]|Ozw]| 1o

Preuve :
On réécrit



et on estime séparément

IFXOYE) — FOOW= S MRV - V(Ew]
2 MoV
(Y3)
< M'CVtexp(M't)||0pwl Lo,
(X2)

IF (Y (Ow) — X (&) FY(E)w)| L XSQ CVH0:f (V(t)w)]| Lo
< OV (V) w)du Y (t)w| Lo
< OVEM'|0,Y(t)w| L=
(Y3)
< C\/%M,eXp<M/t)HawaL°°'

Il existe une constante C qui ne dépend que de f telle que pour tout 0 <t <1
lg®)llz < OVE|Opw|| . u
On utilise une formulation de Duhamel pour écrire que v° € L>®

St = x(t)® — /Ot X(t—1)f(S(m)0”)dr.

On écrit la différence avec la solution splittée pour obtenir ’erreur locale

St)’ — L(t)° = —/0 X(t—r1) [f(S(T)'UO) — f(E(T)’UO)] dr —/0 X(t—T1)g(T)dr.

On a une estimation ainsi de ’erreur locale

t t
IS0 — L(t)||p < M’ /0 IS0 — L()e0 | pdr + /0 lg(r) | e

0

A la premiere itération du schéma, on sait uniquement que v° = v € L, on a alors d’apres le

lemme 3

IS()v" = L(#)0°]| 1

t t
M’ ||$(7')v0 — E(T)UOHLoodT —l—/ CH’UOHLoodT
0 0
t

= M ||S(7')v0 —E(T)UOHLoodT—I—CtHvOHLoo.
0

IN

Des l'itération suivante, on a v° = S(jh)u® € W1 d’apres les estimations sur le flot total. D’apres le
lemme 4, on a alors

IS()v" = L(#)0°|| 1

IN

/ IIS(7 v - )0||Lood7+/ CVT||0y 'UOHLoodT

_ / ISP — L1 poodr + Ct\f||8v .

D’apres le lemme de Gronwall modifié, on a pour tout 0 <t < tp(< 1),
[S()0° — L) || < Ct[]0°||pdr, pour v° € L,
[St)0° — L) ||z < CtVE||0,0°| 1o, pour v° € W,

8.5 Erreur globale
On choisit un pas de temps h <., in(to,1). On veut estimer ||£(h)"u’ — S(nh)u|~. Par une

inégalité triangulaire

I£(h)"u® — S(nh)u’l|z= < Z IL(R)" LS (Gh)u® — L(h)" TS (G + 1)h)u|

n—1

YL+ Ch"ITHI(L(R) = S(R))S(jh)u 1=,

J=0

IN



d’apres le résultat de régularité lipschitzienne.
Pour j =0, 0n a

I(£(h) = S(R)S(ih)u’|[ Lo = [(£(h) — S(h))u’|[pee < Chlfu’|| 2.
Pour 7 > 1, 0n a

(k) = SNSRI oe < Ol Rlartial, ()] o= < ChyR=PEE

On utilise le fait que (1 + Ch)" /=1 < exp(CT), que exp(Kjh) < exp(KT) et que

| o

n—1
Y. L < chvn < VTR
= vi

En sommant, on obtient le théoreme suivant.

Théoréme 1

Pour tout u® dans Loo(R) et tout T > 0, il existe C et hg tels que pour tout h €]0, ho[, et pour tout n
tel que nh < T

1£(h)" = S(nh)u|| 2 < CVR][W]| oo

La méthode est d’ordre 1/2.



