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1 Introduction

<«Splitting> : un terme anglo-saxon, quelle horreur ! Oui, mais je vais 1'utiliser tout de méme.

En francais, ce terme pourrait étre traduit par fission, fragmentation, division, fractionnement,
séparation, décomposition. Aucun de ces termes n’est vraiment satisfaisant.

On demande souvent de traduire par <pas fractionnaires>, ce qui de mon point de vue constitue
un contresens, car les pas de temps sont souvent entiers, c’est I'opérateur qui est fractionné.

On utilise parfois «directions alternées>, ce qui est une application particuliére dont nous par-
lerons, mais qui est loin de représenter 'ensemble des applications de cette méthode.
1.1 Une équation scalaire
Considérons I'équation différentielle ordinaire (EDO) scalaire suivante :
(EDO) x = (a + b)x, x(0) = xY,
ol a et b sont des scalaires. On connait la solution exacte de cette équation :

x(t) =exp((a+b)t)x" = exp(at)exp(bt)
= exp(bt) exp(at)

x? (méthode 1)
x? (méthode 2).
Nous pouvons ainsi séparer 1’évolution selon I'équation (EDO) en deux temps :

Y = by, y(0) =x°, Y = ay, y(0) =x°,
N %(0) = y(t), N %(0) = y(t).

Pour le systeme (L1), on a clairement
x(t) = exp(at)x(0) = exp(at)y(t) = exp(at) exp(bt)y(0) = exp(at) exp(bt)x’.

Le calcul pour (L2) se fait de la méme maniere et donne le méme résultat. On appelle splitting de
Lie les deux méthodes (L1) et (L2). Pour une équation scalaire, ces deux méthodes sont identiques
et reviennent au méme que de traiter I’équation en une seule fois.

1.2 Quand le splitting présente un intérét

Jusqu’a maintenant le splitting n’a pas 'air de présenter un intérét. En fait, 'exemple donné est
a peu pres le seul pour lequel le splitting ne change pas la solution. Nous allons voir I'intérét et
I'impact du splitting dans de nombreux contextes théoriques comme par exemple



(a) les systemes différentiels linéaires : x = (A + B)x,
(b) les systemes différentiels linéaires avec deux échelles différentes : x = (%A + B)x,
(c) les équations aux dérivées partielles non linéaires : par exemple d,u = Au + f(u),
(d) les systemes en grande dimension d’espace,
et leur approximation numérique. Pour les cas (b) et (c), on peut se reporter aux cours [2, 3].

Le splitting est utilisé dans de nombreux contextes applicatifs. Nous pouvons citer notamment :

— la chimie complexe (traitement séparé des phénomenes de réaction chimique (équations non
linéaires) et de diffusion des especes. Ce sont des systemes avec un tres grand nombre de
variables et des échelles de temps tres différentes.

— lamétéorologie, I'océanographie. La encore, la multiplicité des phénomenes mis en jeu, donne
lieu a une multiplicité de termes de natures tres différentes.

— la décomposition de domaine. Celle-ci est utilisée lorsqu’il y a couplage de phénomenes sur
des domaines différents (adjacents) ou avec des géométries tres différentes. Dans la zone d’in-
teraction, il y a redondances des variables et on peut souvent séparer 1'opérateur d’évolution
en un opérateur facile a intégrer et un autre petit en un certain sens.

— les méthodes d’ondelettes. A nouveau, les termes diagonaux des opérateurs sont prépondé-
rants et faciles a intégrer et les termes extra-diagonaux sont moralement petit, c’est d’ailleurs
la tout 'intérét de la méthode.

— les mathématiques financieres. Il faut traiter des systemes d’équations aux dérivées partielles
en grande dimension. On sépare donc les dimensions.

— et bien d’autres ...

Deux intéréts principaux du splitting peuvent d’ores et déja étre identifiés :

— le fait de pouvoir résoudre exactement ou numériquement chacune des sous-équations alors
que cela est impossible ou difficile avec I’équation entiére,

— le fait de pouvoir traiter séparément des variables ou des opérateurs correspondant a des
échelles tres différentes.

Un inconvénient apparait aussi immédiatement comme l'impossibilité de conserver les pro-
priétés fines liées a la structure de certaines équations et mettant en ceuvre toute 1’équation (quan-
tités conservées).

Dans tout ce cours, nous nous intéressons exclusivement aux semi-discrétisations en temps. La
discrétisation en espace peut faire appel a n'importe quelle technique adaptée (différences finies,
éléments finis, volumes finis, méthodes spectrales, ...), et éventuellement différentes pour chacune
des parties de I'équation. C’est la tout l'intérét de la chose.

1.3 Plan du cours

Apres avoir défini la notation des semi-groupes pour simplifier les écritures, le plan du cours
sera le suivant.
partie 2. Définition et analyse de méthode de splitting pour des systemes d’évolution linéaires;
partie 3. Discrétisation en temps de ces systemes d’évolution linéaires ;
partie 4. Généralités sur I'équation de la chaleur, y compris avec des non-linéarités ;

partie 5. Application aux modeles de Black et Scholes et de Heston.

1.4 Réécriture des schémas de splitting grace aux semi-groupes d’évolution

Pour exprimer le splitting dans notre exemple simpliste, nous avons été obligés d’introduire une
variable intermédiaire y. Ceci s’avérerait a 1'usage peu pratique pour des contextes plus compliqués.



Nous introduisons donc une notation de type semi-groupe d’évolution. L’application qui a x° asso-

cie x(t) par le flot de 'EDO est le semi-groupe d’évolution que nous noterons $(t) pour I'équation
toute entiere :

x(t) = 8(t)x” = exp((a + b)t)x’.

Quand l'opérateur est linéaire, on garde aussi souvent la notation avec ’exponentielle. Si on note
A(t) et B(t), les semi-groupes d’évolution associés aux deux parties de 1’équation, a savoir

A(t)x? = exp(at)x’, B(t)x" = exp(bt)x?,
les deux splittings (L1) et (L2) consistent a écrire
(L1) x(t) = A(t)B(t)x°, (L2) x(t) = B(t)A(t)x".

Avec cette notation, on définit sans effort (et sans introduction de variables supplémentaires) deux
nouveaux types de splitting : les splittings de Strang [27]

)xY.

t t t t
61 x(t) = AGBUAG R, (52 x(t) = BILAWB(;
Evidemment, pour notre premier exemple ces deux splittings sont toujours équivalents a I’équation
initiale.

Qu’entend-t-on par semi-groupe d’évolution ? L'opérateur A(t) qui est défini de R dans R a les
deux propriétés suivantes :

(P1) A(0) =1, (cf. exp(0) = 1),
(P2) A(t+s) = A(t)A(s), pour tout t,s > 0 (cf. exp(a(t+s)) =exp(at)exp(as)).

La propriété (P1) dit que 1’évolution pendant un temps nul donne la donnée initiale. La propriété
(P2) dit que cela revient au méme d’évoluer pendant un temps t + s, ou d’évoluer pendant un
temps s puis un temps t. Ceci est vrai parce que le systeme est autonome, sinon cela est faux. Dans
notre exemple, on a méme un groupe, car A(t) est défini pour des temps t négatifs, mais cela n’est
pas toujours le cas. Certaines équations sont mal posées <en rétrograde>, comme typiquement les
équations paraboliques que nous allons étudier pour l'application en mathématiques financieres.

Les propriétés de semi-groupe peuvent étre énoncées dans un cadre beaucoup plus général que
celui. Quelques pistes sont données a 1'appendice A.1. Pour en savoir plus consulter par exemple le
livre de Pazy [22].

2 Le cas des systémes linéaires
On considere maintenant le systeme linéaire

(S) x = (A 4+ B)x, x(0) = x°,

ot x € R% et A et B sont des matrices de Mg4. C’est une généralisation du cas scalaire. La matrice
A est la représentation d"un opérateur linéaire dans la base canonique. Le semi-groupe d’évolution
A(t) s’exprime dans cette méme base par la matrice exp(tA).

Si les matrices A et B commutent, on a, par exemple, exp(tA) exp(tB) = exp(t(A + B)), ce qui
limite 1'intérét du splitting (du moins de son analyse mathématique). On s’intéressera donc au cas
ou A et B ne commutent pas et on définira le commutateur ou encore crochet de Lie par

[A,B] = AB — BA.



2.1 Splitting de Lie

Dans notre cadre, les matrices A et B jouent des rdles symétriques, on ne regarde donc qu'un
seul cas de splitting de Lie.

A(t)B(t) — S(t)

2 2 2
<I—|—tA—|— ;A2> <I+tB + ;BQ> - <I+t(A+B) + ;(A+B)2> +0(t%)

1 1 2
= 12 <2A2 + AB + 2132) — % (A% +AB +BA +B?) + O(t%)

2
= 5[A, B] + O(t3).
Ce développement permet de démontrer I'ordre de la méthode. Nous ferons la preuve plus loin
dans un cadre plus général.

2.2 Splitting de Strang

FEtudions de méme la formule de Strang

t t t 2 3. 2 3
A=)BHA(=)—8(t) = (I+-A+ —A2+ —A3)(1+tB+ —B?>+ —B3
A s = (14 A+ GaTe a0 (B S
t 2 3
I* > A2 - a3
><<+2A+8A+48A>

t2 3
— <I+t(A+ B)+ S (A+ B)? + TA+ B)3> +0(th

1 1 1 1 1 1 1
= <6A3 + gAZB +JABA + gBA2 + ZB?A + ZAB2 + 33>

6
t3
-5 (A + A®B + ABA + BA% + B®A + BAB + AB* + B?) + O(t*)
1 1 1 1 1 1
_ 3 _ - A2 o - 2 T p2p = - 2 4
= t ( 5 AB+ SABA — BAT+ T B?A 6BAB+12AB>+O(t)
1 1
3 4
= - B]l + —[B, [B .
t < 24[/\,[/\, ]]+12[ | ,A]]>+O(t)

2.3 Splittings d’ordre plus élevé
2.3.1 Calcul de l'ordre et convergence

Les deux résultats précédents sont deux cas particuliers du résultat suivant.

Théoréeme 1

Soit C € Mg et f une fonction continue définie sur un voisinage de 0 dans R a valeurs dans Mg, tels qu'il
existe une matrice R € Mg et un entier p tels que le développement asymptotique

(DA) f(t) — exp(tC) = RtP T 4+ O(tP12)

soit vrai dans un voisinage de 0. Alors

F)" —exp(tC) = O(()P).

De plus, cette estimation est optimale, sauf si R est identiquement nulle.




La preuve de ce théoréme est donnée a 'appendice A.2.

Ce théoréme assure que n applications de f(t/n) a x° fournit ainsi une méthode d’ordre p
pour approcher x(t). Les splittings de Lie et de Strang correspondent aux cas p = 1 et p = 2
respectivement. En effet

|(aczim2)) < = xtu| = o)

(cette formule est une version dans le cadre matriciel de la formule de Trotter-Kato que nous verrons
plus loin) et

n n n

t oottt " t
|(atmaign) < =xtu] =0
n
Les méthodes de Lie et de Strang sont respectivement d’ordre 1 et 2.

Ceci justifie I'utilisation du splitting comme méthode numérique, en admettant que I'on sache
calculer de maniere exacte ou suffisamment précise les exponentielles exp(tA/n) et exp(tB/n).

L'ordre 1 et a fortiori les ordres supérieurs suffisent a montrer la consistance des méthodes. La
stabilité sera assurée systématiquement par la stabilité de chacun des schémas pour résoudre les
différentes parties du splitting. Il est bien connu (théoreme de Lax—Richtmyer) que consistance et
stabilité assurent la convergence de la méthode.

Une question se pose : comment construire des méthodes d’ordre plus élevé?

2.3.2 Une réponse négative

La premiere réponse est négative dans le cas o1 on cherche des coefficients positifs. Ce résultat
est d(i a Michelle Schatzman [24]. On cherche des coefficients o; et 35 tels que la fonction

fi(t, o, B) = exp(x1tA) exp(B1tB) ... exp(octA) exp(PitB)
vérifie le développement asymptotique du théoreme précédent.

Théoréme 2

Si [A,[A,Bl] et [B, [B, Al] sont linéairement indépendants, il n’existe aucun choix de k et des coefficients «;
et B réels positifs pour obtenir (DA) pour p > 3.

On remarque que les commutateurs qui interviennent sont ceux du reste dans la méthode d’ordre
2 de Strang.
Le résultat est méme plus fort, on peut généraliser la forme de la fonction recherchée en

f(t) =r1(tA)s1(tB) ... 1 (tA)sk (tB),

ott les fonctions 1j et s; sont analytiques sur R avec 1;(0) = s;(0) =1, 1j(0) = o et s{(0) = B;. Cette

généralisation inclut la plupart des approximations numériques de I'exponentielle.

Théoréeme 3
Si

(i) «; et 35 sont positifs,

(ii) [A,B], A? et B2 sont linéairement indépendants,

(iii) [A,[A,Bl], [B, [B, All, [A2, B, [A, B2], A3 et B3 sont linéairement indépendants,
alors il n’existe aucun choix de k et des fonctions 1; et s; pour obtenir (DA) pour p = 3.

On peut contourner le probléme en choisissant certains des «; ou (3; négatifs, mais cette ap-
proche n’est pas intéressante pour 1’application qui nous intéressent dans laquelle les équations ne
sont pas bien posées en rétrograde.



2.3.3 Combinaison linéaires d’approximations d’ordre inférieur

On se rappelle que

2
A)B(t) — S(t) = %[A, Bl + O(t3).
On a donc
1

SAMB(Y) +BA(L) — 8(t) = O(t?).
En poussant plus loin les développements, on voit apparaitre des termes faisant intervenir les com-
mutateurs [A, [A, B]] et [B, [B, A]l. On peut essayer de les annuler avec ceux de A(t/2)B(t)A(t/2) —
8(t) et B(t/2)A(t)B(t/2) — 8(t). Ceci donne la formule

2 t t t t 1
alt) = 3 (AGBIUAG) + BEIAB()) - § AW + BLA(),
pour laquelle
4
0(t) — exp(t(A + B)) = — A, B + O(t").

2.3.4 Extrapolations de Richardson

L’extrapolation de Richardson est une méthode générale pour accélérer la convergence d’une
méthode numérique d’intégration des EDO. Présentons la d’abord dans ce cadre.

On suppose que l'on approche la solution exacte y(t) d'une EDO par une méthode dépendant
d’un pas h et calculant une approximation y(t; h) telle que

y(t;h) =y(t) + hPg(t) + O(hPT)

qui est donc d’ordre local p. Si au lieu d’utiliser le pas de temps h, on utilise le pas de temps gh, on
a

y(t;qh) =y(t) + (qh)Pg(t) + O(hP*1).
On peut calculer la combinaison linéaire

qPy(t;h) —y(t; qh)

. =y(t) + O(h"™)

qui donne une nouvelle méthode qui est d’ordre local au moins p + 1.

Adaptons ceci aux méthodes de splitting. La solution exacte est §(t)xy. Si on calcule avec une
seule itération de splitting, on calcule f(t)x¢ qui est ’équivalent de y(t;h). On choisit g = 1/2, ce
qui revient a faire deux itérations de la méthodes avec un pas de temps moitié : f(t/2)f(t/2)xo. La
nouvelle méthode s’écrit :

(1) —f(3)f(3) _ 2PF(3)f(5) — flt)

5 —1 2 — 1

Appliquons ceci a un splitting de Lie £;(t) = A(t)B(t) pour lequel p = 1. On obtient le schéma

RE () = 24(3)B(5)A()B(5) — AUB(V)



qui n’est que d’ordre 2, donc pas meilleur qu'un splitting de Strang tout en demandant plus de
calculs. En outre, ce schéma a 'inconvénient de comporter des signes moins. On oublie donc.

Appliquons ceci a un splitting de Strang 8;(t) = A(t/2)B(t)A(t/2) pour lequel p = 2. On obtient
le schéma

1 t t t t t t t
%.(1) = 5 (LA(BAAIBE)A) - AGIBIOA)).

On peut combiner les deux A(t/4) centraux et obtient le nouveau schéma

4 1 1 1 1 1
g(t) = gexp(ZtA)exp(itB)exp(itA)exp(itB)exp(itA)

1 1 1

—gexp(itA)exp(tB)exp(itA).

Cette formule est construite a partir de deux formules d’ordre 2 pour étre d’ordre 3. En fait, elle est
d’ordre 4 et est utilisée en pratique contrairement a la précédente.

3 Approximation de l’exponentielle

Tous les calculs précédents ne sont applicables en pratique que pour des matrices dont on sait
calculer facilement 1’exponentielle. Elles ne sont pas si nombreuses. Entrent dans ce cadre
— les matrices diagonales :
D = diag(dy). On a alors exp(tD) = diag(exp(tdy)).
— les matrices sous forme de Jordan :

Al 0

] =
-1
0 A

Il est tout d’abord facile de calculer leurs puissances :

A IR e AT k—laey
Jk =
k}\kfl
0 A

De maniére générique, on a pour j > 1i, J& = Ct U=H\k=(-1)_ On a alors

L Likik L ikek=0-1) k(1)
eXp(t])l) = Z k!t Iij = Z k!t Cy A
k=0 k=j—i
o o¢]
_ Z tktj—lck ) )\k_Z tkt) 1)\k
—i)! k+(j—1) (G —
2kt (G-1) 23— 1)!
Pt
= ]—I'Zk' = G exp(tA).
— les matrices idempotentes comme les projecteurs : P* = P pour tout n > 1. On a alors
o0 tP)m X 4np
exp(tP) :Z i =I+) — o P+Z—P_I+ (exp(t) —1)P.
n=0 n=1



Dans les autres cas, il faut avoir recours a des approximations a différents ordres de I'exponen-
tielle.

On suppose que 'on discrétise le temps avec un pas constant h : t, = nh. On cherche a calculer
une approximation x™ de x(t). Il s’agit d’écrire une relation de récurrence qui relie x™HL oy x™.
Celle-ci résulte de la discrétisation du systeme différentiel écrit entre les temps t, et tn41.

5(': (A+B)X7 X(tn) :Xna

ou de son équivalent intégral

x(t) = x(tn) + J (a+b)x(t)dr.

tn
Pour pouvoir analyser ce qui suit, donnons le développement limité de x autour de t =t :
X(tn +h) = I+ (A +B)h+ %(A + B)?h? + é(A + B)?h3 + O(h*))x(tn).
On a donc
§(h) = (I+(A+Bh+ %(AQ + AB + BA + B?)h?
+1(A3 + A?B + ABA + AB? + BAZ + BAB + B?A 4 B?)h? + O(h?).

6

Il suffira de calculer la différence de cette quantité avec celles associées aux différents schémas,
qui sont toutes des fonctions continues de h au voisinage de 0 et a valeur dans pour obtenir une
expression de type

(DA) f(h) —8(h) = RhP*! + O(hP*?),

ce qui est 'opérateur d’erreur locale et le théoréme assure que, pour t = nh,
f(h)™ —8(nh) = O(hP)

et la méthode est d’ordre p.

Nous ne donnons les résultats que pour les premiers schémas, (L1) et (S1), les résultats pour les
autres schémas s’en déduisant clairement en échangeant le role de A et B.

3.1 Schéma d’Euler

Pour 1'équation (S) de départ, le schéma d’Euler consiste a approcher 'intégrale par la méthode
des rectangles a gauche et s’écrit

x" = g(A+B,h)x™ =x™ + h(A +B)x™ = (I+ h(A + B))x™.
Si on applique le schéma d’Euler a (L1), on a

E(B,h)x™ = x™+hBx"™ = (I+hB)x",
x" = E(A,h)E(B,h)x™ = &(B,h)x™ + hAE(B,h)x™ = (I+ hA)&(B, h)x™
= (I4+hA)(I+hB)x™ = (I+h(A+B)+h2AB)x™.

On a

L1&(h) =1+ h(A + B) + h?AB.



Du point de vue de 'ordre, on a

£A€(R) — 8(h) = Jh2(1A,B] — (A” 4 B%)) + O(?).

Le schéma de splitting de Lie avec approximation d’Euler est d’ordre 1. On peut dissocier 1'erreur
d’approximation de 'exponentielle de celle du splitting :

£18(h) — Ly (h) = —%hQ(AQ +B2) + O(h¥),

Cette erreur d’approximation est symétrique en A et B. Elle ne dépend donc pas du choix de
méthode de Lie. On est bien siir encore d’ordre 1.

3.2 Schéma d’Euler rétrograde

Pour I'équation (S) de départ, le schéma d’Euler rétrograde consiste a approcher l'intégrale par
la méthode des rectangles a droite et s’écrit

XL R(A_i_B?h)Xn:Xn+h(A+B)fR(A—|—B,h)x“a
—x™ = (I—h(A+B)) ™

Il suffit de prendre h suffisamment petit pour que ceci ait un sens : h < 1/p(A + B).
On peut effectuer un développement limité et
R(A+B,h) =I+h(A+B)+h?A+B)2+0(R).

Si on applique le schéma d’Euler rétrograde a (L1), on a

R(B,h)x™ = (I—hB) x™,
X1 = R(A,R)R(B, XY = (I—hA) " (I —hB)~x™

On obtient I'opérateur
LiR(M) = (I —hA)"HI—hB) ' =I+h(A +B)+h?(A%2+ AB + B?) + O(h?).
Du point de vue de l’ordre, on a

LaR(h) — 8(h) = SR([A, B] + (A% + B)) + O(°).

Le schémas de splitting de Lie avec approximation d’Euler rétrograde sont d’ordre 1. A nouveau,
on peut extraire uniquement l'erreur d’approximation

1
LiR(h) = L1(h) = Sh* (A% + B) + O(h?).
qui est a nouveau symétrique en A et B et ’ordre est toujours 1.

3.3 Couplage Euler-Euler rétrograde

Une fois le splitting effectué, rien n’oblige a utiliser le méme schéma pour les deux parties. Par
exemple avec (L1), on peut écrire :

LiREM) = (I—hA) 'I+hB)=I+h(A+B)+h?A%2+AB)+O0(h?),
L1ER(M) = (I+hA)I+hB) ! =1+h(A+B)+h?AB+B?) +0(h?).



3.3.1 Meéthode de Crank-Nicolson

La méthode de Crank-Nicolson peut étre décrite ainsi. Soit a résoudre x = Ax, que 1'on écrit
1 1
x = ~Ax + ZAx.
2 + 2

On utilise une méthode d’Euler pour une partie et d’Euler rétrograde pour 'autre. On est clairement
dans le cadre commutatif et

1 1 1 1
C(h) = (I+ =hA)(I—=hA)" ! = (I—=hA) I+ =hA).
2 2 2 2
Ceci est équivalent a 1’écriture habituelle de cette méthode qui correspond a utiliser la méthode du
trapeze pour approcher la formulation intégrale :
n+1 _ xn Xn+1 + X"

o AT

X

Cette méthode est bien connue pour étre d’ordre 2. Pour le démontrer, il faut pousser un peu plus
loin le développement

1 1 1 1 1 1
C(h) = T+ ShA)(T+ ShA + Zh?A2 + §h3A3 +0(h*)) =1+hA + 5h?A? + th’*A?’ + O(ht).

On a
1
C(h) —A(h) = Ew‘*”Aff + O(hY).
La méthode est exactement d’ordre 2.

3.3.2 Le 0-schéma

On peut de maniére plus générale utiliser la décomposition
x = 0Ax + (1 —0)Ax

en traitant x = OAx par un schéma d’Euler rétrograde et x = (1 — 0)Ax par un schéma d’Euler. On
obtient le 6-schéma :

X" = (I—heA) LI+ h(1—0)A)x™.
On a I'habitude de définir ce schéma sous la forme

XM =x™+h((1—0)Ax™ + 0AX™ ),
c’est-a-dire que l'on approche la formulation intégrale par un barycentre de x™ et x™ ™! avec les
poids 1 — 0 et 0. Cette interprétation n’a de sens que si les poids sont positifs et donc 8 € [0, 1]
Sinon, on peut monter que la méthode n’est pas consistante.

On reconnait bien sfir, le schéma d’Euler pour 6 = 0, le schéma d’Euler rétrograde pour 6 =1 et
le schéma de Crank-Nicolson pour 6 = 1/2. Seul ce dernier cas lieu a un ordre 2, le 8-schéma étant
génériquement d’ordre 1.

Ce schéma est tres largement utilisé en mathématiques financieres.
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3.4 Vers l'ordre 2 pour un splitting approché

Pour passer a 'ordre 2, on peut envisager différentes solutions :

— monter a l'ordre 2 sur le schéma de splitting,

— monter a l'ordre 2 sur le schéma d’approximation de 1’exponentielle,

— monter a l'ordre 2 sur le schéma de splitting et le schéma d’approximation de 1’exponentielle.

On a vu que I'on pouvait dissocier erreur d’approximation de 1’exponentielle et de splitting. Il
ne faut donc pas espérer de miracle : appliquer un schéma d’Euler (ordre 1) sur une formule de
Strang (ordre 2) ou un schéma de Crank-Nicolson (ordre 2) au splitting de Lie (ordre 1), donne un
ordre total de 1. Les calculs sont laissés au lecteur.

3.4.1 Combinaison de Strang et Crank—Nicolson

Une fagon d’obtenir 1’ordre 2 est bien stir de combiner une méthode de Strang avec une méthode
de Crank-Nicolson.
h h

$:C(h) = (I+ZA)(I—%A)—l(w513)(1—gB)—l(H%A)(I—%A)—l

1 1 1 1 1
= (I+ §hA + §h2A2 + 3—2h3A3 +O(h"))(I+hB + 5h2132 + Zh3B3 +O(hY)) x

1 1 1
I+ -hA + -h2A%2 + —
x(I+5hA+3 * 3

1
= I+h(A+B)+§h2(A2+AB+BA+BQ)

3 1
h3 (=A% 4+ =
+ (16 *3

L’erreur locale est donnée par

3 1
— = 3 — 3 —
8§1C(h) — 8(h) h (16A + 3

1
—6h3(A3 + A%B + ABA + BA% + BAB + AB? + B2A 4+ B®) + O(h?)
1

= @h?’(}\?’ —2(A?B + BA?) + 4(ABA + AB? 4 B?A + B3) — 8BAB)

+0(h%).

La méthode n’est pas plus précise que l'ordre 2 et elle met en ceuvre la construction de quatre
opérateurs dont trois a inverser, il faut donc lui préférer la méthode de Peaceman—Rachford.

h3A3 +0(ht))

1
(A2B + BA?%) + Z(ABA + AB? + B?A +B3)) + O(h?).

1
(AZB + BA?) + Z(ABA + AB? + B%A + B?))

3.4.2 Meéthode de Peaceman—Rachford

On peut combiner les opérateurs qui constituent les méthodes d’ordre 1 en

- Peyvr s P B
P(h) = (I— JA) I+ B)(I- B) (I + JA).

Ceci s’appelle la méthode de Peaceman—Rachford [23]. On peut interpréter ceci par un demi-pas
de temps d’Euler pour A, suivi d'un pas de temps de Crank—Nicolson pour B et enfin un demi-pas
de temps d’Euler rétrograde pour A. De nombreuses autres interprétations existent, voir [2]. On
calcule

1 1 1 1 1 1
Ph) = (I+ ShA+ Zh2A2 + §h3A3 + O(h*))(I+hB + 5}12}32 + 1hi”Bf” +O(h*)) (I+ 5hA)

1
= I+h(A+B)+§h2(A2+AB+BA+BQ)

1
+Zh3(A3 + AZB + ABA + AB? 4+ B2A + B3) 4+ O(h?).
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L’erreur locale est donnée par

1
P(h) —8(h) = 1rv”*(/\3 + A%B + ABA + AB? 4+ B%A + B?)

1 ‘ ‘
—gh?’(AS + A%B + ABA + BA% + BAB + AB? + B2A + B%) 4+ O(h?)
1 1

= E113(/1\3 + A%B + ABA + AB? + B2A + B?) — 6h3(BA2 + BAB) 4+ O(h?).

On obtient une méthode exactement d’ordre 2. Elle met en ceuvre la construction de quatre opérateurs
dont deux seulement sont a inverser.

On reconnaitra cette méthode dans la suite sous la forme

h h n+1 _ Ll E n
(1= 5B)(I = SAN™ ! = (I+ IB)(I+ JANX™

3.5 Etsi A et B commutent?

Nous avons vu que toutes les approximations a base d’exponentielles sont exactes si A et B
commutent. Est-ce encore vrai lorsque 1’on approche les exponentielles ? Sinon, peut-on espérer au
moins un gain en ordre? Dans tous les cas, I'erreur locale sera la méme que 1’on compare avec
8(h) ou avec la méthode de Lie, de Strang, ... puisqu’elles sont équivalentes. Reprenons toutes les
méthodes déja vues une-a-une.

3.5.1 Schéma d’Euler-Lie

On calcule 'erreur locale
L1&(h) —8(h) = Lo&(h) — 8(h) = —%hQ(AQ + B?) + O(h?).

Les deux méthodes L1E(h) et L2E(h) sont donc clairement identiques. Aucun gain en ordre n’est
observé.

3.5.2 Schéma d’Euler rétrograde-Lie

On calcule l'erreur locale
1
L1R(h) —8(h) = LoR(h) — 8(h) = 5h2(A2 +B?)) + O(h3).
La conclusion est la méme que pour Euler.

3.5.3 Schéma de Peaceman—-Rachford

La formule d’erreur locale pour la méthode de Peaceman-Rachford est nettement simplifiée si
A et B commutent. En effet AB + ABA —2BA% =0 et AB? + B?A — BAB = 0 donc

P(h) — 8(h) = %h3(A3 +B3) + O(h%).

L’ordre n’est cependant pas amélioré.
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4 Généralités sur I’équation de la chaleur

Souvent les méthodes de splitting sont appelées méthode des directions alternées (ADI, Alter-
nate Directions Implicit, en anglais). Cette dénomination n’a pas vraiment de sens si on considere
les exemples que 'on a vus jusqu’a maintenant. Elle prend son origine dans 'application initiale
par Peaceman et Rachford [23] et par Douglas [7] de la méthode : la résolution de 1’équation de la
chaleur en décomposant le laplacien en sommes. C’est ce que nous allons faire en finance.

Nous allons d’abord donner un cadre favorable dans lequel la formule de Trotter—Kato est valide.
Dans ce contexte, tout marche comme dans le cas matriciel.

Dans le cadre continu, ol on traite de laplaciens, un probleme crucial est celui de la stabilité
pour laquelle nous donnerons des définitions et que nous illustrerons par un exemple. Dans les
cas pratiques nous allons regarder des approximations du laplacien. Nous serons donc dans le
cadre d’espace fonctionnels finis et de matrices. Ces problemes de stabilité ne nous affecteront pas
directement, mais il y en aura d’autres. ..

4.1 Formule de Trotter—-Kato

Lemme 1 (Trotter—Kato)

Soient M > 1 et w > 0. On suppose que I'on a une suite de générateurs infinitésimaux Ay de semi-groupes
uniformément continus An (t) qui satisfont ||An(t)|| < Mexp(wt). On suppose qu’il existe Ag € C tel que
Re(Ao) > w et pour tout x € X, (Aol — An)~Ix — R(Ag)x, ol I'image de R(A) est dense dans X.

Alors il existe un générateur de groupe infinitésimal A d'un semi-groupe uniformément continu A(t) qui
satisfait ||A(t)|| < Mexp(wt) tel que R(Ag) = (Aol — A) L et An(t)x — A(t)x pour tout x € X. Cette
limite est uniforme sur tout intervalle borné en temps.

L'application a notre cadre donne typiquement le résultat :

im (A(t)B(t)> = lim <exp(TtlA)eXp(TtlB)> — exp(t(A + B)) = S(t).

n—oo n—oo

4.2 Notions de stabilité

On consideére ’EDP suivante

du

— = Au+ Bu, ut=0)=u’eH,

dt
Pour la résoudre on utilise un schéma donné par son semi-groupe f(h). Dans la démonstration de
convergence que nous avons déja donnée dans le cadre matriciel, on avait vu qu’il fallait de la sta-

bilité en plus de la consistance (ordre local au moins égal a 2).

Classiquement, on dira que le schéma est fortement stable si il existe une constante C tel que
pour h petit,
[f(h)[l () <1+ Ch,

ot || - [[g(n) est la norme des opérateurs linéaires bornés sur I'espace de Hilbert H :

1AW
1Al 51 = su .
=00 Tl

Pour I’'approximation de Peaceman—Rachford :
1,1 11
Ph) =(I—- §hA) (I+ ghB)(I — §hB) (I+ §hA),

on peut monter que
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— cette approximation est faiblement stable au sens ot pour tout u € D(A), on a
t
1P ull < flulln + Tl Aun,

pour tout n tel que t/n < T (voir Appendice A.3). Il y a en quelque sens une perte de
régularité.

— on peut donner un contre-exemple a la stabilité a base de laplaciens, a savoir des opérateurs
A et B pour lesquels

PR (1) = 2.

Le résultat général dont la démonstration dépasse de loin le cadre de ce cours est que, sous
certaines hypotheses supplémentaires (voir 'article de Schatzman [25]), on a uniquement

1Py <1+ CVh.

4.3 La méthode des directions alternées
4.3.1 L’équation de la chaleur en dimension 1
Considérons tout d’abord 1’équation de la chaleur en dimension 1
dru(t,x) = 32,u(t,x), pour tout t €]0,T], x € [0, X].

On discrétise le temps et I'espace en définissant un pas de temps 6t = T/Nett, =ndt,n=1,... N,
et un pas d’espace dx = X/M et x; = id0x,1=1,..., M. On calcule u{*, qui se veut une approximation
de u(t™, xi), grace au 6-schéma, pour 6 € [0, 1],

ut - up _ eu{‘jll —2upt utt 41— e)u{lﬂ —2ui +uit
ot 5x? %
On note
-2 1 0
) 1 -2 1
L=52] 0 0
1 -2 1
0 1 -2
et U™ = Yul,...,u}y). Le 6-schéma se réécrit alors
U“H&—U.“ = oLU™"! + (1 —0)LU™.

La matrice L est symétrique définie négative et on en connait les valeurs propres

ce qui permet de faire des estimations d’erreur. La matrice (I — 5tOL) est de plus tridiagonale
(seule la diagonale, principale et les deux diagonales adjacentes sont non nulles) et il existe des
algorithmes explicites et efficaces pour inverser de telles matrices, voir ’appendice A.6. On montre
que la condition de stabilité pour ce schéma est
ot 1
1-20)— < -
( )52 S 3

Le systeme est inconditionnellement stable si 6 > 1/2.
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4.3.2 La méthode ADI historique

La méthode ADI historique a été introduite par Douglas [7] et Peaceman et Rachford [23] pour
I’équation de la chaleur en dimension 2

atu(taxay) = aixu(ta va) + aiyu(ta va)

sous la forme :
un+1/2 —un
1
50t
n+1/2

Lxun—l—l/Z + Lyun,

n+1 _

u u

1/2 1
5 = L2 4 untt
2

oll maintenant L et L,, désignent des matrices de taille M? x M2. Cette méthode consiste a faire
deux étapes de Euler-Euler rétrograde sur I'opérateur (93, + 93,)/2. On reconnait la méthode de
Peaceman-Rachford pour A =L et B=1Ly:

1 1
(- §6tLX)u“H/2 = (T4 58ty Ju™,
1 1
(I— 5zstLy)u““ = (I+ §5th)u“+1/2,
1 1 1 1
(I— 5zStLX)(I — 5zStLy)u““ = (I+ 5zstLX)(I + 5zStLy)u“.

C’est aussi une généralisation de la méthode de Crank-Nicolson, car prendre L, = 0 redonne la
méthode de Crank-Nicolson.
On peut également voir cette méthode comme une méthode de prédiction—correction, pour cela
on l'écrit
un+1,* —un 1
= = 5LX(un—O—l,* + un) + Lyun’

ot
un+1 _ un 1 1
- ZL n+1,x n - n+1 n
5t 5 «(u +u )—|—2Ly(u +u"),
Oou encore
(I—létL juntle = (1 LstL StL, ) u™
B x /U = + 5 x + yJu,
1 1
(I— 5zstLy)u““ = yttlr 5f>tLyu“.

Sous cette forme, on voit que la nouvelle valeur intermédiaire u™"1* est une approximation par

splitting de I'équation complete, ot on traite avec Euler rétrograde 9%, /2 et avec Euler 93, /2+ 07 .
Le deuxiéme pas est une correction en implicitant aussi la dérivée 02 /2. A noter que I'on n’avance
pas en temps dans cette derniére étape.

C’est sous cette forme que cette méthode a été généralisée au cas de trois directions d’espace par
Douglas [9] en ajoutant une autre variable intermédiaire

un+1,* —umn 1
—5 = §Lx(un+1’* +u™) + Lyu™ + Lu",
e _qyn 1 1
u _ 7Lx(un+1,* + un) 4 7Ly(un+1,** + un) 4 Lzun7
ot 2 2
untl —qyn 1 1 1
ot = SLu™ b um) oLy T ) 4 S (T ),
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qui s’écrit aussi :

1 1
(I— iétLX)u“H’* = (I+ 56tLX + 5tLy + 8tL,)u™,
1 1
(I o §5ﬂ—y )un+17** — LLTH—l’* _ 551:Lyun7
1 1
(I— 5zStLZ)u““ = b 5zStLZu“.

A nouveau toutes les variables u™*1*, un*1** et u™*! sont moralement au temps n + 1. Cette
forme permet clairement de mettre en évidence les calculs a effectuer en pratique : il faut inverser
les matrices (I — %6tLX), (I— %6‘(]_13) et (I— %éﬂ_z) qui sont toutes tridiagonales a une permutation
pres.

On montre qu’en fait on calcule :

1 1 1 1 1 1
(I— §5tLX)(I — me)(l — §6tLZ)u“+1 = (I+ 55tLX)(1 + 55tLy)(1 + 5zstLl)u“.

Nous restons en terrain connu.

4.3.3 Cas du 0-schéma

Au lieu de couper les opérateurs en deux moitiés égales, on utilise en pratique des 6-schémas
pour des questions de stabilité en grande dimensions (cf. infra). Cela revient a calculer, par exemple
en dimension 3,

(I—08tL )u™ ™" = (I+ (1 —0)8tLy + 5tLy + StL,)u™,
(T—08tLy ) u™tb** = untb* —gstl,u™,
(I—05tL )u™t! = u™tb** —95tl,u™.

Cette généralisation ne s’écrit pas comme splitting de 8-schémas. En effet, si on développe on obtient

(T—08tLy)(I— 05tLy) (T — 08tL, )u™™ = u™+ (1 —0)5dt(Lx + Ly + L )u™
+025t%(LyLy + LyL, 4+ LyL)u™ — 0°6t3L Ly Lou™.
Ceci étant, on n’espére pas plus que l'ordre 1 avec 8 # 1/2 et le second membre est aussi une

approximation a l'ordre 1 de (I + (1 —0)dtLy)(I+ (1 —0)dtLy)(I+ (1 —0)dtL,)u™.
On peut aussi écrire ce schéma sous la forme

Pu™™ = (P 4 5tL)u™, avec P = (I — 050tLy)(I —00tLy)(I—006tL,) et L=Lx + Ly + L;.

Cette forme sera utilisée plus tard.

4.3.4 Extensions

Pour pouvoir appliquer ceci en mathématiques financieéres, il va falloir étre capables d’étendre
ce modele pour pouvoir traiter

— d’autres opérateurs différentiels;

— des coefficients variables en temps en en « espace > ;

— des dérivées secondes croisées ;

— des conditions aux bord.
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5 Modeéles en mathématiques financiéres

5.1 Les modeéles
5.1.1 Le modele de Black et Scholes

L’équation de Black et Scholes [4] est I'équation satisfaite par le prix d"une option (de vente, put)
européenne. On note u(t, s) ce prix qui dépend du temps t €]0, T] (dont on a retourné le sens) et de
la valeur du cours s > 0. L’équation de Black et Scholes s’écrit

deu(t,s) — %0'2(’(, s)s202 u(t, s) — r(t)sdsu(t, s) + r(t)u(t,s) = 0.

Ce modeéle est paramétré par la volatilité o(t,s) du prix de l'action et le taux d’intérét sans risque
1(t). Cette équation est assortie d'une donnée initiale, qui est la fonction payoff

u(0,s) =up(s) = (s —K)_,

ou K est le prix d’exercice de I'option. Pour ce type de put, il y existe une solution explicite a I'EDP
(qui a valu le prix Nobel d’économie a Robert Merton et Myron Scholes en 1997, Fischer Black étant
mort en 1995).

En revanche, ce n’est pas le cas si on complexifie cette équation pour mieux correspondre a la
réalité des marchés financiers.

Tout d’abord, il parait naturel de généraliser au cas d’options portant sur plusieurs actifs de

valeurs s = (s1,...,sx) € (RT)¥, on alors ’équation
1k 13
ouu(t,s) — 5 D E(t,s)sis;0% g ult,s) — ) T(t)sidsult,s) + r(t)uft,s) = 0.
ij=1 i=1

Les coefficients de la matrice sont

2 . . .
os.(t,s), s11=),
Eij(t7s):{ 11( ) )

poii(t,s)ojj(t,s), sinon, avec —1 <p <1,

ce qui est fait que cette matrice est symétrique définie positive. Il y a différentes fagons de choisir la
fonction de payoff, par exemple

— ols) = (£ iy st —K)

- Uo(s) = (maxy s; —K)_;

- up(s) = (ming s; — K)_.

5.1.2 Premieres propriétés

On fait des hypotheses de bornitude de o et r.

— Il existe deux constantes 0 < o < ¢ telles que 0 < o(t,s) < 6 pour tout t € [0, T] et s > 0.

— Il existe une constante C; telle que [s0s0(t,s)| < Cy pour tout t € [0, T] et s > 0.

— Il existe une constante C; telle que 0 < r(t) < Cq pour tout t € [0, T].
Sous ces hypothéses, on peut montrer que 1’équation de Black et Scholes (a un actif) admet une
unique solution dans un espace fonctionnel bien choisi, et que

t
u(t,0) = Kexp <—J T(T)d’l’) pour tout t €]0, T].
0

Par ailleurs, le principe du maximum s’applique a cette équation, et on peut montrer que pour
toutt € [0,T]ets >0,ona

-
0 <u(t,s) < Kexp (—J r(T)dT> )
0
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5.1.3 Conditions aux bord

Pour calculer une solution numérique, il faut tronquer l'espace de calcul en la variable s. On
définit S assez grand pour que u(t,S) ~ 0 pour tout t € [0, T]. La condition au bord sera alors

— de type Dirichlet : u(t,S) = 0 pour tout t € [0, T];

— de type Neumann : 9su(t,S) = 0 pour tout t € [0, T];

— de type Robin : 9;u(t,S) + Bu(t,S) =0 pour tout t € [0, T];

5.1.4 Modeéle en variable log

Le modele de Black et Scholes pose des problémes du fait de la présence de coefficients dépendant
de s devant les dérivées. Il s’ensuit une grande variation de ces coefficients et une perte de parabo-
licité en s = 0.

Pour parer a ceci, on passe classiquement en variable log. Pour cela, on pose s = exp(x) et
w(t,x) = u(t,exp(x)). On voit immédiatement que

0,w(t,x) = e*osu(t,e*) =s0su(t,s),
02 w(t,x) = e*dsu(t,e’) + (eX)20sult, e*) = sdsu(t,s) + szaisu(t, s).

En remplacant dans le modele de Black et Scholes, on obtient
ow(t,x) — %GQ(‘L e®)2w(t,x) + (;0‘2(’(, e*) — r(t)) 0,w(t,x) + r(t)w(t,x) = 0.

On a toujours une dépendance en x des coefficients mais uniquement a travers o qui est bornée
inférieurement et supérieurement. Les coefficients sont donc bornés et la parabolicité est toujours
assurée.

On préferera donc cette forme pour les simulations numériques. Il faudra a nouveau assortir ce
modele d’une condition initiale

w(0,x) = (e* = K)_,
et surtout de conditions aux bords en tronquant le domaine de calcul a gauche, la valeur s = 0 étant
envoyée en x = —oo. On se place donc sur un domaine x € [X, X], avec par exemple des conditions
de Dirichlet w(t,X) =0 et w(t, X) = Kexp (— IS T(T)dT).
Pour le modele a plusieurs actifs, on trouve bien stir

ow(t,x)—— Z E(t, exp(x))02  w(t,x +Z < 0% (t, exp(x)) —r(t)) Ox, ul(t, x)+r(t)u(t,x) = 0.

1]1

avec x = (In(sq1),...,In(sy)).

5.1.5 Le modele de Heston

Dans le modele de Heston [11], on suppose que la volatilité est aussi stochastique, alors qu’elle
est déterministe dans le modele de Black et Scholes. Pour une option européenne a un actif, le prix
dépend maintenant du temps t, de la valeur du cours s et aussi de la variance v : u(t, s, v). Il vérifie
I"équation parabolique

1 1
otu — §v32825u — pO“vsazvu — 5\)026%\,u — (rq(t) —7r¢(t))s0su — k(n—v)o,u+rg(t)u = 0.

Ce modele est paramétré par le taux de réversion moyen k, la moyenne a long terme 1, la volatilité
de variance o > 0, la corrélation des deux mouvements browniens sous-jacents p € [—1,1] et les
taux d’'intérét domestique 4 et a I'étranger .

On peut également écrire ce modele en variable log. Ceci donne :

1 1 1
0pt — VR — povdT,u — SvoZdi u — (ra(t) — Te(t) — SV)Oxu — k(N —v)dyu + Ta(tiu =0.
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5.2 Traitement des termes mixtes

Pour pouvoir traiter aussi bien le modele de Black et Scholes a plusieurs actifs que le modele
de Heston, il faut savoir traiter des dérivées secondes croisées (ou mixtes). Comment alterner des
directions quand celles-ci sont combinées ? Nous allons voir que ’'on contourne en fait le probleme.

Soit I’équation aux dérivées partielles

atu_ Z ql] X1X]

1]7

ou q = (qij)i; est une matrice définie positive, pour assurer le caractére parabolique et bien posé. En
prenant un pas d’espace uniforme, on définit les opérateurs discrets (en dimension 2, pour simplifier
les écritures)

1

2
(OxWij = -~ —5 Wity —2ui; +ui1;),
1
2
(OxyWiy = W(uwl,jﬂ —Ui1j-1 — W-1j41 +Wi-1-1)-

Tous les schémas sont évidemment construits pour avoir au moins 1’ordre 1 et donc la consis-
tance. En revanche, pour chaque schéma, il faut se poser la question cruciale de la stabilité. Comme
I’équation est linéaire et a coefficients constants (pour l'instant) il suffit de faire une analyse en
fréquence. Pour cela, on suppose que u™ est de la forme

u(xq,.,xN) = EMexp(i(lwixg 4 -+ + wWwNxN))-

En pratique, toute solution s’écrit comme une superposition de telles fonctions. On appelle & le
facteur d’amplification. La stabilité consiste a montrer que pour toute fréquence w = (w1, ..., wN),
I"amplitude reste bornée en temps, ce qui suppose que [&| < 1.

5.2.1 La méthode de Douglas

En généralisant en un 8-schéma 1’algorithme de Douglas et Gunn [10] (écrit pour 8 = 1), on peut
écrire

N N i—1
(I_eqllétéxlxl) n+1(1) = I+5t(1—9)ch15i1xl +6tZ qil +26tZZq1) X{Xj u'n>
i=2 i=2j=1
(T—0q;;8t8% , Ju™ 10 = w1071 —9q;;5t87 , u™, 2<j<N,
U'n+1 — un+1(N).
Le premier pas peut se réécrire
(I—0q115t62  Ju™ ) = (I—0q;6t82 , Ju™ + StLu™ avec L = Z A58,

i,j=1

c’est-a-dire que moralement on se donne u™*1(% = u™ pour initier la récurrence. Toute la partie

mixte de 'équation est traité a ce pas et uniquement a ce pas, de maniere explicite.
On peut écrire ce schéma sous la forme compacte

N
Pu™tt = (P + stL)ju™ avec P = | [(T—6qu5t53 ).
i=1
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Etant donné de la complexité du probléme, on ne peut espérer une condition nécessaire et suffi-
sante de stabilité pour des qi; donnés. On est capable (voir [5]) de trouver une condition suffisante
de stabilité :

si N =2,

1
= 2
0>0=1 N2(/IF(N=2)/N-1) QN> 3

2(N—2)

et une condition nécessaire et suffisante dans le pire cas :

1L /N=—1\"
> — -
=8 2< N )

On peut prendre le probleme dans un autre sens : pour une valeur donnée de 6, on définit la valeur
maximale Rg = max;(qi;)dt/6x> qui assure la stabilité. Pour les premieres dimensions, on obtient
le tableau suivant.

0 [S) Ro Ry
0,500 0,500 0,250 00
0,696 0,666 0,148 00
0,899 0,844 0,093 00
1,104 1,024 0,064 2,1016
1,309 1,206 0,046 0,2163

N Ul W N2

TaBLE 1 — Stabilité du schéma de Douglas

A partir de la dimension 5, on ne peut pas espérer avoir de schéma précis car pour avoir la
stabilité, on sort du domaine de validité du 6-schéma sur lesquel est basé cette méthode.
5.2.2 La méthode de Craig et Sneyd

La méthode de Craig et Sneyd [5] est une variante de la méthode de Douglas. Pour cela, on
appelle L la partie mixte du schéma :

N i—-1

2Zqu) XiXj "

i=2j=1

On utilise la méthode de Douglas comme une étape de prédiction
Py™tt = (P + StL)u™

a laquelle on associe une étape de correction
Pu™t! = (P 4+ 5tL)u™ + AstLo(y™ ™ —um).

Pour I'implémentation, ceci se réécrit

yn+1(0) — (I+ 6'“_) TL
(I—eq)]6t62 ) n+1(j) _ yn+1] 1) eq)]6t62 un, 1<j <N,
yn+1 _ yn+1(N)
un+1(0) _ yn+1 (0) ‘I—)\éﬂ_ ( n+1 un)’
(I*anétéZ ) n+1(j) — uTLJrl j—1) 9q])5t62 TL’ 1 <] < N,
uTL+1 — un+1(N)
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Dans le cas ot A = 0 = 1/2, ce schéma est d’ordre 2 en temps (et en espace).

Par ailleurs, pour cette méthode, on sait trouver (voir [5, 6]) une condition suffisante de stabilité
inconditionnelle reliant A a la dimension N et a 8. Cette condition s’écrit

N N-—-1
A< ———80.
S (N—1N

Il faut aussi nécessairement 6 > 1/2. Pour essayer d’obtenir I'ordre 2 et la stabilité, on va s’intéresser
a la valeur minimale 6,,;, de 6 qui assure la stabilité inconditionnelle pour A = 1/2.

N 2 3 4 5 6

o 2000 1,125 0,790 0,610 0,498

Omin 0,500 0,500 0,633 0,819 1,005

TABLE 2 — Stabilité du schéma de Craig et Sneyd

Dans le cadre des dimensions 2 et 3, on peut avoir un schéma d’ordre 2 en temps et en espace
et inconditionnellement stable. On a gagné une dimension d’espace permettant la stabilité incondi-
tionnelle. Le cas N = 6 pose encore probléme.

Si on essaie d’appliquer cette méthode au cas sans dérivée mixte (Ly = 0), on trouve que seul le
résultat de I'étape de correction sert et Pu™*! = (P + §tL)u™. On retrouve le schéma de Douglas.

5.2.3 La méthode de Hundsdorfer et Verwer

La méthode de Hundsdorfer et Verwer [12, 28] est une autre variante de la méthode de Douglas.
A nouveau, on utilise la méthode de Douglas comme une étape de prédiction

Py™t = (P 4 &tL)u™,
puis on effectue une étape de correction
Pu™tt = Py™tl 4 StLu™ 4 pStL(y™ ! —u™).

Pour l'implémentation, ceci se réécrit

Yy O = (T4 stLum,
(T—8q;;5t8% , Jy™ "0 = y™107D —8q;;5t8%  u™, 1<j<N,
ynJrl _ yn+1(N)
untio) yn+1(0) + Héﬂ_(yn+1 —um),
(I - eqi]'été)%jxj)unJrl(j) = unJrl(jil) - eqjiétéijxjynJrl? 1<) < N>
un+1 — un+1(N).

Contrairement au schéma de Craig et Sneyd, 1'étape de correction a ici un réle méme en absence
de dérivée mixte (Lo = 0).

Pour p > 1, le schéma est inconditionnellement stable si © > panN, ol ay est définie de maniére
implicite comme 1'unique solution dans ]0, 1/2[ de I’équation

1_a\ N1
2a<1—|— > —1=0.

N-—-1

L’équivalent du tableau 2 étendu au schéma de Hundsdorfer et Verwer est donné par le tableau 3.
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N 2 3 4 5 6 7 8 9
Omin pour (CS) 0,500 0,500 0,633 0,819 1,005 1,190 1,374 1,559
Omin pour (HV) 0,293 0,402 0,515 0,630 0,745 0,860 0,975 1.091

TaBLE 3 — Comparaison de la stabilité des schémas de Craig et Sneyd (CS) et de Hundsdorfer et
Verwer (HV)

Le schéma de Hundsdorfer et Verwer permet de gagner trois dimensions d’espace pour les-
quelles on peut effectuer des calculs stables tout en gardant la consistance du 0-schéma.

5.3 Traitement des dérivées d’ordre un

Pour le traitement des dérivées d’ordre un, on peut penser a plusieurs schémas, que 'on va
analyse sur un cas simplifié a l'instar d’Achdou et Pironneau [1], & savoir 1’équation en dimension
1, indépendante du temps

—au” (x) + bu'(x) + c(x)u(x) = f(x), pour x €]0, 1,

avec des conditions aux bords de Dirichlet homogene (1(0) = u(1) = 0) et ol a et b sont strictement
positifs et ¢ est positive et continue. Trois choix sont naturels :
— le schéma centré

Uit — U1

N 2ui + Ui

+b +C(Xi)ui :f(Xi),

5x? 26x
— le schéma décentré amont
Wir1 — 2uy + Ui i —ui_
—a il ; il +b L il + c(xi)ui = f(Xi),
ox ox
— le schéma décentré aval
Uit1 — 2u4 +ui— Uip] — Wi
—a i+1 ; i—1 +b i+1 i + c(xi)ui _ f(Xi),
ox Ox

Ces trois schémas sont consistants. Le schéma centré est d’ordre 2, les deux schémas décentrés sont
d’ordre 1. Pour que 'on puisse résoudre ce systéme et obtenir une solution raisonnable, il faut que
le systeme soit inversible et aussi qu’il soit stable. Pour avoir la stabilité, il faut que 1'inverse de la
matrice a inverser A soit de norme bornée. On s’intéresse a deux normes, les normes (subordonnées)
2 et oco.

On obtient les résultats suivants (voir [1] pour les détails). En norme 2, 'analyse est assez simple
et on trouve que

— pour le schéma amont, |[A71|2 % la stabilité est donc inconditionnelle ;

< 1
5xb
~ m?(a+°%

— pour le schéma centré, [|[A7Ys < n%a, la stabilité est donc inconditionnelle ;

— pour le schéma aval, [[A71|2 < m, il n’y a stabilité que si 6x < 2a/b.
L’analyse en norme oo est beaucoup plus compliquée
— le schéma amont est incondionnellement stable;
— le schéma centré est stable sous la condition 6x < 2a/b;
— le schéma aval est stable sous la condition &x < a/b.
Selon que la valeur 2a/b constitue ou non une borne raisonnable, on sera donc amenés a choisir le
schéma centré pour des raisons d’ordre ou le schéma amont pour des raisons de stabilité.
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5.4 Application au modele de Black et Scholes a un actif

Commengons par ce modéle tres simple de Black et Scholes a un actif.

On discrétise l'intervalle de temps [0, T] par des temps t™. On discrétise également l'intervalle
[0, S] par des valeurs discretes s; (ne pas confondre ces variables discretes avec le nom de différentes
variables s dans le cas a plusieurs actifs). On suppose ces répartitions réguliéres : t™ = ndt et
s; = 18s, mais on peut généraliser au cas de discrétisations non uniformes. On cherche a approcher
u(t™, si) par une valeur u*.

Utilisons par exemple un schéma amont pour le terme d’ordre un, et un schéma d’Euler rétrograde
en temps.

o yn 1 uTL+11 —oyntt + upjll TL+11 —ynt1
#—50—2(tn+1751)3% L 5;2 . _T(tn+1)sil+Tl +T(tn+1)u?+1 =0.
Ceci s’écrit de maniere synthétique
(I _ 5tL)Un+1 — un + STL+1’
ou L est tridiagonale avec
L s | = O-Q(tn+1,Si)S%
vt 26%2 ’
o 02(tn+17 51)5% T(tn+17 Si)
Liy = — 5 - —T(tny1),
dx dx
Loy — 02 (tnt1,51)83 L Tl si)
o 25> ox

Le second membre S™ ! contient le conditions aux bords

2 2 tn

st = t(—&tG(thrl’;l)leexp(—J " (1)dn),0,...,0).
26x% 0

Cette matrice est a diagonale strictement dominante, elle est donc inversible. On peut montrer (cf.

[1]) que la solution de ce systeme est positive (c’est important pour notre application!) et que son

maximum max; (ui*) décroit avec n. On peut montrer également des estimations d’erreur sur E™ de

coefficients u(tn, si) —ul* : pour tout e > 0, il existe 1 > 0 tel que si dx <mn et ot <

5x/2 max |[E™||2 < e.
os<nN

Pour avoir une estimation meilleure, il faut supprimer la singularité de la fonction payoff en s =K,

et on peut alors espérer (sous réserve que o et r soient aussi régulieres)

6x/2 max ||E™|2 < C(5t + dx).
0<n<N
Si on applique par exemple un schéma centré, on a une majoration sur 6t pour assurer l'inver-
sibilité de la matrice. Cette condition n’est pas tres contraignante dans le cas de grandes volatilités.
Si cette condition est vérifiée, et si la fonction payoff est réguliere, on a

6x1/2 max ||E™|]2 < C(6t + ox?).
0<n<N
La bonne solution consiste a centrer toutes les dérivées (Crank—Nicolson et un schéma centré
pour le terme d’ordre 1). On obtient alors un schéma toujours inversible d’ordre 2 en temps et en
espace.
Pour que les coefficients de I’équation varient le moins possible, on a aussi tout intérét a traiter
I’équation en variable log, probleme dont I'écriture est peu plus simple que celle présentée ici.
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5.5 Application au modele de Black et Scholes a plusieurs actifs

Pour le modele de Black et Scholes a plusieurs actifs, on combine les résultats précédents. Nous
allons donc utiliser des méthodes de splitting adaptées aux dérivées mixtes. L'étude du probleme
mixte seul nous montre qu’il va falloir utiliser un 0-schéma pour traiter la dérivée seconde, avec
0 > 1/2. On peut aussi le faire pour les dérivées d’ordre un, étant donné que 1’on a de toutes fagons
peu de chance d’obtenir autre chose qu'un schéma d’ordre 1. On peut par exemple répartir le terme
linéaire r(t)u.

Les termes de bord sont en général traités au premier pas, méme si Craig et Sneyd [5] suggérent
d’autres approches pour conserver 1’ordre 2.

On se retrouve donc avec un systéme discrétisé en espace de type

U’(t) = AU(t) + S(t),

ol la matrice A se décompose en A = Ayg + A; + --- + Ax. Dans cette décomposition, A contient
les termes issus des dérivées mixtes et les Aj, 1 <1 < k les termes issus des dérivées selon s; (et du
terme 7(t)u). Le schéma de Douglas s’écrit alors

u™ O — (T StA)U™ + 5tS(ty),
(I—05tA; U™ 0] = 101 _gstA;u™, 1<j<k,
un+1 — un+1(k)
ou encore
13
Pu™l = (P + 5tA + 5tS(ty))u™ avec P = H(I — 00tA;).

i=1
De méme, on peut généraliser la méthode de Craig et Sneyd

Py™t!t = (P + 8tA + 5tS(tn))um,
Pu™™ = (P4 5tA + 5tS(tn))u™ + AStAG(y™ T —u™)

ou celle de Hundsdorfer et Verwer

Py™ = (P4 6tA + 5tS(ty))u™,
Pu™t = Py™tl 4 StAU™ 4 5tS(ty )u™ + puStA(y™ Tt —umt).

Comment paramétrer ces schémas? Il faut s’inspirer des analyses effectuées dans les cas plus
simples. Si on se place dans le cadre du systéme en variable log, comme q;i(t,s) = %O'%i(t, s), on a
un encadrement des coefficients qi; qui permettent d’utiliser les valeurs du tableau 1 pour estimer
les parametres pour le schéma de Douglas.

5.6 Application au modele de Heston

Pour le modele de Heston, on fait des choses semblables au cas du modéle de Black et Scholes
a plusieurs actifs.
Ici, la dimension “spatiale” est k = 2, paradis promis pour obtenir 1’ordre 2. Nous voulons aussi
bien stir la stabilité.
— Pour le schéma de Douglas, 1'ordre est toujours 1, et il suffit d’avoir 6 > 1/2 pour assurer la
stabilité.
— Pour le schéma de Craig et Sneyd, 'ordre 2 nécessite 8 = A = 1/2. Pour la stabilité, il suffit
pour 0 > 1/2 d’avoir de plus A < 20 (voir tableau 2), ce qui est clairement assuré pour A = 1/2.
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— Pour le schéma de Hundsdorfer et Verwer, 1’ordre 2 nécessite . = 1/2, indépendamment de ©.
IIn’y a pas de résultat complet concernant la stabilité. En absence de convection (r4(t)—1¢(t) =
0 et —v = 0 — impossible & obtenir méme en passant en variable log en v), on obtient un
schéma inconditionnellement stable pour p = 1/2 et @ > 1/(2 + v/2) ~ 0,293 (ensemble
de valeurs pour lesquelles le schéma est d’ordre 2). En revance en présente de termes de
convection, on a uniquement une conjecture de stabilité inconditionnelle pour u = 1/2 et
0>1/2+1/2v3~0,789 [19].

5.7 Sélection d’articles sur le splitting appliqué en mathématiques financieres
5.71 Modele de Black et Scholes a plusieurs actifs

Lo et Hui [20, 21] traitent du modeéle de Black et Scholes a plusieurs actif avec un raisonnement
fortement basé sur une théorie algébrique et la commutation des opérateurs. Le splitting est de type
Lie et sépare également les dérivées premieres et secondes associées aux mémes directions.

5.7.2 Modele de Heston

J’ai basé la présentation de mon cours sur un article court de int 't Hout [17] qui traite des
schémas de Douglas, Craig et Sneyd et Hundsdorfer et Verwer pour le modele de Heston pour un
call européen avec t4. Il rappelle les résultats d’ordre et de stabilité de la littérature. Des calculs
numériques sont effectués pour un jeu de valeur des parametres :

p = 0, 8 (forte corrélation) , 14 = 0,03, 1 =0, 1=0,2, k=2, 0=0,3, K=100, T =1.

Les choix numériques sont la plage de calcul : s € [0,200], v € [0, 1], avec M = 100 ou 200 points
dans la direction s et M/2 points dans la direction v. Les parametres 0, A et p sont choisis pour
optimiser ordre et stabilité.

Dans un article plus long, int 't Hout et Foulon [18] traitent du méme probléme mais en in-
troduisant quelques choix algorithmiques supplémentaire comme par exemple le raffinement du
maillage au tour de s = K et de v = 0. L’analyse des cas test est plus précise et cette fois-ci quatre
jeux de parameétres sont proposés incluant des rapports entre parametres assez différents.

5.7.3 Splitting pour Black et Scholes non linéaire

Seveovié [26] présente un modele de Black et Scholes non linéaire :
1
deu(t,s) — 50'2(’(, s,520%,u)s?0% u(t, s) — (r— q)sdsu(t, s) + ru(t,s) = 0.

ol q est le taux de dividende. On remarque la dépendance de o en 202 u, ce qui rend ce modele
non linéaire. Un splitting est appliqué a cette équation en variable log, mais cette fois-ci il n'y a pas
de directions a alterner. Dans cet article, on fait deux pas, le premier traitant la partie convective
(dérivées premiéres) et le second la partie diffusive non linéaire.

5.7.4 Splitting pour les options américaines

Une série d’articles de Ikonen et Toivanen [13, 14, 15, 16] traitent d'un probleme non abordé
dans ce cours mais en forte relation : les méthodes de splitting pour les options américaines. Toutes
ces méthodes s’écrivent sous la forme d"un problemes de complementarité linéaire

{ (ug —Au) >0, u>g,
(ug —Au)(u—g) =0,
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ou g est la fonction putoff. Ici le temps est décroissant. La méthode de splitting est alors dérivée de
la formulation avec un multiplicateur de Lagrange (voir n'importe quel livre d’optimisation)

(W —Au) =A, A >0, u>g,
Alu—g)=0.

Les étapes se font en faisant décroitre 1'indice de temps n, pour des pas de temps variables Plus
précisément, on a une premiere étape de type 0-schéma :

(I4 00ty A)U™ = (I — (1 — 05)0tn A)u™ ! + 5t b(tn) + StnA™ L,
suivie d'une étape ol tous les points spatiaux sont décorrélés :

{ ut — Ut =5t (A =AM A >0, uzg,
)

Ces articles traitent basiquement trois types de modeles :
— le modele de Black et Scholes
— des modeéles de diffusion a saut du type

Au(t,s) = —%GQ(t, s)sQazsu(t, s)—(r—ud)sosu(t,s)+ (r+pwu(t,s)— uJ' u(t,ys)f(y)dy,
R+

ol p est le taux des sauts, la fonction f définit la distribution des sauts et ¢ est 'amplitude
moyenne des sauts.
— le modele de Heston.
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A Compléments

A1 Semi-groupes uniformément continus d’opérateurs linéaires bornés

Soit X un espace de Banach. Une famille & un parametre A(t) : X — X, d’opérateurs linéaires
bornés, est un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X si les propriétés (P1) et (P2) sont
vérifiées. Cette famille est uniformément continue si de plus

P3) lim [|A(t) —I|| = 0.
(P3) Tim [LA(t) — 1 =0
On définit I'opérateur linéaire A par son domaine

At)x —

D(A) = {x €X; limM existe }
t]0 t

et

A x—x diA(E)x
Ax = lim =
t]0 t dt

pour x € D(A).
t=0

Cet opérateur linéaire est le générateur infinitésimal du semi-groupe A(t). Dans cette terminologie
se trouve sous-jacent le fait qu'un seul semi-groupe permet de construire A comme ci-dessus. Le
lien entre A et A est bijectif. Si A est un opérateur borné sur X, on peut écrire

(tA)"™
n!

A(t) =exp(tA) = )

n=0

et la série converge bien en norme pour tout t > 0.

Théoréme 4

Il y a équivalence entre
(i) A est un opérateur linéaire borné,
(ii) A est uniformément continu.

Le semi-groupe A(t) commute avec son générateur A.

Théoréme 5

L’application t — A(t) est différentiable en norme et

dA(t)
dt

= AA(t) = A(H)A.

Dans notre exemple, la propriété (P3) s’écrit

li t)—1/=0.
tlflfolleXp(a) |

Le domaine de A est

t —
D(A) = {X € B lim OPOUX X e } R
t]0 t
et
t _
Ax — Jig SPlat)x—x
t]0 t
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A.2 Preuve du théoréme 1

On pose h = t/n. On a x™ = f(h)™x" et x(mh) = exp(mhC)x(0) et on prend bien stir x’ = x(0).
L’erreur locale est I’erreur de méthode et est définie par

N™ ! = (exp(hC) — f(h))x(mh).
L’erreur globale est définie par

e™ =x(mh) —x™.
On peut écrire la relation de récurrence

e™tl = x((m+1h)—xm"!
= exp(hC)x(mh) — f(h)x™
= f(h)(x(mh) —x™) + (exp(hC) — f(h))x(mh)
= f(h)e™+n™th

Comme e? =0, on a de facon classique

n—1
e — f(h)knn_k,
k=0
n—1
le™ < ||f(h)kHHth+1+O(hp+2)H max [x(s)]
o s€[0,T]

On se place dans le cadre de méthodes stables. Pour des temps en O(1), on a donc [|f(h)*|| = O(1)
et maxgcjo 1) [x(s)| = O(1). Ainsi

le™ < Cn(hPH + O(hPT2)) = tC(hP + O(hPTh)).
Enfin e™ = (exp(tC) — f(t/n)™)x’, ce qui prouve le résultat.

A.3 Stabilité faible, avec perte de régularité

On suppose que A et B sont des opérateurs négatifs auto-adjoints. Pour h > 0, on définit sur
D(A) la norme

1
[ufln = [[(T— ihA)uHH-

Lemme 2
Pour tout h > 0 et tout u € D(A), P(h)A € D(A) et

IP(h)ufln < [fun.

Preuve:
Siu € D(A) alors (I + hA/2)u € H. Par ailleurs, comme B est négatif auto-adjoint (I + hB/2)(I —
hB/2)~! est une contraction dans H. Enfin (I — hA/2)~! envoie continuement H dans D(A). Ainsi
P(h) est bien dans D(A) et en outre
1 1 1 1 1
I+ -hB)I— -hB) YT+ —-hA) 11— 2
II( —1—2 ) 5 ) ( —|—2hA)(I 2hA) (1 2hA)uHH

[P(hulln <
< lufin u
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En particulier, on peut appliquer ce lemme a h =t/n :
t
[Pl < fluffe.
n n n

Comme A est un opérateur négatif, on a clairement

t
ulle/m = 1= S AJulln > fullne

Par ailleurs pour t/n < 1, on a également clairement
t
lle/n = T = oo Al < flulfn + TlAu]n.
Ainsi

t t
IPCIullne < P Julle < flufle < lullv + Tl Au]n.

i
n

Ceci est la formule de stabilité faible.

A.4 Contre-exemple de stabilité forte

On se place dans l'espace fonctionnel H = L%(R%)? et on consideére les opérateurs A et B sont
le forme A = MA et B = NA, ot M et N sont des matrices symétriques définies positives. Les
opérateurs A et B sont bien négatifs auto-adjoints. C’est a priori un cadre sympathique de type
équation de la chaleur, réputé pour étre bien posé. En particulier on a D(A) = D(B) = H?(R%)2.

Néanmoins, on a le résultat suivant.

Théoréme 6

Pour tout K > 0, il existe un choix des matrices M et N tel que

1P e ) = K.

Comme ce théoreme est vrai pour des K > 1, cela implique que le schéma de Peaceman—-Rachford
n’est pas fortement stable. Dans ce théoreme, la norme utilisée | - || () est celle des opérateurs
linéaires sur l'espace de Hilbert H, vus comme des multiplicateurs de Fourier. On utilise la norme
subordonnée L? dans cet espace :

IAW(E) [
A = Sup Y
[ALe (r) cera Q(E)[n

ou la transformée de Fourier est définie par
{i(&) :J u(x) exp(—2imx - &) dx.
R4

Pour la formule de Peaceman—Rachford, on a

t _ t t _ t
[PWlemy = sup [T+ S1E2M)THI = SIEZIN) (T4 SI&2IN) = (I = Z €M) | (z2)
EeRd
= sup |(T+ ™) HI—N)(I+rN)"H(I—1M)|5(g2).
reR

En particulier, on remarque que [|P(t)||z 1) ne dépend pas du temps t. On choisit les formes de
matrice suivantes (symétriques définies positives)

a b ™2 0
M—<b Cl)aveca>b>0, N—( 0 1).
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On aura alors
1P gy = [T+ M) HI = rN) (L4 N) I — M) ge2)-

Nous allons faire tendre r vers +-o0o. Nous supposons donc qu’il est grand et écrivons des développements
limités en v~ 1. Calculons tout d’abord

- —1
(I_rN)(I‘i‘TN)il = 2(I+T.N)1_I:2(1+r 1 0 > O

0 1471
1—r~t e
=T 0 — 0 (1 0 > 1
e 1+ 1 _ = 1+r 1 = —I—O(T )
< 0 H) ( 0~ ) 0 -1
Par ailleurs
-1 -1
1 ([ 14ra b 1/ a+r! b
(I+T™M) - ( ™  14ra T b a+r!
_ 1 1 a+r! —b
o ora2—bZ42r 42 b a+rt
. 1 1 a —-b -1
— r{aQ—b2<—b a >+O(T )},
a—11! b a b 1
I—-rM) = —r( b a—r1>__r{<b a>—|—0(r)}
Ainsi
1 a -b 1 0 a b
—1(7_ —1(7 _ -1
I+™M) " (I—rN)(I+rN)"(I—rM) a2b2<—b a ><O —1><b a>—l—O(r )

1 a®+ b’ 2ab
a2—b2\ —2ab —(a®+b?)

Calculer la norme B(RR?), c’est calculer la norme subordonnée L :
IA]loo = mjaXZ laj.
k

On obtient ainsi

a+b
a—b>b

[T+ TM)HI— NI+ N) " HI—T™M) || g (g2) = +0(r ).

On peut choisir a et b de telle fagon que (a + b)/(a —b) > K + 1. Pour r suffisamment grand, on
aura bien || P(t)||¢ (1) = K ce qui démontre le théoreme 6.

Le probleme tient vraiment au fait que 1’on a une EDP non scalaire. Le commutateur [A, B] est
un opérateur différentiel d’ordre 4. Le probléme ne se pose plus si on travaille dans L?(R9)2 ou
pour une EDO comme le montre I'appendice A.5.

A.5 Le probléeme du laplacien sans laplacien

En effet, si on considere le probleme
X = Mx + Nx, x(0) = x? € R?,
Il faut cette fois-ci calculer

t _ t t _ t
[P e m) = ||(1—§M) 1(1+§N)(1—§N) 1(I+§M)HE§(R2)'
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Maintenant, il suffit de faire des calculs valables pour T = t/2 petit. On n’utilise plus les équivalents.

On a
141!
_ 0 I+t /-1 0
71_ _ 1 —
(I+TN)(I—TN) —(15 1+T1>_1T<0 1)'

T 11—t

Par ailleurs

_ 1 1 a—T1 ! —b
(I_TM) b= ( —b —1 )

T T1a2 b2 21l 12

B 1 l—at bt
1 —27+ a?12 — b2 bt 1l—at )’

et

B 1+at bt
I+M) = ( bt 1+aT>'
Ainsi
(I—M) Y I+ N)(I—7N)"HI+ ™)
1+ 1 < 1—(a®+b?)7? —2abt? )

T 1—11—2t+ a?1? — b2¢2 2abt? —(1—(a®?+b?)71?)
On calcule la norme subordonnée L* pour obtenir

141 1—(a+0b)?t?
1—711—271+ a?12 —b212’

I(I—TM) I+ N) (I —N) I+ ™) || g (g2) =
Il n’y a plus de probleme de stabilité.

A.6 Mséthode LS

Etant donné le probléme Ax = b pour des vecteurs de taille m et une matrice tri-diagonale A,
l'algorithme LS consiste a calculer des coefficients 0y :

01 =0etdxi1 =Axkt+1/(Akk —Axx—10k) pourk=1,..., m—1,
puis a résoudre un systeme bi-diagonal inférieur

x; =b1/A11 et xi = (b — Axk—1%r_1)/(Akk — Ak k—18k) pour k =2,...,m,
et enfin un systeme bi-diagonal supérieur

Xm = X et Xj, =X — dpxpp1 pourk=m—1,..., 1.
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