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Préface

[Tonituka — 1e He TouHa Hayka. Ock
ToMy B HIKO.Hi a O60}KHIOB&B MaTeMaTUKy.
Y MaremaTuiii Jjisi MeHe Bce 0yJ1o
3pO3yMLJIO.

Bosnogumup 3esieHcbKuii #

a. La politique n'est pas une science exacte.
C’est pourquoi, a I'école, jadorais les mathéma-
tiques.

Tout en mathématiques était clair pour moi.
Volodymyr Zelensky

En triant mes archives, j'ai retrouvé une copie de ma thése de doctorat, rédigée en
1986, il y a prés de 40 ans. La redécouverte de ce document, aux pages légerement
jaunies, m'a replongé dans une époque révolue, pleine de souvenirs. Tout comme mon
mémoire de maitrise (LATOUR (2025)), cette thése représente une étape clé dans mes
premiers pas en mathématiques et en informatique. Je me suis remémoré la richesse
de cette période, marquée autant par I'acquisition de nouvelles connaissances que par
la consolidation de celles déja acquises.

En 1978, a 'UQAM, le mémoire numéro 383 (LATOUR (1978)) a marqué un tournant
décisif dans l'utilisation de la mise en page assistée par ordinateur; la préface de I'édition
de 2025 décrit I'état du traitement de texte a cette époque. L'arrivée des Macintosh,
en janvier 1984, a transformé l'accés aux outils de traitement de texte. Ces ordinateurs
compacts, dont 'encombrement au sol était a peine supérieur a celui d'une feuille
A4 étaient néanmoins capables d'exécuter des programmes avancés pour I'époque,
inaugurant ainsi une nouvelle ére technologique. Qui aurait pu prédire, a I'époque,
'immense impact de ces innovations sur la production de documents académiques et
scientifiques?

L'utilisation de ces machines, bien que facilitant la mise en page, nécessitait encore
des efforts considérables, notamment pour la gestion des formules mathématiques,
qu'il fallait définir manuellement. Malgré ces défis, le résultat final était un document de
gualité tout a fait acceptable pour I'époque.

Un extrait du document de 1986 est présenté dans la Figure 1. Vous pouvez le
comparer a la page 9 de cette nouvelle édition, et constater I'énorme différence avec la
mise en page actuelle réalisée avec UTEX. Les outils modernes ont considérablement
évolué, offrant des possibilités inimaginables a I'époque.

1. En réalité, la base de cet ordinateur mesurait 24,4 cm X 27,5 cm, pour une hauteur de 34,5 cm.

Xi
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Carollaire 2.1: Dans Je conlexte b Je proposition 2 /

/) lim VYor(X,] = oo,

t->00
0 r=p,
2) lim Oov[xl. "r]'
t->00 oo r=r'stvsy
0 r=r',

3) p(X%, %) =
ok (e 1)+ 12 pr=ratvey.

Supposons que v’ 2 v, et posons V' - ¥ = m. On note alors que pour v fixé,

lim  p(%,%) =0,

m=-> oo
tandis que pour m fixé,
r=p,
Iim p(xln &') =
v-re0 1 r=r,

FIGURE 1 — Echantillon du texte produit en 1986

Aujourd’hui, une panoplie d'outils a la pointe de la technologie est a notre disposition.
Des environnements comme RStudio offrent aujourd’hui un cadre d’écriture trés riche,
permettant de développer des documents qui integrent harmonieusement texte, code
et résultats. Au-dela de la rédaction, ils offrent une panoplie d'outils pour la manipulation
des données, I'application d'analyses statistiques spécifiques, ainsi que la création de
graphiques a la fois précis et esthétiques. Cette synergie facilite la reproductibilité et la
rigueur dans la production scientifique.

Au chapitre 6, les graphiques ont été mis a jour grace a de nouvelles simulations.
Pour assurer une comyparaison avec la version originale, la figure 6.7 de la page 122
remplace celle présentée a la figure 2.

Ces mises a jour ont été réalisées a I'aide de la fonction density de R, qui permet
d'estimer la densité de probabilité d'une distribution a partir d'un échantillon de données.
Cette fonction applique un lissage par noyau afin de produire une courbe continue et
lissée représentant la distribution des valeurs.

L'intelligence artificielle joue un réle de plus en plus central dans la recherche, et
FERRY (2025) propose une réflexion approfondie sur cette évolution. A titre d'exemple,
le code utilisé pour générer ces graphiques a été élaboré au cours d'un échange avec
ChatGPT?. Lors de cette interaction, nous avons décrit le contexte et précisé nos attentes

2. ChatGPT est un modéle d'intelligence artificielle développé par OPENAI (2024), congu pour inter-
préter et produire du texte de maniére fluide, répondre a des questions et assister dans diverses taches
rédactionnelles et analytiques.
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FIGURE 2 — Exemple de graphique produit en 1986

pour orienter la conception du script.

Revenant aux capacités de RStudio, mentionnons que I'importation de données de-
puis des fichiers Excel s'effectue sans difficulté et dans un format impeccable. Méme les
programmes sources, qu'il s'agisse de Fortran, de Pascal ou d'autres langages, peuvent
étre présentés de maniére attrayante. Ces innovations, qui auraient été de véritables
trésors dans les années 1970 ou 1980, ont profondément transformé et simplifié le
travail des chercheurs.

Nous en sommes aujourd’hui a la pratique de la recherche reproductible, notion
effleurée précédemment et définie comme suit :

La recherche reproductible désigne un ensemble de pratiques mé-
thodologiques visant a garantir que les résultats d’une étude scientifique
puissent étre reproduits de maniére indépendante par d'autres chercheurs.
Cela suppose que la méthodologie, les jeux de données et les procédures
d'analyse soient suffisamment documentés, accessibles et rigoureusement
appliqués. La reproductibilité constitue un pilier de la validation scienti-
fique : elle permet de confirmer la robustesse des résultats, de détecter
d'‘éventuelles erreurs ou biais, et de renforcer la confiance dans les connais-
sances produites. Elle s'inscrit dans une perspective plus large de science
ouverte et de transparence des processus de recherche.?

Ma passion pour les mathématiques et I'informatique, qui a marqué cette période
particulierement enrichissante, n'a fait que croitre avec le temps. J'ai eu la chance
d’étudier a une époque ou I'éducation représentait encore un puissant moteur de
mobilité sociale. Cet amour de I'apprentissage a jalonné toute ma carriére, et c'est avec
une immense satisfaction que je continue a espérer le transmettre aujourd’hui. Pour
reprendre, avec une touche d’humour, I'esprit de Platon :

- A quoi bon, Alain, apprendre a faire des maths, puisque tu vas mourir?
— A connaitre le plaisir de faire des maths avant de mourir.

Selon ChatGPT OPENAI (2024), Aristote aurait exprimé l'idée que

3. Définition donnée par ChatGPT.
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« c'est dans le cheminement, la quéte de compréhension et la résolution
des probléemes que I'esprit humain trouve son épanouissement, bien plus
que dans la simple possession de savoirs acquis. »

C'est avec cet état d'esprit que j'ai toujours envisagé mon réle d'enseignant. A ce titre, je
me permets de citer Aristophane®:

« Enseigner, ce n'est pas remplir un vase, c’est allumer un feu... »

Comme indiqué en introduction de cette préface, j'ai retrouvé une photocopie du docu-
ment de 1986. Malheureusement, les fichiers originaux, enregistrés sur des disquettes
de 3,5 pouces, étaient devenus inaccessibles aux logiciels modernes. Le document a
donc été numérisé a l'aide d'outils courants, produisant des fichiers PDF. Cependant,
la reconnaissance optique des caractéres n'était pas parfaite. L'objectif ultime était de
créer une version en KTEX du texte. A ma grande surprise, des applications récentes,
telles que Mathpix 3.4.11, permettent désormais de générer directement un document
IATEX @ partir d'un PDF.

Mathpix utilise I'intelligence artificielle pour accomplir cette tache. Cette application
analyse les images contenant des équations manuscrites ou imprimeées et en extrait
le contenu mathématique avec une grande précision. Sa technologie, connue sous le
nom de reconnaissance optique des mathématiques, est spécialement congue pour
interpréter des symboles mathématiques complexes, tels que les intégrales, fractions,
racines carrées, etc.

Comme complément, il est également possible de recourir a ChatGPT pour refor-
mater certaines formules, réviser le texte, ou corriger les erreurs d'orthographe et de
grammaire. Le résultat final répond pleinement a nos attentes. Ce processus illustre de
maniére exemplaire une application réussie de l'intelligence artificielle.

J'espére que reproduire cette thése apres tant d'années, en utilisant des outils
contemporains, saura inspirer les esprits curieux et illustrer le remarquable progrés
des technologies de production textuelle.

A. Latour -3 mai 2025

4. Aristophane: 445 a 386 av. J.-C.



Sommaire

L'ouvrage de Box et JENKINS (1976) a eu un impact considérable dans I'application
et le développement de techniques de séries chronologiques. L'approche temporelle
qgu’ils suggerent pour I'étude d'une série est un processus itératif comportant trois
étapes. La premiére consiste a identifier un modele permettant de décrire la série,
et la seconde a estimer les paramétres du modéle identifié. A la troisieme étape, on
vérifie si les propriétés du modele ajusté sont en accord avec les propriétés connues
des observations. Si le modele semble adéquat, on peut l'utiliser a des fins de prévision;
sinon, il faut reprendre le processus a la premiéere étape.

C'est a I'étape d'identification que le statisticien analyse les autocovariances et les
autocorrélations échantillonnales. Dans le cas des séries stationnaires, les propriétés de
ces statistigues sont relativement bien connues, comme le prouvent ANDERSON (1971),
FULLER (1976) et PRIESTLEY (1981). Notons cependant que la majorité de ces résultats
sont asymptotiques. Concernant les séries non stationnaires, peu de résultats étaient
connus au début de la seconde moitié des années soixante-dix. Notre travail s'inscrit
dans cette perspective, en étudiant les propriétés des statistiques usuelles calculées a
partir de données non stationnaires.

Les résultats relatifs aux autocovariances et aux autocorrélations échantillonnales
sont présentés en deux volets. Dans I'un d'eux, nous considérons les statistiques calculées
avec des données centrées, tandis que dans l'autre, les données ne sont pas centrées.
Notre démarche se fait en cing étapes correspondant aux différents chapitres de cette
these.

Au chapitre deux, nous introduisons la notion de promenade ou marche aléatoire
saisonniére. Il s'agit essentiellement d'un processus stochastique pour lequel une diffé-
rence d'ordre s produit un bruit blanc. Nous déterminons dans un premier temps les
deux premiers moments de ce processus. Nous nous intéressons par la suite aux auto-
covariances échantillonnales avec les données centrées. Nous obtenons une formule
exacte pour I'espérance de I'autocovariance de délai k (dénotée par c(k)), avec k > 0,
ainsi qu'une formule exacte pour la variance d'une autocovariance dont le délai est un
multiple de la période (s).

Nous généralisons ces résultats a une transformation linéaire spécifique de la marche
aléatoire saisonniere. L'intérét de cette transformation devient évident au chapitre trois
lorsque nous obtenons les propriétés des statistiques descriptives usuelles dans un
contexte plus général ou une différence d'ordre s produit un processus linéaire sta-
tionnaire. L'avant-derniére section du chapitre deux traite du cas ou nous calculons les
autocovariances avec les données non centrées (dénotées par c’(k)).

Pour terminer le chapitre deux, nous obtenons une approximation de l'espérance
et de la variance d'un coefficient d'autocorrélation dont le délai est un multiple de la
période via les formules de Kendall pour le calcul approché des moments d'un rapport
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de formes quadratiques. L'erreur de ces approximations est de lI'ordre de 1/N, N étant
la longueur de la série.

Signalons qu'un bon nombre de calculs du chapitre deux ont nécessité I'utilisation
du programme de calcul symbolique Macsyma.

Au chapitre trois, nous étudions un processus saisonnier plus général pour lequel une
différence d'ordre s engendre un processus linéaire stationnaire. Dans un premier temps,
nous montrons que le processus saisonnier est a toutes fins pratiques la somme d'une
transformation linéaire spécifique de la marche aléatoire saisonniére et d'un processus
stationnaire. Il s'agit d'une généralisation d'un résultat utilisé par ROy et LEFRANCOIS
(1981) ainsi que par HAszA (1980). Nous explicitons alors les deux premiers moments
asymptotiques des autocovariances échantillonnales préalablement divisées par la
longueur de la série. Nous terminons le chapitre trois en indiquant ce qu’il advient de ces
résultats lorsque nous utilisons des autocovariances échantillonnales avec des données
non centrées.

Certains résultats de DICKEY (1976), utilisés au chapitre cing pour obtenir la distribu-
tion asymptotique d'une fonction simple de I'autocorrélation de délai ds, sont résumés
au chapitre quatre. Deux coefficients d'autocorrélation sont envisagés : r(k:) calculé a
partir des données centrées, et 1’ (k) calculé avec des données non centrées.

Nous savons que dans le cas d'un processus stationnaire de moyenne nulle, r(k:) et
' (k) ont la méme distribution asymptotique. En mettant en évidence la distribution
asymptotique de N(1 — r(ds)) et celle de N(1 — 7/(ds)) pour N = nsetd > 0,
nous constatons que dans le cas de données non stationnaires, il existe des différences
structurelles entre celles-ci. Nous obtenons ces résultats autant pour la promenade
aléatoire saisonniere que pour le processus saisonnier plus général. Toujours dans le
contexte de la marche aléatoire saisonniére, les distributions asymptotiques de ¢(k) et
de (k) sont explicitées lorsque k est un multiple de la période.

Nous terminons avec le chapitre six ou les différentes distributions rencontrées dans
les premiers chapitres sont évaluées par la méthode de Monte Carlo. Ces simulations
permettent au lecteur de juger de I'impact de I'utilisation de données centrées ou non
centrées dans le calcul des autocorrélations, tant au niveau des moments exacts et
asymptotiques qu'au niveau des distributions. Elles nous donnent aussi une idée de la
vitesse de convergence des lois exactes vers les lois asymptotiques.



Summary

The work of Box et JENKINS (1976) had a major influence on the application and
development of time series analysis techniques. The temporal approach they propose
for studying a series is an iterative process comprising three stages. The first consists
in identifying a model that can describe the series; the second involves estimating the
parameters of the identified model. In the third stage, one verifies whether the properties
of the fitted model are consistent with the known characteristics of the observed data. If
the model appears satisfactory, it can be used for forecasting purposes; otherwise, the
process must be restarted from the first stage.

It is at the identification stage that the statistician examines sample autocovariances
and autocorrelations. In the case of stationary series, the properties of these statistics
are relatively well known, as shown by ANDERSON (1971), FULLER (1976), and PRIESTLEY
(1981). However, most of these results are asymptotic in nature. For non-stationary
series, few results were available at the beginning of the second half of the 1970s. Our
work is situated in this context, focusing on the properties of commonly used statistics
calculated from non-stationary data.

The results concerning sample autocovariances and autocorrelations are presented
in two parts. In one, we consider statistics computed from mean-centered data; in the
other, the data are not centered. Our methodological approach unfolds over five stages
corresponding to the chapters of this thesis.

In Chapter Two, we introduce the concept of a seasonal random walk. This refers
essentially to a stochastic process for which a difference of order s yields white noise.
We begin by determining the first two moments of this process. We then turn to the
analysis of sample autocovariances computed from centered data. We derive an exact
formula for the expectation of the autocovariance at lag k (denoted c(k)), fork > 0,
as well as an exact expression for the variance of the autocovariance when the lag is a
multiple of the period s.

We generalize these results to a specific linear transformation of the seasonal random
walk. The relevance of this transformation becomes evident in Chapter Three, where we
establish the properties of standard descriptive statistics in a more general setting in
which a difference of order s yields a stationary linear process. The penultimate section
of Chapter Two deals with the case in which autocovariances are computed from non-
centered data (denoted ¢’ (k)).

To conclude Chapter Two, we derive an approximation for the expectation and
variance of an autocorrelation coefficient at a lag that is a multiple of the period, using
Kendall's formulas for the approximate computation of moments of a ratio of quadratic
forms. The approximation error is of order 1/N, where NN is the length of the series.

It is worth noting that many of the computations in Chapter Two required the use of
the symbolic computation program Macsyma.
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In Chapter Three, we examine a more general seasonal process for which a diffe-
rence of order s produces a stationary linear process. We begin by showing that, for all
practical purposes, such a seasonal process can be expressed as the sum of a specific
linear transformation of the seasonal random walk and a stationary process. This result
generalizes a finding previously used by ROy et LEFRANGOIS (1981) and HAszA (1980).

We then derive explicit expressions for the asymptotic first and second moments of
the sample autocovariances, after normalizing them by the length of the series. The chap-
ter concludes with a discussion of how these results are affected when autocovariances
are computed using non-centered data.

Some results from DICKEY (1976), which are used in Chapter Five to derive the asymp-
totic distribution of a simple function of the autocorrelation at lag ds, are summarized
in Chapter Four. Two autocorrelation coefficients are considered : (k), computed from
centered data, and 7’(k), computed from non-centered data.

It is well known that, in the case of a stationary process with zero mean, r(k) and
T’(k) share the same asymptotic distribution. However, by highlighting the asymptotic
distributions of N (1 —7(ds)) and N(1 —1'(ds)),for N = nsand d > 0, we observe that
for non-stationary data, structural differences emerge between the two. These results are
established for both the seasonal random walk and the more general seasonal process.

Still within the framework of the seasonal random walk, we also derive the asymptotic
distributions of ¢(k) and ¢ (k) when the lag k is a multiple of the period s.

We conclude with Chapter Six, in which the various distributions encountered in the
earlier chapters are evaluated using Monte Carlo methods. These simulations allow the
reader to assess the impact of using centered versus non-centered data in the compu-
tation of autocorrelations, not only with respect to exact and asymptotic moments, but
also in terms of the overall shape of the distributions. They also provide valuable insight
into the rate at which exact distributions converge to their asymptotic counterparts.



CHAPITRE

Introduction

RESUME

ans ce chapitre, nous introduisons les concepts fondamentaux et les notations

nécessaires a I'étude des propriétés distributionnelles des autocovariances et

des autocorrélations échantillonnales. Nous débutons par une revue succincte

des résultats connus dans la littérature, en particulier ceux relatifs aux processus au-

torégressifs a moyenne mobile intégrés (ARIMA), et nous précisons les définitions des

autocovariances et des coefficients d'autocorrélation. Cette mise en contexte nous per-

met de situer notre travail dans le cadre des développements récents sur les modeéles
de séries chronologiques, notamment les modeéles saisonniers.

Nous présentons ensuite une synthése des principaux résultats relatifs aux deux
premiers moments des autocovariances et des autocorrélations échantillonnales pour
certains modeles spécifigues, notamment les processus ARIMA et leurs généralisations
aux processus saisonniers. Enfin, nous introduisons les résultats relatifs aux distributions
asymptotiques de ces quantités, en nous appuyant sur les travaux de référence dans le
domaine. Ce chapitre jette ainsi les bases des développements ultérieurs en mettant en
évidence les résultats théoriques qui serviront d'appui a nos propres contributions.

§1.1 QUELQUES NOTATIONS

Afin de présenter le probléme que nous traiterons, nous situerons notre recherche
dans son contexte historique en faisant une bréve revue des résultats connus. Cette
revue n'est pas exhaustive; elle se veut plutdt indicatrice du développement des der-
nieéres années relativement aux propriétés distributionnelles des autocovariances et des
autocorrélations échantillonnales. Auparavant, introduisons quelques notations.

Soit Y7, ..., Yy, une série chronologique. Nous désignerons l'autocovariance de
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délai k calculée a partir de données centrées par ¢(k), c'est-a-dire,

N—-k
c(k:)—%Z(Y;—Y)(YHk—Y), 0<k<N-1

i=1
-~ N . " L . s
ouY = % Zi:l Y, est la moyenne arithmétique de la série. L'autocovariance calculée 3
partir de données non centrées est

N—k
1
/ —_— . . —
(k) =+ Z§:1jyln+k, 0<k<N-1

Ces deux autocovariances donnent lieu a deux coefficients d'autocorrélation, a savoir :

N—k N
k)= (Vi=Y) (Vi =Y) /D (vi-Y)", 1<k<N-1 (11
i=1 i=1

et

N
rk)=> YV /> V2 1<k<N-1
] =1

Box et JENKINS (1976) ont introduit la notation ARIMA(p, d, ¢) pour désigner un
processus autorégressif a moyenne mobile intégré, c'est-a-dire, un processus de la forme
{Y; : t € N} admettant la représentation

®(B)VYY; = by + O(B)e;

ou B est l'opérateur retard, c'est-a-dire, B [Y;] = Y;_1; V =1 — B, 1 étant l'opérateur
identité, et ou
P(B)=1—¢1B— B> —--- — @, B”

et

@(8)21—613—6232——0q8q

sont respectivement l'opérateur autorégressif et l'opérateur moyenne mobile. Le pa-
ramétre 0y est un paramétre de tendance. La suite {et}t>0 est une suite de variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées de moyenne nulle et de variance
02.0n retrouve dans MELARD (1985) une synthese intéressante traitant de ces processus.

§1.2 RESULTATS RELATIFS AUX DEUX PREMIERS MOMENTS

WICHERN (1973), ainsi que (Box et JENKINS, 1976, p. 200), ont étudié le comporte-
ment des autocorrélations d'une série générée par un processus ARIMA(O, 1, 1), décrit
par le modeéle suivant:

Y=Y 1 +e —0eq, t2>21

lls constatent que (k) décroit de facon linéaire avec k. Le méme modele est aussi
considéré par Rovy (1977). Il obtient les deux premiers moments asymptotiques de la
fonction d’autocovariance et montre que:

lim Ble(k)/N] = 20— 0

N—o0 6

, k>0 (1.2)
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et
ot(1—0)4
45
ou N désigne la longueur de la série. Dans le cas ou ) = 0, le modéle décrit une marche
aléatoire. Nous généraliserons (1.2) et (1.3) a la marche aléatoire saisonniére.
ANDERSON (1979) déduit des formules donnant la moyenne, la variance et les auto-

Nlim Cov[c(k)/N, c¢(h)/N] , k,h>=0 (1.3)

covariances de séries générées par un processus AFQIMA(p7 d, q), pourd =0etl, en
termes des autocovariances du processus ARMA(p, q) sous-jacent.

DE GOOIJER (1980) s'intéresse aux autocorrélations échantillonnales. Il exprime, sous
une forme impliquant une intégrale, les quatre premiers moments de r(k:) dans le
contexte ou les observations proviennent d'un processus ARIMA(p, d, q), d=0etl.
Néanmoins, les formules fournies permettent I'évaluation numérique de ces moments.
Il compare alors les moments exacts avec des approximations dues a KENDALL (1954)
et 8 MARRIOTT et POPE (1954), dans le contexte d'un modele ARIMA(1, 0, 1) et d'un
ARIMA(O, 1, 1). Nous reprendrons ces approximations a la section 2.6.

DE GOOIJER (1981) étudie les moments des autocovariances et des autocorrélations
d'un processus ARIMA(p, 0, q). Ily annonce des résultats développés dans ANDERSON et
DE GOOI3IER (1983) ou figurent des formules explicites pour Var[c(k)] et Cov[c(k), ¢(0)]
dans le contexte d'un ARIMA(p, 0, q) et indigue comment on peut obtenir ces quantités
dans le contexte d'un ARIMA(p, 1, q). Il précise cependant qu'il s'agit de calculs d'une
complexité énorme.

RovY et LEFRANGOIS (1981) publient un article ou les deux premiers moments asymp-
totiques des autocovariances échantillonnales sont mis en évidence dans le contexte
ou la série observée, Y, t =1, ..., N, provientd'un ARIMA(p, 1, q). Leur démarche
repose en partie sur |'utilisation d'une approximation de Y; en termes d’'une promenade
aléatoire. lls montrent que :

: S
Jim Efe(k)/N] = &, (1.4)
et
: S?
]\}1_{1(1)0 Cov[e(k)/N, ¢(h)/N] = i (1.5)

ous = Z;’ifoo v, 75 étant la J-&me autocovariance du processus stationnaire VY.

L'étude de cet article nous indique gque la connaissance des propriétés des auto-
covariances échantillonnales d'une marche aléatoire permet de mieux cerner celles
d'un processus non stationnaire. Aussi, nous mettrons en évidence une approximation
exprimant un processus saisonnier en termes d'une marche aléatoire saisonniére, nous
conduisant ainsi a une généralisation de (1.4) et (1.5).

Comme nous le démontrons au chapitre deux, les deux premiers moments exacts
d’'une marche aléatoire saisonniére s'obtiennent facilement. Nous obtenons aussi des
formules dans le cas d'un processus {Y; : t € N} pourlequelw; =Y; — Y, t > 1, est
un ARIMA(p, 0, q).

Evidemment, elles sont d'une plus grande complexité que les premiéres. PENA
(1984) et GODOLPHIN (1977) obtiennent des formules intéressantes pour un modele
multiplicatif.

Le premier volet du chapitre deux présente des résultats relatifs aux deux premiers
moments des autocovariances échantillonnales de la marche aléatoire saisonniére.
Nous obtenons une formule explicite pour E[c(k)], quelle que soit la valeur de k, et une
formule tout aussi explicite pour Var[c(k)], lorsque k est un multiple de la période (s).
Nous reprenons, au second volet, le travail pour une transformation linéaire particuliere
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de la marche aléatoire saisonniére. En plus de fournir la formule exacte de E[c(k)],
k > 0, nous donnons une formule explicite de Cov[c(ks), c(hs)]. Disposant de ces
quantités, nous pouvons utiliser les formules de Kendall pour approximer E[r(k)] et
Var[r(k)] lorsque k est un multiple de la période. Ces quelques résultats élémentaires
nous montrent que r(ds) converge en probabilité vers 1, pour d > 0. Des résultats
relatifs a ¢/ (k) sont aussi disponibles.

Au chapitre trois, nous démontrons qu'un processus saisonnier ayant des propriétés
assez générales, peut s'écrire, a toutes fins pratiques, comme la somme d'une promenade
aléatoire saisonniere et d'un processus stationnaire. Nous exploitons alors les proprié-
tés de la promenade aléatoire saisonniere pour déduire les deux premiers moments
asymptotiques du processus saisonnier plus général.

§1.3 RESULTATS RELATIFS AUX DISTRIBUTIONS ASYMPTOTIQUES

Une bonne partie des résultats de la thése de doctorat de DICKEY (1976) exposés
dans DICKEY et FULLER (1979) forment la pierre angulaire d'une série d'articles axés sur
la caractérisation de la distribution asymptotique de certains estimateurs des moindres
carrés. DICKEY et FULLER (1979) étudient la distribution asymptotique de I'estimateur
du parameétre autorégressif d'un processus autorégressif d'ordre 1 sous I'hypothése que
ce dernier est égal a 1 en valeur absolue.

De facon plus précise, ils envisagent différents modeles dont :

a)Y; = pY1 + ey, t>1 (1.6)
et
b)Yy = p+ pYi1 + e, t>1 (1.7)
ou {et} est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées

(0, 02), et ou Yy = 0. Dénotons par r, I'estimateur des moindres carrés de p. On
constate que pour le modele (1.6), 7 a une forme trés proche de celle de 7”(1). En effet,

N-1 N
P =Y ViV [ Y VP
=1 =1

Nnous avons:

tandis que
N-1 N-1
2
=Y /Yo
i=1 i=1

Cependant, bien que les formules soient similaires, nous verrons au chapitre cing
gue les distributions asymptotiques sont différentes.

Notons que dans sa thése de doctorat, Dickey construit des tables des principaux
percentiles des lois exactes et asymptotiques des différentes statistiques étudiées. Ces
tables sont obtenues par la méthode de Monte Carlo. De leur c6té, EVANS et SAVIN (1981)
ont créé une table de la fonction de répartition de N (1 — 7")/\/§ par une méthode
d'intégration numérique, dans le contexte du modéle (1.6), sous I'hypothése que p = 1.
lIs utilisent la distribution asymptotique fournie par RAO (1978). DICKEY et FULLER (1981)
étudient le test du rapport de vraisemblance pour éprouver I'hypothése H (u, p) =
(0, 1) dans le contexte du modele (1.7).

HAszA et FULLER (1979) présentent une généralisation des résultats de DICKEY et
FULLER (1979). Ony travaille avec un processus ARIMA(p, 0, 0) dont l'opérateur autoré-



1. Introduction

gressif a deux racines sur le cercle unitaire. lls déduisent les distributions asymptotiques
des estimateurs des moindres carrés sous cette hypotheése.

SAID et DICKEY (1981) obtiennent la distribution asymptotique des estimateurs des
moindres carrés des parametres d'un modele ARIMA(p, 1, q). Par la suite, SAID et DICKEY
(1984) développent un test basé sur une approximation d'un processus ARIMA(p, 1, q)
par un processus ARIMA(p', 0, 0) (p’ étant fonction du nombre d'observations), permet-
tant d'éprouver I'hypothése qu’'une des racines de l'opérateur autorégressif est sur le
cercle unitaire.

L'article de HASzA (1980) marque un intérét croissant pour les résultats de Dickey
dans I'obtention de résultats relatifs a la distribution asymptotique des autocorrélations.
Il ouvre la voie en résolvant le probléme dans le contexte d'un processus ARIMA(p, 1, q)
en utilisant (1.1) comme définition du coefficient r(k) Il trouve des approximations
simples pour le numérateur et le dénominateur de N (1 — r(k)), ce qui lui permet de
caractériser la loi asymptotique de cette statistique. Ses résultats seront généralisés au
chapitre cing dans le cadre d’'un processus saisonnier.

Dans cette lignée d'articles, celui de HASzZA et FULLER (1982) est le premier a traiter
des modéles saisonniers. On considére le modele :

Y=Y+t s +a3Y 1 +e, t21

{et} étant une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées de moyenne nulle et de variance o2. Une méthode pour tester I'hypothése
H : (a1, ag, az) = (1, 1, —1) y est suggérée.

Entre autres modeéles, DICKEY ET COLLAB. (1984) étudient :

a)Y; = pYi_s + ey, t>1
et

b)Y — p = p(Yies — 1) + e t>1 (1.8)

ou {et} est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
de moyenne nulle et de variance o?, et ou Y ¢11, ..., Yy sont les valeurs initiales.
Un ensemble d'estimateurs des paramétres des différents modéles est suggéré et les
auteurs caractérisent la distribution asymptotique de ceux-ci sous I'hypothése que p = 1,
en se basant sur les résultats précédents de DICKEY (1976), DICKEY et FULLER (1979), de
méme que HASzA et FULLER (1979).

Il est intéressant de remarquer que pour le modéle (1.8), I'estimateur des moindres
carrés de p a une forme tres voisine du coefficient d'autocorrélation de délai s calculé
sans centrer les données:

N N
r= YY) ) YE,
1=1 i=1

Nous verrons cependant que les distributions asymptotiques sont différentes.

Au chapitre cing, nous considérons un processus saisonnier {Yt 1t e N}, pour lequel
wy = Y; — Y, . est un processus stationnaire. Exploitant certains résultats de DICKEY
(1976), résumés au chapitre quatre, nous obtenons la distribution asymptotique de
N(1 —r(ds))etcellede N (1 —1'(ds)), pour d > 0, et nous constatons que ces deux
distributions sont différentes, méme si la moyenne du processus original est nulle.
Nous mettons aussi en évidence la distribution asymptotique de ¢(ds) et celle de /(ds)
lorsque les données proviennent d'une marche aléatoire saisonniére.
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Au chapitre six, nous évaluerons par la méthode de Monte Carlo les différentes
distributions rencontrées au chapitre cing. Nous pourrons alors juger des écarts existant
entre les distributions exactes et les distributions asymptotiques, de méme qu’entre les
distributions des statistiques basées sur des données centrées et celles des statistiques
calculées avec des données non centrées.

Nous avons pris connaissance de l'article de YAJIMA (1985) au moment ou nous
faisions la rédaction finale de cette thése. Dans cet article, il s'attaque a la détermination
des propriétés asymptotiques des autocorrélations et des autocorrélations partielles
d'un processus saisonnier. Il fait appel aux travaux de HAszA et FULLER (1979) et ca-
ractérise la distribution asymptotique de r(k) lorsque k n'est pas un multiple de la
période, et celle de N (1 — r(k)) lorsque k est un multiple de la période. Cependant,
il suppose que VdVEYt est un processus ARIMA(p, 0, ¢q), Vi désignant l'opérateur
différence saisonniére d'ordre s, c'est-a-dire V,Y; = Y; — Y,_.. Dans le cas que nous
traitons, nous supposons simplement que V.Y, est un processus linéaire, ce qui est
une hypothése moins forte que celle de Yajima. Par conséquent, la caractérisation des
distributions asymptotiques qu'’il obtient et celle que nous fournissons ne sont pas
identiques. Néanmoins, il obtient des résultats fort intéressants relativement aux auto-
corrélations partielles. Cependant, il ne donne aucun résultat analytique concernant les
moments des autocovariances ou des autocorrélations et il travaille uniguement avec
des autocorrélations calculées a partir de données centrées.

L'article de TIAC et Box (1981) a stimulé la recherche sur les propriétés des modeéles
multivariés. Ainsi, SAMARANAYAKE et HASZA (1982) étudient les propriétés asymptotiques
des corrélations de séries multivariées non stationnaires générées par un processus
autorégressif d'ordre p. DAVIES ET COLLAB. (1984) obtiennent des expressions analytiques
pour les moments exacts des corrélations croisées échantillonnales d'un processus auto-
régressif a moyenne mobile multivarié. lls développent aussi une méthode permettant
I'évaluation numérique de celles-ci. Cependant, dans cette thése, nous nous limiterons
aux modeles univariés.



CHAPITRE

Marche aléatoire saisonniere

RESUME

e chapitre traite de la marche aléatoire saisonniére, un processus stochastique
C défini par la relation V,X; = ¢, ol e; est un bruit blanc et V, 'opérateur de
différenciation saisonniére. Nous explorons les propriétés fondamentales de ce
modeéle, notamment ses moments d'ordre un et deux, ainsi que son comportement
asymptotique. L'analyse met en évidence la non-stationnarité du processus et ses impli-
cations pour la modélisation des séries temporelles présentant une structure saisonniére

marquee.

§2.1 INTRODUCTION
Dans un premier temps, notre étude portera sur le modeéle
Vth = €¢

ou Vi = (1 — B?), B étant l'opérateur de retard, c'est-a-dire : B{X }; = {X;_1}, tandis
que 1 est 'opérateur identité. La suite {et} est un bruit blanc, c'est-a-dire, une suite de
variables aléatoires indépendantes et identiqguement distribuées (que nous supposerons
gaussiennes lorsque cela sera nécessaire) de moyenne nulle et de variance o2. Nous
désignerons le processus {Xt} par « marche (ou promenade) aléatoire saisonniére. »
Nous obtiendrons les deux premiers moments de X4, et nous reprendrons le travail dans
le cas ou V, X est un processus ARMA(p, q) stationnaire. Nous aurons alors

(B)V, X, = O(B)e;

®(B) =1 — 1B —paB* — - — ¢, B°

7
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est l'opérateur autorégressif et
OB)=1-6B—0,B>—---—0,B"

est l'opérateur moyenne mobile.
Finalement, nous étudierons les autocovariances échantillonnales du processus

Vth = €.

§2.2 DEUX PREMIERS MOMENTS DE LA MARCHE ALEATOIRE SAISONNIERE

Le lecteur pourra se référer au livre de GRAHAM (1981) pour la définition et les
principales propriétés du produit de Kronecker, noté &. L'emploi de ce produit met en
évidence les structures sous-jacentes au processus {Xt}.

Soit X = (X, ..., Xy), une série chronologique et Xo = (X_,, ..., X_1),
I'ensemble des valeurs initiales de la série. Pour simplifier I'écriture et le développement,
nous supposerons que le vecteur X est de longueur ns. Cela signifie que N = ns — 1,
et que la longueur de la série est un multiple de la période. Dénotons par e le vecteur
(€0, ..., €ns_1), pourlequel e = 0et X, = %I, = 0 (I, ® I,).

Dans ce cas, il est facile de voir que

XO = X,s + eg
Xi=X_ 11 +e

Xs:X73+€0+€s
X1 =X sy1+e1+ e

Xos—1 = X_1+es_1+ e

X2s == st + €o + €5 + €25
Xogp1 = X gp1+e1 +esp1 + €254

Xgs—1 = X1+ €51+ €51 + €351
etc.

Xj = XVS+T = X—s—i—T + Z Cistrs (2.1)
=0

et en définissant

X1 = (Xps, Xistts -oos Xppgnys—1), 0<k<n—1,
€41 = (ek87 Chkst1y - e(k+l)s—1) ) 0<k<n— 17
Nnous pouvons écrire
k
Xk:XO+Zei7 k‘:l, ey, N

i=1
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On obtient finalement
X=1,X+T,®I,e (2.2)

ou 1,, est un vecteur de n éléments tous égaux a 1, T',, est une matrice n X n triangulaire
inférieure dont tous les éléments situés sur et sous la diagonale principale sont égaux a
1. Les espérances que hous calculerons seront conditionnelles au vecteur X . On a:

EX]=1,® X, =px
et
E[(X —px) (X — NX)/} = o’ (Tn ® L) (T, ®I8), = o’ (T, T, ®1,) (2.3

On remarque que:

1r, 11, --- 11,
oo | M 2L 2
n n® s — . .
11, 21, --- nl,

et la proposition suivante est démontrée.
Proposition 2.1 Sojt {Xt} un processus stochastique tel que
VSXt = €4, t 2 0

avec {et} un bruit blanc de variance o? et dénotons par X_g, ..., X_1les s valeurs
initiales. Si nous écrivons t et t’ sous la forme

t=vs+r et t =vs+7r

alors:
1)E[X,] = X, t>0
2) Var[X;] = o*(v + 1) t>0
. /
3) COV[Xt, Xt’] = 0 ST 7£ ™

o?(v+1) sir=r'etv <v.

La proposition 2.1 peut aussi se démontrer directement a partir de (2.1). Le corollaire
suivant en est une conséquence immeédiate.

Corollaire 2.1 Dans le contexte de la proposition 2.1 :

1) tli)r(rjlo Var[X;] = o0

O /
2) lim Cov[X;, Xy] = rET,
=00 oo r=retv <.
0 r £,

3)p(Xe, Xp) = (V +1

1/2
/ /
r=rev<v.
V’—l-l)
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2.2. Deux premiers moments de la marche aléatoire saisonniere

Supposons que V' > v, et posons V' — v = m. On note alors que pour v fixé,

lim p(X;, Xp) =0

mM— 00

tandis que pour m fixé :

/
lim p(X, X)) =40 "7

V=500 1 r=r.

Notons que X; n'est pas asymptotiquement stationnaire (voir Roy (1977)).

Supposons maintenant qu'une différence saisonniere d'ordre s appliquée a la sé-
rie {X;} génere wy, un processus ARMA(p, ¢) stationnaire de moyenne nulle dont

les autocovariances sont g, V1, - . - Découpons la suite des observations par tranches
de longueur s, comme dans le cas de la marche aléatoire saisonniére. Soit Xy =
(X_s, ..., X_1)" le vecteur des valeurs initiales, X ; = (X(i,l)s, e X,-s_l)/ etw; =
(w(i_l)s, cey wis,l)/, 1 > 0. Si hous concaténons tous les vecteurs X ; pour obtenir
X'= (X1, ..., X)etquenous faisons de méme avec les w;, afin d'obtenir w, nous
aurons:

X=1,0X+(T,®I;)w

Par conséquent,

E[X]=1,® Xo+ (T, I,)Ew] =1,® X,

et
Var[X]| = Xx = (T, I,) X, (T, ® I,)
ou ~ _
FO Fl F2 I‘nfl
Fl F() Fl Fn—2
Zw = FQ Fl FO Fn—3
anl an2 an?) FO
et
Vis Yis+1 o Y(i+1)s—1
I, — ’Yis.fl ’st ’ ’Y(i+?)372
Vi-1)s+1 VE-1)s4+2 - - - Yis
Par conséquent,
I, O 0 Iy I S I, I, I,
I, I, --- O I’y r, Y A 0 I, I,
Xx=| . . . : : : .
I, 1, --- I, r,., r,., ... I, o 0 ... I,

Pour obtenir la covariance entre X; et X4/, nous pourrions examiner la structure de

(T, ®1,)%,(T,®1I,)
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Cependant, nous préférons utiliser le fait que
v
Xj = XVerr = stJrr + Zwis+r (2.4)
i=0

L'équation 2.4) est obtenue par le méme raisonnement qui nous a conduit a (2.1).
Ona

Var[X;] = Var[X,s,]

12
= Var g Wistr
i=0
2

=E z’/: Wis+r
=0
= Z Z E[wis+rsz+r]

i=0 j=0
= Z ny(j—i)s

i=0 j=0
=W+ > e — Y 1l ks (2.5)

k=—v k=—v

Puisque w; est un processus ARMA(p, q) stationnaire, les 7y, 7 = ¢ + 1, satisfont
I'équation aux différences

Ve = P1Vk—1 T P2Vk—2 + ** + ©pVe—p

On peut en conclure que ZZO:O Vi et ZZOZO k~ convergent absolument (cf. Roy et
LEFRANCOIS (1981)). Par conséquent, chacune des sommes dans (2.5) converge ab-
solument lorsque ¥ — 00. Néanmoins, (2.5) nous indique que lim Var[X;] n'existe
pas. t—00

Au niveau des covariances, nous avons

COV[Xt, Xt/} = COVI:XUS+/,-7 Xu/s+r/]

v v
=E Z Wis+r Z Wjs+r!
=0 =0
v v
= Z Z E[wis—&-rsz—l—r’}

i=0 j=0

= Z Z Y(G—i)s+(r'—7)

i=0 j=0
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Sans perdre de généralité, nous pouvons supposer que I/ > 1. Posons temporairement
¢ =1’ — r, et développons la double sommmation :

¢ TVs+¢ + ot Vs ¢ TYw+D)s+cTVw+2)s+¢t T Vs +¢
TV—s+¢ T + - '+’7(ufl)s +¢ T Vs +¢ +’Y(V +1)s +§+ o .+’V(V/71)S +¢
TY—2s+¢ T V—s+¢ + - '+P)/(Vf2)s +C+7(1171)s +¢ T Vs +¢ +-- '+Py(l/'72)8 +¢
FY-vs+¢ V=@ +Ds+¢t % Trs+¢ TYes+¢ T TV -)s ¢
Elle devient donc:

v vVi—-v v

COV[Xus+ra XV’S—H“’] = Z (V +1- |k|)7ks+c + Z Z7(k+j)8+C‘ (2.6)
h=—v k=1 j=0

L'équation (2.6) met en évidence le fait que la covariance entre X, 1, et X, /gy
est beaucoup plus complexe que dans le cas de la marche aléatoire saisonniere. Des
équations (2.5) et (2.6), nous pouvons obtenir les coefficients d'autocorrélation

p(Xvs+ra Xu’s+r’) =

v vVi-v v

S WAL= kD) Ykasr—r + D> Vbrjyasri—r

k=—v k=1 ]:0

v v 1/2 v v
(V+1) Z Vks — Z |k‘7ks (V/+1) Z Vs — Z |k|’7ks

k=—v k=—v k=—v' k=—v'

L'équation (2.7) ne nous permet pas de voir ce qui se passe lorsque ¢ ou t’ deviennent
grands. Nous allons donc I'examiner plus en détail. Supposons que v/ soit suffisamnment
plus grand que v (il suffit que ' > 2v) et que I/ = v + m. Nous pouvons alors écrire
(2.6) sous la forme

Cov[X;, Xy] = Z (v + 1) Vhste — Z || Yrstc + Z Z V(k+5)s+¢

k=—v k=—v k=1 j=0
= Z (V4 1)Yrs+c — Z |kl Yrest
k=—v k=—v
+ Z k7k5+c + (y + 1) Z V(k+v)s+¢ + Z kf)/(u—km—k—i-l)s—i-c (2.8)
k=1 k=1 k=1

Si nous maintenons fixés v/, r et 1’ et que nous faisons tendre m vers I'infini, toutes les
sommes apparaissant en (2.8) seront bien définies. Cependant, le dénominateur de (2.7)
tend vers l'infini. Par conséquent, pour v, 7 et 1’ fixés,

< 00

lim | Cov[Xysir, X(pimysr]

m—00

et
lim p(Xus—l—'r; X(u+m)s+r’) = 0.

m—0o0
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Nous allons maintenant faire tendre v vers l'infini en fixant m, 7, et r’. Puisque v tend
vers I'infini et que ™ est fixé, nous pouvons supposer que M < V et écrire (2.6) sous la
forme

v

Cov[Xysir, Xprsir] = Z (v+1- |k’)'7ks+(j + Z kYkstc
k=—v k=1

+m Z Vis+¢ + Z m+1— )’Y(kJru)erC

k=m+1
=(v+1) Z Vhs+¢ — Z || Vhsye + Z kYks+c
k=—v k=—v

im Y m+<+z mA 1= k) Yassre  (29)
k=m+1

Les troisieme et cinquiéme sommations n'impliquent gu’'un nombre fini de termes. Les
autres sommes convergent absolument lorsque v tend vers l'infini. Par conséquent,
(2.9) nous indique que

lim Cov [Xysir, X(tmstr ]

V—00
n'existe pas nécessairement.

L'existence de cette limite dépend de Z,@O Yis+¢- Dans le cas de la marche aléatoire
saisonniere, seul g = o? = 0, de sorte que Cov [X,,Hr, X(l/+m)s+r’] est égala O ou
02(1/ + 1), selon que ¢ = 0 ou non. En établissant (2.9), on suppose implicitement que
m > 1, mais sim = 0, les trois derniéres sornmes n'apparaissent pas. Ainsi, sim = 0,

COV[X,,S+T, Xus+r/] = (V + 1) Z Yestr' —r — Z |k’ Yks+r'—r-

k=—v k=—v

D'ou,
lim Cov[X,sir, Xysir]
V—r00
n'existe pas nécessairement.
En ce qui concerne la corrélation,sim = 0, on a

v

Z Yks+r—r! — Z | Yks+r—r!

k=—v k——V
p(Xus+r7 Xus+r’) = v (2.10)
kz_y Yks — U1 kz_y ‘ | Vks

De (2.10), on déduit que

Z Vks+r!—r

lim /O<XV8+T> XVSH"’) = ki_ojo—

V—00
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2.3. Autocovariances échantillonnales avec données centrées

Dans le cas ou 1’ — r = (), cette limite vaut 1. Sim > 1, on montre de maniére
analogue que

lim p(Xys+r, X(y+m)s+r’) =7 ~

V—00 Z P}/ks

k=—00

qui est aussi égale & 1 lorsque 7’ = r. La proposition 2.2 résume ces derniers résultats.

Proposition 2.2 Soit {Xt it > 1} un processus stochastique régi par le modeéle
Vi Xt = wy

ot {w; } est un processus ARMA(p, q) stationnaire de moyenne nulle, dont les auto-
covariances sont Yo, V1, - - -, et désignons par X _, ..., X_1 les s valeurs initiales. Si
nous écrivons t et t' sous la forme

t=vs+r et t =vs+7,

en posant ( = r' —r, alors:

1 E[X) =X, t>0

2 Var[X)) = (v +1) > ks — > |kl mes £20,
k=—v k=—v
3. Cov[Xy, Xy] = Z (v + 1 — k) Yhstc + Z ZV(kﬂ')sﬂv vV,
k=—v k=1 j=0

4. lim p(X,,SM, X(,,er)SJrT/) =0, v, retr fixés,

m—00
oo
g Vks+r!—r

. k=—o00 .
5 lim p(Xstrr, X(Hm)SH/) = —————, m, retrfixés
V—r00
§ Vs
k=—o00

et cette limite vaut 1 quand r’ = r.

PENA (1984) obtient des formules pour un modele saisonnier multiplicatif. On peut
aussi se référer a GODOLPHIN (1977).

§2.3 AUTOCOVARIANCES ECHANTILLONNALES AVEC DONNEES CENTREES

2.3.1 Statistiques usuelles

Tout comme pour les séries stationnaires, nous utiliserons les statistiques descriptives

suivantes:
1

Xy

1 ns—

ns

X =
t=0
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et
1 ns—k—1 ~ ~
(k) = — Y (X% =X) (X —X), k=0
t=0

Ainsi, X est la moyenne échantillonnale, tandis que ¢(k) est l'autocovariance échan-
tillonnale de délai k, k > 0. On peut cependant donner une forme plus commode &
c(k). En effet, définissons P,,s(k), la matrice ns X ns, dont les éléments sont 1 sur la
k-iéme diagonale supérieure et 0 ailleurs. On peut alors se convaincre que
1 Ny —
ok) = — (X —1,.X) P,y(k) (X —1,,X)
On préfere toujours utiliser une matrice symétrique dans la définition d'une forme
guadratique. Dans notre cas, cela donne
1

(k) = 5 — (X = 1,5X) (Pps(k) + Pl (k) (X — 1,,X)

Si nous posons

A=1,1I,— (J,/n)® (Js/s) (2.11)

ou J 1, est une matrice k X k dont tous les éléments sont égaux a 1, nous voyons aisément
que

(X —1,,X) = AX
Deplus, X =1, ® Xog+ (T, ® I) e. On obtient
1
(1) = XA (P, + Pl (1) AX
ns

Pour simplifier les calculs, posons temporairement

i (1, X0+ (T, ®I,)e)Q(1,® X+ (T, ®1I,)e)
2_7113 (1, ®X0)Q(1,® Xo)+ (T, ®1I,)e) Q (T, ®I,)e)
+2 (1, ® X0)' Q (T, ® I,) e)] (2.12)

Pour calculer E[c(k)] sachant que pt, = 0, et que X, = 021, ® I, on peut utiliser
un résultat sur les moments de formes quadratiques ((ANDERSON, 1971, lemmes 3.4.3,
3.4.4 et 3.4.5).

Lemme 2.1 Soit Q = u'Bwu, ot B = {b; ;} est une matrice symétrique n X n, et u
est un vecteur aléatoire de longueur n. Soit R = u'Cu, ot C' = {¢; ; } est une matrice
symétrigue n X n. Supposons que les composantesu;, 1 = 1, ..., n, du vecteur u sont
mutuellement indépendantes et que

Elu] =0, E[uf] =c®etE[uj] = ry + 30"

)

Alors,
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1. B[Q] = 0?t1[B)

2. Var[Q] = (Zb)+2atr[ 2],

3. COV[Q, R] = K4 (Z bi,ici,i) -+ 20’4 tr[BC]

i=1
L'espérance de c(k') sera obtenue en évaluant I'espérance de chacun des termes de
(2.12). On trouve:
Elc(k)] = {(1, ® X0)' Q (1, ® X,) + Ele/ (T, ® I,) Q (T, ® I,) €]
+2 (1, ® Xo)' Q (T, ® I,)Ele]} /(2ns)
=a+ o’ tr{(T, ® I,)) A(Pp(k) + P, (k) A(T, ® I,)} /(2ns)
=a+ o’ tr{P,,(k)A (T, T, @ I,) A} /(ns),
ou
a=(1,® X)) Q (1, ® Xg) /(2ns) (2.13)
est une quantité dépendant de X, k, n et s. Notons qu'il s'agit du seul terme faisant
intervenir les valeurs initiales. Posons

— 12){_t
s t=1

etz; = X; — X, 1ai®™ composantede A (I, ® Xo) =1, ® X — 1,,, ® X.

Sachant que
a=(18Xo) A(P(k)+ P, (k) A1 X)/(2ns)
= (1 ® Xo) AP, (k)A (1 ® X,) /(ns)

ns—k

- E xzxz—i-k
ns

=1
en appliguant I'inégalité de Cauchy, on trouve

1 ns—k 1/2 ns—k 1/2
o< (Sa) (S
j =1

oU \* est indépendant de n. On peut finalement écrire
Ble(k)] < X + 0 tr{ Po(K) A (T, T, © I,) A} /(ns).
Nous nous intéresserons éventuellement a E[c(k) /n]. Nous savons évidemment que
Elc(k)/n] < X /n+ o tr{ P (k) A (T, T, ® I,) A} / (n’s) .

Lorsque n — oQ, il est évident que seul le second terme domine, car )\*/n — 0. Par
conséquent, il suffit d'analyser le second terme pour déterminer le comportement de

Efe(k)].
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2.3.2 Espérance et variance des autocovariances

De fait, nous voulons évaluer la trace de P,s(k)A (T, T, ® I,) A. Lorsque k = 0,
il s'agit de trouver latrace de A (T, T, ® I,) A, etsik > 1,il s'agit d’additionner les
éléments de la k-ieme sous-diagonale de A (T, T", ® I,) A. Nous dénotons mainte-
nant A (T, T, ® I,) A par V.En utilisant la définition de A, nous allons expliciter la
matrice V. Nous avons

V=I,I,-J,2J,/(ns)) (T,T, I,)(I,@I,—J,®J,/(ns))
=T,T, 1, - J,T,T, ®J,/(ns) — T,T,J, @ J,/(ns)
+ J,T,T,J, @ JJs/(ns)?
=T,T, I, + {J,T,T,J,/ (n’s) — (J,T,T), + T,T,J,)/(ns)} @ Js,

car JsJ s = sJ s Notons que la matrice J,, T, T, est une matrice ayant toutes ses
lignes identiques. Le j-ieme élément de I'une d'elles est

J

“(2n—j5+1).
5(2n—j+1)
En effet, la j-iéme colonne de T, T", est un vecteur de la forme: (1, 2, ..., j —
1, 7, J, ..., 7). La somme de ses composantes est

J, . N, fJ+1 . J .
2+ +m-pi=i (T =) =Fn-i+ ),
Or, lasomme des composantes de la j-iéme colonne de T,LT;Z est précisément le j-iéme
P , . /
élément d'une ligne de J,, T, T, .

Lorsque nous nous intéressons a J,, T, T J ., nous constatons qu'il s'agit d'une
matrice dont tous les éléments sont égaux. Pour obtenir cette valeur commune, il suffit
de faire la somme des éléments d'une ligne de JnTnT;. Un simple calcul montre que

n(2n+1)(n+1)

J. T, T, J,
6

J,, (2.14)

Puisque la matrice JnTnT;l est une matrice ayant toutes ses lignes identiques, le
j-iéme élément est

%(2n—j+1).

L'élément (i, j) de la matrice J,, T, T, + T, T J, est donné par

S@n—j+ 1)+ 52 —it]) ——{z—l—j @2n+1)— (2 + %)}

Cela nous permet de voir que I'élément r;; de la matrice
R, ={J,T,T,J,/ (n*s) — (J ,T.T, + T,T,J,)/ (ns)} (2.15)
est

rij =n2n+1)(n+1)/ (6n25) — {(z +7)(2n+1)— (iQ —i—j2)} /(2ns)
={(2n+1) n+1)—3(z+])(2n+1)+3( +52)} /(6ns)
={(2n+1)(n—3(i+j)+ 1)+ 3(i* + j*)} /(6ns)
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= {2n* 4+ (=65 — 6i + 3)n + 35> — 3j + 3> — 3i + 1} /(6ns) (2.16)
Maintenant, Nnous avons
AT, T @I)A=T,T, oI, + R, ® J,.

Dénotons par t; le total des éléments de la i-iéme sous-diagonale de la matrice R,,. On

a

n—i

ti = ZTHM
j=1
1 n—i
= (2n* 4+ 3(—4j — 2i + 1)n+ 65> + 6(i — 1)j + 3(:* — i) + 1)
ns
j=1
1
=5 {2n® — (i = 3)n® — (3 + 3i — 1)n + 20> — i} . (2.17)
ns

Maintenant, E[c(ms)], pour 0 < m < n — 1, peut étre calculé facilement. En effet,

E[c(ms)] = a + o tr[P,,(ms)A (T, T, ® I,,) A] /(ns)
= a+ o tr[P,s(ms) (T, T, @ I,) + P,(ms) (R, @ J,)] /(ns).
En examinant la forme de P,,(ms) (T, T, ® I ), on constate que la contribution de ce
terme est s(n —m)(n —m+ 1)/2. De plus, faire la somme des éléments de la ms-ieme

diagonale de R,, ® J 4 revient a additionner s fois les éléments de la m-iéme diagonale
de R,,. On obtient alors

Elc(ms)] = a4+ o? {s(n —m)(n —m +1)/2 + st} /(ns). (2.18)

De maniére plus explicite,

Elc(ms)] = a+ Z—Z {s(n=m)(n—m+1)/2 —s{2n° + (—m + 3)n°

+(=3m* —=3m+1)n+2m* —m} /(6n}

=a+ 602 {(3nm2 — (6712 + 3n) m+ 3n3 + 3n2) s —2m?
n2s
+3nm? + (n2 + 3n + 1) m —2n% — 3n? — n}
2
o
=ot {(3s — 2)n® 4+ ((—6s + 1)m + 3s — 3)n
+((8s +3)m*+3(1 — s)m — 1) n — 2m* + m} (2.19)

Aussi, si les valeurs initiales sont nulles, @ = 0 et on a un résultat exact et explicite pour
E[c(ms)]. De plus, on voit que

0.2

lim E[c(ms)/(ns)] = lim 6 {n’(3s — 2)} / (6n°s*) = —(3s —2)  (2.20)

n—00 n—00 652

Dans le cas particulier ou s = 1, on retrouve

lim Ele(m)/n] = /6,

n—oo
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ce qui est conforme a Rov (1977), voir (1.2).
Il reste & expliciter E[c(”s)(ms + 7“)} pour0 < m < n—2etl < r < s Par
inspection de la structure de

P,k (T, T,I,+R,®J,),

on se rend compte que la matrice TnT;1 ® I, n'apporte aucune contribution, puisque
les éléments de la (ms + r)-ieme diagonale de TnT;L ® I, sont nuls pour r # 0. Ainsi,
pour k = ms +r, (s > 1), en examinant la structure de R,, ® J ;, nous avons

Ele(ms+7)] =a+ % {(s =)ty + 1tims1}

:a—#;? {(2m® +n(=3m* = 3m+1) —m+n*33—m)
+2n°) (s —r)} = {r (n(=3(m+1)> = 3(m +1) +1)

+2(m +1)° —=m +n*(2 —m) +2n° —1)}]

=a— @ [{2sn® — (sm — 354+ r)n® — (3sm* + (35 + 6r)m
+s—6r)n +2sm® + 6rm® + (—s + 6r)m + r}] (2.21)

Le coefficient de n® au numérateur de (2.21) est —2s, de sorte que

lim E[c(ms +1)/(ns)] = =207/ (65*) = —0*/ (35%) .

n—oo
On voit que le rapport des espérances tend vers 1 lorsque le délai est un multiple de
la période, tandis qu’il tend vers
—0?  0%(35—2) —2
3s2 © 652 3s—2

lorsgu'il ne s'agit pas d'un multiple de la période.

La prochaine section contiendra une généralisation de ces résultats dans le cas
oUu nous avons une transformation linéaire de la marche aléatoire saisonniére. Entre
autres, nous obtiendrons la covariance entre les autocovariances échantillonnales dont
les délais sont des multiples de la période. En spécialisant ces prochains résultats, nous
obtenons

4
Var(c(ms)) = m {[60s — 56]n°
+ [104m — 120 — s(120m — 120)]n°
+ [55m® + 180m — 110 — s (90m” + 180m — 120) ]| n*
— [120m® — 90m® — 170m + 60 + s (—360m* 4+ 90m* + 240m — 60) | n*
— [100m* + 180m® — 35m* — 90m + 14
+ (225m* — 180m® — 135m” + 90m) s| n*
+ [102m® — 90m® + 14m] n
+m? [26m* — 30m”> + 14] } (2.22)

et si nous posons m = 0, I'égquation (2.22) devient
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2.4. Transformation linéaire de la marche aléatoire saisonniére

0.4

Var(c(0)) = 9027 (2(15s — 14)n* + 60(s — 1)n®
n?s
+5(12s — 11)n* + 30(s — 1)n — 7) . (2.23)

Notons aussi que

T Var(c(ms)/(ns)) = T2 1D

Pour s = 1, on retrouve (1.3) évaluée en ¢ = 0.

§2.4 GENERALISATION A UNE TRANSFORMATION LINEAIRE DE LA MARCHE ALEATOIRE
SAISONNIERE

Nous allons maintenant compléter I'étude des autocovariances en considérant une
transformation linéaire d’'une marche aléatoire saisonniéere. Cette étude est motivée
par le fait que nous obtiendrons au chapitre trois un théoréme de représentation d'un
processus saisonnier oU apparaitra une transformation linéaire particuliére de la marche
aléatoire saisonniére. Nous expliciterons donc I'espérance de ¢(k) et nous déterminerons
la covariance entre c¢(h) et ¢(k), lorsque h et k sont des multiples de s, dans ce contexte
plus général.

Par I'’équation (2.1),

t
Xt = XO + E €;.
i=1
Nous allons maintenant supposer que Xy = 0, et considérerY; = HyX; ou H
est une matrice circulante, c'est-a-dire une matrice de la forme

a a2 -+ 4s—1 Qo
Q9 as - Qg aq
H,=
Ag—1 Qo -+ QAg—3 Ag—2
ay ap -+ QAs—2 Qg—1

Nous exploiterons alors les propriétés intéressantes du carré de cette matrice explicitées
par le lemme suivant.

Lemme 2.2 Soit H la matrice circulante introduite précédemment. Alors

s—1 2
JH? = § a; | J,
i=0
ou J est une matrice ayant tous ses éléments égaux a 1. En d’autres termes, la somme
des éléments d’'une ligne ou d'une colonne quelconque de H(Z) est une constante g(z)

. N s—1 2
égale a (Zi:o ai) .
Preuve. Puisque H est une matrice symétrique, I'élément en position (z', j) de la

. 2 . . . . .
matrice H0 est obtenu en faisant le produit scalaire de la colonne ¢ par la colonne ) de
H . Il est clair que la somme des éléments de |a ligne i de Hg sera

S
/
E C,Cj,
i=1
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ou ¢y, est la k-&me colonne de la matrice H ). Définissons P, une matrice s X s, de la
facon suivante:

(010 -+ 0]
Oo01---0
P = S R
000 ---1
_1 0O 0 --- 0_

La matrice P est orthogonale. Lorsque nous faisons le produit P A, ot A est une matrice
s X ¢, la nouvelle matrice est obtenue en faisant monter d'une position les lignes de A
et enremplagant la derniéere ligne par la premiere. Aussi, P" A est obtenue de la matrice
A en faisant monter de k positions les lignes de A et en remplacant les k derniéres
lignes par les k premiéres.
. .. k R /

On voit donc aisément que ¢ = P"h,ouh = (ag, ..., as_1) . De plus, nous avons

que

i cie; = Z h'P'Pih
j=1 j=1
ﬂ#ﬂiﬁh
j=1

— WP'Jh
— hJh
s—1 2

— (T

=0

Cela nous montre que la somme sur la ligne 7 est une constante indépendante de ¢,
a savoir : ((1,() +a+...+ a8_1)2. Puisque la matrice H(Q) est une matrice symétrique,
cela est aussi vrai pour les colonnes de celle-ci. Ceci termine la démonstration de la
premiere affirmation.

La somme des carrés des éléments d'une ligne (ou d'une colonne) quelconque de
cette matrice est aussi une constante que nous dénoterons par hyg. En effet, la matrice
H(Q) est de la forme

(50 51 . 53—2 5371
(51 50 . 5373 5572

=
Il

Par la premiere affirmation du lemme,

b + 6 + d + + 0sm1 = g
o + o + 0+ + 052 = 98 =0 = b1,
52 + (51 + (50 + + (55_3 = g(Q) :>(52 = 53_2,
0s—2 + O3 + Osg + + &6 = g

(5571 + (5572 + (5573 + ...+ (50 = 9(2] :>(Ss,1 = (51,
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et il devient évident que

o+ &+ 8+ + 602, = hy
0+ %+ 07 + + 02, = hy
6 + 0+ 0+ + 024 = hy
62, + 2, + 2, + ...+ 8 = ho
62, + 02, + &2, + ...+ & = ho
Ceci termine la démonstration du lemme. O

2.4.1 Espérance de I'autocovariance

Nous nous intéressons maintenant a l'autocovariance échantillonnale obtenue a
partir des Y;. La concaténation des n vecteurs Y ; = H ;X ; de dimension s nous donne
un nouveau vecteur Y de dimension n X s.Onremarqueque Y = I, ® HyX, et
nous obtenons comme expression

1 /
c(k) = _2nsX/ (I,® Hy) A(P,s(k)+ P, (k) A(I,® H,) X.
En utilisant le fait que X = (T, ® I,) e, que pu, = 0, et que X = 021 ,,,, on obtient

(k) = 1 e (T,®I,) (I,® Hy) A(P,k)

2ns
+P, (k) A(I,® Hy) (T, ®1,)e, (224)

et en appliquant le lemme 2.1, on trouve
2

Ble(k)] = 5 — tr{(T}, ® Ho) A (P (k) + P, (k) A (T, ® Ho)}

= tr{P,, (kA (T.T, ® H;) A} (2.25)

Posons
W =A (T, T, ® H}) A.

Alors,
1 1
W = (In I, ——J,® JS> (T.T, @ HY) (In @I, ——J,® Js)
ns ns
1 1
=T,T,®Hy— — (T,T,® Hy) (J,® J,) — — (J,® J,) (T, T, ® Hp)
ns ns

1
+ =3 (Ju @ J) (TuT, ® Hp) (J. ® J,)

=T,T, ® H; — % (T, T,J,® HyJ,) — % (J.T,.T, @ J,H)
+ # (J,T,T,J, @ JHJ,)

Sachant que gg est la somme des éléments d'une ligne (ou d'une colonne) de Hg, ona
W =T,T, ® Hy — g5 (TnT,,J @ J,) [(ns) — g5 (J, T T, @ J,) [ (ns)
+ 595 (J T, T J, @ J,) /(ns)?
=T,T,® Hy+ g5 [(J T T, J, ®J;) / (ns)
— (T, T, J, @ J,) + (J,T,T, @ J,)) /(ns)].
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Puisque R,, = J,, T, T J,/ (n*s) — (J,, T, T, + T,T.J,) /(ns),

W=T,T @ H)+gR,®J,. (2.26)

Cas ou le délai est un multiple de la période

Les calculs sont simplifiés de fagcon importante puisque dans ce cas,
P, (k)= P,s(ms) = P,(m)® I.
Nous devons évaluer

tr{ P,s(ms)W'}
= tr{ P,(m)T,, T, ® Hy + gg P,(m)R, ® J, } ,
puisque tr(A ® B) = tr(A) tr(B)
= tr{P,(m)T, T, } tr{ H3} + g tr{P,(m)R,} tr{J ;}
=s6(n —m)(n —m+1)/2+ gistn. (2.27)

ou g est I'élément diagonal de la matrice Hg, tandis que t,,, a été défini par I'équation
(2.17). Ainsi,

tr{ P, (m)T, T, @ Hj + goP,(m)R, ® J,}
= sd(n —m)(n —m+1)/2 — gis {2n® — (m — 3)n?
— (3m* +3m — 1) n+2m®> —m} /(6ns)
= —{(295 — 3s60) n* — ((m — 3)gg — 68osm + 3s60) n
— ((3m* + 3m — 1) gg + 3smdog(m — 1)) n+m (2m* — 1) g5 } /(6n).

On conclut que

Elc(ms)] = 602 {(2g5 — 3s00) n* — ((m — 3)gg — 659sm + 3s60) n*
— ((3m? + 3m — 1) g2 + 3smdy(m — 1)) n+m (2m* — 1) g3 }.

En divisant par s et en prenant la limite, on trouve

lim E[e(ms)/(ns)] = J; (%0 - g—g) : (2.28)

n—00 3s

Remarquons quesi s = 1, gg = Jp puisque H% = 0. Ainsi, la limite devient 02g8/6,
tel que l'indiquent RoY et LEFRANGOIS (1981), voir (1.4).

Cas ou le délai n’est pas un multiple de la période

Nous allons introduire une notation qui nous facilitera I'évaluation des différentes
traces.

Définition 2.1 Soit A une matrice ¢ X q. La somme des éléments de la v-iéme dia-
gonale inférieure sera notée par (5_(A, 1/), et la somme des éléments de la v-iéeme
diagonale supérieure sera notée par (5*‘(A, V) pourl < v < q — 1. De plus, nous

convenons que § (A, 0) = 01 A, 0) = tr(A), tandis que § (A, ¢) = 0(A, ¢q) = 0.0
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La matrice TnT;l ® H% a la structure suivante :

[ 1H? 1H? 1H? --- 1H?
\H; 2H; 2H; --- 2H;
\H; 2H: 3H; --- 3H;

| 1H; 2H; 3H; --- nHj |

Par les équations (2.25) et (2.26), nous avons

Ele(m + s)] = — {tr ns(ms +1) (T, T, @ HY))

+ gotr(Ps(ms + 1) (R, ® JS))} (2.29)
our # 0,etl < m < n — 1. On se rend compte que de chercher la somme des
éléments de Ia (ms + r)-iéme diagonale inférieure de T', T, ® H0 revient a chercher
la somme des éléments sur des diagonales inférieures ou supérieures de H . Puisque
H?} est symétrique, 6~ (H 3, v) = 6+ (Hp, v), pour 1 < v <n— 1.Pourv =ms+r,
on voit que tr{PnS(I/) (TnT;l ® H%)} s'obtient en évaluant

107 (H, r) + 161 (Hg, s—r) +26 (Hy, r) +207(HZ, s —7) 4 -+
+(n—m—1)06(Hg, r)+ (n—m—1)0"(H;, s—r)+ (n—m)é (Hg, r)
= {6 (Hy, r)+6"(Hy, s—1)}

x (n—m—1)(n—m)/2+ (n—m)s (Hj, r).

En exploitant la forme de la matrice Hg, on peut se convaincre que 5_(H(2), 7") =
(s —r)d, et que (5+(H(2), 5 — 7“) = rJ,. Par conséquent,

5*(Hg, 7’) +5+(Hg, s —7“) = §0,.
Ainsi,

tr(Pys(v) (T, T, ® Hy)) = s6,(n —m —1)(n —m)/2 + (s — r)d,(n — m).

Dans le cas ot r = 0, nous aurions

tr(Ps(ms) (T, T, @ HY))
= (67(H, 0) +67(Hp, s)) (n—m—1)(n—m)/2+ (n—m)s§ (Hg, 0)
=0 (Hg, 0) (m=m—=1)(n—m)/2+ (n—m))
=0 (Hg, 0) (m—=m)((n—m-—1)/2+1)
=6 (Hp, 0) (n—m)(n—m+1)/2

= sdp(n —m)(n —m+1)/2

ce qui est effectivement la contribution de T, T, ® H(z) dans le cas ou le délai est un
multiple de la période. Quant au terme tr(P,s(ms + r)R,, ® J), nous avons montré,
voir équation (2.21), gu’il valait

6ns {2sn® — ((m — 3)s +r)n® — (3sm® + 3(s + 2r)m — s + 6r) n
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+2sm?® + 6rm* — (s — 6r)m +r}

Ce qui nous permet d'écrire, selon (2.29),

o’ {Sér(n—m—l)(n—M)

Elc(ms +1)] = — i

+ (n—m)(s —1r)d,
—=2 [2sn® — ((m — 3)s + r)n* — (3sm* + 3(s + 2r)m — s + 6r) n

+2sm® + 6rm* — (s — 6r)m + r] }

o 2 2\ 3
= Gt [(3s%6, — 2g5s) n
+ (3 (s*(1 —2m) — 2rs) 6, + g5(s(m — 3) + 1)) n®
+ ((3s*m® — 3s(s — 2r)m) &, + g3 (3sm® + (35 + 6r)m — s+ 67)) n

—g5 (2sm® + 6rm®> — (s — 6r)m +1)] . (2.30)

En divisant par ns et en prenant la limite, on trouve

2 2
nh_)rrolo Elc(ms +1)/(ns)] = % (% - %) : (2.31)

Il est intéressant de noter que lorsque nous remplacons r par O, nous obtenons
I'expression (2.28).

2.4.2 Covariance entre deux autocovariances

L'autocovariance échantillonnale est donnée par I'équation (2.24). Pour obtenir la
covariance entre deux autocovariances, nous devons calculer la covariance entre deux
formes quadratiques. Posons

1
P - o 5— (T, Ho) A(Py(k) + P, () A (T, ® Ho).
Q_ (T’ ® Hy) A(P,s(h)+ P, (h)A(T, ® Hy).
Par conséquent,

c(k) =€e'Pe, et c¢(h)=¢€Qe.

Pour simplifier les calculs, nous supposerons que k4 = 0 (ce qui est vrai lorsque le
vecteur e est distribué normalement). Dans ce cas, en utilisant le lemmme 2.1, on trouve

Covle(k), c(h)] = 20* tr(PQ).
Posons temporairement
Qy = A(Pns(k) + P (k) A.
On obtient alors pour la covariance

Cov(e(k), c(h)]

:2?;‘ tr{(T], @ Hy) Q,, (T, ® Hy) (T, ® Hy) Q,, (T, ® Hy)}

2
4

=553 tr{Q, (T.T, ® H}) Q, (T, T, ® H;) } .
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Posons M = (TnT;L ® H%) A (TTLT;1 ® Hg) qui est une matrice symétrique. Alors,
Cov[c(k), c(h)]
= o' tr{A (P,(k) + P, (k)) AM} / (2n*s?)
= o tr{AP,,(k)AM} / (n*s”)
=o' tr{AP,,(k)A (T,T, ® H}) A(P,(h) + P, (h))
A(T, T, H3)} | (n's?)
=o* {tr(AP,,(k)A (T, T, ® Hy) AP,,(h)A (T, T, © H}))
+tr (AP, (k)A (T, T, ® Hy) AP, (h)A (T, T, ® Hy))} / (n*s?)
= o* {tr(Pns(k)A (T, T, ® Hy) AP, (h)A (T, T, @ Hj) A)
+tr(P,s(k)A (T, T, @ Hy) AP, (h)A (T, T, @ Hy) A)} / (n*s%)
Soit W = A (TnT;L ® Hg) A=T,T, @ Hy+ ¢2R, ® J, et soit w; j 'élément
en position (i, j) de la matrice W. Nous avons montré (cf. éguation (2.16)) que

2n+1)(n—33G+7)+1)+ 3%+ 5%

,J 3

6ns
et la constante gZ est lice 8 HZ. Ainsi,
0_4 ns—hns—k
Covle(k), c(h)] = —— > ) (Wiph, jWiks + Wi Wi kisn)

i=1 j=1
ns—hns—k

ot

iy > ) (wigwieh, jek + Wikh, Wi, k) (2.32)

i=1 j=1

car W est symétrique.

Bien que nous ayons une formule relativement simple pour la covariance entre deux
autocovariances, nous n'avons pas réussi a trouver une formule plus explicite. Nous
allons cependant I'utiliser dans certains cas bien précis.

2.4.3 Variance de la covariance échantillonnale

Afin d'obtenir la variance de C(O), il suffit d’appliquer la formule (2.32) en posant h
et k égaux a zéro. On obtient

4 ns ns

_9 9 2
Var[c(0)] = 2n2$2 ; ;wm. (2.33)

De plus, w; ; est I'élément en position (i, j) de la matrice T, T, ® H;+¢R,®J,
a savoir :

1H(2) 1H(2) 1Hg cee 1Hg 7’11JS 7“12;]3 7”13J3 ce Tans
L\H} 2H} 2H; --- 2H, rands roads resds oo Tods
1HG 2HG 3Hg --- 3Hg | 4+ g2 | rads rsods rssds o 7ady

L ].H(2) 2H(2) SHg an ] i Tnl']s rn2Js Tn3']s Tnn']s i

Pour évaluer la sommation apparaissant en (2.33), nous la diviserons en morceaux. A
cause de la symétrie de la matrice, nous ne considérerons que les blocs s X s de la
diagonale principale et de la partie triangulaire supérieure.
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Contribution des blocs de la diagonale

La contribution des blocs de la diagonale sera donnée par

n s—1
SN (5= 1A (@0 + gdra)”
i=1 A=—s+1
n s—1
=1 A=—s+1

n

s—1 n s—1
= ZZQ (s — |>\|)5|2,\\ + 29(2) Z”‘u Z (s = [ADdp

=1 A=—s+1

i=1 A=—s+1
s—1 n
g0 Y, (s=ADD_rh
A=—s+1 i=1

= shon(n+1)(2n+1)/6 — gg(n+ 1) (3n* +2n +1) /6
+ gys*(n+1)(2n + 1) (6n* + n + 3) /(60ns?),

ol hg est la somme des carrés des éléments d'une ligne (ou d'une colonne) de Hg. On
obtient finalement

n s—1

SN (5= 1A (@ + gdra)”

i=1 A=—s+1

_ (20hos — 18g5) n* — (30hgs — 30g5) n® + (10hgs — 15g5) n® + 3g;
B 60n

Contribution des blocs hors diagonale

Les éléments en question sont ceux des blocs (7, j),2 < j <netl <i<j—1,

dont la contribution est double. De maniére plus précise, la contribution du bloc (i, 7)
est

s—1
. 2
> (s =MD (0 + goris)
A=—s+1
s—1
= Z (S — |)\D (22(5|2/\‘ + 2(5949327“” + 937“12])
A=—s+1

_ 2 4. 4.2 9
=1i"sho + 2sgyiri; + gos i
Ainsi, la contribution des éléments hors diagonale est

n j—1
2 Z Z (i2sh0 + QSgéirij + 93327“%) ) (2.34)
j=2 i=1
On peut vérifier que
n j—1 4 2
1. 1 = )
2.2 7=
7=2 =1

n j—1

_ 28n* + 15m3 — 20n% — 15n — 8
2. i — ,
; Z:; Wi 3603
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n j—1

- Z 2 28n° + 24n* — 5n3 — 1502 — 23n — 9.

v 360n.s2

j=2 i=1

En remplagant ces quantités dans I'équation (2.34), on trouve

(30hos — 28¢g3)n® — 6gan® + (3595 — 30hes)n® + 15ggn* — Tggn — 9g;
180n '

Apres avoir multiplié par 204/ (n252) la sommme des contributions et aprés simplification,
la variance est

ot
Var[c(0)] = SOt <(30h05 — 28g3)n* + (60hos — 60gy)n’
+ (60hos — 55g5)n”* + (30hes — 30gy)n — 7gg).
Si nous considérons une marche aléatoire saisonniere, alors gé‘ = hyg = 1.En

remplagant ces valeurs dans la derniere équation, on obtient I'équation (2.23).
Selon (FULLER, 1976, page 378),

- - )
=32 n®—1
B[S (r— | -t
Li=1 i
[ n i 2 2
N (s V[
Vi Xy — X =
ar Z( ¢ ) o 00 ,
Li=1 i
lorsque les observations proviennent du modele
Xt:Xt—1+€t7 t:l,...,n,

ou les variables {&;} sont indépendantes et identiquement distribuées selon .4(0, o?)
et X_; =0.
Cela nous permet de conclure que:
,n?—1
6n
L(nP=1)(2n%+7)
90n2 '
Il est intéressant de noter que si nous nous plagons dans le méme contexte, la constante

a de (2.19) vaut O (car X_; = 0) et nous devons poser s = 1 et m = 0. 'équation (2.19)
devient:

1. E[c(0)] =0

2. Varlc(0)] =0

Zn>—n ,n?—1
=0
6n2 6n

En faisant le méme travail au niveau de I'’équation (2.23), nous obtenons

Elc(0)] = o

2n* +5n% — 7 (n? —1)(2n* +17)
\V/ _ 4 _ 4
arle(0)] = o 90n? -7 90n?

Ainsi, en utilisant nos résultats, nous retrouvons ceux mentionnés par Fuller.
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§2.5 COVARIANCE ENTRE DEUX AUTOCOVARIANCES ECHANTILLONNALES DE DELAIS MUL-
TIPLES DE LA PERIODE

Selon I'équation (2.32),

s

(n—k)
Z (Withs jWi j+ks + Wi jWiths jtks) - (2.35)
i=1

Cov(c(hs), c(ks)) = — >

4 (n—h)s
n?s?
=1

7

ou, w; ; est l'élément (7, j) de la matrice W = TnT;LH(z) + @R, ®J,

La matrice W étant de taille ns X ns, elle peut étre partitionnée en blocs s X s. Ainsi
partitionnée, nous avons une matrice n X n dont les éléments sont des matrices s X s,
et nous pouvons parler des « diagonales-blocs » de cette matrice n X n.

Afin d'évaluer la double sommmation apparaissant en (2.35), nous procéderons en
trois étapes:

1. Evaluation de la contribution des blocs diagonaux (s X S).

2. Evaluation de la contribution des blocs (s X s) de la partie triangulaire supérieure.

3. Evaluation de la contribution des blocs (s X §) de la partie triangulaire inférieure.

Le lecteur trouvera a I'annexe A les programmes ProgA et ProgB qui ont permis
I'évaluation des formules décrites aux sections 2.5.1 a 2.5.3.

2.5.1 Contribution des blocs diagonnaux

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que h < k. Le terme général de la

sommation dépend de quatre éléments de la matrice TnT'nH(Z) + g2 R, ® J, a savoir:

Wi j Wi, j+ks
Withs,j Withs,j+ks-
Il est naturel de se référer a ces quatre éléments via leur position : nord-ouest, nord-est,

sud-ouest et sud-est.
Nous savons de plus que

[ 5 1 . Osg Osq ]
o1 o o 053 052
H = z
0s—2 053 - do 0
0s—1 Os—2 ... 01 0o

et que la somme des éléments d'une ligne de H% est une constante notée gg. De plus,
la somme des carrés des éléments d’'une ligne de HS est une constante notée hy. Si
nous considérons les éléments du ¢-éme bloc de la diagonale-bloc principale de

T, T, ® H: + 3R, @ J,,
NOous aurons:

W0\ + gori W0\ + 95T ik
W05 + goTisni (0 + R)Ox + gorirnivh
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2.5. Covariance pour des délais multiples de la période

puisque I'élément en position (i, j) de T, T, = min{i, j}. La contribution du i-eéme
bloc est

s—1
Z (s —1AD) [(MI/\\ + ggn-,i) ((Z + h)5\A| + ggrz’-&-h,z‘-i-k)
A=—s+1
+ (@01 + Gorirni) (10x + goriive)]
s—1

= > (s—])\|)[(2z +ih) 63

A=—s+1
+ g5 ((i 4+ h)rii + 8 (Pishick + Tiiek + Ticni)) Oy

4
+ 9o (TiiTithyith + TiitkTith,) ]

= hoS (2Z2 —+ Zh) + 8961 ((Z + h)?"m’ + ) (Ti+h,i+k + riﬂ'Jrk; -+ TiJrh,i))

2 4
+ 5790 (TiiTithitk + TiithTith,i) - (2.36)

Il reste donc a sommer ces termes pour ¢ € {1, 2, ..., n— k} Ce travail sera aisément
effectué en utilisant le programme Macsyma.

2.5.2 Contribution des blocs de la partie triangulaire supérieure

Pour évaluer cette contribution, nous considérons les n — k — 1 diagonales-blocs
de la partie triangulaire supérieure. Deux cas sont examinés.

L’élément en position sud-ouest n’est pas au-dessus de la diagonale des blocs

Soit v le numéro de la diagonale. On voit aisément que les indices des blocs a
considérer sont de laforme (7, i+v), l'indice v étantun élémentde {1, 2, ..., n—k—1},
tandis que pour v fixé,i € {1, 2, ..., n—k—v}. Eneffet, le faitque h > kimplique que
les quatre éléments du terme de la sommation apparaissant dans (2.35) déterminent
un rectangle dont la base est au moins aussi grande que la hauteur. Quand 7 augmente,
ce rectangle glisse dans la direction sud-est et son déplacement est limité par la droite.
L'élément nord-est réside dans le bloc (i, i+v+k). Par conséquent, il faut que i+v+k <
n, ce quisignifiequet < n—k—v.Sil'élément en position sud-ouest n'est pas au-dessus
de la diagonale des blocs, cela signifie que son indice de ligne est plus grand ou égal a
son indice de colonne, c'est-a-direque i+ h > ¢ + v,donc v < h.

Les quatre éléments intervenants sont de la forme::

W05 + 93T itw 10 + 93T itk
(14 1)0x + GoTitnivv (i 4+ R)Ox + G3Titnitv+h

de sorte que la contribution du bloc (i, i + V) est:

s—1
> (s = D) [(#0) + goriien) (G4 h)On + Gorisnizvsr)
A=—s+1
+ ( i+ V)0 + QOTH-h H—V) (i5\,\| + ggri,i+u+k)}
s—1

Z s —|Al) [(28% +i(v + h)) &

A=—s+1
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+ g5 ((i + R)Tiivr + (04 V)it + 0 (Tithyidork + Tithyidr)) Oy
+9 (TiitwTithitork + Ti,i+u+k7’i+h,i+u)]
= hos (2% +i(v + 1)) + 595 ((i + B)rigy + (i + V)i

. 2 4
i (Pighyidvak T Tisvhitr)) + 5790 (TiidvTithitvrk T TiitorkTidhitr) - (2.37)

Il restera a faire une double sommation de ces derniers termes en faisant varier I'indice v
dans{l, ..., h}, et pourchacune de cesvaleursde v, l'indiceidans {1, ..., n—k—v}.

L'élément en position sud-ouest est au-dessus de la diagonale des blocs

Si I'élément en position sud-ouest est au-dessus de la diagonale des blocs, cela
signifie que son indice de ligne est plus petit que son indice de colonne, c'est-a-dire que
1+ h <14 v,etdonc v > h. Les quatre éléments intervenants sont de la forme:

i) + ggn,¢+y 0\ + g%m,i+y+k
(i + h)ox + G3Tithive (i + h)Ox+ G3Tithivvrk

De sorte que la contribution du bloc (4, i 4 /) est:
s—1
Z (s —[Al) [(ia\AI + g(Q)TiviJru) ((Z + h)ojy + 9§Ti+h,z‘+u+k)
A=—s+1
i+ h)On + GoTithity) (103 + GoTiicvh)]

((
s—1
= > (s = |A]) [(20% + 2ih) &
A=—s+1
+ g5 [(i 4+ h) (i + Tiivrn) + & (Pivniork + Tithiitn)] N
"’93 [T itvTithitok + Ti,i+u+k7"z’+h,i+uﬂ
= hoS (222 -+ 2Zh) + Sgg [(2 + h) (Ti7i+y + T'm‘+,,+k) +1 (Tfi+h77:+l/+k‘ + TZ‘JF}M'JFV)]

2 4
+ 5°90 [TiitvTithitv+k + Tiidv+kTithiv) - (2.38)

Il restera a faire une double sommation de ces derniers termes en faisant varier I'indice
vdans{h+1, ..., n — k — 1} et pour chacune de ces valeurs de v, 'indice i dans

{1, ..., n—k—v}

Finalement, par les équations (2.37) et (2.38), la contribution totale de la partie

triangulaire supérieure est :

h n—k-v n—k—1n—k—v
sho | D @+ @w+h)i)+2 > > (i¥+ih)
v=1 =1 v=h+1 =1

n—k—1n—k—v
+ Sg() § § i Tz Ji+v + Tiitv+k + Tithitv+k + Tith, z+z/)

v=1 =1
h
3

n—k—1n—k—v

—k—v
Z (Vi igvk + Priie) + R Z Z (Tsitrrk + Tii)

n

v=l =1 v=h+1 i=1
n—k—1n—k—v
2gd 2.39
+ 579 (Tiitv it btk + TiitokTithyive) (2.39)
v=1 =1

L'évaluation de (2.39) sera faite a I'aide de Macsyma.
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2.5.3 Contribution des blocs de la partie triangulaire inférieure

Ce cas-ci est légerement plus complexe, car il faut considérer trois classes de diago-
nales.

L'élément en position nord-est n’est pas au-dessus de la diagonale principale des
blocs (s X s)

Supposons que I'élément nord-est est dans le bloc d'indice (V + 7, j) Les quatre
blocs intervenants sont

(v + 3, 7) (v +7, j+ k)
v+h+3,j) Wt+h+j, j+k)

Dans ce cas, V + h + j doit étre inférieur ou égal a n, de sorte que j < n — h — v. Donc,
j€A{l, ..., n—h— v} Orl'élément nord-est n'est pas au-dessus de la diagonale si,
etseulementsi, v+ j > j + k < v > k. Alintérieur du bloc, nous avons

JOx+90rvrs (G RO+ girvasjrk
G0N+ G3rvinti; (G4 k)0 + G5Tvnrijrn

Le terme a considérer est :

(J0x + gorvss) (G + K)Ox + gorvsnssgrk)
+ (J0x + gorvantsg) (G +K)ox + Gorvsjn)
= 2[5k + 32103 + 96 rvensigan + (K + J)rvinsig
Firusggek T (k4 970t 08 + 9o [FotgiTorntigrk + TorsgtkTvrhis )
D'ou
s—1

> (s =MD {2 (K +5%) 63 + g5 lrvsnssgon + (k+)rusniss
A=—1

+ 370tk + (k4 J)rusj ] 6x + 93 [Tytj i Totht gtk T 7°u+j,j+k7’u+h+j,j]}
= 2sho [Jk + %] + 595 [irvniggen + B+ )rvinigg + 37vijek

+(k + J)rugj ) + s° gy [Tyt g i Totht gtk T Tog gk v+htdog)

(2.40)
Il restera a faire une double sommation de ces derniers termes en faisant varier I'indice
vdans {k, ..., n — h — 1} et, pour chacune de ces valeurs de v, 'indice j dans

{1, ..., n—h—v}.

L'élément en position nord-est est au-dessus de la diagonale principale des blocs
(s X s), mais celui du coin sud-est est en dessous de celle-ci

Les indices des blocs intervenants sont

(v+13,7) (v+j, j+k)
(v+h+j,j) (vth+j,j+k)

Dans ce cas-ci,

j+k>v+3=k>v et v+h+j>7j+k=>v>k—h
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etdonck —h+1 < v < k-1 Les quatre éléments 3 l'intérieur du bloc sont de Ia
forme:

JOn+ Goruriy G+ V) 0N+ Gorurjek

JON+ Gorurntis (J+K)ON+ G5Tvsntijik

L'indice j doit &tre un élémentde {1, ..., n — h — v}. Le terme a considérer est :

(70x + go7v55) (G + K)Ox + goTusntijr)
+ (405 + gorvanssg) (G + V)05 + gorvsjjrk)
=[G+ k) +25%] 6% + 96 [irvsnrigen + (V4 ) vsniij
vk + (k4 )70 08+ 90 [P Toshggek + TotjgekToihsg) -
D'ou
s—1

> (= [iv+ k) +25%] 63

A=—s+1
+ G5 rvantggrn + W+ Drornigg + o + (k4 5)701,] 08
+ 90 [Tog g Tothgrk  TotgjtkTo+hadi) }
= sho [j(v + k) +25%] + st rvsniggjon + (V4 Drosnsi
i Turggik (b D)T0isg) + 5200 [FutggTotntggrk & TotigerTointg) - (241)
Il restera a faire une double sommation de ces derniers termes en faisant varier l'indice

vdans{k —h+1, ..., k— 1} et, pour chacune de ces valeurs de v, l'indice j dans

{1, ..., n—h—v}

L'élément en position sud-est n'est pas au-dessous de la diagonale principale des
blocs (s X s).

Dans ce cas-ci
v+h+jij<j+k=v+h<k=v<k-~h
et
J+k<n=7<n—k
Les quatre éléments a l'intérieur du bloc sont de la forme :
GO+ Goruriy  (F+)0N+ GoTusj itk
JON+ G3rvrntss (G +V+h)On + Grusnijjrn

L'indice j doit &tre un élémentde {1, ..., n — k}. Le terme & considérer est :

(jOx + Gorvrig) ((G+ v+ R)Ox + gorusnsjrk)
+ (405 + gorvanssg) (G +v)0x+ gorvssjrn)
= [1 Qv+ h) +25%] 6% + 95 irventigen + (V4 5)rvsntij
+JTurjjrk + (J v+ R)ryg ] 0x
+ 90 [Pt Torhtggrk + TotigekTohesg) -
D'ou

s—1

> (s =D {[i2v + h) +25°] 63

A=—s+1
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+ 95 rvntggrk + W+ Doty + rsgen + (0 + v+ h)rugg;) 6,
+ 90 [Potg g Tosntsgk + Tt jekTorntigl
= shy [ (2v+ h) + 25 } + 890 [iTvnsjiok + (V + ) T0nii
Firvggak + (G +V+h)Tu]
+ 5% (ot Tosntg gk + Totg gtk vthgg) - (2.42)

Il restera a faire une double sommmation de ces derniers termes en faisant varier
lindice v dans {1, ..., k — h} et, pour chacune de ces valeurs de v, I'indice j dans
{1, ..., n—k}.

La somme des contributions explicites par les équations (2.40), (2.41) et (2.42) nous
donne la contribution de la partie triangulaire supérieure.

Toutes les contributions dont il est question dans les sections 2.5.1 a 2.5.3 ont
été évaluées par le programme Macsyma. L'expression finale de Cov|c(hs), c¢(ks)]
est obtenue en faisant leur somme et en multipliant celle-ci par o/ (n%s?). Apres
simplification, on obtient

Covle(hs), c(ks)]

0.4
= = {5695 — 60she] n
52k — 52h + 120)gy + (60k + 60k — 120)she| n

2
+ [(—
+ (- 60k2 (65h — 90)k — 60R> — 90 + 110) g5
+ (90k% + (=90h + 90)k + 90A* 4 90h — 120) sho| n
+
+ (=

(50k® — 90k? + (30h* 4 90h — 90) k 4 40k — 90h* — 80h + 60) go
120k” + 90k” + (—180h> — 90h + 150) k
—60h* + 90h* + 90h — 60) sho| n®

+ [(15k* + (—10h + 60)k” 4 (90h* — 45) k*

+ (—107° + 90h2 +55h — 60) k + 151" 4 30n* — 45h% — 30h + 14) g;

+ (30k* + (30h — 60)k” + (90h* — 30) k* + (60R® — 90h* — 90k + 60) k
+15n* — 30h® — 15h* + 30h) sho| n®

+ [—9%° + (—60h* + 25) k* + (—30h* + 60h* — 14) k — 3h° + 5h%] gon

1
+ [—3hk” 4 (—20h° + 15h) k* + (—3h° + 15h° — 14h) k] g; } oz (243
De plus, A A
lim Cov c(hs)7 c(ks) 0 (15shy — 1490). (2.44)
n—00 n n 4582

Dans le cas oU s = 1, pour une marche aléatoire univariée ol hy = gé, I'équation

(2.44) devient
c(h) c(k)\ _ o'
n’' n ) 45"
tel que démontré dans ROY et LEFRANGOIS (1981), voir (1.5).

Si nous posons i = k dans (2.43), nous obtenons la formule de la variance de c(ks) :

Var[c(ks)]

lim Cov
n—oo
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4

= TR0nis {4 [15sho — 14g5] n°

— [120(k — 1)shg — 4(26k — 30)gy] n

— [30 (3k* 4 6k — 4) shy — 5 (11k* + 36k — 22) gg] n*

+ [30 (12k* — 3k* — 8k + 2) sho — 10 (12K — 9k* — 17k + 6) gg] n®
— [15 (15K — 12k — 9K” + 6k) shy

+ (100k* + 180k* — 35k* — 90k + 14) gg] n”
+ [2 (51K° — 45K° + Tk) gg] n
+ [2 (13K° — 15" + 7k*) g5] } -

§2.6 AUTOCOVARIANCES AVEC DES DONNEES NON CENTREES

Dans certaines situations, on peut étre amené a considérer les autocovariances
échantillonnales calculées a partir des données non centrées, c'est-a-dire :

1 N—k
==Y X Xi,
N t=1

ou N est le nombre d'observations.

Il est possible de retrouver les deux premiers moments de ces autocovariances
échantillonnales. Dans un tel cas, la matrice A dont il est question en (2.11) devient
tout simplement :

A=1,x1,.

En reprenant le cheminement de la section 2.3, on constate que la matrice R, (cf. (2.15))
devient une matrice dont les élémentssont nuls. Par conséquent,t; = 0,2 =0, ..., n—1
(cf. (2.17)). Les équations (2.18) et (2.21) deviennent alors:
/ a+02(n—m)(n—m+1) r=20
E[d(ms+ 1)) = om '
« 1<r<s—1.

(2.45)

Notons que si les valeurs initiales sont nulles, alors @ = (. Dans le contexte plus
général de la section 2.4, oU nous étudions une transformation linéaire de la marche
aléatoire saisonniere, nous avons (cf. (2.27) et (2.30))

020, (n —m)(s(n —m+1) — 2r)

E[d(ms+7r)] = 5

, 0<r<s—1.

Cependant, pour retrouver I'expression fournissant la covariance entre deux autocova-
riances calculées a partir de données non centrées, nous devons reprendre les calculs
de la section 2.5 en posant r; ; = 0, pour 1 < 7, 7 < n.

La contribution des blocs diagonaux devient, selon (2.36) :

n—k
hos »  (2i° +ih).
i=1
La contribution des blocs de la partie triangulaire supérieure, donnée par (2.39),

devient:
h n—k—v n—k—1n—k—v

hoszz 22+1/+h —1—22 Z z—i—hz

v=1 =1 v=h+1 1=1
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tandis que (2.40), (2.41) et (2.42) nous permettent d'établir que la contribution des
blocs de la partie triangulaire inférieure est donnée par:

n—h—1n—k—v k—1 n—h—v
hos |2 Z (7 + kj) + Z (25> + (v + k)j)
v=k J=1 v=k—h+1 j=1
k—h n—k
+D ) (27 + v+ h)j) |
v=1 j=1

Il vaut mieux utiliser Macsyma pour compléter le travail. A 'annexe A, nous donnons la
trace documentée de la séance de travail liée a I'évaluation des expressions apparaissant
dans cette section. En multipliant la somme des trois contributions par a*/ (n?s?), on
trouve :

5 [4n* + (—12k + 4h + 8)n

+ (18k* + (—6h — 30)k — 18h* 4 18h + 8) n”
+ (—12k° + 42k + (24h* — 18h — 30) k
+12h* — 30h* + 14h +4) n
+2k" + (—=2h — 20)k* + (22 — 6R%) k°
+ (—4h® 4 30R* + 6h — 4) k — 5h* + 2h* — 19h* — 2h] .

Cov[d'(hs), c'(ks)] =

On obtient la variance de I'autocovariance en substituant i a k£ dans la derniére

expression :
Var[d (hs)]
ohg 4 3 2 2
= Tomig (4n* +8(1 — h)n® — 2 (3h* + 6h — 4) n
+2 (12h* — 3h* — 8h + 2) n — 3 (50" — 4h® — 3h* + 2h)) . (2.46)

En remplacant h par O dans la derniére expression, on obtient :

otho(n+1) (n* +n+1)
3ns '

Var[e(0)] =

§2.7 APPROXIMATION DES DEUX PREMIERS MOMENTS DE 7°(kS5)

Puisque nous disposons des deux premiers moments de c(ks), Nous pouvons ob-
tenir une approximation pour la moyenne et la variance de T(ks). La méthode est
due a KENDALL (1954) et a été reprise a plusieurs occasions, e.g. DE GOOIJER (1980) et
ANDERSON et DE GOOIJER (1983).On a:

_ Ele(ks)] Elc(ks)c(0)] E[*(0)]
Blr(ks)] ~ E[C(O)] {1 E[c(ks)]E[c(0)] +E?[c((m} 7
E[2(ks)]  2E[c(ks)c(0)]  E[cX(0)]
Var[r(ks)] ~ (0)] {E 2[c(ks)]  Elc(ks)|E[c(0)] + E2[c(0)]

[
[c(ks)c(0)] _ E[(0)]
[ Ele(ks)]E[c(0)] EQ[C(O)J ] (2.48)
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Evidemment, I'évaluation de ces expressions peut s'avérer longue et ardue bien que
I'algébre impliguée soit élémentaire. Le programme ProgF de la section 1.3 permet d'ob-
tenir les quantités de base. En suivant les directives des deux séances de travail suivant
la liste de ce programme, nous obtenons les formes explicites cherchées. Cependant,
nous ne les reproduirons pas ici puisqu'il faut une page compléte pour écrire la formule
obtenue pour (2.47), et un peu plus de sept pages pour (2.48).

Néanmoins, 'approximation de E[r(ks)] se présente comme le quotient de poly-
némes en 1 de degré 6. Le coefficient de n% est au numérateur et au dénominateur :

—135055° + 27002 g2s* — 1808090 s + 4095

Cela signifie donc que

lim E[r(ks)] = 1.

n—oo

De plus, en évaluant 'approximation de Var|r(ks)], nous obtenons un quotient de
polynédmes en n. Au numérateur, il est de degré 10, tandis gu’au dénominateur, il est de
degré 12. Ainsi, la variance de 7(ks) tend vers 0 quand n tend vers I'infini. On a donc la
proposition suivante :

Proposition 2.3 : Dans ce contexte précis, le coefficient de corrélation échantillonnal
d'un délai multiple de la période converge en probabilité vers 1.
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CHAPITRE

Théoréme de représentation

RESUME

e chapitre traite du théoreme de représentation des processus saisonniers, un
résultat fondamental permettant d'exprimer ces processus comme la somme
d'une marche aléatoire saisonniére et d'un processus strictement stationnaire.

Nous introduisons tout d’abord le cadre théorigue en définissant le modéle sous-jacent
et en précisant les conditions garantissant I'existence d'une représentation sous forme
de série infinie. A partir de ces hypothéses, nous établissons une décomposition qui met
en évidence le rble des innovations et des coefficients de la structure autorégressive.

Cette représentation joue un role clé dans I'étude des propriétés statistiques des
processus saisonniers, en particulier pour I'analyse des moments asymptotiques des au-
tocovariances échantillonnales et la caractérisation des distributions asymptotiques des
coefficients d'autocorrélation. Les résultats présentés ici généraliseront les travaux précé-
dents sur les processus autorégressifs intégrés et serviront de base aux développements
ultérieurs de cette these.

§3.1 INTRODUCTION

Considérons le modéle suivant
ViZy=wy, teN (3.1)

ouU wy peut s'exprimer sous la forme
oo
w=Y Ve, tEL (3.2)
J=0

etou:
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3.1. Introduction

a) e; est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-

buées, de moyenne nulle et de variance 02,

b) D727 W] < oo, avec ¥y = 1.

On remargue qu’un processus satisfaisant (3.2), ainsi que les conditions a) et b), est
stationnaire au sens large puisque

o oo o)
D il <oo=> 5| <o =D [#* < oo
j=0 j=0 Jj=0

Si w; est un processus ARMA(p, q) stationnaire, alors il admet une représentation unique
sous la forme (3.2), ou {et} est le processus d'innovation.
En effet, dans ce cas, w; satisfait

Sop(B)wt = Oq(B)et, t e 7.
Puisque le processus est stationnaire, gop(z) est un polyndme ayant toutes ses racines a

I'extérieur du cercle unitaire, et il existe une unique représentation sous la forme (3.2).
Nous savons que les !I/j satisfont I'équation aux différences

@, (B)¥; =0, j>max{p—1,q} (3.3)
La fonction cpp(B) peut étre exprimée comme un produit de mondmes de la forme
suivante:
T .
¢,(B)=]](1-6;B),
j=1
ou e(j) représente la multiplicité associée a G;. Evidemment, > ._, e(i) = p. Mais

puisque Wj satisfait (3.3), nous pouvons le représenter comme une combinaison linéaire
de termes de la forme j™ G, avec 0 < m < e(h) — 1 (voir JORDAN (1965)). Ainsi,

162 <o el
=i"|Gi| <77
:>jm|GZ’ < GPtMI, ou M =max{|G;| : 1 <i<7}

Utilisant la notation de Landau, on peut écrire
=0 (7ar)
et comme I'indiquent ROY et LEFRANCOIS (1981),
(o] oo
Z] ;| < constanterp_le < 0
j=1 j=1

ce qui montre que la condition b) est satisfaite pour un processus ARMA(p, q) station-
naire. Supposons maintenant que {Z_¢11, Z_sy9, ..., Zo} sont des valeurs initiales.
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Nous avons

Iy =Z_gp1 +w
Ly =L g9+ wo

Zs:ZO. + ws

Lsi1 = Z_gp1 + w1 + Wep1
Zoyo = Z_gi9 + Wy + Wepo

+ws +w23

Losi1 = L_sq1 + W1 + Wep1 + Wasy1
Lost2 = L_gy9 + Wy + Weyo + Wasy2

Zsy = Zy

+ ws + Wwes  + Was
etc.
De maniére plus générale, en écrivant t = ks + ravecr € {1, ..., s}, nous avons
k
st—H‘ = Z—s+7‘ + E Wisr-
i=0

Ainsi,

Zy =

Zt_

Sachant que

on obtient

Pourr=1, 2, ...
Wis+1
Wis+2

W(it1)s—1
W(i+1)s

t
Zi=Zo+ ) wj

j=1
(Z—s-i-la Z—s+27 ) ZO)/ )
/
= (W(j—l)s+1a W(i—1)s425 « - sz) )
(Z(t—1)5+1; Zt—1)s42> -+ 5 Zts)/-

)
Wm = E wiemfia
1=0

00
Wis4r = E Wjeis—&—r—j-
J=0

, 8, cette relation donne:
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0 0 0 470 ; 2} /8 ; €(i+1)s
0 0 WO 2] : v, L-[/s—&—l : €(i4+1)s—1
: : : I : [ :
: : : Do : |
0 EpO ws—?» WS—2 : Eps—l WQS—Q : : Cis+1
¥ Vo Wsr! W WVos—1 ! :
Posons ,
€; = (ejs> €js—1, y €@ 1)s+1) )
0 0 0 '
0 0 Y U
Yo=| 1 : : )
0 WO !ps—3 !ps—2
LpO Wl L-Ds—2 ws—l
[ LZ/(k—l)s—s—l Lp(k—l)s—l—Q kas
v, — W(k—.1)s+2 W(k—'1)s+3 %'SH
| Y Wist1 P(k+1)

On peut alors écrire :

o
= Z!Piej_i (3.5)
i=0
Nous verrons plus tard que w; est défini avec probabilité 1, puisque nous mettrons
en évidence le fait que la suite des matrices {J’i};’io
De plus,

définit un filtre linéaire sommable.

Z0+Zw]—Z0+ZZJIe] Z

7j=1 =0
Développons la double sommation :

t
ZZ!P ej_ Z—SPOZe]—{—ZZ&Pe] i
7=1 i=0 7j=1 =1

t

[ee) t

J=1 =1
t 00
j=1 i=1
t 00
= WO Z €; + Z !pz
j=1 i=1
t 00
= WO Z 8]' + Z WZ
J=1 i=1

—ZW Jz:e]+
_ZSP jz:e]Jr

E e ;+ g er — E €
k=t—i+1 k=t—i+1
t+1

2 e ZEH

t

E €; — E €i—j
Jj=0

j=1—i

0 t i—1
Z €j+Z€j —Zet_]’

j:lfi

S Y e, Y e,

=1 7=0

=1 5=0

ZZWe,J ZZSPetJ

7=0 i=75+1

7=0 i=75+4+1
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Ainsi,
Z,=Zo+HX,+» Hje;—D, t=12 ... (3.6)
j=0
ou
H;=> w;, j>0, (3.7)
i=j

WV
—_

o0
D,=) Hje ; t

J=0

(3.8)

Dans la représentation (3.6), X; est une marche aléatoire saisonniére. Nous allons
maintenant montrer que D, est défini avec probabilité 1, et qu'il s'agit d’un processus
stationnaire au sens strict. Cependant, pour cette démonstration, nous devrons faire
appel alathéorie desfiltres linéaires. Nous référons le lecteur a (BRILLINGER, 1981, section
2.7).

Soit Ag, A1, ..., une suite de matrices réelles s X r. Considérons Y, un vecteur
aléatoire de longueur s, et X, un vecteur aléatoire de longueur r. Définissons la norme
d'une matrice de la fagon suivante::

Définition 3.1 (Norme) Soit A une matrice s X r. La norme de la matrice A, notée

par || Al|, est donnée par
S T
JA =" sl
i=1 j=1

ou a; ; est I'élément (i, j) de la matrice A. O
Définition 3.2 (Filtre linéaire sommable) Soit Aj, A1, ..., unesuite de matrices réelles
§X1.Si

o0

D A < oo,

=0
alors la suite Ay, Ay, ..., constitue un filtre linéaire sommable. [

Supposons que

oo
Yt: E Aithia t:O,:tl,:iZQ,
i=0
Le processus Y ; est alors défini comme I'image du processus X; par le filtre linéaire
déterminé par les matrices A,;. Selon (BRILLINGER, 1981, lemme 3.1, p. 31), ce filtre
linéaire préserve certaines propriétés du processus X ; et garantit I'existence de Y.

Lemme 3.1 :Soit X;, t = 0, &1, £2, ..., un processus stationnaire au sens strict,
de dimension 1. Supposons que E[X | < oo et que { A;} détermine un filtre linéaire
sommable. Alors,

oo
Y, =) AX,;, t=0+1+2 ..
i=0
est un processus de dimension s, défini avec probabilité 1, et stationnaire au sens strict.
De plus, si pour k > 0, E[|| X||¥] < oo, alors E[||[Y||*] < oc.
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3.2. Représentation d’'un processus saisonnier

On constate ainsi que la suite {Wj};io définissant la série intervenant en (3.2) est un
filtre linéaire sormmable. Puisque la suite {et}t>0 est un processus stationnaire au sens
strict, w; est défini avec probabilité 1.

§3.2 REPRESENTATION D'UN PROCESSUS SAISONNIER

Nous allons maintenant établir un théoréme qui permet de représenter un processus
saisonnier (segmenté en tranches de longueur correspondant a la période) comme la
somme d’'une marche aléatoire saisonniére et d'un processus strictement stationnaire.
Ce résultat sera utilisé pour déterminer les deux premiers moments asymptotiques
des autocovariances échantillonnales, ainsi que la distribution asymptotique de ns(l —
r(ds)), our(ds) désigne le coefficient d’autocorrélation au délai ds, calculé a partir d'une
série de longueur ns. Ce théoréme constitue une généralisation des équations (2.5) de
RoOY et LEFRANGOIS (1981) et HASZA (1980).

Théoreme 3.1 : Soit {Zt} un processus satisfaisant les hypothéses de la section 3.1.
Soit Z, le vecteur de longueur s défini par (3.4). Alors, Z peut s'écrire sous la forme

Z,=Zy+HoX,+» Hje;—D, t=12 ..
=0

ou Z est un vecteur de valeurs initiales, H ;, 7 > 0 sont définies par (3.7), X est une
marche aléatoire saisonniére, et Dy, t = 0, 1, 2, ..., est défini avec probabilité 1 et
est stationnaire au sens strict. De plus, si E [||e,||*] < oo, alors E[||Dy||*] < oc.

Preuve. Par définition (voir (3.8)), nous avons:
o
Dt = Z Hj+let—j-
§=0

De plus, par construction, la suite {et} constitue une suite de vecteurs aléatoires station-
naires au sens strict. Par conséquent, {Dt} est également un processus stationnaire au
sens strict.

Pour démontrer la proposition, il suffit de montrer que la suite des matrices Hj
constitue un filtre linéaire sommable, puis d'appliquer le lemme 3.1. Il faut donc montrer

que
)
ST IH,| < oo
u=1

Nous avons

H, = io:!pm

o0
= | H,| <)@,
=u

= Y HL <D Il =Dl =i 1wl (3.9)
u=1 7j=1 J=1

u=1 i=u

La derniere égalité peut sembler peu intuitive. Examinons la matrice !Pj.



3. Théoréme de représentation

45

Sur la diagonale qui s’étend du coin inférieur gauche au coin supérieur droit, on
trouve LPJ-S. Cela montre que leur contribution est donnée par js\lpjs\.

Les éléments de la partie triangulaire supérieure gauche ont la forme Lp(j_l)s+m,
avec 1 < m < s — 1. Ces mémes éléments apparaissent également dans la partie
triangulaire inférieure droite de la matrice Jlj_l. Par conséquent, leur contribution totale
est:

Y

WG 1yl + (G = 1)(s = m) [ -1ys1m

ou le premier terme provient de Spj et le second de !Pj_l. Donc,

Jjm |w(j71)s+m‘ + (7 —=1)(s—m) |lp(j71)s+m|
= (gm+ (5 = 1)(s = m)) |[W-1)s4m]
= (G = 1)s+m) [PG-1)s4m| -
Ce qui explique la derniére égalité apparaissant en (3.9). Par hypothése, Z;ilj ;| <

00, et ainsi la suite des matrices { H, }, ., détermine un filtre linéaire sommable. Cela
compléte la démonstration. O

§3.3 AUTOCOVARIANCES ECHANTILLONNALES DU PROCESSUS SAISONNIER GENERAL

Nous allons maintenant utiliser les résultats relatifs a la marche aléatoire saisonniere
pour déduire les moments asymptotiques des autocovariances du processus saisonnier
plus général.

3.3.1 Espérance aymptotique des autocovariances d’échantillonales

Dans ce qui suit, si ¢ est un vecteur de dimension m, on note par ¢ la moyenne
arithmeétique de ses ™ éléments. Posons

200) = LN (o a2
a(c)_mZ(c, 9) (3.10)

i=1

(Il s'agit, bien sar, d'un abus de notation). De plus, nous désignons le terme Z +
Z;io Hj+1e_j par /A, qui est en fait un vecteur constant. Nous avons donc

Zt:A+HOXt—Dt.

Sinousposons X = (X, ..., X)), Z=(Z}, ..., Z,)etD = (D}, ..., D),
Nnous pouvons écrire
Z=1,0A+(I,® Hy)) X — D,

et 'autocovariance échantillonnale de délai k de Z est

cz(k) = Z'A{Py(k) + P, (k)} AZ/(2ns)
={1, A+ (I, Hy) X — D} A{P,,(k) + P (k)} A
x{1,® A+ (I, ® Hy) X — D} /(2ns)
={1, A+ (I, Hy) X} A{P,,(k)+ P, (k)} A
x {1, ® A+ (I, ® Hy) X} /(2ns)
+ D'A{P, (k) + P, (k)} AD/(2ns)
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{1, @A+, Hy) X} A(P,,(k) + P (k) AD/(ns)
= {1, ® A) A{P,.(k) + P),(k)} A{L, ® A} /(2ns)

+{(L. ® Ho) XY A{P,,(k) + Pl,(k)} A{(I, ® Ho) X} /(2n5)

+ D'A{P,(k)+ P, (k)} AD/(2ns)

+{I, ® A} A{P, (k) + P, (k)} A{(I, ® Ho) X} /(ns)

—{(I, ® Ho) X} A(P,.(k) + P,,(k)} AD/(ns)

—{1,® AY A{P,(k) + P (k)} AD/(ns) (3.11)
=T +To+T5+ Ty —T5 — Tg.

Le premier terme, T}, est une quantité dépendant de A, k, n et s. Tout comme nous
I'avons fait pour la constante définie en (2.13), on peut montrer que 7] est majoré par
une quantité ne dépendant pas de n. Ainsi,

lim 7 /n = 0.

n—o0

Le second terme, 15, a été étudié au chapitre deux, tandis que les termes T et Tg ont
une espérance nulle, puisque X et D ont des moyennes nulles.

Le lemme suivant sera utile pour analyser le comportement du terme T5.

Lemme 3.2 Soit X1, X, ..., X, une série chronologique stationnaire dont les auto-
covariances 7y;, 7 = 0, satisfont

o0
> il < 0.
=0

Alors,

Var(X) — 0.

La démonstration du lemme 3.2 se trouve dans (Rov, 1980, p. 14).

Examinons maintenant le terme T3. Si nous convenons de désigner par d; le i-iéme
élément du vecteur D, la forme quadratique de ce troisiéme terme est donnée par

ns—k

T3 =— Z (dt — CZ) (dt+k — CZ) ) (3.12)

t=1

ou Jreprésente la moyenne des d;. La principale difficulté vient du fait que le vecteur
D ne peut étre vu comme une série chronologique de longueur ns générée par un
processus stationnaire univarié. Pour s'en convaincre, il suffit d'examiner E[D D'] et de
remarquer que les autocovariances ne dépendent pas uniguement du délai.
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En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut montrer que

ns—k

> () (doos — d)

t=1

< %{mi@@2}1/2{mi<dt+m>2}l/2

t=1 t=1

1
T3] = —
ns

D'ou
1< 1 & 2 2
T <2308 3 (dgners — D) p = 0*(D)
i=1 j=1
Cependant
ol 1 1q- - A
d:g {ﬁ d(g—l)s—i—i}:g i, OU dz:ﬁzd( )s+i
i—1 j=1 i=1 Jj=1
Ainsi,

11 &
|T3| < EZ {Ez (d(j—l)eri — @2}

J=1

1 - 1 - 7\ 2 - —

et puisque Z Z i 1)s4i — (d — d) = 0, nous obtenons:

i=1 j=1

T3] < lz {% Z (d(j—1ysti — d_i)z} + % i (d; — d)z

=1

(3.13)
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En (3.13), ci(O) est 'autocovariance échantillonnale de délai O de la 2-€me compo-
sante du processus vectoriel ;. Nous savons que cZ-(O) est un estimateur convergent
(en moyenne quadratique) de 7;(0), voir ANDERSON (1971).

D'autre part, si nous posons =

1—1/5, j=1
ij: . 5
_1/Sa ]#1
nous avons
I 1< _
SZ j SZO‘J j
7j=1 j=1
Donc,
1 S 2 1 S S 1 S
7 2 _ 7 2 72 72
(di—d)" = 5| D_eids | <5 (D ef) (D df )< > d)
Jj=1 j=1 j=1 j=1

de sorte qu'au niveau des espérances, nous avons
- - 1 S

E_(di —d) | s gzlE[dj} )
]:

et

n—oo

. [/ AR =
lim E_(d,-—ci) | < ;;JE&E[dﬂ

o0 o0
Du fait que ) | |¥;| < 00, on conclut que ) |v;| < oo. En effet,
j=0 j=0

e =0 W,
j=0

o0 o0 (o]
et, > |l <Y Y ] [Wl
k=0 k=0 j=0
oo o0
AP
k=0 =0
2

o0
=0’ Z V| | < o0.
k=0

Ainsi, par le lemme 3.2, Var [Jj} — 0. Or, EWJQ] est la variance de Jj, cfj étant la
moyenne arithmétique d'une série chronologique stationnaire de moyenne nulle.
Reprenant (3.13), nous avons

S S S S

T <= el0) + -3 (@ —d) < - el0) + 5 S S a2

i=1 i=1 i=1 i=1 j=1
De sorte gu’au niveau des espérances,

E[| T3] < %iE[ci(O)] +8%XS:ZS:E[J]?]- (3.14)

i=1 j=1
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En divisant par n et en prenant la limite, nous obtenons

1
lim ~E[|T3]] = 0

n—oo N

Notons que nous avons montré que lim E {
n—oo

Pour le cinquieme terme, nous avons
1
Ts = — {(I,® Hy) X} A{P,,(k)+ P, (k)} AD
1
= —{X'(I,® Hy) AP,,(k)AD + X' (I, ® Hy) AP, (k)AD} .
ns

Afin de simplifier les calculs, posons Y = (I,, ® H() X. Nous avons

ns—k ns—k
1
175 = ns [Z (ye = ) (der — d) + Z (dr — d) (yern —?7)] |
t=1 t=1
1 ns—k 1 ns—k
< Ez;@t_y)(dt-i-k—&)+n—sz;(dt—cz)(yt+k—y)
t= t=
1 ns—k 1/2 ns—k 1/2
S ns Z (e — y)2 Z (dt+k - @2
t=1 t=1
ns—k ns—k 1/2
T Z (ds Z Ytrk — Y
t=1 t=1
2 ns 1/2 ns 1/2
S > w—9)’ Z(dt_d)Q
t=1 t=1

Au niveau des espérances, en utilisant encore une fois I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
nous avons

ns 1/2 ns 1/2
o <3 (s[5 ) (e[ Sa-a])

Lemy < = ifﬁ( N B[ L3 (4 - ay N
5 \/— St,1 Yy — Y ns — t )

~E[T5]] < (Eley (0)/n])""* (Elen(0)))?

d'ou

2
Vns
et on voit que E[|T5|] /n tend vers zéro lorsque n tend vers I'infini, car E[cy (0)/n] et
E[cp(0)] convergent.

Ainsi, seul Ty contribue 3 la limite de l'espérance. Comme nous I'avons montré a la
section 2.4.1, voir équation (2.31),

o [6, g2
lim E I
Tim lcz(ms +1)/ns] . {2 33]
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3.3.2 Covariance asymptotique entre deux autocovariances échantillonnales

Posons 1
Qu, v, k) = 2—u'A {P,(k)+ P, (k)} Av, (3.15)
ns
cuA=1I,1;,—(J,/n)®(Js/s),0 < ns — 1, u et v étant deux vecteurs de

longueur ns.
Lemme 3.3 :Soient u, v, { et € des vecteurs de longueur ns. Alors,
Q(u, v, k)Q(C, &, h)| < a(u)a(v)a(C)a(€),

ot o(x) est définien (3.10).

Preuve. |l suffit d'utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz. En effet,

IQ(uw,k‘)Q(C §,h)]

Z ; — ) (Vigr — D) Z (Q—@ (€i+h—§)'
_n_sfk ns—k - ns—h ns—h 1/2
< (ni)Q Z (u; — @) Z (Vigr — 0)° Z (G — 5)2 Z (&xn — @2]
- - . . 1/2
< (n(19)2 Z(ui—ﬁ)2 ‘ (U¢—6)2 . (CZ—E)QZ(@—QT)QI
= o(w)o(v)a(¢)o (&)

O

Corollaire 3.1 Sin est un vecteur de longueur ns et s'il existe un vecteur T de longueur
stelquen =1, ® T,alors o(n) = o(T).

Preuve. Un calcul direct montre que

1
200y _ © =2
o) = _~2_ (=1
=1
1 n S 9
= 5222 (n5-neri =)
] 1 =1
I m1g _
R r 3l
7j=1 =1
= o%(1).
Ce qui termine la démonstration du corollaire 3.1. O

Maintenant, puisque par la relation (3.11),

cz(k) = QU, ® A, I, ® Ak) + Q(Y,Y k) + Q(D, D, k)
+2Q(I, @ AY k) —2Q(Y,D, k) —2Q(I, ® A, D, k),
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le produit cz(k)cz(h) est une somme de 36 termes de la forme Q(-, -, k) x Q(+, -, h).
Pour l'instant, nous écrirons

cz(k)ez(h) =Q(Y,Y , k)Q(Y,Y h)+ S(h,k,n).

Il est possible de montrer que

E[S(n, k,n)]

lim 5 =0

n—o0 n

Cela se fait en considérant chacun des 35 termes impliqués. Il est évident que le pre-
mier terme, c'est-a-dire, Q(1, ® A, 1, @ A, k) Q(1, ® A, 1, ® A, h) /n* < o*(A)/n?,
converge vers O lorsque n tend vers I'infini. Pour le terme Q (D, D, k)Q(D, D, h), nous
avons que

|Q(D, D, k)Q(D, D h)| o
n2

_ |Q(D.D.1QD. D, 1) <a )

n2

(D)
et en étudiant T3, nous avons montré que lim E { = 0. Par conséguent,
n—oo

i ELQ(D.D.b)Q(D. D h)

n—oo n

Pourleterme Q(1, ® A, 1, ® A k) Q(Y,Y ,h), puisque Q(1, ® A,1,, ® A, k)

= 02(/1) est une constante indépendante de n, et puisque
) cy (0 0 2
hmE—Y<) =7’ _%H
n—00 n 2 3s
on voit aisément que

. E{@(ln ©A18AKQY.Y, h)} »

= 0.

n—00 n2

En ce qui concerne le terme Q(ln ®,1, ® A, k:) Q(D, D, h), il suffit d'appliquer
un argument analogue. Pour le produit Q(Y, Y, k)Q(D, D, h), nous avons

QY. Y, k)Q(D, D, h)| < 6*(Y)o*(D) = ey (0)ep(0),

et donc

lim —E[Q(Y,Y,k)Q(D, D, h)]

< lim — {EUCY )\Z/n} EUCD(O)ﬂ }1/2 = 0.

n—oo 1

Et, pour donner un dernier exemple, pour le terme Q(Y ', D, k)Q(Y , D, h), nous avons
QY. D, k)Q(Y, D, h)| < 0*(Y)o*(D) = ey (0)ep(0),

et donc
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lim iEHQ(Y,D,k)Q(Y,D,h)H

n—oo N2
1/2

< lim %{EUCY(O)E/TL} E[len(0)2]}* = 0.

n—o0

Pour chacun des 35 produits qui composent la somme S(h, k, n) nous pourrions
démontrer que leur espérance, une fois divisée par n?, converge vers O lorsque n — oQ.

Sachant de plus que
lim Erz—(k)] — lim E{M] :

n—00 n n—o0 n

on conclut donc que

lim E{CZ(]")} E{CZ(h)} — lim E[CY(k’)} lim E{CY(h)} ,

n—o00 n n

et par conséquent,

lim Cov
n—oo

[Cz(ks) cZ(hs)} _ o' {15sho — 14g3}

n = n 4552

Nous allons donc résumer le tout dans le théoreme 3.2.

Théoréme 3.2 Soit Zy, ..., Z,s une série chronologique de longueur ns générée par
un processus stochastique tel que

stt = W, teN

ou wy peut s’exprimer sous la forme
o0
Wt = E Wjet_j, t e Z
J=0

et ou

i) {e:} est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-

tribuées, de moyenne nulle et de variance o2

i) o< J Wil < o0, Wy =1

Alors:
2
[ e
n—oo n 2 38
1 (15shy — 148
b) lim Cov CZ(kS), cz(hs) _7 (15shg 90)_
e n n 4552

Les constantes 0, g(Q) et hg sont liées a la matrice H ) apparaissant dans la représenta-
tion du théoréme 3.1, a savoir : 0, est 'élément de la r-iéme diagonale supérieure (et
inférieure) de Hp, g2 est la somme des éléments d'une ligne de H, tandis que hy est
la somme des carrés des éléments d'une ligne de HS.

Notons que le théoréme 3.2 nous indigue que les deux premiers moments asympto-
tigues des covariances échantillonnales du processus {Zt} sont les mémes que ceux de
la transformation linéaire de la marche aléatoire des sections 2.4 et 2.5. Par conséguent,
les résultats de la section 2.7 s'appliquent également au coefficient de corrélation du
délai ks, c'est-a-dire, rz(ks).
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3.3.3 Autocovariances avec données non centrées

Si nous considérons les autocovariances échantillonnales calculées a partir des don-
nées non centrées, il faut remplacer la matrice A de (3.11) par I .. Ainsi, dans I'équation
(3.12) oU nous explicitons T3, le terme chisparaTt, et seule la premiére sommmation de-
meure dans (3.13), ce qui est également vrai pour I'équation (3.14). Par conséquent,
E [|T3| /n] tend vers zéro quand n tend vers l'infini.

En ce qui concerne la discussion relative au terme 75, les termes 4 et chisparaissent
etlefaitque E [|T5|] /n tend vers zéro quand n tend vers l'infini demeure vrai. On conclut
donc que seul le terme T, contribue & I'espérance, et nous avons

lim E cz(ms+r) ~ lim 020.(n —m)(s(n —m+1) — 2r)
n—>00 ns n—r00 2n2s?
2
:0-(57"7 TZO,---78_1 (316)
2s

En ce qui a trait a la covariance asymptotique entre deux autocovariances échan-
tillonnales, nous devons remplacer la matrice A apparaissant dans la définition de
Q(u, v, k:) (cf. équation (3.15)), par I,,.. Aussi, dans (3.10), le terme @ disparait. Avec ces
nouvelles définitions, le lemme 3.3 et le corollaire 3.1 demeurent valides. Une discussion
analogue a celle que nous avons faite permet alors de conclure, en utilisant (2.46), que

4
lim Cov[cz(ks), cz(hs)} - 03h0
s

(3.17)

n—00 n n

Cela nous indigue donc que le théoreme 3.2 demeure valide pour des autocova-
riances échantillonnales basées sur des données non centrées si nous remplacons la
conclusion a) par (3.16) et la conclusion b) par (3.17).
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CHAPITRE

Les résultats de Dickey

RESUME

borateurs, qui ont contribué a la compréhension des processus intégrés d'ordre

un. L'objectif est d'exposer ces résultats en fournissant des détails suffisants pour
permettre au lecteur de suivre les démonstrations et d'en saisir les implications. Nous
nous appuyons notamment sur des notions d'ordre en probabilité et de convergence en
loi, dont une présentation détaillée est disponible dans les ouvrages de FULLER (1976)
et BISHOP ET COLLAB. (1975).

Ce chapitre présente les travaux fondamentaux de DICKEY (1976) et de ses colla-

Nous étudions en particulier trois variables fondamentales associées a la marche
aléatoire : la somme normalisée des carrés des observations, le dernier terme de la série
normalisé, et la moyenne des observations normalisée. En diagonalisation la forme
guadratique associée, nous exprimons ces variables en termes de variables canoniques,
ce qui permet d'établir leur distribution asymptotique et de mieux comprendre leur
comportement pour de grandes valeurs de n.

§4.1 INTRODUCTION

Le but de ce chapitre est de présenter une partie des travaux de DICKEY (1976)
qui ont été publiés dans DICKEY et FULLER (1979). Nous présenterons ces résultats en
donnant suffisamment de détails afin que le lecteur puisse suivre aisément ce que nous
présenterons par la suite. Cependant, certains résultats concernant I'ordre en probabilité
d'une suite de variables aléatoires seront utilisés. Ces résultats sont détaillés dans (FULLER,
1976, chap. 5), et des informations supplémentaires peuvent étre trouvées dans (BISHOP
ET COLLAB,, 1975, chap. 14).
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§4.2 VARIABLES DE BASE
Nous nous intéressons au modéle suivant
Xe=Xp1+e, t=>21 (4.1)

ouXg=0etou {et}t>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes et identi-
quement distribuées .4/(0, 02). Trois variables fondamentales sont étudiées :

r, = ZXE/n2
t=1

T, = XN/\/E
W, = X /y/n.

Dans un premier temps, nous diagonaliserons la forme quadratique [, c'est-a3-dire que
nous l'exprimerons sous forme canonique (et nous appellerons « variables canoniques »
les variables y apparaissant). Par la suite, nous écrirons les variables T;, et W,, en termes
des variables canoniques, ce qui nous permettra d'obtenir |la distribution asymptotique
duvecteur (I, T,,, W,,)".

4.2.1 Diagonalisation de [},

Considerons

Puisque
t
Xt = Z Gj
j=1

nous avons

X 1 0 0 (5

XQ 1 1 .0 €9

X = = . =T,e (4.2)
X, 11 1 e

et par conséquent,

Z X?=€T. T,e
=1

et on se convainc aisément que

n n—1 n-—-2 ... 21
n—1 n—-1 n-—-2 ... 21
n—2 n—2 n—2 ... 21

2 2 2 2 1

1 1 1 1 1
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et _ _
-1 1 0 .. 0 0
1 -2 1 0 0
A 0 1 -2 ... 0 0
0 0 0 .. -2 1
0 0 0 .. 1 -2

Dickey met en évidence les valeurs propres de la matrice A,, (de fait, il obtient celles
de A,,_1, qu'il dénote par A,, ), en utilisant un résultat de RUTHERFORD (1946) montrant
gue le déterminant de la matrice m X m

[ 24+b 1 0 0 0
1 z 1 0 0
0 1 z 0 0
Rm(m7avb): . . . 1
0 00 r 1
0 0 0 1 z+4+a

est sin(m + 1)0 + (a + b) sin(mé) + absin((m — 1)0)

sin(6)

|R,,(x, a, b)| =

oux = 2cos(f).
Pour trouver les valeurs propres de A,, on doit chercher \ tel que

|A, — A\,,| =0
Puisque les valeurs propres de A,, sont différentes de zéro, nous pouvons écrire
|—A '+ AL =0

et ainsi
A7 L = Ry (2527, 0,1)

Par conséquent, |R,, (—2 + A7!, 0, 1)| = 0, si et seulement si
sin((n + 1)8) + sin(nd)

5in(0) =0

avec —2 + A7 = 2cos(#). or,

. . . + —
sin(p) + sin(q) = 2sin (%) Ccos (%) .
Cela nous indique que

sin((n + 1)) + sin(nf) = 2sin (M) cos (g) :

On cherche donc 8 tel que

2o (Z9) (%) /s <o
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0 2 1)6
Avecf € (0,m),onasin(f) # 0, cos (§> # O etsin ((n+)> = () si et seulement
Si o)
0 =0, = —"_ k=1, ... n
2n+1

Dénotons par A, 1 la valeur propre associée a 6,11 = 2(n —i+ 1)7/(2n + 1).
Dans I'énoncé du résultat de Rutherford, x et f doivent satisfaire ©+ = 2 cos(f). Dans
notre cas, cela donne

—24+ X\ = 2008 (Onir1) & Ay = 2(1 + cos (Br—it1))
& )\;; =2 (14 2cos” (6_i+1/2) — 1)
& )\;’1 = 4c08* (0,_i41/2)
1

4am2(oz—i4—nw)

= )\n,i —

2n+1
1=1,...,n
Puisque tr(A,) = n(n + 1)/2 = O (n?) les valeurs propres de A,, doivent aussi

étre d'ordre O (n2) Nous diviserons )\n,i par n? afin de normaliser les valeurs propres.
Evaluons donc

lim V )\n,i . 1 . 1

e m mee ((n—z'+ 1)7r> (2n) " nmoo cos(ay) - (2n)

2n+1

ot z, = ((n—1i+1)7)/(2n + 1). Evidemment, lim,,_,o, ¥, = §. Ainsi, pour n trés
grand, x,, est tres prés de 7r/2. Réécrivons I'expression sous une forme plus simple :

1 B 1 1
W) (2n) (n—it+1)x m’
cos (x,) - (2n) cos( it ) n
Notons que
T (20— 1)m

Ty T ot 1)

Puisque cos(z) est proche de sin(x) pour des arguments proches de 7, pour n grand,

nous avons que
21 —1
cos(x,,) ~ sin (u) :

2(2n+1)
Pourd titesvaleursd (2i = D in(e) P : t
our des petites valeurs de € = ————, nous savons que sin(e) ~ €. Par conséquent:
u petites valeu 2(2n—|—1) us savons qu qu
2i—1
cos(z,) ~ u
22n+1)
Ainsi,
1 . 2(2n+1)

cos () - (2n) (20— )7 -2n
Quandn — 00, 2n + 1 = 2n, donc:
o 20@2n+1) 2
lim — = — .
nsoo (20 — D)m-2n (20— )7
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Finalement, nous avons montré que:

A 4 )

lim =;

n=oo n2  w2(20 — 1)2
oty = 2(—1)+ /(m(2i — 1)).
Soit &y, ;, le i-ieme vecteur propre de A, et soit Tn,it lat-ieme composante de @, ;.
Nous avons

Anwn,i - )\n,iwn,i
-1
:>wn,z' = )‘n,zAn Ly
En reprenant le raisonnement de Dickey avec (n — 1) remplacé par n, on trouve

Tnip = cos (t0;) + (4N — 1)_1/2 sin (t0;), t=1, 2,

ou #; = arccos (1 — 1/ (2\,;)). Dickey montre de plus que

. & 1
m — 2. ==
n—oo M G 2’
t=1
c'est-a-dire,
[zl H b
lim 4.3
Cela signifie que ||z, || = O(n'/?). Maintenant, puisque {Z, 1, Tn2; - - -, Ton}

sont les vecteurs propres d'une matrice symétrique, en posant

& = ni/ [l
les vecteurs {£,, ..., &, } fournissent une base orthonormale de R™ (cf. (SEARLE, 1982,

section 11.6)). D'apres I'équation (3.1) de DICKEY et FULLER (1979), fzt la t-ieme compo-
sante de §;, est donnée par

2 2t —1)(20 — 1
o [t =)@ D
T (2n+1)2 2(2n +1)

Soit E = [£,, ..., &,] alors E est orthogonale et, pour tout € € R", il existe

Z € R" tel que
e=FEZ
et Z=E'e=Fe
Posons Z = (Zn1, -, Znn), lindice n étant introduit pour indiquer que Z dé-

pend de n. On a donc

Zn R Z xn,z,tet
Hwn ZH

Cette relation est valide en particulier pour le vecteur e de (4.2). Sachant que

E'A,E = D, = Diag{\,1, M2, -, Ann}, NOUS voyons que
ZXt2 =€e'A,e
=1
=Z7Z'E'A,EZ

= En: MiZ?
i=1
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De plus,
Z=FEe=E[Z]=0, et Var[Z]=I, (4.4)

On pout donc résumer ainsi : il existe un vecteur Z : JV(On, 02In), tel que
n

=), );:z’i Zyi

=1

et

4.2.2 Structurede T,

Puisque T,, = X,,//n,on a que

__EEE:Q
Z Z xn,z,t

2ol "

Tnit
-S| e
Vil |

=1 |Lt=1

par (DICKEY, 1976, p. 31, équation (4.25)),

- E i () () ()

Nous dénoterons par «, ; le terme entre crochets. Cela nous permet d'écrire

n
1
Tn = ZamZm + Op (—) .
pa v
De plus, par (DICKEY, 1976, p. 31, équation (4.27)),

2\/§<_1)i+1 B \/5/%

nooo T @(2i—1)
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4.2.3 Structure de IV,

Puisque W,, = X /y/n,on a

Wn = n73/2 i Xl
i=1
n3/2 i i €;

i=1 j=1
=32 Zn:(n —t+1)e

t=1
= n’3/22 (n—t+1 Z Tnit g

R

(n—t+1)xnit| Zni

t=1

Dans un premier temps, (DICKEY, 1976, p. 32) montre que

n-32 n—3/2 [n

Z(n—t—i—l)xnm =— Z(n+1 cos (t0;) Ztcos (t6;) ]

||mnaz|| t=1 ||mn7l t=1

et en utilisant les identités que I'on retrouve dans JOLLEY (1961), a savoir,

ZCOS (t0;) = sin (sz) cos <w> csc (%) = O,

t=1
itcos (t6;) = (n+1)sin ((n + 5) 6) csc (56:) _ 1—cos((n+1)8;)
Z 2 4sin® (16;)
- bTL,i — Cny
Il nous convainc que

n-3/2

H:L, H Z(n -1+ l)xn,z‘,t
el =1
n—3/2

1
=——[(n+1)an; —bn;+ cni] + O (ﬁ)

225,

n 24+ 1) [an; by, Cri 1
=— ‘2 | —— ’ + : +0 |-
l|n.l| n n(n+1) n(n+1) n

n

Il démontre par la suite (page 33, équation (4.36) et suivantes) que :

Qp 5
1. —= tendvers "y,
n

n,t

i+ 1) tend vers y;
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3. _ i
n(n+1)
ce qui lui permet d'obtenir que

tend vers 'yf

=32 M
lim —— Z(n —t+ D)xpe

n=oo ||| =

n_1/2 Qg bnz
— lim 2 (n4+1) | & ’
S (n+1) { n  n(n+1)

n=o0 |2

et en utilisant (4.3),

1
im — 2 2 a2,

n=00 /10 || |

Nous résumons comme suit .
- 1
W, = § Z 4+ 0, —
n — Bn,z M, p \/ﬁ

ou ﬁm tend vers \/5%2 lorsque n — ©0.

4.2.4 Distribution asymptotiquede /,,,7,, et W,

La distribution asymptotique des variables I},, T}, et W,, est donnée par le théoréme

4.1 (voir DICKEY et FULLER (1979)).

Théoréme 4.1 Sous les hypothéses du modele (4.1), le vecteur X,, = (I, T, W5’

converge en loi vers le vecteur X = (I, T, W', ou

r-yoe
=1
T = \/éi’yigiv
=1

W = \/ii’}/?&i,
=1

et {62} 1 =1, 2, ... est une suite de variables aléatoires indépendantes et identique-

ment distribuées (0, o?).



CHAPITRE

Distributions asymptotiques

RESUME

toire saisonniére et de modéles saisonniers plus généraux. Il s'appuie sur des
résultats fondamentaux permettant d'obtenir la distribution asymptotique de
certaines quantités clés, telles que ns(1 — r(ds)) et ns(1 — r’(ds)). Pour établir ces
résultats, deux théoremes de convergence et un corollaire issus de la littérature sont
d'abord énoncés. Ces théoremes concernent la convergence en loi de suites de vecteurs

Ce chapitre traite des distributions asymptotiques dans le cadre de la marche aléa-

aléatoires et I'effet des transformations continues sur ces suites.

Par la suite, le chapitre explore les implications de ces résultats dans le contexte
spécifique des processus saisonniers. Des démonstrations détaillées et des formulations
rigoureuses sont présentées pour justifier I'application des théorémes aux modeles
étudiés. 'accent est mis sur la compréhension des distributions limites et sur leur réle
dansl'analyse des processus aléatoires sous des hypothéses raisonnables de stationnarité
et d'ergodicité.

§5.1 INTRODUCTION

Nous disposons des résultats de base permettant d'obtenir la distribution asympto-
tiquedens(1—r(ds))etcelledens (1 — r'(ds)) dans le contexte de la marche aléatoire
saisonniere et du modele saisonnier plus général. Mais auparavant, nous énongons deux
théorémes de convergence et un corollaire que I'on peut retrouver dans (SERFLING, 1980,
pp. 19, 24).

Théoréme 5.1 Soit {Xn}n21 une suite de vecteurs aléatoires de dimension s. Suppo-
sons que la suite { X ,,} converge en loi vers X, un vecteur aléatoire de dimension s.
Soit g une fonction mesurable au sens de Borel définie sur R®. Supposons que g soit
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continue en X, sauf possiblement sur un ensemble A tel que fA dFx = 0.Alors, g (X )
converge en loi vers g(X).

Théoréme 5.2 Soient { X, },>1 et {Y, }n>1 deux suites de variables aléatoires. Suppo-
sons que la suite { X, } converge en loi vers X, tandis que la suite {Y,,} converge en
probabilité vers une constante finie c. Alors,

1. X,,+Y, converge en loivers X + ¢,

2. X,.Y,, converge en loi vers cX,

3. X,/ Y, converge en loi vers X /¢, si ¢ # 0.

Corollaire 5.1 [La convergence en probabilité vers une constante est équivalente a la
convergence en loi vers cette constante.

§5.2 DISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE DE 72.5(1 — 7/(ls)) DANS LE CONTEXTE DE LA MARCHE
ALEATOIRE SAISONNIERE

Les résultats de Dickey peuvent étre exploités afin d'obtenir la distribution asympto-
tique de 1 — 77(ds), ou ' (ds) est le coefficient d'autocorrélation de délai ds, lorsque les
données proviennent du modeéle

VSXt = €4, t 2 1 (51)

ou {et}t>1, est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées (0, 0?). Le coefficient d’'autocorrélation de délai ds est calculé sans centrer les
données, c'est-a-dire,

(n—d)s ns
r'(ds) = Z X Xiias Z X? (5.2)
t=1 t=1
De plus, nous supposons que les valeurs initiales X 411, X 410, ..., X sontnulles. Si
nous écrivons 1’ (ds) sous la forme
s n—d s n
r(ds) = XoenseiXravsti [ DD X1y
i=1 t=1 i=1 t=1

nous voyons que le numeérateur et le dénominateur de r’(ds) peuvent s'exprimer comme
la somme de s sommations indépendantes puisque

KXisti = X(t—1)s4i T Croi

Il sera plus commode de considérer 1 — 17(ds) :

s n s n—d
Z Z X(2t—1)5+i - Z Z X(t71)3+iX(t+d71)s+i
1 —/(ds) = i=1 t=1 i i:l t=1
2
Z Z X(t_l)s+i
i=1 t=1
s n n—d
Z X(2t_1)s+i o Z X(t—l)s+z‘X(t+d—1)s+i
= (5.3)

Z Z X(Qt—l)s+i

i=1 t=1



5. Distributions asymptotiques

65

Encore sous cette forme, le numérateur et le dénominateur sont formés de s sommes
indépendantes entre elles. Nous allons nous intéresser a I'un des s termes intervenant
au numeérateur ainsi qu’'a I'un de ceux apparaissant au dénominateur, en fixant la valeur
de 1. Puisque s est aussi fixé, nous nous contenterons d'écrire X; et e; a la place de
X(t_l)sﬂ- et e(t—1)s+4 respectivement, c'est-a-dire,

Xy < X(t—1)s+15
€t < €(t—1)s+1-

Nous inspirant de la décomposition du numérateur suggérée par l'article de HASzZA
(1980), nous serons en mesure d'appliquer les résultats de Dickey puisque les expres-
sions qui en découleront seront en termes des variables [}, et T},, 3 un terme Op (n‘l/Q)
pres.

5.2.1 Dénominateurde 1 — 1/(ds)

Chercher la distribution d'un des s termes intervenant au dénominateur de 1 —r/(ds)
équivaut a chercher la distribution de

n

2
> X,
t=1

ou X; est une marche aléatoire. Il s'agit effectivement de n2Fn dont il est question
a la section 4.2.1. Nous devrions peut-étre utiliser la notation n2]—’n7r, r=1,...,s,
puisgue nous avons effectivement une somme de s termes indépendants ayant cette
structure. Au niveau des variables canonigues, nous aurions des variables Zn,w oule
1N nous indiguerait que cette variable est introduite lorsque nous avons n observations
d'une période de longueur s, et le r spécifierait une des s positions a I'intérieur d'une
période. Cette notation ne sera pas utilisée pour l'instant, car il n'y a pas de confusion
possible pour le moment.

5.2.2 Numérateur de ns(1 — r/(ds))

Remarquons premierement que
n n—d
2
> XP Y XX,
t=1 t=1
n—

Z X} - Z Xird (Xeya — Xy) + (Xipa — X0)* (5.4)

t=n—d+1 t=1

&.

Il s'agit d’'une autre forme pour I'un des termes du numérateur de 1 — /(ds).

Lemme 5.1

Y XP=dX2+0,(n'?)
t=n—d+1

Preuve. Nous avons

X, = Zet = E[X,] = 0 et Var[X,] = no”.
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Par conséquent, X,, = O, (n1/2) et pour j fixé, X,,_; = O, (n1/2). Ainsi,

n

dxp— > Xi= ) (Xi-X7)
t=n—d-+1 t=n—d+1
d

- Z (Xﬁ - Xﬁ—j—i—l)

J=1

M-

(Xn - Xn—j+1) (Xn + Xn—j—l—l)
1

J

Mais, puisque

n

Xn - Xn_j+1 = Z €t = Op(]_),

t=n—j+2
et que

X, + Xo i = 0, (%) +0, (n'7) = 0, ('),

le résultat suit.

Lemme 5.2

n—d

D Xipa (Xipa — Xy) =

t=1

‘2—1 (X2 +no®) + O, (n'/?)

Preuve. Nous avons

n—d
Z Xira (Xeva — X)
t=1
n—d d
= Z Xivd Z Ct+j
t=1 j=1
d n—d
S s
j=1 t=1
Fixons 7,1 < 7 < d. Alors,
n—d n—d
Z XitdCitrj = Z (Xiwj + Xiva — Xirj) €145
=1 t=1
n—d n—d

= Z XitjCij + Z (Xtra — Xt+j) Cttj

t=1 t=1



5. Distributions asymptotiques

67

Examinons le second terme de (5.5) :

n—d - t+d

Xt+d - Xtﬂ Ct+j = E E €iCttj

t=1 t=1 i=t4j+1

n—d d
:E E €t4iCtij

t=1 i=j+1
n—d d—j

ZE E Cttj+iCttj

t=1 =1
d—j n—d

ZE E Citj+iCi+tj

t=1 i=1
d—j n—d+j

= E E €t4iCt-

i=1 t=j+1

n—d+j n—i

Z €1€ri = Z eterri + Op(1)

t=j+1 t=1

puisgue la différence entre les deux sommes est constituée d'un nombre fini, fixe (avec
i), et indépendant de n, de termes O,(1). Maintenant,

Q= getetﬂ- =e'P,(i)e = %e’ {P,(i)+ P, (i)} e

et
Var(Q) = 2u~<"£ (P.(i) + P’n(z’)}2> - %4tr<{Pn(i) + P;(i)f) .

Mais, tr{C'C'} = ZKign Zléjén cl%j, pour toute matrice C de dimension n X n. Or, la
matrice { P,,(i) + P, (i)} n'est formée que de « 0 » et de « 1. » Il s'agit donc de compter
le nombre de « 1 » apparaissant dans la matrice { P,,(7) + P, (i) }. On voit aisément
quilyena?2(n—i).D'ou Var(Q) = o*(n—1i) = O(n). Ainsi, étant donné que E(Q) = 0,
on conclut que @ = O, (n'/?). Finalement,

n—d+j

Z eeiri = O (nl/z) .

t=j+1

Par conséquent,

d—j n—d+j

Z Z et = O (nl/Q) .

i=1 t=j+1
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Examinons maintenant le premier terme de (5.5) :

n—d n—d+j
ZXt+j€t+j = Z Xyey
=1 t=j+1
n J n
= Z Xtet — ZXtet — Z Xtet
t=1 t=1 t=n—d+j+1
n d—j—1
=D Xiee £ 0p(1) = Y Xupenop
t=1 k=0
= Xier + 0y(1) + O, (n'/?)
t=1
-3 X+ 0, (1)
t=1
1 a L
=3 Zet —l—Zef —|—Op(n1/2)
t=1 t=1
Or,
Var ef] = 2no* = O(n)
t=1
et
E el | = no.
t=1

Par conséquent,

Zef =no’+ 0, (n1/2) .

t=1
Donc,
n—d 1
ZXH]-GHJ- =3 (X?l + n02) + 0, (n1/2) .
t=1
Puisque nous devons sommer pour j € {1, 2, ..., d}, la démonstration est terminée.
0
Lemme 5.3
n—d
Z (Xita — Xt)2 = ndo? + O, (nl/Q)
t=1
Preuve. Nous avons
n—d n—d [ d 2
Q= Z (Xita — Xt)2 = Z €ttj (5.06)
t=1 t=1 \j=1

. 1 d N . . .
Puisque i Zj:1 ery; est distribué selon une loi A(0, 1), le carré de cette expres-
sion suit une loi du X2 a un degré de liberté. Ainsi,
2

d
E Crpi = do?
t+j :
Jj=1
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Par conséquent,
B[Q] = d(n — d)o>.
Pour obtenir la variance de (), nous allons expliciter la matrice de la forme qua-

dratique (5.6). Pour ce faire, notons P(k, d) la matrice n X n dont tous les éléments
sont nuls, sauf ceux apparaissant sur la diagonale aux positions (k +1, k+ z) pour

1 =1, ..., d, quisont égaux a 1. Cette matrice annule les éléments du vecteur e, sauf
les éléments €41, ..., €xt4q-ONa
n—d [/ d 2 n-d
2
E Cttj § )
t=1 \j=1 t=1
n—d

= Ze/P’ (t,d)1,1, P(t,d)e
t=1
n—d
=€ Y {P'(t,d)1,1,P(t,d)}e
=1
La matrice P'(t,d)1,1], P(t,d) contient des éléments nuls, sauf ceux en position
(t+i,t+j)pouri=1,...,detj=1, ..., d quisontégauxa 1.On peut vérifier
que

> P'(t,d)1,1,P(t,d) = P,

dont la forme explicite est donnée dans la figure 5.1.
Pour obtenir la variance de (), on doit évaluer :

20" tr(P?) = 20" tr(P'P),

ce qui revient a calculer la somme des carrés de tous les éléments de P. Bien qu'il soit
possible d'expliciter cette somme de carrés, il n'est pas nécessaire de le faire. Dans cette
matrice, il y a 2d — 1 diagonales contenant des éléments non nuls. Sur chacune d'elles,
il y atout au plusn — 1 éléments non nuls. Le carré d'un quelcongue de ces éléments
ne peut étre supérieur a 1, et on conclut que...

Var[Q] = 20* tr[P'P] < 20*(2d — 1)(n — 1)d* = O(n).

Ainsi,

i
ISH

(Xira — Xt)2 = dno? + O, (n1/2) ,

t=1

ce qui termine la démonstration du lemme. ]
En utilisant les résultats des trois derniers lemmes, (5.4) devient :

n n—d
Z X}~ Z XiraXy
n—d

Z X7 - ZXt—i-d Xipa — Xi) + Z (Xira — Xi)°

t=n—d+1 t=1

:chEL—C—ZX2 dn o® + ndo® + O, (n'/?)

2°m 9
d

= S (X2 +00%) + 0, (n'7%).
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5.2. Marche aléatoire saisonniére : distribution asymptotique de ns(1 — r'(ds))

0000 0 O 0

01111 1
01222 2 2 1
01233 3 :3 2

0123 - d-1d-1d—2d-3"
0123---d=1: d d-1d-2"
0012 -d-2d—1 d d—1"

L d-3d-2d-1 d

d id-1d—2d-3---21
d—1lid—1d—2d—3---21
Cd—2d-2d—2d—3- 21

S d—3d-3d—3d—3...21

2 2 2 2 21
: 1 :1 1 1 11
d colonnes n — 2d + 1 colonnes d — 1 colonnes

FIGURE 5.1 — Matrice P du lemme 5.3

Ce qui implique que

n n—d d X2
ZXtQ - ZXtXt—i-d =5 (771 + 02) +0p (n_l/Q)
t=1 t=1
L (124 +0, (7).

Afin d'éviter toute ambiguité, nous utiliserons a partir de maintenant la notation Tmr,

r=1, ..., s, puisque nous avons effectivement une somme de s termes indépendants
ayant cette structure. De plus, nous dénoterons par Xtm 'observation X(t,l)sﬂ pour
t=1,...,netr =1, ..., s.Nous pouvons alors écrire (5.3) sous la forme

ds <

B %)+ Op 1/2)

/ r=1
S (1 -r (dS)) - s 1 n
)

r=1 t=1
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ds < 2 2 ~1/2
?Z(Tm—i—a ) + Oy (n™'7?)
== _ (5.7)
> T
r=1
Posons
Xn = (Tn,lu Fn,lu ceey Tn,s> Fn,s),
et
X = (T17F17 R TS7F8)/
ou
T, = \/52%&7” r=1,2 ...,5, (5.8)
t=1
I, = Z'yteir, r=1,2,...,s, (5.9)
t=1
etou{e,, }pourr=1,2, ..., sett =1, 2, ... estune suite de variables aléatoires

indépendantes et identiquement distribuées A0, o), et ou
B 2(_1)i+1
i)

En utilisant une généralisation évidente du théoréme 4.1, nous voyons que x,, converge
en loi vers x. Cela nous améne au théoreme suivant.

Théoréme 5.3 Sous les hypotheses du modeéle (5.1), si T/<d8) est défini par (5.2), alors,
pour d > 1, la variable ns (1 — r'(ds)) dans I'expression (5.7) converge en loi vers

R(d, s) = —=1 (5.10)

ou
o) = B3 (12, + o)
et r::
h(x,) =Y Tus
r=1
Posons O (n71/2>
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D'une part, h(x) est positif avec probabilité 1. Le quotient g(Xx,,)/h(X,,) converge
donc en loi vers g(x)/h(x) selon le théoréme 5.1. D'autre part, on constate que V' (x,,)
converge en probabilité vers 0. En effet, si Y,, = Op (n‘l/Z),alors Y, = Op(l) (cf. (BisHOP
ET COLLAB,, 1975, p. 484)). En appliquant le théoréme 5.2, on a que V(x,,) converge en
loi vers 0. Par le corollaire 5.1, V (x,,) converge vers O en probabilité. Finalement, par le
théoréme 5.2, on conclut que g(x,,)/h(x,) + V(x,,) converge en loi vers g(x)/h(Xx).
Ce qui termine la démonstration. O

Corollaire 5.2 Dans le contexte du théoréme 5.3, la variable r’(ds) converge en pro-
babilité vers 1.

Preuve. La variable aléatoire n (1 — r/(ds)) converge enloivers R'(d, s),ce quiimplique
que 1 —7'(ds) = R'(d, s)/n converge en loi vers 0. Par le corollaire 5.1, 7'(ds) converge
en probabilité vers 1. O

§5.3 DISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE DE 15(1 — 7(ds)) DANS LE CONTEXTE DU MODELE
PLUS GENERAL

Les résultats de DICKEY (1976) nous permettent aussi d'obtenir la distribution asymp-
totique d'un coefficient d'autocorrélation échantillonnal dont le délai est un multiple de
la période s, lorsque le modele est défini par (3.1). Pour ce faire, nous nous sommes ins-
pirés de HAszA (1980). Cependant, au niveau du détail, notre travail sera plus ardu. Nous
ferons appel au théoréme 3.1 et nous devrons au préalable démontrer trois lemmes qui
nous conduiront a un théoréeme oU nous donnerons des approximations intéressantes
du numérateur et du dénominateur de ns(1 — r(ds)). Lintérét de ces approximations
est qu'on y retrouve des expressions ne faisant intervenir que les variables aléatoires de
base, asavoir: [}, ,, 1T, , et W, .pourr =1, ..., s.

5.3.1 Numérateur de ns(1 — r(ds))

Considérons le modeéle (3.1). Si nous appliquons le théoreme 3.1, nous pouvons
écrire
oo
Z.=Zo+HoX,-D,+» Hje_;
§j=0
Dans cette représentation, Z est un vecteur de valeurs initiales, X ; est une marche
aléatoire multivariée et D est un processus stationnaire au sens strict. Comme précé-
demment, on dénote (Z, ..., Z') par Z, et (D}, ..., D) par D.
Dans un premier temps, nous nous intéressons a ns(c(0) — ¢(ds)), c’est-a-dire, le
numérateur de ns(1 — r(ds)).

ns (n—d)s
ns(c(0) —c(ds) = (2~ 2)" = 3. (2~ Z) (Zeyas — Z)

t=1 t=1

ns ns ds
B AT S Y

t=(n—d)s+1 t=(n—d)s+1 t=1

(n—d)s (n—d)s
- Z Zivds (Ziyas — Zt) + Z (Zivas — Z)*. (5.11)

t=1 t=1



5. Distributions asymptotiques

73

Nous allons maintenant démontrer les lemmes 5.4 a 5.6 qui établissent I'ordre en
probabilité des différents termes de (5.11). Il s'agit d'une généralisation de trois lemmes
de HAaszA (1980).

Lemme 5.4 Sous les hypothéses du modéle (3.1):
o Y (%2 =d(X.~ X) H} (X, X) +0, (")
t=(n—d)s+1

b) Z Z Zy = dcg X1, X, + O, (n'/?),

t=(n—d)s+1
ds
0 23 7,=0, (1),
t=1

d) Z 7 =dX,H{ X, + 0, (n'/?),

t=(n—d)s+1

ouZ = nis SN Z,X = Z X, X =X1, ¢ = Z , et H est définien (3.7).
t=1

Preuve. En posant
o
A= Z0+ZHj+1a_j = (/\1, )\2, Ceey )\5)/,
j=0

Nnous pouvons écrire

Z,=A+H,X,—D..
Définissons la fonction 7)(t) comme suit :

n:N— N
t—t—s|(t—1)/s]
ou |z désigne la partie entiere de x. Cette fonction donne {i} comme image a I'en-
semble des indices {i, s+1, 2s+1, 3s+1, ...} Elle permet donc de trouver la position
d'une observation a l'intérieur d'une période de longueur s. Définissons aussi
(:N—N
t— [(t—1)/s]+1
Cette fonction permet de savoir a quelle période appartient une observation donnée,

puisque les indices {ks + 1, ks +2, ..., ks + s} auront pour image {k + 1}. A l'aide
de ces deux fonctions, nous pouvons écrire

!/
Z = My + (P"Va) X - Dy

ou P est la matrice définie dans la démonstration du lemme 2.2, et @ est la s-iéme ligne
de la matrice Hy,.
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On remarque que

ZZt =(1,® 13),2
t=1

=(1,®1,) 1, A+ (I,® Hy)) X — D)

—n@l A+ (1,1 H)X - (1,®1,) D

=nsA+ cons)_( —nsD.
Par conséquent,

Z=AN+cX —D (5.12)
Ainsi,
_ _ / _ _
Zy— 7 = Ay — A) + (a' (P") X - c0X> — (D, - D).
Pour simplifier I'écriture, nous poserons
/
Vt =a’ (Pn(t)) Xc(t)‘
Notons que
vy = Ho X,
et que

v=(I,® Hy) X.
Démonstration de la partie a) : On vérifie aisément que
‘_/ = COX,
et par conséquent,
(2= 2)" = [\ = D) + (Vi = V) = (D = D)I’
= (i = A"+ (Vi = V)" + (Di = D) +2 (g = 4) (Vi - V)
—2 (N —A) (Dy—=D) =2 (V, = V) (D, — D). (5.13)
Nous devons sommer I'équation (5.13) pour lesvaleursdet € {(n—d)s+1, ..., ns}.

Nous allons donc considérer chacun des termes de cette relation.

— Pour le premier terme, on voit que
ns

2
S (e —4)"=0,(1) (5.14)
t=(n—d)s+1
puisqu'il s'agit d'une constante indépendante de n.

— Pour le troisieme terme, nous avons
ns

S° (Di- D) =0,(1)

t=(n—d)s+1

En effet, nous savons que D converge en probabilité vers O (voir la discussion relative
au terme T3 a la section 3.3.1). Donc ce terme est Op(l). De plus, D, est un processus
stationnaire. Chacune de ses composantes (D), i = 1, ..., s, a une variance 01-2
indépendante de 7. Par conséquent, Var[(D,),] = O(1),i =1, ..., s.Ains],

Dys — D = 0,(1)
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= Dusix— D =0,(1), k=01, ...

= (Dps — D)’ = 0,(1)

ns

= Y (Di—-D)*=0,01)

t=(n—d)s+1

car il s'agit d'une somme de ds quantités d'ordre O, (1).

En ce qui concerne le sixieme terme :
ns

>, (V=V)(Di=D) =0, (n'")

t=(n—d)s+1
Pour s'en convaincre, on note que :
a) premierement.

/
EV;] =E [a’ (P”(t)> X qt)]
=a/(P")YE[X 4] =0
b) deuxiemement
/
Var[V;] = Var {a’ <P’7(t)) Xg(t)l

=a (P”(t)>/ (¢(t)oI,) p1q

=((t)c’d'a

puisque la matrice P gt orthogonale.
On peut donc affirmer que

Vi = O, (n'?)

etilen estde méme pour Vs, k=0, ..., ds — 1.

c) troisiemement, V = ¢y X = E[V] = 0 et puisque, selon (2.3),

X = %@%X, Yx =0T, T, ®1,),
la variance de V sera
o2
Gz (L@ 1) (T T, @ L) (1, © 1)
o2
= CSW <1InTnT;zln) &® (1;171)

et en utilisant (2.14) :
, 0% n(n+1)(2n+1)
= S

N con232 6
s o(n+1)(2n+1)

p— p— O .
07 6ns (n)

On conclut que

V=0, (n"?).

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)
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Il en découle que pour k fixé,
(Vi = V) = 0, (n*”)
et que
(Vieo k= V) Dy — D) = 0, (')

Enfin,

ns

> (V) (Di-D)=0,(n").

t=(n—d)s+1
— Pour le second terme, intéressons-nous maintenant a

ns

> (V-v)

t=(n—d)s+1
Nous avons
ns . ds—1 o
> =V =3 (V=)
t=(n—d)s+1 k=0
s—1 d—1 o
Y Vir = V)
r=0 v=0

T
L

A e

v=0
d—1
= Z {Vn23—r - 2‘7‘/"5*7” + ‘72 - Vv(zz,—u)s—r + 2‘7‘/(”—1’)3—7" - V2}
v=0
d—1 d—1
= {vn237r - ‘/(ify)sfr} —2V (Vnsfr - ‘/(n—l/)s—r)
v=0 v=0

On remarque alors que

(5.19)

/ /
Vi — ‘/(n—y)s—'r —a (Pn(ns—r)> X((ns—r) —a (Pﬂ((n—V)S—T)> XC((n—v)s—r)

—d (P7) (X, — X))

v—1
=aP’ Z €,_j  puisque (PS_T)/ =P"
§=0

et par conséquent,

(5.20)
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et tenant compte de la relation (5.18),
v (Vns—r - ‘/(n—u)s—r) = Op (TLI/2) . (5.21)

De plus, on note que

Vn237r - ‘/(ifzz)sfr = (VTLS—T - ‘/(n—u)s—r) (Vns—r + ‘/(n—l/)s—r)
= 0,(1)- 0, (n'?) = 0, (n'?),

par (5.17) et (5.20) ce qui signifie que

S9

-1

Vi, = V¢ ) =0, (n'?). (5.22)

ns—r n—v)s—r

S
|
<)

Les équations (5.19), (5.21) et (5.22) nous permettent de voir que

d—1
(Vinoyser — V)2 = d (Visy — V)? + 0, (n'/?) (5.23)
v=0
et en faisant la sommme pour 1 € {O, 1, ..., s— 1}, nous obtenons
s—1 d—1 s—1
(Voer = V) =dY (Viorr = V) + 0, (n17)
r=0 v=0 r=0

=d||V, - V1" + 0, (n'/?)
=d||Ho (X, — X)|*+ 0, (n'/?)
—d(X, -~ X) H2(X, - X)+0,(n"?).

— On peut se convaincre sans difficulté que le quatrieme terme est d'ordre Op (nl/Q)

tandis que le cinquieéme terme est d'ordre lp(l).

Compte tenu de cette derniére remarque et des équations (5.13), (5.14), (5.15),
(5.16), (5.23), on constate que

ns

ST (22 =0,1) +d(X, — X) H2 (X, — X) + 0, (n'?) + 0,(1)

t=(n—d)s+1
+20, (n''?) +20,(1) + 20, (n'/?) .

Ce qui termine la démonstration de la partie a).

Démonstration de la partie b) : Concentrons-nous maintenant sur I'expression

Z i Zt.

t=(n—d)s+1
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Nous avons

Y. Zi= ), ot Vi — D,
t=(n—d)s+1 t=(n—d)s+1 t=(n—d)s+1 t=(n—d)s+1
s—1 d—1 s—1
= ds/A — Z D(nfu)sfr + d Z Vns—r

r=0 v=0 r=0

s—1 d—1

+ (‘/(nfu)sfr - Vns—r)
r=0 v=0

—_

=d Vas—r + Op(1).

r=

=]

De plus, selon (5.12), sachant que Aet D sont d'ordre Op(l), ona
Z =V + 0,(1).

Donc,

Z Z Z = (V+0,(1 (di%ﬁ()())

t=(n—d)s+1 r=0
=dV1.V, +VO,(1) +d1,V,0,(1) + O,(1)
=dV1,V, + O, (n'?)
=dcgX1.X, + O, (n'?).
Démonstration de la partie c) : Cette affirmation devient évidente a la lumiére de
I'’équation (5.18) et du fait que la sommation impliquée est d'ordre Op(l), puisqu'elle

est formée d'un nombre fixe (et indépendant de n) de termes d'ordre Op(l).
Démonstration de la partie d) : Puisque

Zy = Myy + Vi — Dy,

ona
Yoo Zi= Y (N +VE+ D]+ 2200V — 200D, — 2V,Dy) .
t=(n—d)s+1 t=(n—d)s+1

Nous allons déterminer I'ordre de chacun de ces six termes.
ns

2
1. Z Any = Op(1),
t=(n—d)s+1
puisqu'’il s'agit d'une constante indépendante de n.

2. Z DZ_Z Z Dvs+r_ (1)'

=(n—d)s+1 r=1 v=n—d

puisque D, est un processus stationnaire, sa matrice de covariances est indé-
pendante de n.
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3. f: V;Dt = i zn: ‘/;JS+TDUS+T = Op (nl/Q),
t=(n—d)s+1 r=1 v=n—d

car Vosir = O, (nl/z) et Dysir = Op(1),donc Vi Dys i = O, (nl/Q),et nous
additionnons ds termes de cet ordre.

ns
2
4. > VP=dX,HX,+0,(n'?).
t=(n—d)s+1
En effet, pour r fixé, nous avons

d—1 d—1
dvr?sfr - Z ‘/(3171/)877‘ = (Vnzsfr - ‘/(ng )sfr)
v=0 v=0
d—1
- (Vns—r ‘/(n—y)s—r) (Vns—r + V(n—l/)s—r)
v=0

Or, Vis—r — Vin—u)s—r = Op(1), tandis que Vs + Viypysr = O, (n1/2). Oon
conclut que

d-1
‘/(ifu)sfr = dvr?sfr + Op (n1/2) )
v=0
et en sommant sur T,
s—1 d—1 s—1
Ve e =AY V72 40, (n'?) =dX,H{ X, + 0, (n'?).
r=0 v=0 r=0

t=(n—d)s+1

car il s'agit d'une combinaison linéaire de ds termes d'ordre O, (1).

Ceci termine la démonstration du lemme 5.4. O

En appliguant le lemme 5.4 a I'équation (5.11), nous obtenons

ns(c(0) — c(ds)) = d (X,, — X)/Hg (Xn— X) +dgX1.X, + O, (nl/Z)

(n—d)s (nd)s
- Zivas (Zivas — Zy) + Z (Ziyas — Z1)° . (5.24)
t=1 t=1

Nous allons maintenant entreprendre la démonstration d'un lemmme analogue au
lemme 2 de HAszA (1980). Il s'agit de trouver une bonne approximation pour la premiére
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sommation de I'équation (5.24). Réécrivons donc cette sommation sous une autre forme.

(n—d)s s n—d—1
Z Zt+ds (Zt—i-ds - Zt) = Z Z Z(V+d )s+r (Z(V+d)s+r - Zl/s—i—r)
t=1 o r=1 v=0 .
= Z Z ()\r + Vv(u—i—d)s—&-r - D 1/+d)s+r Z W(w4k)s+r
le n:: d s n—d-1 d =
= Z Z Z )\rw(quk)err + Z Z Z VVer Vs+rW(v4k)s+r
r=1 v=0 k=1 r=1 v=0 k=1
s n—d—1

d d
Z Z D(V+d)s+rw(u+/€)s+7"'

r=1 v=0 k=1

Pour k et r fixés, puisque w; est de moyenne nulle et stationnaire, nous avons

&.

-1

1" P
- W(v+k)s+r ’ 07
n

Il
o

1%

et par conséquent,
s d n—d-1

Z Z MW tk)str = Op(1).
r=1 k=1 v=0

Introduisons quelques notations. Soit wy,, = Wystr pourv = 0,1,2,...,n — let
r=12..,setsoitD,, = Dygyppourv =0,1,2,...n—1etr =1,2,...,5s
Puisque D, est un processus multivarié stationnaire, chacune de ses composantes
est également stationnaire. Nous dénoterons E[woyuDhW} par %,,%D’V(h). Il sagit de la
covariance croisée entre la u-i¢me composante de w, et la v-iéme composante de D ..
Nous savons que

1 n—h—1

plimn_m ﬁ Z Wts+rD(t+h)s+r = ’Yw,T,D,T(h)'
t=1

Ainsi,
n—h—1
Z wts—H"D(tJrh)err = n/yw,r,Dﬂ“(h) + Op(n)‘
t=1

Il S'ensuit que

d n—1 d
E D (v+d)s+rW(v4k)s+r = E E l/S+7‘w(l/ d+k)s+r
v=d k

v=0 k=1
d—1 n—1 d—
= Dl/s+rw(u—h)s+r =n ’Yw,r,D,r(h> + 0P<n)'
h=0 v=d h=0

On peut alors écrire :

(n—d)s s n—d—1

d
Z Zt+ds (Zt—l-ds - Zt) = Z ‘/(l/-i—d)s—i-rw(l/—i-k)s—i—r

t=1 r=1 v=0 k=1
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s d—1
—n Z Z VoD (R) + 0p(n). (5.25)

r=1 h=0

D'autre part, considérons I',, p(h), la matrice des covariances croisées de délai h
entre le vecteur w, et le vecteur D, . De fait, I',, p(h) = E[wD)},]. Dénotons par
I', p(h,i,j)rélément (i, j) dela matrice I'y, p(h).Ona

[S CINe o]

ElwoD}| =E|) > @ie_je, Hj,, par (3.5) et (3.8)

i=0 j=0

o
2 ) /
=0 E :WJHj+h+1

j*O

=0 ZZ'I’ !pz+j+h+1

=0 j=0
00

= Ly(i+h+1)

=0

Il faut aussi remarquer que

> Yeorp(h) = t2[ Ztr NEYESHE
r=1

D'autre part, nous avons

o’Hy = o0"HoH),

[Z W Z Z 2SN %ﬂ-ﬂ%]

j=0 i=0 j—U i=0
= I',(0) + 0 ZSP u_’z+y+1+0 Zzwzﬂﬂq’
j=0 i=0 =0 j=0

= I',(0) + ifw(i +1)+ er(—i —1).

Ainsi,
d 2 2 d - A
29 Hj = 5 ( )+ ZP + ;Fw(z)> . (5.26)
Par ailleurs,
d—1 oo o) d—1
Y Lu(i+h+1)=d) Ty(i)—> (d—h)Tyu(h). (5.27)
h=0 i=0 i=0 h=0

Au niveau des traces, en dénotant par g I'élément apparaissant sur la diagonale de Hg
(voir démonstration du lemme 2.2), nous déduisons de I'équation (5.26) que

d o, do?séy  d = .
(2 H) . —2<svw<o>+2s;vw<zs))
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do?sdy ds - .
=5 =5 (—fyw(O) +2 nyw(zs))

i=0
= ) o?dsdy  dsv,(0) ds , ,
= = . 5.28
:>ds§%(zs) 5t 5 (0760 + 7.,(0)) (5.28)
Donc,
s d—1 d—1 oo
f)/err :tr<zzrw’l+h+1>
r=1 h=0 h=0 i=0

=ds Z Yu(is) — s Z(d — h)7Y,(hs) par (5.27)

d—1

ds
=5 (0250 + 7 (0 ) sz% (d — h)y,(hs), par (5.28)
208 d—1
:U;MS(CZ% —23 (- h%h5>
h=0
o dsé s &
= ° - 5 Z ’h| Vw hs)
h=—d+1

Cela nous permet d'écrire (5.25) sous la forme

(n—d)s s n—d—1 d

Z Zt+ds Zt+ds - Zt = Z Z Zvu-i-d s+rW(v+k)s+r
t=1

r=1 v=0 k=1
d—1

no?dséy ns
_ + 5 h§+l(d — [B) Y (hs) + 0p(n). (5.29)

Il reste donc a trouver une forme plus commode pour la triple sormmation de (5.29).
Nous avons

i
T
L

M=

S

Wu+d)s+rw(u+k)s+r

1
Il
—_
i

zlo

T&w

LE

/
Va1 Woiks1

I
IM-
i

1
SH
A

o0
!
Votas E VYie,kjt1

I
M=

k=1 v=0 j=0
d n—d—1 00
/
= E (Vigart = Vigr—ji1 + Vigi—ji1) E Ve, ik ji1
k=1 v=0 §=0
n—d—1

I
M=

<
Il
)
>
I
—
Il
3 O

/
(Vu+d+1 - Vu+k—j+1) '-I’jewrk—jﬂ

v
00 d
/
+ Z Z Vu+kfj+1wjeu+kfj+l- (5.30)
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Nous devons donc examiner chacune des deux triples sommmations de (5.30). En ce
qui concerne la premiére, un calcul direct montre que

00 d —d—1 v+d+1
/ . 2
= E E E eHyW,e, i1, puisque V. = H X ;,
=0 k=1 v=0 i=v+k—j+2
d n—d—1 v+d+1
= tr| H, E v, E E evik—jii€ | . (5.31)
k=1 v=0 i=v+k—j+2
Or,
1 n—d—1 v+d+1 1 —d—1d—k+j
I
ﬁ E €utk—j+1€; = ﬁ g E Cytk— J+lez+u+k Jj+1
v=0 i=v+k—j+2 v=0 =
n—d—1d—m
1 /
= n €rtm+1€i 4y rm+1>
v=0 =1
et

n—d—1

d
, P
E €utmt1€ypmiit1 — Osxs

1
n
v=0

puisque les e; sont non corrélés. Ainsi, (5.31) devient :

d (3]
Ztr Hozu'ljop(n) = 0,(n),
k=1 =0

car Z;O:o H!Pj H < 0. Cela nous permet de conclure que la premiére triple sommmation
de (5.30) est op(n). En ce qui concerne la seconde triple sommation, maintenons k fixé
pour I'instant. On remarque que

o n—d—1

§ E Vu+k ]+1!pjeV+k—j+1

0 n—d—1
= tr Z!I’J Z €vik—j+1V ki1
_J 0
o0 n
= tr Z!’lj Z e,V +o,(n)
L j=0 v=1
= tr | Hy ZeyV;j—l—op(n) : carHO:Zst,
v=1 =0
=tr|Ho Y e, X, Hy| +o0,(n), carV, = HyX,,
| v=1

1 n n
:§tr H, Ze,,X’V—i-ZXVe; H,| + oy(n). (5.32)
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Un calcul assez simple nous montre que :
n n n
E el,Xf/:E e,,g e, E e,,e+§ E eje;
v=1 v=1 ]:1

j=1 j=1+1
b) XnX;:iie,-e;

J=1 j*1

—Zeye +ZZee +ZZee

lel-‘r]. ]17,]+1

—Zeye +Z Z ele —1—2 Z e]

=1 j=i+1 =1 j=1+1

En continuant le développement de (5.32), nous obtenons

—tr[Ho (Ze e +Z Z e

=1 j=i+1
15 90 SPRD PN EA PR
=1 j=i+1
1 n
=5t [HO (angl + 2; e,,ely> Hy| +o,(n),
1
=Str r[Ho (X, X, +no’l,) Hy| + o0,(n),
1
= 5 [ Ho X, X, Hy + %0—250 +0,(n),
1
2X’ H; X, + 70 20 + 0,(n).
Ainsi, en sommant cette expression pour k € {1, 2, ..., d}, d étant fixe par rapport

an,ontrouve
n—d—1
d

oo d d—
dns
ZZ Z Ve jr¥ievik—j1 = X/HZX + 5 7 280 + 0p(n)

j=0 k=1 v=0
En substituant cette derniére expression dans I'équation (5.29), nous obtenons

(n—d)s
Z Zt+ds (Zt-i-ds - Zt)

t=1
d—1

d nodsdy no’dséy ns
= G XGH{X, + ——— = =+ > (d—[h])(hs) + 0(n)
h=—d+1
d ns <4
= §X;H3Xn + = > (d = |k (hs) + op(n).
h=—d+1

Nous avons donc démontré I'analogue du lemme 2 de HAszA (1980).
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Lemme 5.5
(n—d)s d ns d—1
> Ziras(Zias — Zi) = 5X;H§Xn+7 > (d—|h|)vu(hs) +oy(n) (533)
t=1 h=—d+1

La démonstration du lemme 5.6 (généralisation du lemme 3 de HASzA (1980)) est assez
immédiate.

Lemme 5.6

(n—d)s d—1
> (Zivas— Z)?=ns Y (d—|h])y.(hs) + 0p(n) (5.34)
t=1 h=—d+1

Preuve. On a

(n—d)s
Z (Zt+ds - Zt)2
t=1
s n—d—1 )
= Z (Z(u+d)s+r - Vs—i-r)
r=1 v=0
s n—d—1 d 2
- (Z W(V+h)s+r>
r=1 v=0 h=1

Considérons alors

n— 1(
h
d

d 2
Z w(u+h)s+r>
1 =

Z w(2u+h)s+r +

v=0 h=1 v

9

S|
(]

N

S]]
I o

n—d—1

IS

n— -1

W(w+h)s+rW(v+k)s+r-

S

d
1 k=h+1

S|
I
o
>
[

Or, le premier terme tend en probabilité vers dfyw(O). Le second terme tend en probabilité
vers

d—1
237(d - h)yalhs).
h=1
Donc,
1 "ot 2 d—1
N
TN pors IR SRUEIBNE
v=0 h=—d+1
—d)s
Z (Ziyas — Z1)° = ns Z — |h|)Yw(hs) 4 op(n).
t=1 h=—d+1
Cela termine la démonstration du lemme. O

Les équations (5.24), (5.33) et (5.34) nous indiquent que

ns(c(0) — c(ds)) = d (X, — X),Hg (X, —X)
+dcg X1.X,, — gX;LHan
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d—1
ns
+ 5 > (d—[B)vu(hs) + 0, (n'?) + 0p(n).
h=—d+1

Selon (FULLER, 1976, p. 227)), le terme O, (nl/Q) + 0,(n) est d'ordre 0,(n), ainsi,

ns(c(0) — ¢(ds)) = dX' H?X, + dX H?X — 2dX' H>X + dc2X1. X,

d—1
d ns
- §X;ngn + 5 > (d—[h])yu(hs) + oy(n)
h=—d+1

d _ _ _
:EX’HH?)XH +dsgs X? — 2dgs X1. X ,, + dcg X1 X,

d—1
F2NT (d [bly(hs) + oy(n)
h=—d+1

d _ _
:§X;H§Xn +d(ch—293) X1, X, + dsgg X*

d—1
+ 5 Y (A= [A)rlhs) + op(n).
h=—d+1

5.3.2 Dénominateurde 1 — 7(ds)

Nous allons maintenant trouver une expression plus simple pour n.s C(O). De maniere
plus précise, nous avons

t=1
=S Oue =AY ViV +> (D - D)’ (5.35)
t=1 t=1 t=1
+2) (M = A) (Vi = V) =23 (Ao — 4) (D~ D)
t=1 t=1

23" (Vi- V) (D - D).

Examinons chacun des six termes.

1. Pour le premier:

ns n—1 s

ST Own = A =33 (A = A)” = nso(4) = O(n). (5.36)

t=1 v=0 r=1
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2. Pour le second, développons:

ns

> (D, — D)

t=1
n—1 s
- ZZ vs+r T
v=0 r=1
n—1 s n—1 s
SISy
v=0 r=1 v=0 r=1
n—1 s
—1—222 vsir — D (DT—D) ouD,
v=0 r=1
n—1 s s
= ZZ (DVS—H“ - Dr>2 ‘|‘nz (D — D
v=0 r=1 r=1

S

= Z I'p(0,7,7) + op(n) = op(n)

r=1

Z Dus+r

ou FD(O, T, 7“) désigne I'élément situé a la position 7, r dans la matrice des cova-
riances au délai O associée au processus D), notée I'p(0). Par conséquent,

ns

> (D~ D)’

t=1

— tr(I'p(0)) + 0,(n)

3. Développons:

ns

> = A) (Vi—V)

t=1
S n—1
= Z ()\7" - /I) Z (UVS+T - V)
r=1 v=0
s n—1
:Z A — A ZVVW—Z =D 'V
r=1 r=1 v=0
S n—1
= Z ()\r — /I) Z Vistr + Oy (n3/2) , carV = 0, (nl/z) .
r=1 v=0
n—1
Examinons maintenant Z V. s+r- Nous avons
v=0

n—1 n

d Ve =Y aP'X

V=0 v=1
—aP (1.01,)X
=a'P (1,01,)(T,®1I,)e
=adP (1T,®1I,)e

(5.37)
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dont la variance est
o’d (T, ®1,)(T)1,®1,)a
=o' (1T, T'1,®1,)a
_ 2y <n(2n +1)(n+1) - Is) a

6
_ 02”(2”+ é)(”JF l)a’a =0 (n)
n—1
= ZV”S+’” =0, (n?’/Q) , pourr=1,2, ..., s.
v=0
Cela nous permet de conclure que
s n—1
S =A)Y (Vierr = V) =0, (n*?) (5.38)
r=1 v=0
ns B B s B n—1 B
&3 Ow = A) (D= D) =3 (A= ) Y (Duws — D)
t=1 r=1 v=0
Or,
n—1 n—1 n—1 - B
(Duerr D) = (Duerr Dr) + (Dr - D)
v=0 v=0 v=0

= (Aywy — A) (Dy — D) = op(n). (5.39)

5. On peut aussi montrer que

ns

> (i=V) (D= D) = 0, (")

=1
En effet, (D; — D) = O,(1) et la sommation devient

ns ns

Y (Vi=V)(Di=D)=0,(1))  (Vi-V)

t=1 t=1
(La variance de D; ne dépend pasden)

= 0,(1)0, (n*?) = 0, (n*?). (5.40)

Des équations (5.36) a (5.40), on conclut que

ns ns

S (Z-2) =3 (Vi— V)’ + 0, (n*?) (5.41)

t=1 t=1

ns ~ n—1 s 1 n—1 s 2
IUELIED ) SICHETH D 3p 90

t=1 v=0 r=1 v=0 r=1
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= Z |V, |2 — nsV?
v=1
= ZX:/H% nscOX2 (5.42)

Et par conséquent de (5.41) et (5.42), il découle

0 1 & 2 _
«0) _ Z X' H2X, — Qg2 O, (n™/?) (5.43)
ns

ns n?s?
v=1

Nous avons donc démontré un théoréme qui est une généralisation de celui de
HAszA (1980).

Théoréme 5.4 Considérons le modeéle suivant
VSZt = W, teN

ou wy admet la représentation

Wy = ijet_j’ teZ
=0

et ou

a) {et} est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-

tribuées, de moyenne nulle et de variance 02,

j=0
Pourd > 1,ona

d d . d .-
¢(0) — ¢(ds) :megﬂgxn +— (2 —2¢2) X1.X,, + EgSX 2

d—1
1
+5 2. (d=[h)r(hs) +0p(1) (5.44)
h=—d+1
c(0) (R 2 G o2 ~1/2
E:n%?;X”HOX”_EX + 0, (n71?). (5.45)

5.3.3 Distribution asymptotique

Supposons maintenant que le bruit blanc est gaussien. Puisque ns(1 — r(ds)) =
ns(c(0) — ¢(ds))/c(0), on constate que

d d . d . -
— X H X, +— (& —2¢3) X1,X,, + —g2 X
2ns ns n
+ Z — [h[)y(hs) 4 0p(1)
ns(l —r(ds)) = — e (5.46)

2
N X HX, - %XZ +0, (n717?)

n2s?
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Portons notre attention sur le premier terme du dénominateur de (5.46), a savoir

n

* 1 - !/ 2
Ih=—5 Y X,H{X,
v=1

Nous diagonaliserons la forme quadratique [ . Cette diagonalisation nous fournira
les variables canoniques que nous utiliserons afin de représenter tous les termes ap-
paraissant dans I'expression (5.46). Nous généraliserons donc les résultats de DICKEY
(1976) dans ce contexte précis. De simples considérations nous indiquent que

n’s’ Iy => X,H{X,=¢€ (T,T,® H})e (5.47)
v=1

Eneffet, X = (T, ® I) e en posant X = 0, dans I'équation (2.2). De plus,
I,@Hy)X=(I,@H)(T,®1I,)e=(T,® Hj)e
L'équation (5.47) découle du fait que
Y X\ H{X, =X (I, Hy)' X
v=1

=X'(I,® Ho)' (I, ® Hy) X
=€ (T, T,® Hj)e

Nous avons déja vu, en suivant la démarche de Dickey, comment obtenir la diagona-
lisation de T;Tn. La matrice Hg est une matrice réelle et symétrique. Nous pouvons

donc trouver s vecteurs propres orthonormaux €y, €5, - .., €, tels que si nous formons
la matrice
F=[(,Cy -, C], sXxs5, (5.48)
nous aurons
F'HAF = D, (5.49)
ou Dy = Diag{ni,n2, ..., s}, mii = 1, ..., s, étant les valeurs propres de Hg

(voir (SEARLE, 1982, section 11.6)). La démonstration du lemme suivant est simple et se
retrouve dans (GRAHAM, 1981, p. 27).

Lemme 5.7 Soit A une matrice p X p et soit B une matrice ¢ X q. Dénotons par
uy, ..., U, lesvecteurs propres associes aux valeurs propres Ay ooy /\p de la matrice
Aetparvy, ..., v, les vecteurs propres associ€s aux valeurs propres iy, ..., [ig de
la matrice B. Alors, le vecteur de longueur pq formé par u; & v est le vecteur propre
associé a la valeur propre )\iuj de la matrice A @ B.

Dans le cas qui nous intéresse, puisque Hg ne dépend pas de n, ni ses vecteurs
propres ¢y, ..., (4 Ni ses valeurs propres 1y, ..., 7, he dépendent de n. De plus,
connaissant la diagonalisation de T;Tn ainsi que celle de Hg, nous pouvons diagonali-
ser la forme quadratique de départ, a savoir

e (T,T,® Hp) e.
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s . ces . . . !
Rappelons que Em désigne le i-iéme vecteur propre normalisé de la matrice 1", T',,
associé a la valeur propre >\n,i- En posant

E = [5n,17€n,27 T €n,n] ’

Nnous avons

E'T'T,E = D,

ot Dy = diag {\ni, Adn2, - -5 Ann}- Deplus, les vecteurs €, ® (i =1, ..., net
j =1, ..., ssontlesvecteurs propres orthonormés de T;Tn ®H(2). La matrice EQ F
est une matrice orthogonale. Ses colonnes forment une base de R™®. Ainsi,

Ve c R™3IZ c R telquee=EQ FZetZ =E @ F'e

et, par (5.47),

Y X,HiX,=¢€ (T,T,® H})e
v=1

Z (EoF)(T,.T,oH) (E®QF)Z
=Z (ET,T.E)® (FH{F)Z
== Z, (Dl ® DQ) Z7

ou D et D, sont les matrices diagonales contenant respectivement les valeurs propres
! 2
deT', T, etde Hy,.
Convenons de dénoter les éléments de Z de la facon suivante :

i
Z = (Zn,l,la ceey Zn,l,s; Zn,2,17 R Zn,2,s; R Zn,n,h R Zn,n,s)

ou lindice n indique simplement que le vecteur Z dépend de n.
Il est alors possible d'écrire la forme quadratique de départ sous forme canonique :

n?*s*IF = 2": 28: Ml Z iy = ZS: T i MniZrir
=1 i=1

=1 r=1

ou les Zn,w sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
(0, 02). Si nous posons

1 n
2
F”ﬂ" - E :Anﬂth,t,T
n t=1

nous pouvons affirmer que

* 1 :
Fn - ?;7]7"1—;1,7“

et puisque I, , est une variable ayant une structure identique a celle de I, présentée a
la section 4.2.1, la distribution asymptotique de " est connue.

Les variables 77/ ;

Posons T, ; = Xni/vnpourj =1, ..., setsoitT; = (T1, Tno, ---, T,

)

Puisque X; est une marche aléatoire, il est clair que

X, = Zeu =(1®I,e.
r=1
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Par conséquent, puisque T = X ,,/y/n,on a
T: = (1’ @I,)e
(1' RI)(Ex F)Z

(1LE®QF)Z.

l-5l-3)-

Mais puisque E est une matrice dont les colonnes sont formées des vecteurs propres
normalisés £, ; de T, T, le produit 1/, E nous donne une matrice 1 x s, dont la i-iéme
composante est la somme des composantes de £m On voit ainsi que

1
(]—E®F) xnltFa- xnntF )
vn NG Hwan Z Hwnnl\ Z
de sorte que
(1/ FE & F xn,i,tFZh
\/_Z ||wm|| 2

et ainsi, la j-ieme composante de T', est

n S
T S I
n,j \/— H n,LH pa n,t,t e 7,k 4n,ik
- ZC 53 va it | Znis
B \/_HngH n,t,t nz

=1
= E Cj,k E an,iZn,i,ka
k=1 i=1

ou (v, ; est I'expression entre crochets. Or, nous connaissons le comportement de la
. . . n . , A .

variable aléatoire 21:1 ozn7,-Zn7Z-7k, puisgu’elle a la méme structure que la variable T}, de

la section 4.2.2. On peut résumer ainsi :

= Z erTn,r
r=1

ce quisignifieque Ty = F'r,,ou 1, = (T4, ..., Tn,s)/ et ou

n
r = E an,iZn,i,r-
=1

-

Les variables IV ;

Soit W, = X;//n, ou

I ‘
Xj:EZXt’j’ jzl,...,S
=1
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sont les moyennes des observations ayant la méme position relative a l'intérieur d'une
période. Nous allons exprimer les variables W;fj en termes des variables canoniques.
Notons premiérement que

Xi X
X 1 X 1
Cl=cten | T | =-@e L) (T e e
: n : n
X, X,
etenposantn = (n,n—1, ..., 1), ona

n n3/2

1
W*:( (n,n—l,...,1)®Is>e:n_3/2(n’®js)e_

Un raisonnement analogue a celui de la section précédente nous indique que
W:=n32(m'olI,)e,
—n 32 el,)(ExF)Z,
=n?(NE®F)Z,

et ainsi,
w> ! ! Zn:( t+1) F
= —= n — Tn e
v x| = ’”
1 n Zl
m Z(n —t + 1>In,n7tF
il =1 Z.,

Enisolant W*

n7j’

i} I «— 1
Woi= n3/2 2_; EN

la j-iéme composante de W :; on constate que

S (=t Danie Y CGuZnin
t=1 k=1

n —
n—3/2

_ ZCJ»’“ Z T Z(n —t+ Dxpis | Znig
k=1 Tl =1

i=1
S n
= Z Cj,k Z 5n,iZn,i,k7
k=1 i=1

ou (5m- est I'expression entre parenthéses. Nous connaissons le comportement asympto-
tique de 2?:1 On.iZn.i k, PUisAU'il a la méme structure que la variable W, de la section
4.2.3.0n peut résumer ainsi :

S
Wis =2 GWas
r=1
ce qui signifieque W = F'W, o0 W,, = (W, 1, ..., W,.s)), et ou

n
Wn,r = E 6n,iZn,z',r~
i=1
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On se donne alors une suite de variables aléatoires £, ; pour 1 < ¢ < 00,1 < j < s,
indépendantes et identiquement distribuées JV(O, 02), et on pose:

I = Z%ngm J=1...,5 (5.50)
t=1
7—}:\/52%5515,]', j=1,...,s, (5.51)
t=1

Wj:\/§271525t,j7 jzl,...,S
t=1

Soit
x=, ..., Lo, Ty, ..., Ty, Wi, ..., W)\,

Le théoréme 4.1 nous assure gue ce vecteur est bien défini. De plus, la suite des vecteurs
/
Xn - (F’n,la DRI Fn,s; Tn,h BRI Tn,s: Wn,la ey Wn,s)

converge en loi vers X, puisque les composantes I, ,,, T}, , et W,, ;. ont des structures
identiques a celles des variables I, T;, et W,,. Elles partagent donc les mémes propriétés.
Nous avons d'une part que ns(1 — r(ds)) est égal au quotient suivant :

d d _ d . _
— X'H*X, + — (2 —2¢%) X1'.X,, + —¢2 X?
2ns n 0 ' —1— ns (CO g()) s + 7,LgO
e
t5 D (A= |hl)ru(ns) +o,(1)

h=—d+1

(5.52)
1

n CQ 3 .
—a ; X' HX, — n—(;X2 +0, (n7V?)

Pour les termes du numérateur de (5.52), on note que:
a) D'une part
Lx X, - TV HT
n ner 0t n n 0+ n
=7/ F'H FT,

s
2
= E 77an71<;’
k=1

puisque F' diagonalise H(z), (cf. équation (5.49)).
b) D'autre part
1)? 1'X, = 11’W*1’T*
; stsxn — g s nrstn

_ §1;F’Wn1;F/Tn
1 S S S S

= = j Wn i Tan
- ;;gk kggc ,

ou(kj=1,..., s sontleséléments du k-ieme vecteur propre {;, de F', voir
(5.48).
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c) De plus B
X? 1 2
i 1/ W*
n 82 ( s n)
1 S S 2
S AN
j=1 k=1

Pour le dénominateur de (5.52),

% iX;/-H%Xu = inrrn,r
v=1 r=1

En substituant ces dernieres expressions dans (5.52) et en multipliant le numérateur
et le dénominateur par 52, nous obtenons

% ’r/rTTir +d (Cg - 293) Z Z Cj,TWn,T Z Z Cj,TTTL,T
r=1 r=1 j=1 r=1 j=1
s s 9 d-1
gy (3D G War | +5 D (= [ADru(hs) +0,(1)

r=1 j=1 h=—d+1

2

S 2 S S
Z ann,r — C;O Z Z Cj,'rWn,’r’ + Op (n—l/Z)
r=1

r=1 j=1

Le théoréme suivant se démontre par un raisonnement analogue a celui utilisé pour
prouver le théoréeme 5.4.

Théoréme 5.5 Considérons le modele suivant
VSZt = Wt, teN

ou wy admet la représentation

Wy = ij‘et,]’, teZ
j=0

etou:
a) e; est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-

buées N0, o?),

b) Z]u—/j‘ < oG, Lpg =1
j=0
Dénotons par r(ds) le coefficient d'autocorrélation de délai ds, i.e.

(n—d)s

S (% 2) (Zoras — 2)

r(ds) = =1

ns

> (Z - Z)?

t=1

Alors .
ns(1 —r(ds)) 2% R(d, s)
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ou R(d, s) est connu est donné par

ds & ~ < ~x\
5 20T +d (S~ 200) G YD G
r=1 r=1 ]:1 r= 1] 1
s s 2 32 d-1
+dgd [ DN G, +5 > (d— |hl)ye(hs)
R(d, s) = = e (5.53)

Mm

Z Cj,rWr

2

Z nrpr - %
r=1 r=1 j=1

Si nous appliguons le théoréme 5.5 avec s = 1, nous obtenons comme corollaire le
théoreme 2 de HAszA (1980).

Corollaire 5.3 :Si VZ; = wy, et que w; satisfait les conditions du théoréme 5.5, et si
r(d) dénote le coefficient d'autocorrélation échantillonnal de délai d, alors n(1 — r(d))
converge en loivers R(d, 1) = Ry, ou Ry est donné par

T? ) gy’ .
d(T—WTJrW ) + > (d—|h])y.(h)
h=—d+1
r—Ww?

Ry =

Preuve. Si s = 1,alors Hy = ¢y, i.e, il s'agit d'un scalaire, et Ho = CO Par conséquent,
90 = Co~ La seule valeur propre de H0 estn = cO et elle est associée au vecteur propre
¢ = Cl,l = 1. Par simple substitution de ces valeurs dans l'expression (5.53), on obtient
le résultat cherché apres avoir divisé le numérateur et le dénominateur par 0(2) et simplifié
I'expression. O

§5.4 DISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE DE ns(l — 7’(ds) ) DANS LE CONTEXTE DE LA MARCHE
ALEATOIRE SAISONNIERE

Nous nous plagons maintenant dans le contexte de la marche aléatoire saisonniere.
Nous pouvons utiliser les résultats démontrés jusqu'ici pour mettre en évidence la
distribution asymptotique de ns(1 — r(ds)), ou r(ds) est le coefficient de corrélation
de délai ds, calculé de la facon usuelle, c’est-a-dire, & partir des données centrées. Afin
de pouvoir exploiter les résultats de Dickey tels que nous les avons présentés, nous
supposons que Vi, Z; = ey, ol {et} est une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiqguement distribuées JV(O, 02). Dans ce cas particulier, la matrice H prend
une forme simple donnant une matrice H(Q) encore plus simple.

00 - 01

0 0 1 0
H,=|: :

0 1 - 00

|10 -0 0|
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et nous constatons que H% = I,. De plus, gg = cg = 1, de sorte que les expressions du

théoréme 5.4 prennent les formes suivantes::

d[X, X, Xl;Xn X?
c(0) — c(ds) = B [ S 2 s + 27 +0?| + 0,(1),
c(0) N X? .
- Y XX, - /2y
ns n2s? — g ns * o (n )

Rappelons maintenant certaines notations:

Xj,r:X(j—l)s—i—r; j:].,...,’n,, T’ZO,...,S—l,
_ 1 <& R
XT:_ZXi,T7 X =- T

niil s?":l

Tr - \/5277‘67,’ ) TTL,T’ - Xn,?“/\/ﬁ7
=1

Wr = \/5271'251‘,7"7 Wn,r :Xr/\/ﬁ7
=1

- 1
— E : 2.2 _ § : 2
FT - Pyiei,r’ Fnﬂ” - ﬁ Xt,r’
i=1 t=1
oules {e;, T}Zl' r =1, ..., s, sontdes suites de variables aléatoires normales indépen-

dantes de moyenne nulle et de variance o?. Par le théoréme 4.1,

Loi

(Tors Waes Tny) — (T0y Wi, I3
A cause de l'indépendance entre X, et X; ,, u # v, le vecteur de longueur 3s, a savoir,
Xn = (Togs Waa, Inay ooy Tos, Was, Ths)
converge en loi vers le vecteur
x = (Ty, Wy, I, ..., T, W, I,)".

Nous pouvons exprimer n.s(c(0) — ¢(ds))/c(0) = ns(1 — r(ds)) comme le quotient de
deux fonctions continues de x,,. Plus précisément, on voit que :

d - X?%,T‘ d - Xr - Xn,t
32w ¥ Vi 2 v

r=1 r=1
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dS —Z T__ZWn,TZS:Tn,t
r=1 t=1

2
2

1 i so
+= Y W] + | t o)
5 =1 )
= 5 (5.54)

Z Fn,r - é Z Wmt + Op (n_l/Q)
r=1 t=1

qui, par un raisonnement analogue a celui utilisé pour démontrer le théoréme 5.4,
converge en loi vers:

I o 1< ° 1 2
§ZT3—EZWT2E+EZZWW}+S;
R(d, s) = =l r=1 =l (5.55)

DD NAL

r=1 t=1

puisque le dénominateur est positif avec probabilité 1.

Sachant que ns(1 —r(ds)) tend en loi vers R(d, s),1 —r(ds) converge en loi vers O,
c'est-a-dire que 1 — r'(ds) tend en probabilité vers 0, donc (ds) converge en probabilité
vers 1.

La comparaison des équations (5.55) et (5.10) nous montre que les distributions
asymptotigues sont différentes selon que nous centrons ou non les données. Cela est
également vrai pour le modele saisonnier plus général comme nous le montrerons dans
la section suivante.

§5.5 DISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE DE 1.5(1 — 1/(ds)) DANS LE CONTEXTE DU MODELE
PLUS GENERAL

Si nous ne centrons pas les données, le numérateur de (1 — r/(ds)) est

(n—d)s
ns(c(0) — c(ns) Z VA Z YAVATON
t=1
Un simple calcul nous montre alors que

ns (n—d)s
ZZtQ B Z ZtZyyas
t=1 t=1

(n—d)s (n—d)s

= Z Z} — Z Zivis(Zigas — Zy) + Z (Zivas — Z1)? (5.56)
t=(n—d)s+1 t=1 t=1
En appliguant les lemmes 5.4 a), 5.5, et 5.6, et en divisant par ns, I'expression (5.56)
devient
X' H?X, 1 <«
¢(0) — ¢(ds) = "QTO" +3 > (d = |h])y(hs) + 0,(1) (5.57)
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En utilisant le fait que Z; = A\yy) + Vi — Dy, ona:
ZE =Xy + V2 = D} + 20 Vi = 20y Dy — 2V D,

n

Ensommant sur lesvaleursdet =1, ..., ns, par un raisonnement analogue a celui
de la section 5.3.2, on montre que, voir (5.41),

ns ns
Y 2= V740, (n*?
t=1 t=1

et par conséquent,

0 _ 1 ZX’H?)XVJrOp (n=12) (5.58)

L'équation (5.58) est I'analogue de (5.43). De (5.57) et (5.58), on obtient

' 2 d—1
Ptlofn 1 23 (@ i) + o)
ns (1 —1r'(ds)) = — h=—dtl
7 2 KL HX, 40, (17)
v=1
qui converge en loi vers
ds <& -1
L SL R SRR
R(d, s) = —= S=md] (5.59)
> n T
=1

si nous supposons que le bruit blanc est gaussien. Cette expression est différente de
celle fournie par le théoréme 5.5. Par conséquent, le fait de centrer ou non les données
a un impact évident sur la distribution asymptotique des coefficients de corrélation
échantillonnaux, méme si la moyenne théorique de la série est nulle.

Si nous considérons a nouveau la marche aléatoire saisonniére, nous avons 7,,(0) =
o%et,(k) =0,pourk > 1.Deplus,n, = 1,pourr =0, ..., s, puisque H(z) =1I,5Si
nous substituons ces valeurs dans (5.59), nous retrouvons 'expression du théoreme 5.4.

§5.6 DISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE DES AUTOCOVARIANCES DE LA MARCHE ALEATOIRE
SAISONNIERE

En appliguant les résultats des sections précédentes, nous pouvons obtenir sans
trop de difficultés la distribution asymptotique des autocovariances dont le délai est un
multiple de la période. Pour pouvoir appliquer les résultats de Dickey, nous supposons
que le bruit blanc est gaussien.

5.6.1 Avec observations centrées

En divisant I'équation (5.44) par ns et en soustrayant le résultat de I'équation (5.45),
nous obtenons
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c(ds) X
= X' X
ns n232 Z ns

d (X' X, 2X1.X, 2X?
( n . s + + 02) + 0p (n—1/2) )

2ns ns ns ns

Sachant que

Y, =0, (n’lﬂ) =Y, =0,(1)

on obtient

Du fait que Y}, converge en loi vers Y, on déduit que Y,, = O,(1). Par conséquent,
puisque W, , converge en loivers W,,ona W,,, = O,(1) et W,,,.//n = O, (nil/Z).
Ainsi, Wy, . /+/n = 0,(1). Le méme argument montre que T, . /v/n = 0,(1). L'équation
(5.60) devient alors

2
olds) 1 1 [<
ns = ? ;an 3_3 (; er) + Op(l)

qui converge en loi vers

1 S
:_22 3 ;WT

ou I, et W, sont définis par (5.50) et (5.51). Utilisant la définition de I, et de W, il est
possible d'obtenir la moyenne de cette distribution. Sachant que

S=g et Yooi= é
j=1 j=1

selon (DICKEY, 1976, p.45),ona:
1

Z Ezr 250'2
ZWW _22222%2 2Eles, 0]

u=1 v=1 u=1 v=1 =1 j=1
S oo
4 _2
=2) > o
u=1 i=1
_ s0?
R 3
A la lumiere des deux derniéres équations, on a
2
0%(3s — 2)
ElC(s)] = ———=
C) ==

qui est I'expression obtenue en (2.20). Ainsi, la distribution limite a une moyenne égale
a la limite des moyennes des lois exactes.
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5.6.2 Avec observations non centrées

Ce cas est un peu plus simple. Nous avons

1 (n—d)s

C,(dS) = — XtXt+dS
ns —1

s n—d

1
" s Z Z K(t-1)srs X(t+d—1)sss

i=1 t=1

Chercher la distribution asymptotique de cette statistique est équivalent a chercher
celle d'une somme de s termes de la forme

n—d n—d n—d
Z XiXera = — Z Xivd (Xepa — Xi) + Z Xt2+d
t=1 t=1 t=1

n—d n

= — ZXt+d (Xipa — Xp) + ZXE + O, (1),

t=1 t=1

puisque > | X7 = O,(1). En appliquant le lemme 5.2, nous obtenons

n—d n—d
d
ZXtXH-d = —5 (XTQL + n02) + ZXE + Op (n1/2) .
t=1 t=1
En divisant par n?s?, la derniere équation devient
n—d n—d
1 d X2/n do* 1 X?
X Xipyg=———5—"2—— — L 10 —3/2
n2s? ; v 252 n 2n.s? + 52 = n? % (n )
d o In —3/2
:_2n52T”+§+Op<n )
Iy _
=0,(1/n) + = + 0, (n 3/2)
Iy
= 5+ 0,(1/n)
Iy
== ? + Op(l).
On conclut donc que
dds) 1<
= — I, 1 5.61
ns 52 rtop(l) ( )

r=1

Il découle de (5.61) que ¢(ds)/(ns) converge en loi vers

Cls)= 5T
Sachant que E[I,] = 0%/2 et Var|[I,] = 0?/3 ((Dickey, 1976, p. 45)),0n a
E[¢(ds)/(ns)] = 0°/(2s),
Var[c'(ds)/(ns)] = o*/ (35%) .

Il est intéressant de noter que ces moments de la loi limite correspondent aux limites
des moments des distributions exactes, c.f. (2.45) et (2.46) avec hg = 1.
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§5.7 QUELQUES COMPARAISONS

5.7.1 Processus autorégressif d’ordre 1

Nous pouvons obtenir une expression assez simple pour la distribution asymptotique

den (1 —1'(1))ou
n—1 n
r1) =Y XX /) X7
t=1 t=1

lorsque les X proviennent du modéle
Xt:pXt—1+€t, t:1’2,

ou les g; sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
(0, 02) etolu X = 0, sous I'nypotheése Hy : p = 1. Ce modeéle est celui considéré par
DICKEY et FULLER (1979). La statistique /(1) est légérement différente de I'estimateur
de vraisemblance maximale et des moindres carrés de p, a savoir

n—1 n—1
2
1) =) XX /) X7
t=1 t=1
En appliquant le théoréme 5.4 avec s = 1 et d = 1, nous voyons que

n(l—1r(1) = w (5.62)

Dickey et Fuller obtiennent une forme sensiblement différente pour la distribution
asymptotique de n (1 — 7“*). De leur corollaire 1, on conclut que

n(l—r") Loy —(02 _FTQ> /2

La comparaison des deux distributions asymptotiques met en évidence l'importance
du terme X, au hiveau du dénominateur. Puisque X,, = Op(n), son impact n'est pas
négligeable.

5.7.2 Modéle saisonnier simple
Dans DICKEY ET COLLAB. (1984), on considére, entre autres, le modele
Zt:pZt—8+€t7 t:1,2,

ou Z 11,4 _si9, --., 4o sont des valeurs initiales et ou les £; sont des variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées JV(O, 02). Sous I'hypothese
Hy : p =1, les auteurs obtiennent la distribution asymptotique de ns (r*(s) — 1), ou

v =Y L | > 77
t=1 t=1

D'une facon plus explicite

gi (02 _ TTz)
r=1
r=1

ns (1l —1%(s)) Lo
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En posant d = 1, dans le théoréme 5.4 (ou 5.5), nous obtenons

La différence entre les deux distributions asymptotiques est du méme type que celle
observée dans le cas du modele autorégressif d'ordre 1. Maintenant, si nous posons
d = 1 dans I'équation (5.55), nous obtenons

—Z o +T?) ZZWTtJrZZWWt

TLS(l—’I"(S))L—Oi> r=1 t=1 r=1 t=1
IR AL
r=1 t=1

Le coefficient de corrélation r(s) considéré ici est calculé en soustrayant la moyenne
générale des observations. Parmi les modeéles étudiés par Dickey, Hasza et Fuller, celui
ou il serait indiqué d'utiliser une telle statistique est (1.5), a savoir,

(Zt - :u) = p(Zt—S - ,u) +e, t=1,2,

lls prennent en considération 7*(s), I'estimateur des moindres carrés de p, et mettent
en évidence le fait que

s

%Z(UQ—TE)jLZS:i:WTTt—iZs:WTWt

ns (1 . 7"*(8)) |—_01> r=1 r=1 t*l r=1 t=1
Sty
r=1 t=1

La différence entre les deux distributions asymptotiques est toujours du méme type.
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CHAPITRE

Résultats numériques

RESUME

aléatoires saisonniéres. || débute par I'introduction des statistiques de test basées

sur les distributions asymptotiques établies dans le chapitre précédent. L'objectif
principal est d'évaluer la significativité des effets saisonniers et de vérifier certaines
hypotheses structurelles des modeéles étudiés.

C e chapitre est consacré aux tests asymptotiques appligués aux modeles de marches

Aprées un rappel des principes généraux des tests asymptotiques, plusieurs résul-
tats sont présentés, notamment des conditions sous lesquelles les statistiques de test
convergent en loi vers des distributions limites bien définies. Des théorémes et corollaires
viennent appuyer ces résultats, permettant de préciser les conditions d'application des
tests en pratique. Enfin, des illustrations numériques et des considérations sur l'efficacité
des tests sont abordées, soulignant I'importance des distributions asymptotiques pour
I'inférence statistique dans les modéles saisonniers.

§6.1 INTRODUCTION

Afin d'étudier la forme et les moments des distributions mises en évidence au
chapitre cing, nous procéderons par simulation. D'une fagon plus précise, nous considé-
rerons le modeéle

X=X s+ ¢ (6.1)

ol &; est une suite de variables aléatoires .4(0, o). Nous nous intéresserons a la dis-
tribution exacte des statistiques ns(1 — r(ds)) et ns (1 — r’(ds)), de méme qu'a leur
distribution asymptotique. Sans perdre de généralité, nous supposerons que o? =1
On peut se rendre compte que les distributions impliquées ne dépendent pas vraiment
de o2 (et ainsi, faire disparaitre 02 au chapitre 5). En effet, considérons ns(1 — r’'(ds))

105
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2

sous la forme (5.7). En divisant le numérateur et le dénominateur par -, on obtient
ds <~ [T2, 1
- K - /2
. [ n 1] 40, (@)
ns(1—r'(ds)) = —=1 T (6.2)
; n,r

r=1

Ainsi, si nous considérons des variables canoniques de variance égale a 1, (voir (4.4)),
(6.2) s'écrit
ds &

2 Z [TZ,T’ + 1} +0p (”_1/2)
ns (1 —r'(ds)) = —=* .
> I,
r=1

et si nous supposons que la variance des ¢, apparaissant en (5.8) et (5.9) est égale a 1,

la variable ns (1 — r’(ds)) converge en loi vers

dsy~s (12 41)
pRE
r=1

Nous pourrions faire un raisonnement analogue relativement aux équations (5.54)
et (5.55).

Nous supposerons maintenant que les valeurs initiales sont nulles. Le parameétre s
prendra les valeurs 1, 4 et 12. Pour I'étude des distributions exactes, nous prendrons
des longueurs de séries (INV), égales a 60, 108 et 204, ces longueurs étant des multiples
de 12. Pour s = 1, nous considérerons les 5 premiers coefficients d’autocorrélation,
tandis que pour s = 4 et 12, nous nous limiterons aux délais s et 2s. En ce qui a trait aux
distributions asymptotiques, il suffit d'étudier 7(s) et r’(s), puisque R(d, s) = dR(1, s)
et R'(d, s) = dR/(1, s) selon les équations (5.10) et (5.55). Nous résumons le tout dans
le tableau 6.1.

R'(d, s) =

TABLE 6.1 — Nombre de délais considérés pour les différentes valeurs de N et s

N S
1 4 12
60 5 2 2
108 5 2 2
204 5 2 2
o0 1 1 1

Pour chacune des 12 cellules du tableau 6.1, nous ferons une simulation de 10
000 observations. Pour étudier les distributions exactes, en utilisant I'’équation (6.1),
nous simulerons 10 000 séries chronologiques de longueur appropriée et nous calcule-
rons pour chacune d’elles les autocorrélations requises. La simulation des distributions
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asymptotigues n'est pas aussi immeédiate. Elle se fera en utilisant les équations (5.10) et
(5.55) et la méthode sera exposée a la section 6.2.2.

Signalons enfin que tous les programmes reliés a la simulation ont été écrits en
Pascal 6000 et exécutés sur un ordinateur Cyber 173. Cet ordinateur utilisant des mots
mémoire de 60 bits, un calcul fait en simple précision donne un résultat dont la précision
est comparable a celle obtenue en double précision sur un ordinateur ayant des mots
mémoire de 32 bits.

§6.2 DETAILS DE LA MISE EN CEUVRE

6.2.1 Générateur aléatoire de variables normales

La quantité de nombres aléatoires normaux nécessaires aux simulations est consi-
dérable. DICKEY et FULLER (1981) ont utilisé le générateur « Super Duper » de I'Université
McGill. Puisque nous ne disposions pas de ce générateur, Nnous avons mis en ceuvre
I'algorithme M de (KNUTH, 1981, p. 122), basé sur la méthode de MARSAGLIA (1961)
(connue sous le nom anglais de « Marsaglia’s rectangle-wedge-tail method » 1) et sur
les travaux de WALKER (1977). Citons ici Knuth :

The resulting method yields an extremely efficient program since its
average running time is very small.

Le générateur uniforme utilisé est celui du systéme Pascal 6000.7

Pour mette en ceuvre cet algorithme, nous devons construire certaines tables de
constantes, et la création de celles-ci est relativement complexe. Nous fournissons
a I'annexe Il le programme ConsDef écrit selon les spécifications de (KNUTH, 1981,
exercices 7 et 10, section 3.4.1). Ce programme conserve dans un fichier les constantes
calculées avec un nombre suffisant de décimales et imprime un tableau comparable au
tableau 6.2.

Le lecteur peut vérifier que le tableau 6.2 correspond bien au tableau 1 de (KNUTH,
1981, section 3.4.1). La fonction Normal définie dans le programme SimulI de 'annexe
A est la codification de 'algorithme M.

6.2.2 Simulation des distributions asymptotiques

Pour simuler les différentes distributions asymptotiques mises en évidence au cha-
pitre cing, nous devons évaluer des combinaisons linéaires infinies de variables aléatoires.
Nous utiliserons la méthode suggérée par DICKEY (1976) et reprise par HASzA (1980). Il
suggere de remplacer les sommes infinies par des sommes finies. Ces sommes finies ne
sont pas obtenues par simple troncation des sommes infinies. Il s'agit plutét de conser-
ver les 72 premiers termes des séries, ol nous remplagons les y; par des 7 satisfaisant
certaines propriétés.

Calcul des 7/

Constatant que les variables aléatoires T, W, et [, 7 =1, ..., s, sont des sommes
infinies et pondérées de variables JV(O7 02) (ou du carré de ces variables), Dickey choisit
de construire un ensemble fini de poids qui fait en sorte que les deux premiers moments

1. Une traduction frangaise pourrait étre : « Méthode rectangle-triangle-queue de Marsaglia. »
2. Nous disposons d'un version en C++ utilisable avec R qui est plus rapide que la fonction rnorm de R.
On observe une réduction de 50% du temps d'exécution.
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TABLE 6.2 — Table de constantes nécessaires a I'exécution de I'algorithme M de Knuth

J P; Pj+16 Q; Y Yt Zj Zjyie Sj+1 Djyis Ejyas
0 0.000 0.067 0.00 0.59 0.20 0.21 0.0
1 0.849 0.161 0.236 -0.92 0.96 1.32 0.24 0.2 0.505 25.00
2 0970 0236 0206 -586 -006 666 026 04 0773 1250
3 0855 0285 0234 -058 012 138 028 06 0876 833
4 0.994 0.308 0.201 -33.16 131 34.96 0.29 0.8 0.939 6.25
5 0.995 0.304 0.201 -3951 031 4131 0.29 1.0 0.986 5.00
6 0.933 0.280 0.214 -2.57 1.12 2.97 0.28 1.2 0.995 4.06
7 0923 0241 0217 -161 054 261 026 14 0987 337
8 0727 0197 0275 067 075 073 025 16 0979 286
9 1.000 0.152 0.200 0.00 0.56 0.00 0.24 1.8 0.972 2.47
10 0.691 0.112 0.289 0.35 0.17 0.65 0.23 2.0 0.966 2.16
11 0454 0.079 0.440 -0.17 0.38 0.37 0.22 2.2 0.960 1.92
12 0.287 0.052 0.698 0.92 -0.01 0.28 0.21 2.4 0.954 1.71
13 0174 0033 1150 036 039 024 021 26 0948 154
14 0101 0020 1974 -002 020 022 020 28 0942 140
15 0.057 0.086 3.526 0.19 0.78 0.21 0.22 3.0 0.936 1.27

des nouvelles variables sont égaux a ceux des sommes infinies. Pour les statistiques
considérées par Dickey, ces deux premiers moments dépendent de Ef; fyf, k =
2, ..., 8. Lesvaleurs de ces différentes sommes sont données au tableau 6.3 (DICKEY,
1976, p. 45).

On doit donc trouver des 7,7 = 1, ..., 72, dont les sommes correspondantes
approcheront ces valeurs théorigques. Voici, dans ses grandes lignes, la procédure de
Dickey :

1) Pourt =1, ..., 14, poser v = ;.

2) Fixer pour l'instant y{s = V1s5.

3) Trouver des constantes « et 3 telles que :

31) yi=a+B(i—15),i=16, ..., 72

72 [e'] 1
3.2) Z%ﬁ = 2%2 =5
i=1 i=1
72 0o
33) Y =) =
=1 =1

et pour lesquelles on devrait avoir
3.4) a+ [(i—15) = 0, pouri = 72.

D~

2(=1)*+!

TABLE 6.3 — Série Ef; 'yf pour différentes valeurs de k ot ; = 1)

k 1 2

>
=1

4 5 6 7 8

5o 1 61 17
1440 630

NG ot

N |
N —
| =
i
oo
[
ot
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72 oo
4) Evaluer§ = max Z%*k — Z%k .Sid > 5 x 10719 assigner a 75 une autre
2<k<8
i=1 i=1

valeur et retourner a 3).

Comme on peut le voir dans la détermination des constantes ", le point délicat est
le troisieme. D'un point de vue pratique, nous ne tiendrons compte que des contraintes
3.1), 3.2) et 3.3) et nous Vérifierons si la condition 3.4) est satisfaite.

Pour déterminer les constantes « et (3, nous utiliserons l'algorithme de Newton-
Raphson a deux dimensions. Cet algorithme nécessite un vecteur de valeurs initiales.
Aussi, lorsque ¥]5 = 715, ce vecteur de valeurs initiales sera obtenu par régression de 7;52
suri, pouri = 15,...,72, puis les valeurs finales de « et  calculées pour la derniére
itération serviront de valeurs initiales pour la suivante.

Décrivons brievement l'algorithme de Newton-Raphson tel que présenté dans BUR-
DEN ET COLLAB. (1981), algorithme 9.1). Auparavant, introduisons les notations suivantes :

w:(a7 ﬂ),7
72 1 72 1 !
Fl@)=| Y '-35 Yo'~ | = (R@) A@),
i=1 =1
8fﬁ(w) 8Iﬂ($)
0 d
J(x) = 8F2$(1:1:) 8F2x(2:z:)
8x1 8x2

Algorithme de Newton-Raphson
Début
x := Point initial;
k:=1; {compteurdu nombre d'itérations}
Répéter
Evaluer F'(x) et J (x);
Résoudre J(x)y = —F(x);

Poser
TT:=x+Yy,
k=k+1

jusqu'a ce que ||Yl|c < € ou k = maximum d'itérations permis.
Fin
ol ||Y|lee = max {|y1], |y2|}, et € est une petite valeur (par exemple e = 10717).
Pour résoudre le systeme J (X )Y = —F(X), nous utiliserons I'algorithme d'élimi-

nation de Gauss avec pivot maximal, c.f.(BURDEN ET COLLAB., 1981, algorithme 6.2).

Pour faciliter la programmation, nous écrirons les contraintes sous une forme plus
commode. Pour la contrainte 3.2), nous avons

14 72
* %2 *
Fi(z) = Z%2+’Yl5 ‘f’Z%Z - 1/2
i=1 1=16
14

de sorte que si nous convenons de dénoter par 57 la quantité E 72»2, en utilisant la
i=1
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6.2. Détails de la mise en ceuvre

contrainte 3.1), la derniere équation devient

Fi(m) = S1+7i5 + Y _(a+ 8 —15) - 1/2

=16

72
=5Ta+ 3y (i—15) - (1/2 ~ S —71?)

=16
=57 -a+57-58-5/2— (1/2—&—71*;)
Fl(CU) =57 (Oé + 295 — K1> = O,

c'est-a-dire

a+298— K, =0

ou K = (1/2 -5 - fy’fé) /57.Un travail analogue au niveau de la contrainte 3.3) ou

NOous posons
14
_ § 4
i=1

16— 5 -

K

57
nous conduit a 3335
o® + 58a3 + 752 — K, =0.
Par conséquent,
1 29
J(x) = 6670

20+ 585 58+ ——f

Le programme ConsDick de I'annexe B a été utilisé pour obtenir les constantes «, 3
et

Avec V15 = Y15 = 2.195 240657 x 102, I'algorithme de Newton-Raphson a produit
lesvaleurs o = 2.259117281 x 1074, 8 = —3.705215269 3 x 105, apres 16 itérations.
L'écart maximal entre Zzl ’y;‘k et la valeur théorique, pour k = 2, ..., §, était inférieur
23.1 x 107% et ||y||oo < 1.0 x 10717, Nous avons par la suite examiné le voisinage de
715 et essayé plusieurs valeurs de 7. Les valeurs finalement retenues sont

v = 1.973346 8 x 1072,
o = 2.414 766208 86 x 107,
B =—4.18597781401 x 107°,

Cet ensemble de valeurs fait en sorte que I'écart maximal entre 221 ﬁk et la valeur
théorique, pour k = 2, ..., 8 estinférieura4.33 x 10710, et ||y[|oo < 2.8 X 1078 Clest
donc en utilisant ces derniéres valeurs que nous avons déterminé 'ensemble des 72 y;
nécessaires a la simulation des distributions asymptotiques. La fonction QAsymp définie
dans le programme Simull de I'annexe B évalue R(l, s) selon I'équation (5.55). Notons
que les vecteurs Gammal et Gammal?2 contiennent les valeurs y; et VJQ.T

1. L'annexe C propose et justifie une méthode alternative, plus simple & programmer.
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§6.3 PROGRAMMES DE SIMULATION

L'ensemble des simulations a été réalisé en utilisant quatre variantes d'un méme
programme. Ces variantes sont expliguées a I'annexe B. Pour chacune des simulations
faites, les programmes produisaient : la moyenne, la variance, le minimum, le maximum
et une liste des principaux percentiles.

Pour obtenir les percentiles, on peut conserver en mémoire ou sur fichier toutes
les valeurs simulées et les trier lorsque la simulation prend fin. Il va de soi que si le
nombre de valeurs est trés grand, cette solution est peu efficace. Dans notre cas, lorsque
s = 1, nous devons générer 50 000 valeurs. Nous préférons utiliser un histogramme
de 800 classes et compter, au fur et a mesure que la simulation se déroule, le nombre
d'observations appartenant a chacune des classes de cet histogrammme. La méthode
est décrite dans LATOUR (1986). Une simulation préliminaire de quelques centaines

d'observations permet d'avoir une idée du minimum et de I'étendue de la distribution.

Cette information est requise par le programme de simulation. Les percentiles sont
calculés par interpolation linéaire inverse des fréquences cumulées associées a cet
histogramme de 800 classes.

Notons finalement que la moyenne, le minimum, I'étendue et l'information relative
a I'histogramme (fréquence de chacune des classes, le nombre de classes et le nombre
d'observations) sont conservées sur fichier pour ne pas avoir a reprendre les simulations
si un traitement ultérieur s'avére nécessaire.

§6.4 RESULTATS DES SIMULATIONS

Nous allons dans un premier temps juger de I'impact de I'utilisation de données
centrées ou non centrées dans le calcul des autocorrélations au niveau des distributions
de R(1, s) et R'(1, s). Les figures 6.1 a 6.6° illustrent la forme des densités dans
chacun des cas. Au tableau 6.4, nous présentons les deux premiers moments évalués par

simulation et au tableau 6.5 figurent les percentiles obtenus par ces mémes simulations.

TABLE 6.4 — Les deux premiers moments des distributions asymptotiques

Avec données centrées Avec données non centrées

s  Moyenne Variance Moyenne Variance
1 7.39 19.67 3.82 10.49
4 11.24 23.16 9.50 15.38
12 26.61 36.52 25.39 30.99

3. Rééditée a l'aide de la fonction density de Ren 2025.
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6.4. Résultats des simulations

Densité

Densité

s=1
0,30 —
0,25 —
0,20 —
0,15 —
0,10 —
0,05 —
0,08 T T T T T |
5 10 15 20 25 30
R(d, s)
FIGURE 6.1 - Distribution de R(d, s) lorsque s = 1.
s=1
0,4
0,3
0,2
0,1
G:6 T T T T
5 10 15 20
R(d,s)

FIGURE 6.2 - Distribution de R'(d, s) lorsque s = 1.
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Densité

Densité

0,20

0,15

0,10

0,05

0,00

0,20

0,15

0,10

0,05

0,00

I I I I | I
5 10 15 20 25 30

R(d, s)

FIGURE 6.3 - Distribution de R(d, s) lorsque s = 4.

s=4
I I I | I I
5 10 15 20 25 30
R(d,s)

FIGURE 6.4 - Distribution de R'(d, s) lorsque s = 4.
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6.4. Résultats des simulations

Densité

Densité

0,12

0,10

0,08

0,06

0,04

0,02

0,00

0,12

0,10

0,08

0,06

0,04

0,02

0,00

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

R(d, s)

FIGURE 6.5 - Distribution de R(d, s) lorsque s = 12.

s=12
T T T T T T T m 1
5 10 15 20 25 30 35 40 45
R(d,s)

FIGURE 6.6 - Distribution de R'(d, s) lorsque s = 12.
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TABLE 6.5 — Percentiles des distributions asymptotiques

Avec données centrées

S 0.010 0.025 0.050 0.100 0500 0900 0950 0975 0.990

1 191 221 2.56 3.06 6.28 13.18 16.09 1885 2290
4.55 514 5.67 6.36 10.15 1757 2066 2334 2694
12 1640 1760 1852 1985 2575 3442 3781 4102 4510

Avec données non centrées

S 0.010 0.025 0.050 0.100 0500 0900 0950 0975 0.990

1 0.65 0.78 0.92 1.14 2.78 7.75 1036 1263 16.10
411 4.56 5.00 5.63 8.58 1463 1722 1958 23.03
12 1582 1696 1795 1910 2463 3260 3554 3836 4234

Les expressions analytiques des distributions asymptotiques avaient mis en évidence
les différences structurelles induites par le fait de centrer ou non les données dans le
calcul des autocorrélations. Limportance de ces différences se refléte dans les chiffres
des tableaux 6.4 et 6.5. Nous constatons que pour s = 1, la moyenne et la variance

de la distribution sont divisées par deux lorsque nous passons d'une situation a l'autre.

Cette différence s'atténue lorsque la longueur de la période augmente. Ainsi, pour s = 4,
la moyenne et la variance décroissent de facon sensible, mais pour s = 12, les deux
premiers moments sont relativement proches les uns des autres. Il en est de méme au
niveau des percentiles puisque plus s est grand, moins les différences sont marquées.
Nous allons maintenant dégager les points saillants relatifs a la convergence des
distributions exactes vers les distributions asymptotiques en examinant les tableaux
6.6 a2 6.10. Pour comparer les percentiles, nous utiliserons I'écart relatif par rapport au
percentile de la distribution asymptotique. D'une maniére plus précise, dénotons par
xn(d), un percentile de la distribution exacte de N (1 — 7(d)) et par £ (d), celui de la
distribution asymptotique qui lui correspond. L'écart relatif E est défini par

E =

(6.3)

T (d) — 2o0(d) ‘
Too(d)

Dans un premier temps, nous nous concentrerons sur les données relatives au cas

oud = 1. Le tableau 6.6 résume I'information relative aux deux premiers moments.

Ainsi, pour d = 1, nous constatons que la moyenne des distributions exactes semble
converger vers la moyenne des distributions asymptotiques correspondantes avec une
vitesse qui décroit lorsque s augmente, qu'il s'agisse des distributions avec données
centrées ou de celles avec données non centrées.

Se référant au tableau 6.6, au niveau des statistiques calculées a partir de données
centrées, lorsque s = 1, on note que pour une longueur de série aussi petite que
60, I'écart entre la moyenne de la distribution exacte et la moyenne de la distribution
asymptotique est mineur (7.01 versus 7.39). Il est un peu plus important au niveau des

variances (15.89 pour la distribution exacte et 19.67 pour la distribution asymptotique).

Pour s = 4, les moyennes se ressemblent (10.23 versus 11.24) mais la différence est plus
marquée au niveau des variances (16.81 versus 23.16). Finalement, lorsqu’'on regarde
ces quantités pour s = 12, I'écart est plus prononcé au niveau des moyennes et des
variances. De fait, I'écart absolu entre les moyennes est de 5.03 (ce qui correspond a un
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TABLE 6.6 — Les deux premiers moments des distributions exactes et asymptotiques de

N(1—r(ds))etde N (1 —1'(ds))

N(1—r(ds))
Moyenne Variance
Taille Taille
S d 60 108 204 o0 60 108 204 o0
1 1 7.01 7.16 7.30 7.39 15.89 17.72 18.67 19.67
2 1336 1397 1439 14.78 49.04 61.23 69.37 78.68
3 1914 2046 2126 2217 8585 121.30 14488 177.04
4 2439 2658 2794 2956 11955 18781 23952 314.74
5 2920 3240 3442 3695 14799 256.52 34781 491.78
4 1 1023 1069 1084 11.24 16.81 19.10 20.00 23.16

19.10 20.56 21.24 2248 45.72 61.59 71.58 92.64

12 1 2158 2361 2494 2661 14.87 22.07 26.94 36.52
2 3782 4385 4799 5322 21.36 52.25 81.69 146.08

N (1 —1'(ds))
Moyenne Variance
Taille Taille
s d 60 108 204 00 60 108 204 o0
1 1 3.62 3.70 372 3.82 8.68 9.50 9.86 10.49
2 6.99 7.26 7.36 7.64 29.21 34.42 37.08 41.96
3 10.14 1067 1093 11.46 55.78 70.26 79.35 94.41
4 1307 1396 1443 15.28 8442 11299 13452 16784
5 1583 1711 17.85 1910 11339 160.24 19950 262.25
4 1 8.72 9.09 9.34 9.50 10.98 13.12 14.33 15.38
2 1650 1760 1837 19.00 30.44 42.73 51.50 61.52
12 1 2085 2263 2387 2539 13.11 18.40 23.80 30.99
2 3691 4230 46.05 50.78 18.67 43.04 71.77 123.96
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TABLE 6.7 — Percentiles des distributions exactes et asymptotiques de N (1 — r(ds)) pour

s=1
N(1—r(ds))

d N 0.010 0.025 0.050 0.100 0.500 0900 0950 0.975 0.990
1 60 1.93 2.25 2.57 3.04 6.04 12.28 1501 17.36 20.37
0.01)' (002) (0.00) (0.01) (0.04) (0.07) (0.07) (0.08) (0.11)

108 1.90 224 2.58 3.07 6.08 12.73 1542 18.01 21.60
(001) (0.01) (0.01) (0.00) (0.03) (0.03) (0.04) (0.04) (0.06)

204 1.94 224 2.58 3.05 6.18 1299 1589 18.46 22.05
(0.02) (0.01) (0.01) (0.00) (0.02) (0.01) (0.01) (0.02) (0.04)

o0 191 221 2.56 3.06 6.28 13.18 16.09 18.85 22.90

2 60 4.08 4.64 527 6.12 1171 2288 27.01 31.00 36.75
(007) (0.05) (0.03) (0.00) (0.07) (0.13) (0.16) (0.18) (0.20)

108 3.88 4.54 522 6.17 1199 24.64 2939 3373 39.90
(0.02) (0.03) (0.02) (0.01) (0.05) (0.07) (0.09) (0.11) (0.13)

204 3.97 4,53 522 6.11 12.25 2553 3092 36.13 42.83
(0.04) (0.02) (0.02) (0.00) (0.02) (0.03) (0.04) (0.04) (0.06)

o0 3.82 4.42 512 6.12 12.55 2536 32.18 37.70 45.80

3 60 6.29 7.13 8.05 9.23 17.12 3191 37.18 42.38 48.15
(0.10) (0.08) (0.05) (0.01) (0.09) (0.19) (0.23) (0.25) (0.30)

108 6.01 6.94 7.92 9.26 1771 3572 4191 4794 56.28
(0.05) (0.05) (0.03) (0.01) (0.06) (0.10) (0.13) (0.15) (0.18)

204 5.98 6.83 7.88 924 1821 37.32 45.05 5255 62.50
(0.04) (0.03) (0.03) (0.01) (0.03) (0.06) (0.07) (0.07) (0.09)

o0 573 6.63 7.68 9.18 18.84 39.54 48.27 56.55 68.70

4 60 8.71 9.79 10.85 1236 22.18 3970 4586 50.66 56.68
(0.14) (0.11) (0.06) (0.01) (0.12) (0.25) (0.29) (0.33) (0.38)

108 823 9.34 10.65 1237 2332 4563 5351 61.08 69.88
(008) (0.06) (0.04) (0.01) (0.07) (0.13) (0.17) (0.19) (0.24)

204 7.99 9.22 10.58 12.32 24.08 4852 5831 6825 80.31
(0.05) (0.04) (0.03) (0.01) (0.04) (0.08) (0.09) (0.09) (0.12)

o0 7.64 8.84 10.24 1224 2512 52.72 64.36 75.40 91.60

5 60 11.34 12.52 13.77 1552 2577 46.54 5272 57.32 63.40
(0.19) (0.13) (0.08) (0.01) (0.15) (0.29) (0.34) (0.39) (0.45)

108 10.51 11.84 1338 1547 2869 5501 ©64.15 7194 81.92
(0.10) (0.07) (0.05) (0.01) (0.09) (0.17) (0.20) (0.24) (0.28)

204 10.11 1262 1321 1547 2986 5948 7131 8313 97.42
(0.06) (0.14) (0.03) (0.01) (0.05) (0.10) (0.11) (0.12) (0.15)

o0 9.55 11.05 1280 1530 3140 6590 8045 9425 114.50

T Les chiffres entre parenthéses indiquent I'écart relatif entre le percentile de la distribution exacte et

celui de la distribution asymptotique.
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TABLE 6.8 - Percentiles des distributions exactes et asymptotiques de N (1 — 17(ds))
pours =1

N(1—1'(ds))
d N 0.010 0.025 0.050 0.100 0.500 0900 0.950 0.975 0.990

1 60 064 076 090 111 268 736 949 1195 1455
(0.02)F  (0.03) (0.02) (0.03) (0.04) (0.05) (0.08) (0.05) (0.10)

108 064 079 094 113 269 760 996 1245 1496
(0.02) (0.01) (0.02) (0.01) (0.03) (0.02) (0.04) (0.01) (0.07)

204 064 077 092 113 270 755 993 1243 1579
(0.02) (0.01) (0.00) (0.01) (0.03) (0.03) (0.04) (0.02) (0.02)

co 065 078 092 114 278 7.75 1036 1263 16.10

2 60 133 156 184 227 529 1415 17.88 2159 2654
(0.02) (0.00) (0.00) (0.00) (0.05) (0.09) (0.14) (0.15) (0.18)

108 134 160 189 228 535 1486 19.17 2341 2084
(0.03) (0.03) (0.03) (0.00) (0.04) (0.04) (0.07) (0.07) (0.10)

204 130 156 1.85 227 542 1484 1955 2436 3042
(0.00) (0.00) (0.01) (0.00) (0.03) (0.04) (0.06) (0.04) (0.06)

c 130 156 184 228 556 1550 20.72 2526 3220

3 60 207 243 280 341 783 2031 2524 3014 3701
(0.06) (0.04) (0.01) (0.00) (0.06) (0.13) (0.19) (0.20) (0.23)

108 204 244 286 343 797 2163 27.61 3339 4152
(0.05) (0.04) (0.04) (0.00) (0.04) (0.07) (0.11) (0.12) (0.14)

204 196 234 279 341 808 2212 2887 3563 44.53
(0.01) (0.00) (0.01) (0.00) (0.03) (0.05) (0.07) (0.06) (0.08)

oo 195 234 276 342 834 2325 3108 37.89 4830

4 60 289 332 378 458 1020 2587 3171 3747 4525
(0.11) (0.06) (0.03) (0.00) (0.08) (0.17) (0.23) (0.26) (0.30)

108 277 327 381 457 10.55 2797 3557 4273 5230
(0.07) (0.05) (0.04) (0.00) (0.05) (0.10) (0.14) (0.15) (0.19)

204 262 316 372 455 1071 2927 37.48 4663 57.70
(0.01) (0.01) (0.01) (0.00) (0.04) (0.06) (0.10) (0.08) (0.10)

oo 260 312 368 456 11.12 31.00 4144 5052 64.40

5 60 372 425 481 574 1258 3092 3753 4435 51.50
(0.14) (0.09) (0.05) (0.01) (0.09) (0.20) (0.28) (0.30) (0.36)

108 353 413 482 573 1307 3410 42.88 5098 62.29
(0.09) (0.06) (0.05) (0.01) (0.06) (0.12) (0.17) (0.19) (0.23)

204 331 396 464 569 1332 3616 4578 5728 70.64
(0.02) (0.02) (0.01) (0.00) (0.04) (0.07) (0.12) (0.09) (0.12)

co 325 390 460 570 1390 3875 5180 63.15 80.50

T Les chiffres entre parenthéses indiquent I'écart relatif entre le percentile de la distribution exacte et

celui de la distribution asymptotique.
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TABLE 6.9 - Percentiles des distributions exactes et asymptotiques de N (1 — r(ds)) et
N (1 —1'(ds)) pours =4

N(1—r(ds))
d N 0.010 0.025 0.050 0.100 0.500 0900 0950 0975 0.990

1 60 437 489 535 598 935 1563 1816 20.50 2345
(0.04)7  (0.05) (0.06) (0.06) (0.08) (0.11) (0.12) (0.12) (0.13)

108 446 497 551 618 973 1648 19.11 2159 24.70
(0.02) (0.03) (0.03) (0.03) (0.04) (0.06) (0.08) (0.07) (0.08)

204 452 500 548 615 991 1677 1933 2197 2546
(0.01) (0.03) (0.03) (0.03) (0.02) (0.05) (0.06) (0.06) (0.05)

oo 455 514 567 636 1015 17.57 2066 2334 2694

2 60 917 1001 1081 1186 17.69 2024 3204 3568 40.40
(0.01) (0.03) (0.05) (0.07) (0.13) (0.20) (0.22) (0.24) (0.25)

108 9.11 1004 1104 1234 1885 31.02 3571 4012 4599
(0.00) (0.02) (0.03) (0.03) (0.07) (0.12) (0.14) (0.14) (0.15)

204 918 10.10 11.02 1234 1944 3256 3752 4106 40.35
(0.01) (0.02) (0.03) (0.03) (0.04) (0.07) (0.09) (0.10) (0.10)

oo 910 1028 1134 1272 2030 3514 4132 4568 53.86

N(1—1'(ds))

N 0010 0025 0050 0.100 0500 0900 0950 0.975 0.990

1 60 405 449 490 538 793 1313 1510 17.17 20.07
(0.01) (0.02) (0.02) (0.04) (0.08) (0.10) (0.12) (0.12) (0.13)

108 413 452 497 550 827 1376 1605 1823 2153
(0.00) (0.01) (0.01) (0.02) (0.04) (0.06) (0.07) (0.07) (0.07)

204 413 457 496 556 849 1414 16.67 1920 2259
(0.00) (0.00) (0.01) (0.01) (0.01) (0.03) (0.03) (0.02) (0.02)

o0 411 456 500 563 856 1463 1722 1958 23.03

2 60 869 939 1000 1081 1518 2392 27.37 3053 3455
(0.06) (0.03) (0.00) (0.04) (0.12) (0.18) (0.21) (0.22) (0.25)

108 853 930 1002 11.00 16.09 2625 3032 3414 39.70
(0.04) (0.02) (0.00) (0.02) (0.06) (0.10) (0.12) (0.13) (0.14)

204 840 926 1008 11.17 1678 27.64 3241 37.19 43.30
(0.02) (0.02) (0.01) (0.01) (0.02) (0.06) (0.06) (0.05) (0.06)

oo 822 912 1000 1126 17.16 2926 3444 3916 46.06

T Les chiffres entre parenthéses indiquent I'écart relatif entre le percentile de la distribution
exacte et celui de la distribution asymptotique.
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TABLE 6.10 - Percentiles des distributions exactes et asymptotiques de N (1 — r(ds)) et
N (1 —1'(ds)) pour s = 12

N(1—r(ds))

d N 0010 0025 0050 0.100 0.500 0900 0950 0.975 0.990
1 60 1488 1571 1633 17.16 2105 2663 2874 30.73 3328
0.09)F  (0.11) (0.12) (0.14) (0.18) (0.23) (0.24) (0.25) (0.26)

108 1551 1643 1726 1829 2292 2976 3225 3478 3811
(0.05) (0.07) (0.07) (0.08) (0.11) (0.14) (0.15) (0.15) (0.15)

204 1596 17.00 17.88 19.04 2418 3183 3433 3687 4043
(0.03) (0.03) (0.03) (0.04) (0.06) (0.08) (0.09) (0.10) (0.10)

oo 1640 17.60 1852 19.85 2575 3492 37.81 4102 45.10

2 60 2981 3065 3142 3249 37.17 4409 4637 4850 51.31
(0.09) (0.13) (0.15) (0.18) (0.28) (0.36) (0.39) (0.41) (0.43)

108 3139 3279 3398 3557 4202 5346 5727 6103 6543
(0.04) (0.07) (0.08) (0.10) (0.17) (0.22) (0.24) (0.26) (0.27)

204 3236 3414 3551 3759 46.68 60.05 6456 6871 7473
(0.01) (0.03) (0.04) (0.05) (0.09) (0.13) (0.15) (0.16) (0.17)

oo 32.80 3520 37.04 3970 5150 6884 75.62 8204 90.20

N1 —17'(ds))
d N 0.010 0.025 0.050 0.100 0.500 0900 0950 0975 0.990

1 60 1447 1525 1592 16.75 2033 2563 27.51 2931 3182
(0.09) (0.10) (0.11) (0.12) (0.17) (0.21) (0.23) (0.24) (0.25)

108 1519 16.05 16.85 17.73 2202 2826 30.73 3259 3508
(0.04) (0.05) (0.06) (0.07) (0.11) (0.13) (0.14) (0.15) (0.17)

204 1547 1640 1728 1835 23.13 3025 3296 3556 39.15
(0.02) (0.03) (0.04) (0.04) (0.06) (0.07) (0.07) (0.07) (0.08)

co 1582 1696 1795 19.10 2463 32.60 3554 3836 4234

2 60 2945 30.16 3092 3195 3633 4270 4493 4692 4945
(0.07) (0.11) (0.14) (0.16) (0.26) (0.35) (0.37) (0.39) (0.42)

108 30.89 32.16 3333 3476 4142 5113 5441 5781 61.35
(0.02) (0.05) (0.07) (0.09) (0.16) (0.22) (0.23) (0.25) (0.28)

204 3143 3295 3448 3648 4482 5717 61.62 6626 7228
(0.01) (0.03) (0.04) (0.05) (0.09) (0.12) (0.13) (0.14) (0.15)

0o 3164 3392 3590 3820 4926 6520 7108 76.72 8468

T Les chiffres entre parenthéses indiquent I'écart relatif entre le percentile de la distribution

exacte et celui de la distribution asymptotique.
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écart relatif de 19%), tandis qu’'au niveau des variances, il est de 21.65 (ce qui donne
un écart relatif de 59%). Evidemment, pour une longueur de série de 108 ou 204, les
différences sont moins importantes, mais demeurent tout de méme assez marquées,
tout au moins au niveau des variances. Ces derniéres remarques s'appliquent aussi aux
moments des distributions des statistiques basées sur des données non centrées.

Il est aussi intéressant de comparer les distributions au niveau des percentiles. Les
tableaux 6.7 a 6.10 ont été produits a cette fin. Cet ensemble de tableaux permet
non seulement de se faire une idée de la vitesse de convergence des percentiles des
distributions exactes vers ceux des distributions asymptotiques, mais il permet aussi de
constater encore mieux les différences entre les distributions des statistiques calculées
avec des données centrées et celles calculées a partir des données non centrées. Comme
précédemment, nous ne nous arréterons pour l'instant que sur l'information reliée au
casoud = 1.

Attardons-nous aux distributions des statistiques basées sur des données centrées.

Comme on peut le voir, les percentiles des distributions exactes sont plus prés de ceux
de la distribution asymptotique pour s = 1 que pour s = 4 ou s = 12. De facon plus
précise, si N = 60 et s = 1, I'écart relatif varie de 1% a 11%, tandis que pour s = 4, il
varie de 4% a 13%, et pour s = 12, de 9% a 26%.

Notons au passage que I'écart relatif est plus important pour les grands percentiles que
pour les petits. Pour N = 108, les écarts relatifs sont tout au plus de 6% pour s = 1,
inférieurs & 8% pour s = 4, mais peuvent atteindre 15% pour s = 12. Evidemment, pour
N = 204, les écarts sont moins importants. Ainsi, pour s = 1, aucun des écarts n'est

supérieur a 4%. Mais pour s = 4 et s = 12, ces écarts peuvent aller jusqu'a 6% ou 10%.

Un examen similaire des tableaux relatifs aux données non centrées nous méne a des
conclusions semblables.

D'autre part, si nous maintenons IV, d et s fixés, tout comme pour les deux premiers
moments, nous remarquons des différences sensibles au niveau des percentiles lorsque
nous utilisons des statistiques basées sur des données centrées comparativement a
celles impliguant des données non centrées. Néanmoins, ces différences prennent
moins d'importance lorsque s croit.

Pour comprendre ce qui se passe lorsque d varie, considérons

S T2, 1] 10, (1)

2
s
5 Tn,r
r=1

ns(1—r'(ds)) = —=1

Si nous faisons abstraction du terme O,, (n~'/?), on constate que ns(1 — r'(ds)) a
une distribution qui devrait étre assez proche de celle de dns(1 — r/(s)). Evidemment,
cela estd’'autant plus vrai que n est grand. Une réflexion analogue en regard de I'’équation
(5.54) nous indique qu'il devrait en étre de méme pour ns(1 — r(ds)) relativement a
dns(1 —r(s)).

Les écarts relatifs associés aux percentiles lorsque d # 1 devraient aussi refléter
cette propriété. En utilisant I'équation (6.3), et le fait que Zoo(d) = dz (1), nous avons

zn(d) — Too(d) ‘ _ rn(d) — drs(1) ‘
Too(d) dzs(1)

Mais si nous avions x v (d) ~ dx (1), cela signifierait que I'écart relatif serait & peu

E =
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prés le méme, peu importe la valeur de d. Cependant, nous notons des différences
appréciables au niveau des écarts relatifs lorsque d varie. Cette propriété asymptotique
ne se manifeste pas nécessairement de facon évidente méme pour N = 204. Nous
présentons finalement aux figures 6.7 a 6.24, les densités des distributions exactes.
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FIGURE 6.7 - Distribution de N (1 — r(ds)) lorsque s = 1 et N = 60.
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FIGURE 6.8 - Distribution de N (1 — 7/(ds)) lorsque s = 1 et N = 60.
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FIGURE 6.9 - Distribution de N (1 — 7(ds)) lorsque s = 1 et N = 108.
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FIGURE 6.11 - Distribution de N (1 — r(ds)) lorsque s = 1 et N = 204.
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FIGURE 6.12 - Distribution de NV (1 — 7/(ds)) lorsque s = 1 et N = 204.
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FIGURE 6.13 - Distribution de N (1 — r(ds)) lorsque s = 4 et N = 60.
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FIGURE 6.14 - Distribution de NV (1 — 77(ds)) lorsque s = 4 et N = 60.
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FIGURE 6.15 - Distribution de N (1 — r(ds)) lorsque s = 4 et N = 108.
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FIGURE 6.16 - Distribution de NV (1 — 7/(ds)) lorsque s = 4 et N = 108.
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FIGURE 6.17 - Distribution de N (1 — r(ds)) lorsque s = 4 et N = 204.
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FIGURE 6.18 - Distribution de NV (1 — 7/(ds)) lorsque s = 4 et N = 204.
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s=12, N=60

Délai

0,12 d=1

0,08 —

Densité

0,06 —

0,04 —

0,02 —

0,00

N(1-r(d,s))

FIGURE 6.19 - Distribution de N (1 — r(ds)) lorsque s = 12 et N = 60.
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FIGURE 6.20 - Distribution de NV (1 — 7/(ds)) lorsque s = 12 et N = 60.
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FIGURE 6.21 - Distribution de N(1 — r(ds)) lorsque s = 12 et N = 108.
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FIGURE 6.22 - Distribution de N (1 — 7/(ds)) lorsque s = 12 et N = 108.
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FIGURE 6.23 - Distribution de N (1 — r(ds)) lorsque s = 12 et N = 204.
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FIGURE 6.24 — Distribution de IV (1 — 77(ds)) lorsque s = 12 et N = 204.



CHAPITRE

Conclusion

n des principaux buts de cette these était d'approfondir les propriétés distribution-
nelles de statistiques utilisées de fagon routiniere a I'étape d'identification d'un
modéle pour une série chronologigque. Puisque nous avons acquis une meilleure

connaissance du comportement des autocovariances et des autocorrélations échan-
tillonnales d'un processus saisonnier, nous estimons avoir atteint notre objectif. Il est
intéressant de noter que tous les résultats relatifs aux processus saisonniers généraux
reposent essentiellement sur la connaissance que nous avons des propriétés de la trans-
formation linéaire spécifique (multiplication a gauche par la matrice H ) de la marche
aléatoire. De plus, les résultats relatifs aux autocovariances et aux autocorrélations ont
été présentés dans deux contextes. Dans I'un d'eux, nous considérons les statistiques
calculées avec des données centrées, tandis que dans l'autre, les données ne sont pas
centreées.

Un des premiers volets de notre recherche avait pour objectif de mettre en évidence
certaines caractéristiques de la marche aléatoire saisonniere pour laguelle nous avons
explicité les deux premiers moments théoriques. Dans un deuxiéme temps, nous avons
obtenu des formules exactes pour I'espérance d’'une autocovariance de délai quelconque
et pour la covariance entre deux autocovariances de délais multiples de la période.

Nous avons ensuite étendu ces résultats a une transformation linéaire spécifigue de
la marche aléatoire saisonniere. Nous avons obtenu une formule exacte et relativement
simple pour I'espérance d'une autocovariance a tout délai, exprimée en fonction des
éléments de Hg. De méme, nous avons déterminé une expression explicite pour la co-
variance entre deux autocovariances correspondant a des délais multiples de la période.
Cette généralisation repose sur le théoreme de représentation, qui permet d'exprimer,
de maniere pratique, un processus saisonnier comme la sommme d’une transformation
linéaire de la marche aléatoire saisonniére et d'un processus stationnaire. Ce théoréme
joue un réle clé dans 'analyse structurelle des processus ou une différence d'ordre s
engendre un processus linéaire stationnaire. Il est fondamental pour établir les deux
premiers moments asymptotiques des autocovariances et pour dériver les distributions
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asymptotiques de N (1 — r(ds)) et de A(1 — 17(ds)). Nous espérons que sa diffusion
facilitera 'obtention de nouveaux résultats sur les processus saisonniers. Enfin, nous
avons également explicité la distribution asymptotique de ¢(ds) et de ¢/ (ds) dans le cas
ou la série est générée par une marche aléatoire saisonniére.

Puisque, a I'étape d'identification d'un modeéle, 'examen des autocovariances et des
autocorrélations est une pratique bien établie, nous avons cru important d'étudier, tout
au moins, leur distribution asymptotique. Pour un processus stationnaire de moyenne
nulle, nous savions, (ANDERSON, 1971, chapitre 8), que le fait de centrer ou non les
données dans le calcul des autocovariances ne changeait rien au niveau des distributions
asymptotiques. Notre étude nous a permis de mettre en évidence que cela ne tient plus
dans le contexte des modéles saisonniers non stationnaires.

Nous avons démontré que r(ds) = 1 + 0,(1) et que E[ds] = O(n) tandis que
Var|c(ds)] = O(n?). Nous croyons que ces propriétés peuvent étre exploitées au mo-
ment de l'identification du modele. De fait, elles nous suggérent une méthode pour
détecter la non-stationnarité d'une série saisonniéere inspirée de celle décrite dans (Roy,
1980, page 118)). Il s'agit de calculer la variance et les autocorrélations des N’ premieres
valeurs de la série pour différentes valeurs croissantes de N/, N’ < N. Si la série est
générée par un processus satisfaisant les hypothéses du théoréeme 5.5, il y a lieu de croire
que C(O) croitra avec N’ et que les autocorrélations, dont le délai est un multiple de la
période, indiqueront une tendance vers 1. Bien sdr, une étude du type de celle réalisée
par PAQUIN (1979) devrait étre menée afin de juger de I'efficacité de cette méthode.

Dans la démarche qui nous conduit a la caractérisation des distributions asympto-
tiques, I'nypotheése de normalité intervient puisqu’elle est postulée dans les travaux de
DICKEY (1976). Il y a lieu de croire que cette hypothése n'est pas absolument nécessaire
au développement de la théorie asymptotique, puisque HASzZA et FULLER (1979) n'y font
pas appel. Il est vraisemblable que I'on puisse la retirer du contexte ou travaille YAJIMA
(1985).

Signalons aussi que cette recherche a permis de constater que, méme si les es-
timateurs des moindres carrés des parametres de certains modéles se calculent par
des formules se rapprochant de celles fournissant les autocorrélations, les distributions
asymptotiques se caractérisent par des structures passablement différentes.

L'étude par la méthode de Monte Carlo des distributions est aussi enrichissante.
Elle met en évidence les différences et les similitudes existant entre les distributions
considérées dans le contexte de la marche aléatoire saisonniere. Nous savons maintenant
gue le fait de centrer ou non les données dans le calcul des autocorrélations a un effet
appréciable au niveau des distributions asymptotiques, mais que cet effet a moins
d'importance lorsque la période s est grande.

Si on désire utiliser les lois asymptotiques a titre d'approximation des lois exactes, il
faut le faire avec prudence, puisqu'il faut des tailles échantillonnales importantes pour
gue les différences entre les lois exactes et asymptotiques soient négligeables, et encore
plus particulierement lorsque s est grand. L'étude par simulations démontre d'autre
part que la création de tables est réalisable au prix d'un effort raisonnable.



ANNEXE

Utilisation de Macsyma

§A.1 DESCRIPTION DU LOGICIEL

acsyma est un systéme écrit en Lisp capable de manipuler symboliguement et
numériquement des expressions mathématiques. Il a été congu par le groupe
Mathlab du MIT. Il s'agit d'un logiciel ayant des capacités étonnantes. Il peut
tout aussi bien factoriser un polyndme, dériver ou intégrer une fonction, travailler avec
le développement en série de Taylor ou de Laurent, évaluer une limite, résoudre des
équations différentielles, manipuler des matrices et des tenseurs, etc... Ce systéme
posséde des procédures graphigues et son propre éditeur de texte. L'usager e le choix
de travailler en mode interactif ou en mode par lott. Nous invitons le lecteur a consulter
la table des matiéres des deux manuels de référence de Macsyma pour qu'il puisse juger
de la grande portée de ce logiciel.

Les deux manuels de référence sont nécessaires pour utiliser le programme de fagon
efficace. Néanmoins, pour une introduction eu systeme, nous recommandons la lecture
de GONG (1983) ou un probléme relié aux séries chronologiques est étudié via Macsyma.
Le livre de R. H. Rand (1984) explique de fagon détaillée comment utiliser le logiciel et
traite un ensemble de problémes variés. De plus, on y trouve un glossaire des principales
fonctions de Macsyma.

La grande majorité des calculs faits dans cette thése ont été vérifiés par le pro-
gramme. Dans certains ces, bien que les manipulations algébriques nécessaires au
développement des calculs soient élémentaires, il eut été fastidieux de les opérer ma-
nuellement.

Afin d’éclairer le lecteur sur le type d'utilisation que nous avons fait de Macsyma,
nous allons présenter une séance de travail ou certains calculs de la section 2.6 sont

1. Pour les plus jeunes qui ne I'ont pas connu, le mode par lot est un mode d'exécution dans le-
quel un programme informatique ou un ensemble de commmandes est exécuté sans interaction directe
avec l'utilisateur. Dans ce mode, les tadches sont regroupées dans un fichier en un « lot » et exécutées
automatiqguement selon un script ou une liste de commandes prédéfinie.

133



134

A.2. Exemple de séance Macsyma

exécutés. Les commentaires ayant été insérés dans le fichier de contrble, cet exemple
est auto-documenté. Nous fournissons, de plus, les fichiers de contrdle utilisés pour
certains autres calculs de la thése.

§A.2 EXEMPLE DE SEANCE MACSYMA

Nous présentons ici une séance compléte d'utilisation du programme Macsyma?.
Nous avons demandé le fonctionnement en mode par lot en appelant la fonction Batch.
L'argument de cettefonction est le nom d'un fichier contenant les commendes a exécu-
ter. Ce choix est motivé par le fait que nous pouvons insérer des commentaires entre les
commandes. Ceux-ci sont délimités per les symboles '/*' et ™/'. La lecture des résultats
de la séance devient alors plus compréhensible. Nous avons retouché les commentaires
de cet exemple afin de les compléter et de placer les signes diacritiques.

Maxima 5.47.0 https://maxima.sourceforge.io

using Lisp SBCL 2.3.9

Distributed under the GNU Public License. See the file COPYING.
Dedicated to the memory of William Schelter.

The function bug_report() provides bug reporting information.

> batch(progle );

/*

Le but de ce programme est d’évaluer la covariance entre deux autocovari-
ances échantillonnales lorsque nous ne centrons pas les données. Il nous
donne aussi la variance d’'une autocovariance, de méme que la variance de
la variance.

7
e

SimpSum est une variable logique indiguant a Macsyma s'il est nécessaire
d'essayer de simplifier les sormmations. Si SimpSum est vraie, alors le
programme essaie de simplifier les sommations.

A

simpsum :true;

true (simpsum)

2. La présentation de cette séance differe de celle de la premiére édition. Nous avons en effet utilisé
wxMaxima 23.10.0 & dans un environnement Sequoia 15.3.1 sur un Maclntosh d'Apple. Il s'agit en fait
de la versin 5.47.0 de Maxima


https://maxima.sourceforge.io
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/*

Dans le calcul de la covariance de la section 2.5, interviennent 6 som-
mations. Elles seront liées aux variables T1 a Te. La premiére, T1, est
la contribution des blocs de la diagonale principale. Nous utilisons ici
deux fonctions de Macsyma : sum et ratSsmp.

La fonction sum se compose de quatre paramétres essentiels : le premier
définit I'expression a évaluer, le deuxiéme indique I'indice de sommation,
et les deux derniers spécifient respectivement la borne inférieure et la
borne supérieure de cet indice.

La fonction ratsimp est appelée avec un unique argument, qui consiste
en
une expression, dans le but de la simplifier.

v
tl rratsimp(sum(2*irn2+i*h,i,1,n-k));

1
G <4n3 + (—12k + 3h + 6)n? (t1)
+ (12k* — 6hk — 12k + 3h 4 2)n
— 4k3 + (3h + 6)k> + (—3h — 2)k)

/*

La contribution des blocs de la partie triangulaire supérieure est la

somme de deux doubles sommmations, T2 et T3. Pour chacune, nous procé-
derons en deux étapes.

i

ratsimp(sum (2*iA2+(nu+h)*i,i,1,n-k-nu));

1
5 (1/3 4 (—6n + 6k — 3h — 3)1? (% 03)

+ (9n® + (—18k + 6h + 9)n + 9k* + (—6h — 9)k + 3h + 2) v
—4n® + (12k — 3h — 6)n* + (—12k + (6h + 12)k — 3h — 2) n
4 4K3 + (=3h — 6)k® + (3h + 2)k)

/*

Pour référer ou résultat de la derniére expression on peut utiliser son
NnuMEéro, i.e. %03, ou encore le symbole %.

v

t2 rratsimp (sum(%,nu,1,h));

1

to —
279y

(16hn* + n?( — 48hk — 6h(h — 1)) (t2)
+ n(48hk® + 12h(h — 1)k — 4h> — 6K — 6h)
— 16hk® 4 6h(h — 1)k* 4 (4h3 + 6h® + 6h)k

T30t 4 2K3 — 3K% — 2h)
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- /*
La contribution des blocs de la partie triangulaire inferieure est la
somme de trois doubles sommations, T4, T5 et T6.
A
ratsimp(sum(ir2+h*,i,1,n-k-nu));
ratsimp(sum(%,nu,h+1,n-k-1));
t3 rratsimp(2*%);
ratsimp(sum(ja2+k*j,j,1,n-k-nu));
t4 rratsimp(2*sum(%,nu,k,n-h-1));
ratsimp(sum(2*jA2+(nu+k)*j,j,1,n-h-nu));
t5 rratsimp(sum(%,nu,k-h+1,k-1));
ratsimp(sum(2*A2+(2*nu+h)*j,j,1,n-K));
t6 rratsimp(sum(%,nu,1,k-h));

1
— (2y3 + (—6n + 6k — 3h — 3)12

+ (6n* + (—12k + 6h + 6)n + 6k> + (—6h — 6)k + 3h + 1) v
—2n® + (6k — 3h — 3)n* + (—6k* + (6h + 6)k —3h — 1) n

+2k3 4+ (=3h — 3)k% + (3h + 1)l<:>

1 4 3
— —4k — 2
T <n + (—4k — 2h)n
+ (6k* + 6hk — 1) n?
+ (—4k® — 6hk® + 2k + 2h%) n
kY 2Rk — k2 — 2Bk — bt 4 h2)

1 4 3
g (n + (—4k — 2h)n
+ (6k* + 6hk — 1) n?
+ (—4Kk® — 6hk® + 2k + 2h%) n
Y 4 2hkS — k2 — 2R3k — b h2>

1
5 (21/3 + (=61 + 3k — 3)1°
+ (6n% 4 (6 — 6k)n — 3k + 1)v
— 23 + (3k — 3)n2 + (3k — 1)n — k:3+k>

%<n4 + (4 — 6k)n®
+ (12k* — 18k + 5)n?
+ (—8k3 + 24Kk% — 16k + 2)n
+ k* + (=2h — 10)k> + 1142
+ (283 + 6R2 + 6h — 2)k — h* — 4h3 — 5h2 — 2h>

(%05)

(%06)

(t3)

(%08)

(t4)
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—é (,,3 + (—6n — 3k + 6h — 3)12 (%010)
+ (9n% + (6k — 18h + 9)n + (3 — 6h)k + 9h? — 9h + 2)v
—4n3 + (=3k + 12h — 6)n>
+ ((6h — 3)k — 12h* + 12k — 2)n
+ (3h — 3h2)k + 4h3 — 6h% + 2h)

i ((16h —16)n® (t5)
+ ((24 — 24h)k — 30h* + 54h — 24)n?
+ ((36h* — 60h + 24)k + 20h> — 54h* 4 42h — 8)n
+ (8h — 8)k3 + (6h — 6h*)k?
+ (—12h3 4 30h% — 26N + 8)k — 5h* + 18h% — 19h% + 6h)

é((an + (6 — 12k)n + 6k — 6k)v (%012)
+ 4n3 + (—=12k + 3h + 6)n?
+ (12k% + (—6h — 12)k + 3h + 2)n
— 4K + (3h + 6)k2 + (—3h — 2)1<;)

1 3

8 <(4k —4h)n (t6)
+ (—=9k% 4 (9h + 9)k — 9h)n?
+ (6% + (—=6h — 15)k* + (15h + 5)k — 5h)n
— K+ (h+ 6)K® + (6 — 5)k% + 5hk)

/*

Pour avoir des expressions plus interessantes, on peut indiquer

I'importance des variables via la fonction RatVars. Celle-cia comme
argument la liste des variables dont on veut indiquer I'importance

selon 1'ordre croissant de leur importance. Par exemple, si nous avons

un polynédme en h et en kK, il peut étre exprimé comme en polynome en k
dont les coefficients sont des polynomes en h, ou bien comme un polynome
en h dont les coefficients sont des polynomes en k.

v

ratvars(n, h[O]);

[n, hol (% 014)
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- /*
On additionne le tout et on multiplie par h[0]/(nA2*s)
Y
ratsimp(h[O]*(t1+t2+t3+t4+t5+t6)/(nA2*s)):
/*
On obtient la variance de I'autocovarince en substituant h a k dans la
derniere expression via la fonction RatSubst. On demande aussi de
simplifier 1'expression.
K
ratsimp(ratsubst(h,k,%));

hO 4 3 0
Ton?s <4n + (—12k +4h + 8)n (% 015)
+ (18k% + (—6h — 30)k — 18h2 + 18h + 8)n?
+ (—12K3 4 42K + (24h* — 18h — 30)k + 12h3 — 30h* + 14h + 4)n
+ 2k* + (=2 — 20)K® + (22 — 6% K>
4 (—4h® + 30h2 + 6h — 4)k — 5kt + 203 — 19K — 2h)
o <4n4 + (8 — 8h)n? (% 016)
12n2s
+ (—6h* — 12h + 8)n?
+ (24h3 — 6h* — 16h + 4)n
—15h% 1+ 1283 + 9B — Gh)
_> /*

Finalement, la variance de la variance est obtenue en replacant h par O
dans la derniere expression. On peut aussi demander la factorisation de
I'expression finale.

K

factor (ratsimp(ratsubst(0,h,%)));

ho(n+1) (n* +n+1)
3ns

(% 017)

§A.3 AUTRES PROGRAMMES MACSYMA

Les fichiers Proph et Progi contiennent les commandes permettant d'obtenir la
covariance entre deux autocovariances échantillonnales calculées a partir des données
centrées. En effet, ils effectuent, étape par étape, tous les calculs décrits a la section 2.5.

On notera que la plupart des commandes sont terminées par le symbole $. L'effet de
ce symbole est que Macsyma n'imprime pas le résultat de I'évaluation de la commmande.
On termine ainsi une commande lorsque le résultat produit est connu ou lorsque sa
forme explicite ne nous intéresse pas vraiment.

Cela permet d'obtenir une liste plus courte de la séance.
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A.3.1 ProgA

(% il) /*Premier programme Macsyma ¥
writefile(sortiel)$

NIL/ - Startsdribblingto3SORTI1E1(2024/10/19,09 : 11 : 27). -/

(% i2) /* Permettre les simplifications ¥
simpsum :true$
(% i3) /* Définition de r(i}j) ¥/
ri, ) =(*n+1)*(n-3*([(+))+1)+3*(I"2+]°2))/(6 *n*s)$
(%i12) /* Contribution des blocs diagonaux ¥
tl:ratsimp(h[0] *s* sum(2 *i"2 + h*i,i,1,n-Kk))$
temp: (i+h) *r(i, i) +i*(r(i+h, i+ k) +r(i,i+ k) +r(i+h,i)$
ratsimp(%)$
t2 rratsimp(s*g[0] "4 *sum(%, i, 1, n - k))$
temp :ratsimp(r(i, i) *r(i+ h, i+ k) +r(i + h, i) *ri,i + k)$
t3 :ratsimp(s~2*g[0] "4 * sum*(%, i, 1, n - k))$
resl :ratsimp(tl +t2 +t3)$
ratvars(n)$
rat(res1)$
(% i18) /* Contribution de la partie triangulaire supérieure ¥
2%i" 2+ (1+h)*i$
tl:ratsimp(sum(%,i, 1,n - k-1)$
ratvars(l)$
rat(t1)$
ratsimp(sum(%, |, 1, h))$
tl:%*s* h[0]$
(% i25) /* Calcul du second terme de la contribution triangulaire supérieure ¥/
t2:172+1*h$
ratvars(i)$
rat(t2)$
t2 :ratsimp(sum(%, i, 1,n - k- 1))$
ratvars(l)$
rat(t2)$
t2:2 *s* h[0] *ratsimp(sum(%, |, h + 1,n - k- 1))$
(% i32) /*Calcul du troisiéme terme de la contribution triangulaire ¥
3 : ratsimp(i * (r(i, i+ 1) + r(i, i+ 1+ k) +r(i+h,i+1+K) +r(i+h,i+))$
ratvars(t1)$
rat(t3)$
t3 :ratsimp(sum(\%, i, 1,n - k- 1))$
ratvars(l)$
rat(t3)$
t3 :ratsimp(sum(%, |, 1,n - k- 1))$
(% i39) /*Calcul du quatrieme terme de la contribution triangulaire ¥
t4 cratsimp(I*r(i, i+ 1+ k) +h*r(i,i +1)$
ratvars(i)$
rat(t4)$
t4 :ratsimp(sum(%, i, 1,n - k- 1))$
ratvars(l)$
rat(t4)$
t4 :ratsimp(sum(%, I, 1, h))$



140

A.3. Autres programmes Macsyma

(% i46)

(% i53)

(% i55)

(% i57)

A.3.2

(% i1)

(% i2)

(% i9)

/* Calcul du cinquiéme terme de la contribution triangulaire ¥
t5 cratsimp(r(i, i + 1+ K) +r(i, i +1))$

ratvars(i)$

rat(t5)$

t5 :ratsimp(sum(%, i, 1, n - k- 1))$

ratvars(l)$

rat(t5)$

t5:h*ratsimp(sum(%,,h+1,n-k-1)$

/* Calcul du sixiéme terme de la contribution triangulaire ¥

t6 :ratsimp(r(i, i+ ) *r(i+h,i+1+K)+r(i,i+1+Kk)*r(i+h,i+)$
ratvars(i)$

rat(te)$

t6 :ratsimp(sum(%, i, 1,n - k- 1))$

ratvars(l)$

rat(t6)$

t6 :ratsimp(sum(%, I, 1, n - k- 1))$

/* Calcul final et mise en forme ¥/
ratvars(s, g[0], h[O], n)$
res2 :ratsimp(tl +t2 +s[0] *g[0] "4 * (t3 +t4 +t5) +s"2 *g[0] "4 *t6)$

/* Sauvegarde et fin du programme ¥/
save('sortiel"valeurl, resl, res2)$

quit();

ProgB

/* Second programme Macsyma ¥/

/* Ecriture dans le fichier de sortie ¥
/* writefile(sortie2); ¥/

/¥ Permettre les simplifications ¥
simpsum :true;

/* Définition de r(ij) ¥
Fi, ) =(*Nn+1)*(n-3*([(+))+1)+3*(("2+]°2))/(6*n*s);

/* contribution de la partie triangulaire inférieure ¥
/*

P———

7

Jk+j72;

ratvars(j);

rat(%th(2));

tl:ratsimp(sum(%,j, 1,n-h-1));

ratvars(l);

rat(%th(2));

tl:2*s*h[0] * ratsimp(sum(%, |, k,n - h - 1));
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(%ile) /*
v
ratsimp(j*r(l+h+jj+ k) + (k+j)*r(l+h+jj)+j*r{+jj+k)+(k+]j)*r(l+]]);
ratvars(j);
rat(%th(2));
t2 i ratsimp(sum(%, j, 1,n-h-1));
ratvars(l);

rat(%th(2));
t2 :s*g[0] "4 * ratsimp(sum(%, |, k, n - h - 1));

(% i20) /*
S—
v
ratsimp(r(l+j,J) *r(l+h+j,j+ k) +r(l+j,j+ k) *r(l+h+],]));
ratvars(j);
rat(%th(2));
t3:572*g[0] 4 *ratsimp(sum(%, |, k,n - h - 1));

(%i27) /*
skokkokokskkkokok
A
J(I+k)+2%72;
ratvars(j);
rat(%th(2));
t4 ratsimp(sum(%,j,1,n-h-1));
ratvars(l);
rat(%th(2));
t4 : s*h[O]*ratsimp(sum(%,,k-h+1 k-1));

(% i34) /*
skokkokokskkkokok
A
ratsimp (j*r(l+h+jj+k)+(1+))*r(I+h+jj)+j*r(1+]j+k)+(k+)*r(1+],)) ;
ratvars(j);
rat(%th(2));
t5:ratsimp(sum(%, j, 1,n - h-1));
ratvars(j);
rat(%th(2));
t5:s*g[0] " 4*ratsimp(sum(%,l,k-h+1,k-1));

(% i4l) /*
S—
/
ratsimp(r(1+], j) * r(l+h+j, j+k) + r(l+j, j + k) *r(1 + h + ], j));
ratuars(j);
rat(%th(2));
16 : ratsimp(sum(%, j, 1, n-1-1));
ratvars(l);
rat(%th(2));
16 57 2*rg[0] " 4*ratsimp(sum(%, |, k-h+1, k-1));
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(% i45) /*
——
YA
J(2%i+h)+2%72;
ratvars(j)$
rat(%th(2));
t7 :s*h[0O] * ratsimp(sum(%, |, 1, k - h));

(% i49) /*
——
YA
ratsimp(j*r(l+h+j,j+k) + (I4))*r(I+h+j,j) + j*r(l+jj+k)+(I+h+))*r(l+)j));
ratvars(j);
rat(%th(2));
t8:s*g[0] " 4*ratsimp(sum(%, |, 1, n - h));

(% i56) /*
——
K
ratsimp(r(l+jj)*r(l+h+jj+k) + r(I+jj+k)*r(l+h+jj));
ratavars(j);
rat(%th(2));
t9 rratsimp(sum(%,j, 1, n-K));
ratvars(l);
rat(%th(2));
19:572*g[0]" 4 * ratsimp(sum(%, |, 1, k - h));

(% i60) /*

skkokokokokokokkok

Résultats finaux

—
K

res3 :ratsimp(tl +t2 +t3 +t4 +t5 + 16 + t7 + t8 + 19);
resultat : ratsimp(resl + res2 + res3);

ratvars(h[0O], g[0], n);

result2 : rat(resultat)$
save(valeur2,resl,res2,res3,result2)

quit();

ProgF
Le fichier ProgF contient les commmandes permettent le calcul des expressions de base
conduisant a I'évaluation des expressions (2.47) et (2.48). ProgF est chargé de trouver

ay = E[c((ks)], by = E[c(0)], az = E[c(ks)c(0)], a3 = E[c?(0)] et ay = E[c?(ks)].
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(% i2) writefile(sortie6)$
/*

*

* Sixieme programme Macsym *

*

i
ratvars(h,k,g0,h0,n,sigma)$
/*
Evaluation de la covariance
i

(% i3) resultat :-((56*g0"4-60*s*n0)*n"6
+((-52*k-52*h+120)*g0 " 4+(60*k+60*n-120)*s*h0)*n "5
+((-60*k > 2+(65*h-90)*k-60*h"2-90*h+110)*g0 " 4
+(90*Kk " 2+(-90*h+90)*k+90*h " 2+90*h-120)*s*h0)*n" 4
+((50*k~3-90*k " 2+(30*h " 2+90*h-90)*k+40*h " 3-90*h " 2-80*h+60)*g0 " 4
+(-120*k"3+90*k"2+(-180*n " 2-90*n+150)*k-60*h"3+90*n "2
+90*h-60)*s*h0)*n "3
+((15*K " 4+(-10*n+60)*k"3+(90*h " 2-45)*k " 2+(-10*h"3+90*h "2
+55*h-60)*k+15*n"4+30*nh " 3-45*n"2-30*h+14)*g0 " 4
+(30*K” 4+(30*N-60)*k"3+(90*h " 2-30)*k " 2+(60*h " 3-90*h "2
-90*h+60)*k+15*h " 4-30*h " 3-15*h"2+30*h)*s*h0)*n "2
+(-9%K " 5+(-60*N " 2+25)*k " 3+(-30*h "~ 4+60* " 2-14)*k
-3*h"5+5*h"3)*g0"4*n
+(-3*n*k " 5+(-20*h " 3+15*n)*k " 3+(-3*h " 5+15*n " 3-14*h)*k)*g0 " 4)
/(180*n"2)$

(% i5) rat(ratsimp(resultat*sigma”4/(n"2*s"2)))$
cov(h,k) :="(%)$

(%i8) /*
Evaluation de la variance
v
ratsimp(ratsubst(k,h,%th(2)))$
rat(%)$
var(k) :="(%)$

(%i9) [/
Evaluation de l'espérance
v
mu(m) :="(rat(-((2*g0 " 2-3*d0*s)*n " 3+((-mM+3)*g0 " 2+(6*M-3)*d0*s)*n "2
+((-3*M " 2-3*Mm+1)*g0 " 2+(-3*Mm " 2+3*m)*d0*s)*n
+(2*m~3-m) *g0~2) *sigma " 2/(6*s *n"2)))$

(%il13) /*
Evaluation du second moment (non centrée)
v
rat(mu(k)~2)$
rat(ratsimp(var(k)+%))$
mu2(k) :="(%)$
rat(ratsimp(cov(h,k)+mu(h)*mu(k)))$



144 A.3. Autres programmes Macsyma

(% i21) muhk (h,k) :="(%)$
/*
Evaluation de I'approximation de I'espérance de la correlation
i
al mu(k)$
bl:mu(0)$
a2 :muhk (0,k)$
a3 :mu2(0)$
a4 mu2(k)$
save(valeur6, al, a2, a3, a4, bl)$
quit();

Les expressions de base étant disponibles dans le fichier valeur6, on peut obtenir
les formes explicites des équations (2.47) et (2.48). Notons qu'il n'est pas souhaitable
de travailler avec ces formules directement. Il vaut mieux chercher une forme plus
commode pour le calcul. Nous donnons ici les deux séances de travail (Séance A et
Séance B) qui mettent en évidence les formes explicites.

Séance A

(%il) al/bl*(1-a2/(al*bl)+03/bl" 2);

T aibr

b1

o (—athy + 5+ 1)

(% 0o1)

(% i2) ratsimp(%ol);

a162 — a2b1 + ajas
3
bl

(% 02)

(% i8) ratvars(n)$
loodfile(valeur6)$
rat(al*bl”°2)$
rot(a2*ob1)$
rat(al*a3)$
rat(d5-d6+d7)$
rat(b1°3)$
ratsimp(d8/d9)$
ratvars(h,k,h0,g0,n,sigma)*
rat(%th(2));
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(%012)/R/ ((40g5 — 180dosgy + 270dgs* g5 — 135d5s™) n®

+ ((—68k + 140) g5 — 540dosgg + (60skhg — 405d5s°k + 675d5s>)
98 + 180doskhg + 270d3s%k — 270d3s*) n®

+ ((—12k* — 100k + 190) g§ + (468dgsk® + 28800sk — 50500s) gg
+ (45d(2)s2k:2 — god3s’k + 540d352) 98

+ (—450dys*k? + 270dosk) ho — 130dgs*k? + 405d5s°k
—135d3s%) n* + ((28k® — 168k? — 141k + 125) g§

+ (—270dgsk® + 612dgsk® + 432dgsk — 270dps) gg

+ ((—120sk® + gosk® + gosk) ho + godgs*k® + 135d3s°k?
—630d3s%k + 135d3s?) g2 + (360dos*k® — 450dgs*k? + 90dgs>k)
h0 — 135dgs°k? + 135d3s°k) n® + (130k" + 122k — 117k% — 114k
+40)g5 + (—45dosk” — 360dgsk® + 208dsk” + 243dysk — 45dos)
go + ((60sk™ — 120sk* — 150sk? + 30sk) ho + 90d3s?k?
+g0dgs®k? — 135d3s°k) g5 + (—godos®k* + 180dys*k?

—90dgs’k?) ho)n® + ((—18k° + 15k" + 68> — 18k* — 40k + 5) go0°
+ (27dosk® — 135dosk® + 2Tdosk® + 45dosk) gy

+ (30sk* + 60sk™ — 30sk?) hogg) n + (—9k° + Tk* — 5k) ¢§)
/ (409§ — 180dgsgy + 270dgs* g5 — 135d5s™) n®

+ (14095 — 540dgsgy + 67593s°g5 — 270dgs*) n®

+ (19045 — 585dgsgg + 540dgs® g5 — 135dys*) n'

+ (12598 — 270dosgg + 135d%sg§) n3 + (4098 — 45dosg§) n?
+5ggn)

(%i9) quit();
Séance B
(%il) (al/bl) 2*@4/al”2-2*a2/(al*bl)+a3/bl"2-(a2/(al*bl)-a3/b1°2)"2);
2a9 as a2 as 2 Qa4
2 _ o _ 2
al ( (al b1> + b% <CL1 bl b%) + a%)
(% o1)
b7
(% i2) ratsimp(%);

(141)‘11 — 21 a2b§ + (a%ag — a%) b% + 2a1 as az by — a%a%
6
bl

(% 02)



146

A.3. Autres programmes Macsyma

(% i3)

loadfile(valeuré)$
rat(a4*b1”4)$

rat (2*al*a2*b1°3)$
rat(al”2*a3)$
rat(%-a2"°2)$
rat(%*b1°2)$
rat(2*al*a2*a3*b1)$
rat(@l"2*a3"2)$
rat(d4-d5+d8+d9-d10)$
rat(b1°6)$
ratsimp(d11/d12)$
ratuars(h,k,g0,h0,n,sigma)$
rat(d13);

(d15)/R/ — (((3600s%k?g] + 21600dos*k*g3 + 32400d3s*k?) h§
+ (—9360sk?g5 — 28080dys*k?gg — 89100d5s>k>gg

+48600d5 s*k* g3 — 36450d0* s°k?) ho + 4464Kk% g;

+ 12960d sk gg° + 45360d3s° kg5 — 38800d3s°k5 g8

+32805dg s k*gg) n'”

+...1

+ (81" + 234k — 431k° + 400k" — 140k?) 900'?)
/ ((1600g5* — 14400dysgy° + 54000d5s* g — 108000dgs” g

+121500d3s g5 — 729004,

+...0

0578 + 18225d5s5) n'?

+ (400g3? — 450dg sg”) n® + 25g5%n?)

tLes points de suspension n'apparaissent pas sur la liste originale produite par Macsyma.
Le progamme écrit la formule au long. Cependant, celle-ci s'écrit sur un peu plus de

sept pages et c'est pourquoi nous préférons ne donner que les coefficients des termes

dominants.
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ANNEXE

Programmes reliés a la simulation

§B.1 DESCRIPTION DU LOGICIEL

'ensemble des simulations a été réalisé a l'aide de quatre variantes d'un méme
programme, dont les spécificités sont ici détaillées. Pour chaque simulation effec-
tuée, les programmes généraient divers indicateurs statistiques, notamment la

moyenne, la variance, le minimum, le maximum ainsi gu'une série de percentiles clés.
Par ailleurs, des programmes préliminaires ont dG étre développés afin de compléter et
d'optimiser les programmes de simulation.

§B.2 PROGRAMMES PRELIMINAIRES

B.2.1 Programme ConsDef

Ce programme a été congu conformément aux spécifications des exercices 7 et
10 de la section 3.4.1 du livre de KNUTH (1981), dans le but de calculer les constantes
nécessaires a la simulation de la loi normale & I'aide de l'algorithme M décrit dans cet
ouvrage.! Ce programme permet ainsi d'obtenir, avec une précision acceptable, les
valeurs figurant dans le tableau 6.2.

Program ConsDef;

Const
Pi = 3.14159265358979323846264338327950288;
Debug = False;

NPoints = 40; { Nombre de point utilisés dans la procédure
d’intégration

h = 0.2; { Largeur des intervalles bornés dans la
partition de (0,3) }

nDec = 3; { Nombre de décimales dans 1l’affichage des

constantes du tableau }

1. Nous présentons ici une version légerement modifiée par rapport a celle de la thése originale. Cette
version est compatible avec le compilateur Free Pascal Compiler version 3.2.2 [2021/05/16].

147
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55

69

tolerance = 1.0e-16; { Ce que 1’0n considére comme nul }
maxIter = 100; { Nombre d’itérations maximales autorisé dans
NewtonRaphson }

Type
probVal = Record { Structure d’information pour la méthode de

1’alias de Walker}

p: extended; { Probabilité qu’on garde la valeur choisie en
premier}

valeur: integer { Valeur retournée si on ne garde pas la valeur
choisie en premier }

End;

fonctionDeMasse = Array[1..32] Of probVal;
Table = Array[1..40] Of extended;

{ Type pour une fonction prenant un (ou deux) "extended" et retournant

un "extended" }

TFunction = function(x: extended): extended;
TFunction2 = function(x, b:extended): extended;
Var
w, xGauss: table; { Tableaux de constantes pour l’intégration

numérique }

PP: fonctionDeMasse; { Tableau pour la «mise en boite» de la fonction

de masse }

p: Array[0..32] 0Of extended; { Les tableaux de ces sept
déclarations sont utilisés pour
construire le tableau 1 page 123
de Knuth (1986) }

Array[1..15] Of extended;

, z: Array[0..31] 0Of extended;

Array[1..15] 0f extended;

Array[1..16] Of extended;

b: Array[1..15] 0f extended;

e: Array[16..30] 0Of extended;

Array[6..15] 0f extended;

M A n.a<o

j: integer;
total: extended;
sortie: Text;

Procedure GetXW;

Cette procédure lit dans un fichier les tableaux x[] et w[] nécessaires
dans la procédure d’intégration Integre

i: integer;
Entree: Text;
fileName: String;

Begin
fileName := ’ConstGauss.txt’; { Ajout de 1l’extension pour un
fichier texte }
Assign(Entree, fileName); { Assigner le fichier a la variable
Entree }
Reset (Entree); { Ouvrir le fichier en lecture }
{ Lire les valeurs de xGauss 1}
For i := 1 To 20 Do
Begin
Readln (Entree, xGauss[20 + i]);
xGauss [21 - i] := -xGauss[20 + i];
End;
{ Lire les valeurs de W }
For i := 1 To 20 Do
Begin
ReadLn (Entree, W[20 + il);
W[21 - i] := W[20 + i];

End;



B. Programmes reliés a la simulation

86
87 { Si Debug est activé, afficher les tableaux }

88 If Debug Then

89 For i := 1 To 40 Do

90 Writeln(i : 2, xGauss[i] : 20 : 15, w[i] : 20 : 15);

91

92 Close (Entree); { Fermer le fichier }

93 End;

94

95 Function Integre(f: TFunction; a, b: extended): extended;

96 {========================================================================

97 Cette fonction retourne la valeur de l’intégrale de la fonction f entre
98 a et b. Elle est basée sur la quadrature de Gauss avec 40 points,

99 =======================================================================}
100 Const

101 Debug = False;

102 Var

103 i: Integer;

104 tl, t2, somme, xi, fi: extended;
105 Begin

106 If Debug Then

107 Writeln(’Integre: entree’);

108 somme := 0;

109 If b > a Then

110 Begin

111 tl1 := (b - a) / 2;

112 t2 := (b + a) / 2;

113 For i := 1 To NPoints Do

114 Begin

115 xi := xGauss[i] * t1 + t2;
116 fi := f(xi);

117 Somme := Somme + wl[i] * fi;
118 If Debug Then

119 Writeln(xi, fi);

120 End;

121 Somme := Somme * t1

122 End;

123 Integre := Somme;

124 If Debug Then

125 Writeln(’Integre: Sortie’)

126 End;

127

128 Function NormDens (x: extended): extended;

130 Cette fonction retourne la valeur de la densité d’une loi N(0,1)

131 =======================================================================}
132 Begin

133 NormDens := exp(-sqr(x) / 2) / (sqrt(2 * pi))

134 End;

135

136 Function NewtonRaphson (x, a, tolerance: extended;

137 F: TFunction2;

138 FPrime: TFunction): extended;

140 Cette fonction retourne la valeur de x solution de F(x)=a. On doit don-
141 ner en entrée la fonction F et sa dérivée FPrime. Le nombre maximal

142 d’itérations est maxIter. Le paramétre tolérance est un petit nombre
143 réel considéré comme nulle.

144 =================================S======================================}
145 Var

146 nouveauX, ancienX, distance: extended;

147 iter: integer;

148 Begin

149 iter := 0;

150 ancienX := x;

151 distance := 2 * tolerance;

152 While (distance > tolerance) And (iter < maxIter) Do

153 Begin

154 nouveauX := ancienX - F(ancienX, a) / FPrime (ancienX);
155 distance := abs(nouveauX - ancienX);

156 ancienX := nouveauX;

157 iter := iter + 1

158 End;
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NewtonRaphson := ancienX;
End;

Function FjPlus15 (x: extended): extended;

Cette fonction retourne la différence deux hauteurs de la fonction de
densité norale (multiplié par 2) divisée par la probabilité d’&tre dans
la zone délémité par les extrémités de 1l’intervalle

Begin
FjPlus15 := sqrt(2 / pi) * (exp(-sqr(x) / 2) - exp(-sqr(j) / 50)) / plj +
—157;
End;

Function FjPlus15Prime (x: extended): extended;

Begin
FjPlus15Prime := -sqrt(2 / pi) * x * exp(-sqr(x) / 2) / plj + 15]
End;

Function AAnnuler (x, a: extended): extended;
Begin

AAnnuler := FjPlus15Prime(x) - a;
End;

Function AAnnulerPrime (x: extended): extended;
Begin
AAnnulerPrime := sqrt(2 / pi) * exp(-sqr(x) / 2) * (sqr(x) - 1) / plj +
—15]1;
End;

Procedure QuickSort (Var a: fonctionDeMasse;
n: integer);
Procedure Sort (1, r: integer);
Var
i, j: integer;
X: extended;
w: probVal;
Begin
i = 1;
j = r;
x := al[(l + r) Div 2].p;
Repeat
While alil.p < x Do
i =1+ 1;
While al[jl.p > x Do
j =3 -1
If i <= j Then
Begin
w := alil;
alil := aljl;
aljl := w;
i =i+ 1;
jo=3 -
End
Until i > j;
If 1 < j Then
sort(l, j);
If r > i Then
sort (i, r)
End;
Begin
Sort (1, n)
End;

Procedure MettreEnboite (Var p: fonctionDeMasse;
k: integer);
Var
i, j, n: integer;
a: fonctionDeMasse;
w: probVal;
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temp: extended;

Begin
For i := 1 To k Do
plil.valeur := ij;
a := p;
QuickSort (a, k);
n := k;
Repeat
temp := k * al[1].p;
j := alll.valeur;
If (abs(temp - 1) > 1.0e-12) Then
Begin
pljl.p := temp;
pljl.valeur := al[n].valeur;
End
Else
Begin
pljl.p := 1;
pljl.valeur := 0;
End;
al1]l.p := alnl.p - (1 / k - al1l.p);
a[1].valeur := al[n].valeur;
n :=n - 1;
i = 1;
While (i < n) And (alil.p > ali + 1].p) Do
Begin
w := alil;
ali]l := al[i + 1];
ali + 1] := w;
i =1+ 1i;
End;
Until n = 0;
End;

Begin { Programme principal }

{ Calcul des bornes des intervalles
- }
For j := 1 To 16 Do
s[j] = (j - 1) / 5;
If debug Then
For j := 1 To 16 Do
writeln(j : 2, 2> >, s[j]l : 4 : 1);

{ Calcul des surfaces des 31 composantes de la décomposition de la surface

— }

GetXW;
total := 0;
For j := 1 To 15 Do
Begin
pljl := sqrt(2 / 25 / pi) * exp(-sqr(j) / 50);
plj + 151 := 2 * (Integre(@NormDens, s[jl, s[j + 11)) - p[jl;
total := total + pl[jl + pl[j + 15];
End;
pl31] := 1 - total;
{composante ayant une probabilité nulle
- }
pl[32] := 0;
{===============================================ss=========================c)

{ Copier les différentes probabilités dans une structure appropriée afin de >\
—faire la }
{ la mise en boite.
— }

For j := 1 To 31 Do

ppljl.p := p[jl;
ppl32].p := 0;
MettreEnboite (pp, 32);

{ Copier les résultats de la mise en boite dans les tableaux appropriés.
— }
plo]l := 0;
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297 y[0] := ppl[32].valeur;
298 For j := 1 To 31 Do

299 Begin

300 pljl := ppljl.p;

301 y[j]l := ppljl.valeur

302 End;

303 If debug Then

304 For j := 0 To 31 Do

305 writeln(j : 3, pl[jl : 16 : 12, y[j]l : 3);
306

307 For j := 1 To 5 Do

308 Begin

309 aljl := FjPlus15(s[jl);

310 b[j] := -h * FjPlus15Prime(s[j] + h);
311 End;

312 For j := 6 To 15 Do

313 b[j] := FjPlus15(s[jl);

315 For j := 6 To 15 Do

316 Begin

317 x[j] := NewtonRaphson(j / 5, -b[jl / h, tolerance, @AAnnuler,
—@AAnnulerPrime);

318 aljl] := FjPlus15(x[jl) + (x[jl - s[jl) * b[jl / h;

319 End;

320 If debug Then

321 For j := 1 To 15 Do

322 If j < 6 Then

323 writeln(j : 3, aljl] : 16 : 12, b[j] : 16 : 12)

324 Else

325 writeln(j : 3, aljl] : 16 : 12, b[j] : 16 : 12, x[j] : 16 : 12);

326

327 For j := 1 To 15 Do

328 dlj + 151 := aljl / bljl;

329

330 For j := 1 To 5 Do

331 e[j + 18] := 256 / j;

332 For j := 6 To 15 Do

333 e[j + 1561 := 1 / (exp((2 * j - 1) / 50) - 1);

334

335 For j := 0 To 31 Do

336 If abs(p[jl - 1) > tolerance Then

337 Begin

338 z[jl := 1/ (6 - 5 % pl[jl);

339 y[3jl := y[jl / 5 - z[j]

340 End

341 Else

342 Begin

343 z[jl := 0

344 y[jl =0

345 End;

346 For j := 1 To 15 Do

347 qljl =1/ (56 * P[j1);

348

349 Writeln(’Table 1 of Knuth (1981), page 1237);
350 WriteLn(’j’> : 3, ’pl[jl’> : 8, ’plj+16]1° : 8, °>qljl’> : 8, >y[jl’> : 8, ’yl[j+16]1°~,
- : 8, ’z[jl> : 8, ’z[j+16]° : 8, ’s[j+1]°> : 8, ’d[j+15]° : 8, ’e[j+15]1’ : 8);
351 WriteLn(0 : 3, p[0] : 8 : nDec, p[16] : 8 : nDec, ’> > : 8, y[0] : 8 : nDec, y\
—~[16] : 8 : nDec, z[0] : 8 : nDec, z[16] : 8 : nDec, s[1] : 8 : nDec, ’ ’ : 8, \,
-7 7 8);

352 For j := 1 To 15 Do

353 WriteLn(j : 3, p[j] : 8 : nDec, p[j + 16] : 8 : nDec, ql[j]l : 8 : mDec, y[jl\
— : 8 : nDec, y[j + 161 : 8 : nDec, z[j]l] : 8 : nDec, z[j + 16] : 8 : mnDec, s[j
—+ 1] : 8 : nDec, d[j + 15] : 8 : nDec, e[j + 15] : 8 : nDec);

354

355 {==========================================================================}

356 { Sauvegarde des résulats dans un fichier approprié. Il sera lu lorsque nous >\,
—voudrons}

357 { simuler des observations selon une loi normale AW
- }

358

359 Assign(Sortie, ’NormData.txt’); { Assigner la variable de fichier & un >,

—~fichier physique 1}
360 ReWrite (Sortie); { Ouvrir le fichier pour 1’&criture }
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For j := 0 To 31 Do
Begin
Writeln(Sortie,pl[j] : 24 : 20);
End;
For j := 1 To 15 Do
Begin
Writeln(Sortie,ql[j]l : 24 : 20);
End;
For j := 0 To 31 Do
Begin
Writeln(Sortie,y[j]l : 24 : 20);
End;
For j := 0 To 31 Do
Begin
Writeln(Sortie,z[j] : 24 : 20);
End;
For j := 1 To 16 Do
Begin
Writeln(Sortie,s[j] : 24 : 20);
End;
For j := 1 To 15 Do
Begin
Writeln(Sortie,d[j + 15] : 24 : 20);
End;
For j := 1 To 15 Do
Begin
Writeln(Sortie,el[j + 15] : 24 : 20);
End;

close(sortie)

End.

Programme B.1 — Consdef .pas - Constantes nécessaires a la simulation de la loi
normale

B.2.2 Le program ConsDick

Le programme ConsDick permet de trouver les constantes v, ¢ = 1,..., 72, selon

lo méthode proposée par DICKEY (1976) et reprise par HASzA (1980).

{$£-7

Program ConsDick(input, output);
{$i’math °}

Const

unsurpi2 = 0.1013211836423377714438795;
unsurpi4 = 0.01026598225468433518915278;

> Type

Var

pi = 3.14159256358979;
epsilon = 1.0e-17;

dimension = 2;

dimensionl = 3;

maxiter = 1000;

matrix = array [integer, integer] of real;

vector = array [integer] of real;

mataug = array [1]..dimension, 1..dimensionl] of real;
vectreal = array [1..dimension] of real;

i, niter: integer;

sl, s2 : real;

k1, k2 : real;

a : mataug;

X, y : vectreal;

gammalb : real;

gauche, droite: real;

succes : boolean;

sommetheorique : array [2..8] of real;
sommeobtenue : array [2..8] of real;
erreur : real;

Procedure VerifieGammal5(Var erreur:real);forward;
30 Procedure Resoud (Var a:dynamic matrix; Var x:dynamic vector;

Var succes: boolean; n:integer);
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32 Const

33 epsilon = 1.0e-20;

34 Var

35 indice : array[1..100] of integer;

36 pivot ,xmax : real;

37 i,j,k,imax : integer;

38 Begin

39 If n > 100 then

40 Begin

41 succes := false;

42 WriteLn(’ *** 0On ne peut résoudre un systeme ayont plus de 100
43 équations’)

44 End

45 else

46 Begin

47 succes := true;

48 For i:= 1 to n do

49 indice[i] := 1i;

50 For i:=1 to n - 1 do

51 Begin

52 imax := 1;

53 xmax := alindicel[i], il;

54 For j := 1 + 1 to n do

55 If alindice[j],||>) xmax then

56 Begin

57 imax := j;

58 xmax := alindicel[i],il

59 End;

60 if abs(xmax) > epsilon then

61 Begin

62 If indice[i] <> indice[imax] then

63 Begin

64 j := indicel[il];

65 indice[i] := indicel[imax];

66 indice [imax] := j

67 End;

68 For j := i+l to n do

69 Begin

70 pivot := alindice[j]l,il/alindice[il,i];
71 For k := 1 to n+1 do

72 alindice[j],k] := alindicel[j],k]
73 - pivot*al[indice[i], k]
74 End

75 End

76 else

77 succes := false

78 End;

79 If (abs(alindice[n],n])> epsilon) and succes then
80 Begin

81 x[n] := alindicel[n],n+1]/alindice[n],n];
82 For i:= n-1 downto 1 do

83 Begin

84 x[i] := alindicel[i],n+1];

85 For j:=i+1 to n do

86 x[i] := x[ill - alindicel[il],jl*x[jl;
87 x[i]:= x[i]l/alindice[i],i]

88 End

89 End

90 else

91 succes := false;

92 If not succes then

93 Begin

94 Writeln;

95 WriteLn (’ x*x resoud *** tentative de division par
96 zero’);

97 Writeln

98 End

99 End

100 End;

101

102 Procedure Fairel;

103 Begin

104 al1,1]:= 1;
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End;

al[1,2]:= 29;

al2,11:= 2*x[1]1+58*x x[2];
al[2,2]:= 58*x[1]+(2223+1/3)*x[2];
al1,3]:= -(x[1]1+29*x[2]-k1);

al2,3]:= -(sqr(x[1]) + 58x*x[1]*x[2] + (1111+2/3)*sqr(x[2])

Function Gamma(i:integer): real;

const

pisur2 = 1.5707963267948966192;

Begin

Gamma := (2 * (i

End;

mod 2) -

Procedure Trouve(Var alpha, beta,

1) / ((2%i-1)*pisur2)

gammalb: real);

k2)

Var
sl1, s2, tl1, t2 real;
i integer;
Begin
s1:=0;
s2:= 0;
For i:= 72 downto 1 do
Begin
sl := sl + i*sqr(Gamma(i));
s2 := s2 + sqr(Gamma(i))
End;
{ remarque: Les sommes sont effectuées dans 1l’ordre inverse
afin de garantir une meilleure précision arithmétique }
tl := 15*sqr(gammal5) + si;
t2 := sqr(gammalb) + s2;
beta := (t1-43.5*t2)/(16254.5);
alpha:= s2/58 - betax43.5
End;
Procedure Resume (Var erreur:real; imprime:boolean);
Var
i, j integer;
temp array [2..8] of real;
gammai, delta, maxdelta real;
Begin
If imprime then
Begin
WriteLn(’ x[1]=,x[1]1:20,’ x[2]=",x[2]:20);
WriteLn(’ y[1]="’,y[1]:20,° y[2]=’,y[2]:20);
WriteLn(’ nombre d’’iterations: ’,niter:4);
WriteLn(’ valeur actuelle de gammalb5: ’,gammalb:20);
WriteLn(’ contrainte (3) de dickey:’,x[1]+x[2]*(72-15) :20);
End;
For j := 2 to 8 do
sommeobtenue[jl:= 0;
For i:= 72 downto 16 do
Begin
gammai := (2%(i mod 2) - 1)x*sqrt(abs(x[1]1+x[2]1*(i-15)));
For J := 2 to 8 do
temp[j]l:= poweri(gammai,j);
For j := 2 to 8 do
sommeobtenue[j]:= sommeobtenue[j] + temp[j]
End;
For j := 2 to 8 do
sommeobtenue [j] := sommeobtenue[j] + poweri(gammalb5,j);
For i := 14 downto 1 do
Begin
Gammai := Gamma (i) ;
For j := 2 to 8 do
sommeobtenue [j] := sommeobtenue[j] + poweri(gammai,j)
End;
maxdelta := 0;

If imprime then

Writeln (’k’:3,

For J

2 to 8 do

Begin
delta := abs(sommetheorique[j]-sommeobtenuel[j]);
if delta > maxdelta then maxdelta := delta;

’obtenue’:15,’ theorique’:20,’difference’:20);
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178 If imprime then

179 WriteLn(j:3, sommeobtenue[j]:20, sommetheoriquel[jl:20,
180 delta:20);

181 End;

182 erreur := maxdelta

183 End;

184

185 Procedure inltialise;

186 Var i: integer;

187 Begin

188 sl := 0;

189 s2 := 03

190 For i:= 14 downto 1 do

191 Begin

192 sl := s1 + sqr(1/(2*i-1));
193 s2 := s2 + sqr(sqr(1/(2*xi-1)))
194 End;

195 sl := sl * 4 *x unsurpi2;

196 s2 := s2 * 16 * unsurpié;

197 sommetheorique [2]:= 1/2;

198 sommetheorique [3]:= 1/4;

199 sommetheorique [4]:= 1/6;

200 sommetheorique [6]:= 5/48;

201 sommetheorique [6]:= 1/15;

202 sommetheorique [7]:= 61/1440;
203 sommetheorique [8]:= 17/630;
204 gommalb := 2/((2*15-1)%*pi);
205 trouve (x[1],x[2], gammal5);
206 VerifieGammal5b (erreur) ;

207 resume (erreur, true);

208 gauche := 0.019733398;

209 droite := 0.019733501;

210 End;

212 Procedure VerifieGammalb {Var erreur: reall};

213 Begin

214 ki := (1/2-s1l-sqr(gammal5))/57;

215 k2 := (1/6-s2-sqr(sqr(gammal5)))/57;

216 niter := 1;

217 repeat

218 fairel;

219 resoud(a, y, succes, 2);

220 x[1] := x[1] + y[1];

221 x[2] := x[2] + y[2];

222 niter := niter + 1;

223 until (abs(y[1])<epsilon) and (abs(y[2])<epsilon) or (niter=maxiter
—)

224 or not succes;

225 resume (erreur, false)

226 End;

227

228 Begin

229 inltialise;
230 For 1 := 0 to 25 do
231 Begin
232 gammalb := gauche + ix(droite-gauche)/25;
233 VerifieGammal5 (erreur) ;
234 resume (erreur,true);
235 WriteLn; Writeln (’ maximum des differences: ’,erreur:20);
236 WriteLn(’ gammalb5 =’,gammal5:20,’ erreur =’,erreur:20)
237 End
238 End.
Programme B.2 - consDickorg.pas - Constantes ', ¢ = 1,..., 72, selon lo méthode

proposée par DICKEY (1976)

§B.3 PROGRAMMES DE SIMULATION
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B.3.1 Loi asymptotique avec données centrées

Le programme Simull a été écrit afin d'obtenir un histogramme, la moyenne et |la
variance, ainsi qu'un ensemble de percentiles des asymptotiques de ns(1 — r(ds)). Il
imprime l'information pertinente et conserve aussi cette information dans un fichier
pour des manipulations ultérieures.

{$L-}
{$a+}
Program Simull (Input, Output, BinHist, CarHist);
{$i’random’}
Type
VectHist = Array[0..800] of Integer;
InfHisto = Record
Min, Range : Real;
NClass, NObs : Integer;
Histo: VectHist;
end;
Vecteur = Array[Integer] of Real;
VectPYZ = Array[0..31] of Real;
vectQ = Array[1..15] of Real;
vectS = Array[1..16] of Real;
vectDE = Array[16..30] of Real;
VectGamma = Array[1..72] of Real;
Vectl5 = Array[1..15] of Real;

9 Var
NP, NY, NZ : VectPYZ;
NQ : VectQ;
ND, NE : VectDE;
NS : VectS;
Seedl, Seed2 : Integer;
Gammal, GammaI2 : VectGamma;
i, NClass, Numero, S : Integer;

Histo : VectHist;

Pourcent : Vectlbh;

Min, Range, Facteur, x, Somme, Somme2, Moyenne, Variance : Real;
NObs : integer;

MinObs, Max0Obs : Real;

BinHist : file of InfHisto;

CarHist : text;

Value Histo = VectHist (801 of 0);

{
Les valeurs suivantes sont les constantes requises par 1 algo-
rithme M de D. Knuth figurant a la page 123 de Knuth(1981).
Elles ont été calculées selon les specifications données aux
exercices 7 et 10 de la section 3.4.1 de ce livre par le pro-
gramme ConsDef
}
Value NP = VectPYZ
(0.00000000000000, 0.84873739496400, 0.96998897933580,
0.85503104286931, 0.99427926423630, 0.99515870951199,
0.93274375463479, 0.92340337100404, 0.72737066777509,
0.99999999999974, 0.69108437136881, 0.45407478843176,
0.28664998777399, 0.17386200619118, 0.10131778025214,
0.05672765967281, 0.06727492121681, 0.16051226307567,
0.23553408391936, 0.28540215132048, 0.30758398387906,
0.30389585363882, 0.27952114309042, 0.24148483829247,
0.19705221929318, 0.15244760717495, 0.11211301538775,
0.07852835391591, 0.05246425946492, 0.03346991210839,
0.02040720747344, 0.08639347400094) ;

Value NQ = VectQ
(0.23564414763236, -0.20618790961620, 0.23390963599268,
0.20115073017601, 0.20097296852085, 0.21442116230337,
0.21659006917262, 0.27496297123376, 0.20000000000005,
0.28940026469397, 0.44045607705009, 0.69771501318776,
1.15033758312945, 1.97398718647932, 3.52561697686031) ;

Value NY = VectPYZ
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100
101
102
103
104
105
106
107

108

110

128

130
131
132
133
134
135
136
137

138

Value NZ

Value NS

Value ND

Value NE

o {$L+}

Function Normal

Var

(

(0.0,
2.4,

(

(2

U v,
Signe
Integer;

J
Begin
U

.00000000000000,
.57960570289337,
.57370163379787,
.00000000000000,
.91963272366688,
.18797215666196 ,
.06162055860565,
.31268667045659,
.75091779963083,
.38295588274482,
.19583353253941,

VectPYZ
.20000000000000,

0
1

.37960570289337,
2.97370153379788,
0.00000000000000,
0.28036727633311,
0.21202784333804,
0.
0
0
0
0

3

26162055860565,

.28731332954341,
.24908220036917,
.21704411725518,
.20416646746059,

VectS

0.2, 0.
2.6, 2

VectDE
0.
0.

0.98674801424353,
0.
0.94771026493741,

50503350066879,
93921124285770,

96575234004515,

O O O OO

VectDE

5.
6.

T

R

Signe

U:
Jj:
F:=
If(F < NP[j

2
T
3

3.36779614093342,
2.
1.54149408253681 ,

-0.92220385833230, -5.86421852951332,
-33.16053799044107, -39.51129922804694,
-1.61108096559386, 0.66640322092802,
0.35257403166619, -0.16635054722143,
0.35790969366035, -0.02254807718165,
0.58557454436530, 0.96175947401834,
0.12012230323731, 1.31115630582833,
1.12240684361248, 0.53632695811937,
0.56402638740319, 0.17474610680622,
-0.01107383230427, -0.39307421206485,
0.78108737809059) ;
1.32220385833230, 6.66421852951333,
4.96053799044103, 41.31129922804689,
2.61108096559386, 0.73359677907198,
0.64742596833381, 0.36635054722143,
0.24209030633965, 0.22254807718165,
0.21442545563470, 0.23824052598165,
0.27987769676269, 0.28884369417166),
0.27759315638752, 0.26367304188063,
0.23597361259681, 0.22525389319378,
0.21107383230427, 0.20692578793515,
0.21891262190941) ;
0.8, 1.0, 1.2, 1.4, 1.6, 1.8, 2.0, 2.2,
.77295683181701, 0.87642431729707,
.98608681560905, 0.99515450131766,
.97921135862260, 0.97227391617338,
.95953097292161, 0.95353409608020,
.94202340198953, 0.93644752494987) ;

00000000000000,12.

25000000000000,

16316966400260,

Real;

emp, X, F:
Boolean;

Real;

andom;
= U >= 0.5;
*U Trunc (2*U) ;
runc (32*U) ;
2%U - j;

then Begin

5.

50000000000000,
00000000000000,

2.85829591351012,
1.
1.39663465926647 ,

91584991123493,

1) and (j > 15)

if j < 31
then Repeat
U := Random;
V := Random;
if U >V
then Begin
Temp := U;
U :=V;
V := Temp
End;
X:= NS[j - 16] + U / 5

until(V <= ND[j]) or
(V <= NE[jl*Exp(Sqr(NSI[j

else Repeat
U
\

Random;
Random;

.33333333333331,
.06377310692091,
.46945536484918,
.71211186543338,
.27220242787081) ;

141)

- Sqr(X)) / 2)

-1)
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139 X := Sqrt(9 - 2*Ln(V))
140 until U*xX < 3

141 End

142 else

143 |f F >= NP[j] then X := NY[j]l + Fx*NZ[j]
144 else X := NS[j] + F*NQ[jl;
145 If Signe then x := -x;

146 Normal := X

147 End;

148

149 Function QAsymp(S: Integer): Real;

150 Const

151 Rac2 = 1.414213562;

152 Var T, Tr, T2, W, G : Real;

153 X : Real;

154 i, j : Integer;

155 Begin

156 T:= 0 ;

157 T2 := 0;

158 W := 0;

159 G := 0;

160 For i:= 1 to S do

161 Begin

162 Tr := 0;

163 For j := 72 downto 1 do

164 Begin

165 X := Normal;

166 Tr := Tr + GammalI[j]=*X;
167 W:= W + GammaI2[j]*X;

168 G:= G + GammaI2[j]*Sqr(X)
169 End;

170 T := T + Tr;

171 T2 := T2 + Sqr(Tr);

172 End;

173 T := T*Rac2;

174 T2 := 2xT2;

175 W:= W*xRac2;

176 QAsymp := (S*(T2 + S) / 2 + Sqr(W) - T*W) / (G - Sqr(w) / S)
177 End;

178

179 Procedure SetGamma(Var Gammal, GammaI2: VectGamma) ;
180 Const

181 Gamma 15 = 1.9733468e¢-02;
182 Var i : Integer;
183 Function Gammal(i: Integer): Real;
184 Const
185 PiSur2 = 1.5707963267948966192;
186 Begin
187 Gammal := (2*(i mod 2) -1) / ((2*i - 1)*PiSur2)
188 End;
189 Function Gamma2(i: Integer): Real;
190 Const
191 Alpha = 2.41476620886e-04;
192 Beta = -4.18597781401e-06;
193 Begin
194 Gamma?2 := (2*(i mod 2) -1)*Sqrt(Abs(A | pha + Betax*x(i - 15)))
195 End;
196 Begin
197 For i := 1 to 14 do
198 Begin
199 GammaI[i] := Gammal(i);
200 GammaI2[i] := Sqr(GammaI[il)

End;

GammaI [15] := Gammal5;
3 GammaI2[15] := Sqr(Gammalb);
204 For i := 16 to 72 do
205 Begin
206 GammaI[i]:= Gamma2 (i) ;
207 GammaI2[i | := Sqr(GammaI[i])
208 End
209 End;

210 Procedure Cumul (Var Histo: VectHist);
211 Var
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212

213

i : Integer;
Begin

For i:= 1 to NClass do Histo[i] := Histo[i] + Histol[i
End;

- 1]

Procedure DetPour (Pourcent: Real; Var Numero: Integer; Var Percentile:

Var Histo: VectHist);
Var Nombre, Temp: Real;

Begin

Percentile:= 0.0;

Nombre := Pourcent*Histo[NClass];

While Nombre > Histo[Numero] do

Numero := Numero + 1;
If (Numero <> 0) and (Numero <> NClass)
then Percentile:= Min + (Numero + (Nombre - Histol[
/ (Histo[Numero] - Histo[Numero
x*Range / NClass
else WriteLn(’*** Attention: Classe limite*x*x*
End;
Procedure PerctPr(Var Histo: VectHist);

Const

MxLignes = 60;
var

NLignes, i : Integer;

Pourcent, Percentile : Real;

Numero : integer;
Procedure Entete;
Begin

WritelLn; WritelLn;
WriteLn(’1’, ’Pourcent’: 10, ’Percentile’: 15);
WritelLn; Writeln;
NLignes := 5
End;
Begin
Entete;
Numero := 1;
For i := 1 to 99 do
Begin
Pourcent := i / 100;
DetPour (Pourcent , Numero, Percentile, Histo);
WriteLn (Pourcent: 8: 3, Percentile: 15: 3);

NLignes := Nlignes + 1;
If NLignes = MxLignes then Entete;
If i = 2

then Begin
DetPour (0.025, Numero, Percentile, His
WriteLn(’0.025°: 8, Percentile: 15: 3)

Nlignes := Nlignes + 1;
If NLignes = MxLignes then Entete
End;

If i = 97

then Begin
DetPour (0.975, Numero, Percentile, His
WriteLn(’0.975°: 8, Percentile: 15: 3)

Nlignes := NLignes + 1;
If NLignes = MxLignes then Entete
End

End
End;

Procedure Resume(NClass, NObs: Integer; Min, Range: Real;
Var Histo: VectHist);

Var Bloc, Reste, i, j, MClass : Integer;
Delta, Sup, Inf : Real;
Begin
ReWrite (CarHist);
Bloc := Trunc(NClass / 50);
Reste := NClass - 50%*Bloc;
MClass := Trunc(NClass / Bloc);
Delta := Range / NClass;
Sup := Min + Delta;

WriteLn(CarHist, Min: 9: 4, Sup: 14: 4, Histo[0]: 14,
If Reste = 0 then MClass := MClass - 1;

Numero -

- 11))

Real;

11)

’, Pourcent) ;

to);

3

to);

3

Histo [0]:

14);
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285 For i := 2 to MClass do

286 Begin

287 j := Bloc*(i - 1);

288 Inf:= Min + (1 + j - Bloc)*Delta;

289 Sup := Min + (1 + j)*Delta;

290 WriteLn(CarHist, Inf: 9: 4, Sup: 14: 4, Histo[jl: 14,

291 Histo[j] - Histo[j - Blocl: 14)

292 End;

293 WriteLn(CarHist, Sup: 9: 4, Min + Range: 14: 4, Histo[Bloc*(MClass - 1)
—1: 14,

294 NObs - Histo[Bloc*(MClass - 1)]: 14)

295 End;

296

297 Procedure HistPr;

298 Const

299 MxLign = 55;

300 Var

301 NLigne, i: Integer;

302 Delta, Inf, Sup: Real;

303 Cumulatif: Real;

304 Begin

305 WriteLn(’1 Borne’, ’Bormne’: 14);

306 WriteLn(’ inferieure superieure Frequence’);

307 WritelLn; WritelLn;

Delta := Range / NClass;

309 Sup := Min + Delta;

310 Cumulatif:= Histo[0];

311 WriteLn(’ Moins de ’, Sup: 8: 4, Histo[0]: 12, Cumulatif / NObs: 12: 4);

312 NLigne := 5;

313 For i := 2 to NClass do

314 Begin

315 Cumulatif := Cumulatif + Histol[i - 1];

316 Inf := Min + (i - 1)*Delta;

317 Sup := Min + i*Delta;

318 WriteLn(Inf: 9: 4, Sup: 14: 4, Histo[i - 1]: 12, Cumulatif / NObs:
—12: 4);

319 Nligne := Nligne + 1;

320 If NLigne = MxLign

321 then Begin

322 WriteLn(’1 Borne’, ’Bormne’: 14);

323 WriteLn(’ inferieure superieure Frequence’,

324 >Cumulatif?’: 12);

325 WritelLn; WriteLn;

326 Nligne := 4

327 End

328 End;

329 Cumulatif:= Cumulatif + Histo[NClass];

330 WriteLn (Sup:9:4, ’ et plus ’, Histo[NClass]:8,Cumulatif/NObs:12:4)

331 End;

5335 { PR OGRAMME PRINCTIPATL?Z
334 Begin

335 ReadLn (S, Min, Range, NObs, NClass);

336 ReadLn(Seedl, Seed2);

337 SetRandom (Seedl, Seed2);

338 SetGamma (Gammal, GammaI2);

339 X := OAsymp(S);

340 MinObs := X;

341 Max0bs := X;

342 Facteur := NClass / Range;

343 Somme := 0.0;

344 Somme2 := 0.0;

345 For i := 1 to NObs do

346 Begin

347 X := OAsymp(S);

348 Numero := Trunc((X - Min)*Facteur);
If Numero < 1

350 then Numero := 0

351 else if Numero > NClass then Numero := NClass;
Histo[Numero] := Histo[Numero] + 1;
If X < MinObs

then MinObs := X

else if X > MaxObs then MaxObs := X;
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N A W N e

o ® 3

End.

Somme := Somme + X;
Somme2 := Somme2 + Sqr (X)
End;
{ HistPr; }
Cumul (Histo) ;
PerctPr (Histo);
WriteLn(’1’, ’Resume de la simulation’);
WriteLn; WritelLn;
WriteLn(’ Nombre d’’observations:’, NObs);
WriteLn(’ Periode (S): 7, S: 2);
WriteLn(’ Minimum observe: ’, MinObs);
WriteLn(’ Maximum observe: ’, MaxObs);
WriteLn(‘ Nombre de classes de 1’’histogramme: ’,NClass:6);
GetRandom (Seedl, Seed2);
WriteLn(’ Seedl = ’, Seedl);
WriteLn(’ Seed2 = ’, Seed2);
Moyenne := Somme / NObs;
Variance := Somme2 / (NObs - 1) - NObs*Sqr(Moyenne) / (NObs - 1);
WriteLn(’ Moyenne de la variable: ’, Moyenne);
WriteLn(’ Variance de la variable: ’, Variance);
Resume (NClass, NObs, Min, Range, Histo);
ReWrite (BinHist);

BinHist~.Histo := Histo;
BinHist~.Min := Min;
BinHist~.Range := Range
BinHist~.NClass := NClass;
BinHist~.NObs := NObs;

Put (BinHist)

Programme B.3 - Simull.pas - Histogramme et statistiques des asymptotiques de

ns(1 —r(ds))

B.3.2 Loi asymptotique avec données non centrées

Pour obtenir un programme simulant la loi asymptotique quand les données ne
sont pas centrées, il suffit de remplacer la fonction QAsymp du programme Simull par
la fonction UAsymp suivante:

Function UAsymp(S: Integer): Real;
Const

Var

Rac2 = 1.414213562;

Tr, T2, G, X: Real;
i, j: Integer;

Begin
T2 := 0;
G := 0;
For i := 1 to S do
Begin
Tr := 0;
For j := 72 downto 1 do
Begin
X := Normal;
Tr := Tr + GammaI[j] * X;
G := G + GammaI2[j] * Sqr(X)
End;
T2 := T2 + Sqr(Tr);
End;
T2 := 2 % T2;
UAsymp := (S * (T2 + 8) / 2) / G;
End;

Programme B.4 -UAsymp . pas - UAsymp remplace QAsymp pour les statistiques relatives

ans(l —1'(ds))
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B.3.3 Loi exacte avec données centrées

Pour obtenir un programme simulant les lois exactes quand les données sont cen-
trées, il suffit de faire quelques modifications mineures au programme Simul 1. L'essentiel
de ces modifications consiste a remplacer la fonction QAsymp par une procédure qui
simule une série de la taille voulue selon le modéle de la marche aléatoire saisonniére et
qui calculera les coefficients d’'autocorrélation voulus. Il s'agit de la procédure Gencorr.

Procedure GenCorr (Var Coeff: Vect5; Longueur, Nombre, S: Integer);
Var

i, K, d: Integer;

Moyenne, Variance, Temp: Real;

Serie: Array [-11..204] of Real;
Begin

{ Quelques initialisations 1}

Moyenne := 0.0;

For i := 0 downto -S + 1 do

Serie[i] := 0;

{ On génére la série en additionnant les valeurs pour le calcul de la
;moyenne
For i := 1 to Longueur do
Begin
Serie[i] := Seriel[i - S] + Normal;
Moyenne := Moyenne + Seriel[il;
End;
Moyenne := Moyenne / Longueur;

{ On centre la série et on calcule la somme des carrés des écarts 1}
Variance := 0.0;
For i := 1 to Longueur do
Begin
Serie[il Serie[i] - Moyenne;
Variance := Variance + Sqr(Seriel[i]);
End;

{ On calcule alors les coefficients de corrélation qui nous intéressent }
For d := 1 to Nombre do
Begin
Temp := 0.0;
k :=d *x S;
For i := 1 to Longueur - K do
Temp := Temp + Seriel[i] * Serie[i + K];
Coeff [d] := (Variance - Temp) / Variance;
End
End;

Programme B.5 —Gencorr . pas — Calcul des coefficients d’autocorrélation avec données
centrées

B.3.4 Loi exacte avec données non centrées

Il s'agit de faire quelques modifications mineures a la procédure Gencorr. Elle devient :

Procedure GenCorr (Var Coeff: Vect5; Longueur, Nombre, S: Integer);
Var

i, K, d: Integer;

Variance, Temp: Real;

Serie: Array [-11..204] of Real;

Begin
{ Quelques initialisations 1}
For i := 0 downto -s + 1 do

Serie[i] := 0;
{ On génére la série selon une marche aléatoire saisonniére }
For i := 1 to Longueur do

Serie[i] := Serie[i - s] + Normal;

Variance := 0.0;
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End;

Programme B.6 — Gencorr2.pas — Calcul des coefficients d'autocorrélation

{ Calcul de la variance 1}
For i := 1 to Longueur do
Variance := Variance + Sqr(Seriel[i]);

{ Calcul des coefficients de corrélation 1}

For d := 1 to Nombre do
Begin

Temp := 0.0;

K :=d * S;

For i := 1 to Longueur - K do

Temp := Temp + Seriel[i] * Serie[i + K];

Coeff [d] := (Variance - Temp) / Variance;

End;

données non centrées

avec



ANNEXE

Autre approche pour la simulation des lois asymptotiques

§C.1 DESCRIPTION DU LOGICIEL

onne établi au théoreme 4.1 du chapitre 4, pour les distributions asymptotiques,
‘ nous considérons une suite de variables aléatoires indépendantes doublement

indicées

0o
{gi,r =1 7’:1,...75,

avec €; 5 ~ JV(O, 1) i.i.d. A partir de cette suite, nous définissons :
o0 o0 o0
TT:\/ézryigiﬂ"v Wrzﬂzfyggi,ﬁ FT:\/EZ’)%&T?’T.
i=1 i=1 i=1

Les coefficients 7; sont donnés par :

2(_1)i+1

i)

Nous détaillons ci-aprés les moments et les distributions de ces variables, puis nous
proposons une méthode directe pour simuler les distributions asymptotiques visées.

§C.2 MOMENTS ET DISTRIBUTIONS

Pour un indice fixe r, les composantes du vecteur (1., W,., I.)’ sont dépendantes,
car elles se construisent a partir des mémes g; ;..

C.2.1 Lavariable 7,

Par linéarité de I'espérance et puisque E[gi’r] =0,ona:
E[T,] =v2) ~iE[e,] =0.
i=1

165



166 C.2. Moments et distributions

L'interversion somme/espérance est justifiée par la convergence en L? (et doncen Ll)
de la série, conséquence de la convergence de

= 4 < 1
121%2:?2(2@'—1)2’

1=

puisque
s 2

1 T
P oyt

=1

La variance s'obtient par:

Var(7, —QZ% Var(e; ) —22%.

En substituant I'expression de 7; :

4 2 1

i 4 & 1

2
E -———E —_— = X — = —
izl% 72 Py (20 —1)2 =2 8 2’

d'ou

Ainsi, T, ~ A0, 1).

C.2.2 Lavariable IV,

De méme,
La variance s'écrit :
et en utilisant
avec
on obtient :

ce quidonne:

Ainsi, W, ~ A410,1/3).
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Covariance et corrélation entre 7). et IV,

Etant donné que T, et W, sont construites a partir des mémes €ir (avec E[ewéjm] =
d;4),on calcule :

Cov(W,,T,) =2 Z 3.

i=1

- 1

D'apreés le tableau 6.3,0n a:

et donc:

Cov(W,,T,) = %

La corrélation est alors :
~ Cov(W,,T,)
VVarW) Var(T) - f1xcn

N[

p(W,, T.) \/75

Le vecteur (T}, W,.) suit ainsi une loi binormale de paramétres:
/0 (112
o= (0)’ > = <1/2 1/3)'

Puisque g, ~ .A(0,1),ona E[e}, | = L et Var(e},) = 2. Ainsi,

C.2.3 Lavariable [,

2 27

E[Fr]=\/§i'ﬁ=\/§xl=\/—§

et

(o] [o¢]
1 2
4 2 4
Var([,) = ZZ% Var(e;,) = 42% =4 x 6= 3
i=1 i=1
On peut montrer que Cov(7,., I.) = Cov(W,, I,) = 0. La distribution exacte de I
étant plus complexe, nous ne I'aborderons pas ici.

§C.3 SIMULATION DU TRIPLET (T, W, I}.)

L'approximation numérique repose sur la convergence de la série :

S5 ()
= o \mi-l
Cette série de Dirichlet converge, ce qui garantit qu'une troncature aprés un nombre
fini de termes (par exemple N = 100) fournit une approximation adéquate. Une étude
numérique a montré que la somme tronquée avec N = 100 termes capture environ
99.8% de la variance de T, et 99.9999% pour W,. et I, assurant ainsi un compromis
optimal entre précision et complexité de calcul.

Le script C.1 présente le code R ayant permis de produire les graphiques des densités
asymptotiques de la seconde édition.



C.3. Simulation du triplet (T, W, I.)

Nous précisons que cette annexe résulte d’'une « discussion » avec ChatGPT 4o0. Le
script C.1 a été intégralement généré par cette intelligence artificielle.

1# Chargement des bibliothéques nécessaires
> library(reshape2)

3

+# Définition du séparateur décimal

s options (OutDec ",

6

7# Récupération des fichiers CSV
scsv_files <- list.files(pattern
9

10# Boucle pour traiter chaque fichier
11 for (data_file in csv_files) {

12

"data_ns_1_minus_r.*_s=\\d+_n=\\d+\\.csv")

# Lecture du fichier CSV
data <- read.csv(data_file)

13
14
15
# Vérification du nombre de colonnes
num_cols <- ncol(data)
if (num_cols < 1) {
warning (paste("Fichier ignoré (trop peu de colonnes) :",
next

}

16
17
18
19 data_file))
20

21

# Extraction de s et n depuis le nom du fichier

matches <- regmatches(data_file, gregexpr ("s=\\d+|n=\\d+",

params <- as.numeric(gsub("[~0-9]", "", unlist(matches)))
—nombres

s_value <-

n_value <-

N_value <-

data_file))
# Conversion en >\

params [1]

params [2]

s_value * n_value # Calcul de N
# Création
title_text

*}ll))

du titre sous la forme "s=4, N=108"
<- pasteO("s=", s_value, ", N=", format(N_value,

decimal .mark

"N

# Détermination du type de fichier et ajustement de 1’étiquette de 1’axe des >,
—X
if (grepl("r_prime", data_file)) {
x_label <- expression(N x* (1 r *
—pour r’
output_file <- gsub("data_",

non

(d,s)))

# Expression mathématique

"densite_", data_file)

37 output_file <- gsub("\\.csv", ".pdf", output_file)

58} else {

39 x_label <- expression(N * (1 - r(d,s))) # Expression mathématique pour r
40 output_file <- gsub("data_", "densite_", data_file)

41 output_file <- gsub("\\.csv", ".pdf", output_file)

42 }

43

4t # Définition du fichier PDF avec la taille demandée

45  pdf (output_file, width = 8, height = 5)

# Estimation de densité pour chaque colonne

dens_list <- 1list ()

for (i in 1:min(3, num_cols)) {
dens_list[[i]] <- density(datal[il],

}

adjust = 1)

# Définition des limites des axes

s4  x_min <- min(unlist(lapply(dens_list, function(d) d$x)))

ss x_max <- max(unlist(lapply(dens_list, function(d) d$x)))

56 y_min <- 0

57 y_max <- max(unlist(lapply(dens_list, function(d) d$y))) = 1.1

58
59
60
61
62

# Forcer 1’affichage de l’axe des y si x_min > O

if (x_min > 0) {
x_min <- O

}
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64 # Générer des repéres "propres" sur l’axe des x avec virgule comme séparateur
65 x_ticks <- pretty(c(x_min, x_max), n = 8)
66 x_ticks_labels <- format(x_ticks, decimal.mark = ",")

68 # Création du graphique vide avec axes personnalisés

so plot(dens_list[[1]]1$x, dens_list[[1]]1$y, type = "n", xlim = c(x_min, x_max),
—ylim = c(y_min, y_max),
70 main = title_text, xlab = x_label, ylab = "Densité", axes = FALSE)

72 # Ajout des axes avec des repéres plus propres et la virgule comme séparateur
73 axis(1l, at = x_ticks, labels = x_ticks_labels, pos = 0)
74 axis (2, pos = 0, las = 1)

76 # Définition des styles de ligne
77 line_styles <- c("solid", "dashed", "dotted")

79 # Définition de la légende avec d en italique et "d="
80 d_values <- c(1, 2, 3) # A adapter si les valeurs réelles sont différentes
81 legend_labels <- lapply(d_values, function(d) bquote(italic(d) == .(d)))

83 # Ajout des courbes de densité
84 for (i in 1:length(dens_list)) {

85 lines(dens_list [[i]1]$x, dens_list[[i]]$y, col = "black", lwd = 2, lty =
—line_styles[il)

86 }

87

ss # Ajout d’une légende avec "d=" et d en italique

89 legend ("topright", title="Délai", legend = legend_labels,

20 lty = line_styles[1:length(dens_list)], col = "black", lwd = 2, bty="n>
—=")

92 # Fermeture du fichier PDF
o3 dev.off ()

os  cat("Graphique généré et enregistré dans", output_file, "\n")

9 }

Script C.1 — Production des graphiques des distributions asymptotiques de la seconde
édition
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